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l -§ .  G E O M E T R IK  S H A K L N IN G  YUZI

1.1. Yuz haqida tushuncha

I layotiy tajribada ko‘p hollarda geometrik shakllarning sath- 
lari kattaliklarini o ‘lchashga to‘g ‘ri keladi. 5 -6 - sinflar matema- 
tikasidan Siz to ‘g"ri to ‘rtburchak, kvadrat, to ‘g ‘ri burchakli 
uchburchak kabi ayrim shakllarning yuzlarini topish fomuilalarini 
bilasiz. U m um an, yuz tushunchasi bilan Siz turm ushda tez-tez 
duch kelasiz, chunonchi, Siz o ‘z hovlingizdagi va daladagi yer 
m ay don lari, uyingizning poli, devorlari, deraza, stol yuzlarini 
o ‘lchashingizga to ‘g ‘ri keladi.

E ndi k o 'p b u r c h a k n in g  y u z in i  to p ish  m asa lcisi b ilan  
shug‘ullanamiz.

K o 'p b u r c h a k n in g  y i tz i  d e g a n d a  te k is l ik n in g  sh u  
k o 'p b u r c h a k  b i/a n  c h e g a r a la n g a n  b o 'la g in in g  s a th i,  
ya  'ni yu z i tiishuniladi.

A g a r  ik k i ко ‘p b u rc h a k n in g  te k is lik d a  ch e g a ra la g a n  
b o 'la k la r i  iim u m iy  ich k i nucjta larga  ega  b o 'lm a y , u la r  
fa q a t  am itm iy  uch larga  va um iim iy  to m o n la rg a g in a  ega  
bo 'Isa, bit ко 'pburchaklar b ir-b irin i qoplam aydi, deb ata- 
ladi.

Agar geom etrik shaklni chekli sondagi uchburchaklarga 
boMish m um kin boMsa, u ho Ida bu shakl sodda shakl dcyiladi.

M asalan, 1- rasmdagi shakl to ‘g ‘ri to ‘rtburchak va to ‘g ‘ri 
burchakli uchburchakdan tuzilgan va tashkil qiluvchi shakllar 
bir-b irin i qoplam aydi. 2- rasm dagi shakl ham  to ‘g ‘ri to ‘rt- 
burchakdan va uchburchaklardan tuzilgan, am m o ular bir-birini 
qoplaydi.
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2- rasm.

>4

- rasm.

Birinchi holda (1- ra sm )/1 5 C £  to ‘rtburchakning yuzi uni 
tashkil qiluvchi ABC D  to ‘g ‘n  to ‘rtburchak va C D E  lo ‘g ‘ri 
burchakli uchburchak yuzlarining y ig ‘indisiga teng. Ikkinchi 
holda (2- rasm ) A B C K E  beshburchakning yuzi uni tashkil q i­
luvchi shakllar yuzlarining yig‘indisiga teng b o ‘la olm aydi. 
Am m o, boshqa tom ondan, 2- rasmdagi shaklni bir-birini qop- 
lam aydigan ikki uchburchak: DBCK, DKDE  va bir trapetsiya- 
dan (ABKD) iborat deb hisoblash mumkin.

Yuz tu sh u n ch a s i g e o m e tr iy a n in g  ta  'r ifs iz  q a b u l q i- 
linadigan boshlang 'ich  tushunchaUiridan biri bo 'lib , lining  
та 'nosi quyidag i aksiom alarda  ochiladi. Yuz aksiom alari 
ham  geom etrik m iqdorni oMchash aksiom alari boMgani uchun 
ularni biz birinchi guruh aksiom alariga k iritam iz va yu z  ak­
siom alari deb ataymiz.

I4. M ar q a n d a y  sh a k ln in g  y u z ig a  to m o n i b ir  o 'lc h o v  
b ir lig ig a  te n g  b o 'lg a n  k v a d r a tn in g  y u z i  b ila n  o 'lc h a -  
nadigan m usbat son mos keladi.

I . Teng shakllar teng yuziarga ega.
1( . A g a r  sh a k l b ir -b ir in i q o p la m a yd ig a n  sh a k lla rd a n  

ta shkil topgan bo 'Isa, lining yu z i ta shkil q iluvchi sh aklla r  
yuzlarin ing  y ig  'indisiga teng.

Yuzlar lotincha bosh harf S  bilan belgilanadi. M asalan,

5  =  5X F) =  S tlCDE (1 - rasm).
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M A SALALA R

1. Nim a uchun yuz aksiomalari birinchi guruh aksiomalariga 
kiritilgan?

2. 1- rasm da to ‘g ‘ri to ‘rtburchakning tom onlari A В = 5 sm 
va A D  = 3 sm b o 1 lib, to ‘g ‘ri burchakli uchburchakning ikkin­
chi kateti D E  = 4 sm  b o ‘lsa, u lardan tashkil topgan to ‘rt- 
burchakning yuzi qancha bo'ladi?

3. 2- rasm da to ‘g lri to ‘rtburchak tom onining to ‘g ‘ri bur­
chakli uchburchakning gipotenuzasi bilan kesishgan nuqtasi 
К  b o ‘lsa, lining yuzi qanday shakllar yuzlari yigN ndisidan

4. 3- rasm dagi shakl b ir-b irin i qop lam aydigan  qanday 
shakllardan iborat? Bu shaklning yuzi S(F) ni tashkil qiluvchi 
shakllarning yuzlari y ig ‘indisi k o ‘rinishida yozing. (Kesishish 
nuqtalarini harflar bilan belgilang.)

5 .4 - rasmdagi m urakkab shaklning yuzini unda qo ‘shim cha 
kesm alar o ‘tkazish yo ‘li bilan sodda shakl 1 arga keltirib hisob- 
lang. Qanday hisoblaganingizni tushuntiring.

1.2. Yuzni oMchash. Tengdosh shakllar

Yuz tekislik yoki fazodagi geom etrik shakllam i tavsiilovchi 
asosiy matematik miqdorlardan biridir.

iborat?

a

3- rasm. 4- rasm.
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/ п
5- rasm.

Ix tiy o r iy  sh a k ln in g  y u z in i  o 'lc h a s h  bu y u z n i b ir l ik  
yu z  bilan so lish tirishdan  iboratdir. So lish tir ish  natijasicla  
yu zg a  m os ke luvch i son q iym at an iq lanad i. Bu son qara- 
layo tgan  shakln ing  yuzi b irlik  yu zd a n  necha m arta  kaita  
(yoki kichik) ekanini ko 'rsa tuvch i sondir.

I4 ak s io m a g a  a so sa n  b ir l ik  y u z  s i fa tid a  to m o n i b ir  
о 'lchov b irlig iga m os keluvch i kvadra tn ing  yu z i q a bu l qi- 
lingan.

S o d d a  h o lla rd a  y u z  te k is  sh a k ln i  to ‘Id iru vc h i b ir l ik  
kvadra tla r, y a  ’n i to m o n i u zu n lik  b ir lig ig a  ten g  bo 'Igan  
kvadratlar soni bilan о 'lchanadi.

Agar o ‘lchov birligi sifatida m m , sm, m yoki km olingan 
b o ‘lsa, u holda yuz birligi mos ravishda m m 2, sm 2, m 2 yoki 
km2 shaklida yoziladi. Yuz hisoblanganda shaklning o ‘lcham - 
lari bir xil o ‘lchov birligida boMishi lozim.

Y u zo ‘lchov birliklariningbiridan ikkinchisiga o ‘tish m um - 
kinligini bilasiz. M asalan, 1 n f  = 1m • 1 m  =  100 sm  x 100 sm = 
= 10000 sm2.

A gar b iror kvadratning tom onlari birlik kvadratning to- 
m onidan n m arta katta b o ‘lsa, u holda unga birlik kvadrat- 
dan n- tasi joylashadi. Dem ak, kvadratning yuzi birlik kvad­
ratning yuzidan z?2 m arta ortiq bo Mar ekan. Buni 5- rasm da 
ko‘rish mumkin.

Bu xossadan foydalanib quyidagi aksiomani qabul qilamiz.
17. K vadra tn ing  y u z i  lin ing  tom oni u zu n lig in in g  kvad-  

ratiga teng.
Yuzlari ten g  b o 'lg a n  sh a k lla r  tengdosh  sh a k lla r  deb  

ataladi.
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D
6- rasm.

M asalan , 6 - rasm da tasvirlangan kvadrat va teng yonli 
u chburchak  tengdosh  sh ak lla rd ir, chunk i u ch b u r­
chak kvadratni diagonali b o ‘y icha qirq ilgandan hosil b o ‘l- 
gan uchburchaklarni yonm a-yon q o ‘yish bilan hosil qilingan. 
A m m o ular teng shakllar em as, balki faqat teng yuzlarga ega, 
xolos.

M A SALALA R

6. Yuzni qanday o ‘lchov asboblari yordam ida o 'lch ash  
mumkin?

7. Paletkaning tuzilishi va lining yordamida qanday o 'lchash 
mumkinligini tushuntirib bering.

8 . Agar to 'g 'r i  to 'rtburchakning  tom onlari 2 sm va 3 dm 
bo 'lsa, yuz o 'lchov birligi sifatida tomoni qanday kvadratni olish 
m a’qulroq bo'ladi?

9. K vadratning tom oni 4  ga teng b o 'Isa , lining yuzini 
hisoblang.

10. Agar kvadratning tomoni 
uch m arta orttirilsa, hosil bo 'lgan 
kvadratning yuzi qanday o 'zga- 
radi?

11. K v ad ra tn in g  yuzin i 36 
m arta kam ytirish  uchun lining 
to m o n in i necha m arta  k ich ik - 
lashtirish kerak?

12. /415 C 1D ) k v a d ra tn in g
yuzi 100 sm 2. A B C D  kvadrat- _____________ _
n ing  yuzin i h isob lang . В unda & A
A A = A p  м ъ А р ^  II AD  (7- rasm). 7 -rasm.
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1.3. To‘g‘ri to ‘rtb u rch ak n in g  yuzi

Siz 5- s in f m atem atika darslarida to ‘g ‘ri to 'rtburchakning 
yuzini hisoblashni o ‘rgangan edingiz.

T e о r e m  a. T o 'g 'r i  to 'r tb u r c h a k n in g  y u z i  lin in g  
qo ‘slini tomonlarining ко 'paytmasiga teng.

I s b о t. T om onlarin ing  uzunlig i a (b o ‘y i) va b (eni) 
bo 'lgan to 'g 'r i to 'rtburchakni qaraylik (8- rasm).

T o 'g 'ri to 'rtburchakn ing  yuzi S  bo 'ls in . S  = ab  ekanini 
isbotlaymiz. Shu maqsadda bu to 'rtburchakda tom onining uzun­
ligi a + b ga teng kvadrat yasaym iz (9- rasm ). Bu kvad­
ra tn ing  um um iy  yuzi tom onlari a ga va b ga ten g  ikki 
kvadrat va b ir xil S  yuzli ikki to 'g 'r i  to 'rtb u rch ak  yuzlari 
yig 'indisidan iborat, ya’ni S= u2+2S +b: (I(i aksiom aga ko'ra).

Ikkinchi tom ondan csa yuz haqidagi I? aksiom aga ko 'ra  
lining yuzi (a+b)2 ga teng.

I5 aksiom aga k o 'ra  a 2+2S+b2=(a+b)2 yoki cr+2S+b2 =  
=a2+2ab+b2. Bundan S=a • b ga ega bo 'lam iz.

Demak, to 'g 'r i  to 'rtburchakning yuzi:

Tcorem a isbotlandi.
Bundan key in to 'g 'r i  to 'rtburchakning  bo 'y in i as os, enini 

esa balandlik  deb ataym iz. Shunda to 'g 'r i  to 'rtburchakning  
yuzi un ing asosi bilan balandlig i к о 'paytm asiga teng b o ‘-

S  = a  -b .

ladi, ya’ni a  b

S  = ah.

О a 2 S  a

ba a

8- rasm. 9 - rasm.
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M A SALALAR

13. 1) To‘g ‘ri to ‘rtburchakning perim etri 22 sm va asosi 
balandligidan 1 sm ortiq b o isa , yuzi qancha boNadi?

2) A gar to ‘g ‘ri to 'rtburchakning bir tom oni 8 sm va u ik­
kinchi tom onidan ikki marta katta bo 'lsa , uning yuzini toping.

14. M arm ar p litk a la r k v ad ra t sh ak lid a  b o 'lib , tom oni 
20 sm. Tom onlari 1 m va 3 m  bo 'lgan  to 'g 'r i  to 'rtbu rchak  
shaklidagi m aydonchaga plitka yotqizish uchun nechta m arm ar 
plitka kerak bo'ladi?

15. 1) M aktab yer m aydonining yuzi 20 000 n r. Uning 
15% ini sport m aydonchasi tashkil etadi. M aydonchaningyuzini 
toping.

2) X onaning bo 'y i 5,4 m, eni 4,2 m. X onada eni 1,2 m  va 
balandligi 1,6 m bo 'lgan  ikkita deraza bor. A gar derazalar- 
n ingyuzi (yorug 'lik  tushadigan yuzi) butun pol yuzining 20%  ini 
tashkil etsa, xonaning yoritilganligi normal hisolanadi. Xonaning 
yoritilganligi nonnalmi?

16. 1) Tom onlarining har biri butun sonlar bilan o 'lcha- 
nadigan to 'g 'r i  to 'rtburchakning perimetri 20 sm ga teng. Bu 
to 'g 'r i  to 'rtburchakning yuzini hisoblang. Q anday holda to 'g 'r i  
to 'r tb u rc h a k n in g  yuzi eng katta  va qanday  ho lda to 'g 'r i  
to 'rtburchakning  yuzi eng kichik bo 'lad i?

2) O 'Ich am lari 63 sm  va 28 sm  b o 'lg an  to 'g 'r i  to 'r t-  
burchakka tengdosh kvadratning perimetrini toping.

17. 1) T o 'g 'ri to 'rtburchak  tom onlarining nisbati 5:7 ga 
teng bo 'lib , uning yuzi 140 dm2 bo'lsa, tomonlari nimaga teng?

2) A gar dala m aydoni o 'lcham lari 2000 m va 1500 m 
bo 'lgan  to 'g 'r i to 'rtburchak shaklida bo 'lsa , uning yuzini kvad­
rat kilometr hisobida toping.

3) Zavodning to 'g 'r i  to 'rtburchak shaklidagi hovlisining 
o 'lcham lari 125 m va 72 m. H ovlining yuzini sm ' hisobida 
toping.
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1.4. U chburchakning yuzi

Uchburchak yuzi formulasini keltirib chiqarishdan avval ush­
bu lemmani keltiramiz.

L e m  m  a. T o 'g 'r i  b u rch a k li u ch b u rc h a kn in g  y u z i  
uning katellari ко ‘paytm asin ing  yarm iga  teng.

I s b о t. K atetlarining

b

в
10- rasm.

to ‘g ‘ri burchakli u chbur­
chak berilgan b o ‘Is in ( 10- 
rasm):

^  A  A B C  =  2  a b

ekanini isbotlaymiz.
U chburchakning A va 

С  uch lari dan kateti arga pa­
rallel to ‘g ‘ri ch iziq laro‘tka- 

zib, A BC D  to ‘g ‘ri toh tburchakni hosil qilam iz. В unda hosil 
bo ‘Igan ABC  va CDA to ‘g ‘ri burchakli uchburchaklar o ‘zaro 
teng. (Isbot q iling .) D em ak, u lar teng S  yuzga ega. AB C D  
to ‘g ‘ri to ‘rtburchak ikkita teng to ‘g ‘ri burchakli uchburchak­
dan tashkil topganligidan, uning yuzi A B C  uchburchak yuzi­
ning ikkilanganiga teng bo ‘ladi, ya’ni SАиа = 2SMBC Demak, 
Л ВС uchburchakning yuzi to ‘g ‘ri to 'rtburchak yuzining yarm i­
ga teng ekan.

Shunday qilib, = \  a b ,  lemma isbot bo'ldi.

Bu lemmadan foydalanib, ixtiyoriy uchburchakning yuzi for­
mulasini hosil qilamiz.

T e о r e m a. U chburchakning yu z i uning asosi bilan 
balandligi ко 'paytm asining yarm iga  teng.

I s b o t .  U chburchakning asosini a  va bu tom onga tu­
sh iri Igan balandlikni /7 f bilan belgilaylik, S —  uchburchak yuzi. 
Bunda ushbu uch holni ko'rish kerak.

1. B alandlikning asosi uchburchakning tom onida yotadi 
(11 - a  rasm). 
to



11- rasm.

2. Balandlikning asosi uchburchakning uchlaridan biri bilan 
ustm a-ust tushadi (11 -b rasm).

3. Balandlikning asosi uchburchak tom onining davom ida 
yotadi ( \ \ - d  rasm).

Birinchi holda balandlik berilgan uchburchakni ikkita to ‘g ‘ri 
burchakli uchburchakka ajratadi. U larning asoslarini va 
bilan belgilasak, a + a = a  bo ‘ladi. Lem m aga k o ‘ra bu to lg ‘- 
ri burchakli uchburchaklarningyuzi

■S', =  B a S , = | o 2A„.

I( aksiom aga ko ‘ra: S ABC = S } + S 2.
Yuqoridagi natijalarni e ’tiborga olib, quyidagiga ega b o l- 

lamiz:

S a, c = } « A  + { a , A „  = 1 ( 0 , +  f l , ) A „  = | a A „ .

Dem ak,

^АПС = ~2a ' ^а'

Bu hol uchun teorem a isbot bo ‘ldi.
U chburchak  to ‘g ‘ri burchakli b o ‘lgandagina baland lik ­

ning asosi to ‘g ‘ri burchak uchi bilan ustm a-ust tushadi, y a ‘ni 
ikkinchi hol ro ‘y beradi. L em m aga asosan:



12- rasm.

Uchburchak o ‘tm as burchak­
li boM ganda un ing  o ‘tk ir bur- 
chaklari uchidan tushirilgan ba- 
lan d lik la r uch b u rch ak  to m o n ­
lari davom iga tushadi, y a ’ni ba­
landlikning asosi uchburchak to­
m onining davom ida yotadi (3- 
hol). Bu holda ikkita A B D  va 
A C D  to ‘g ‘ri burchakli uchbur­
chak hosil bo‘ladi. U lar uchun 
um u m iy  A D  k a te t h o b a la n d ­
lik vazifasini o ‘taydi va В С  =0 , 

C D = a{, BD=BC+CD=ci+cix. Lem m aga asosan:

^ M I D  ~  ~2 ^ a \ +  a ) h a ,  S A C D

Izlanayotgan uchburchak yuzi:

V -  s' -  S’
U  BCD A C D '

Yuqoridagi natijalarni e ‘tiborga olib, ega boMamiz:

S abc = 1 ( 0 ,  +o)A „ - l o ,  h„ = 1  ah„.

Shunday qilib,

S AK = \ aK -

Teorema to1 la isbot bo’ldi.

MaNumki, uchburchakning ixtiyoriy tomonini asos deb hisob­
lash m um kin. U chburchak yuzining kattaligi esa uning qaysi 
tomonini asos deb olinishiga bogMiq emas ( 12- rasm).

Ushbu ^ aha, \ b h h, - c h c uchta ifoda bir-biriga teng, 

chunki ular Л 5 С uchburchak yuzi kattaligini beradi:

S A,c  = \a h „  = ^ b h ,

12
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13- rasm.

В

В и fikrning to 'g 'r i  ekanligiga 13- rasmdagi tengdosh shakl- 
lami solishtirish yo 'li bilan ishonch hosil qiling. Rasm dagi EL  
va E K  kesm alar uchburchakning o 'r ta  ch izig 'i. Hosil bo 'lgan  
to 'g 'r i  to 'rtburchakning balandligi mos uchburchak balandligi- 
ning yarm iga teng. Bunda tengdosh shakllar bir xil raqam  bilan 
belgilangan.

M A SA L A L A R

18. 1) A gar to 'g 'r i  burchakli uchburchakning katetlari:
a) 6 sm  va 13 sm; b) 2,2 dm va 5 dm bo 'lsa , uning yuzini 
toping.

2) T o 'g 'ri burchakli uchburchakning yuzi 168 n f  ga teng. 

A gar katetlar nisbati — ga teng bo 'lsa, ularni toping.

19. U c h b u rch ak n in g  asosi a, b a lan d lig i /z;, yuzi esa 
S’bo'lsin:

1) agar a =9 sm  va /? = 15 sm bo 'lsa , S  ni;
2) agar a =3,4 dm  va A =5,1 dm  bo 'lsa , S  ni;
3) agar 5 = 7 5 ,6  s n r  v aa= 2 8  sm  b o 'ls a ,/м п ;
4) agar 5 = 2 4  s n f  va A =12 dm  bo 'lsa , a ni toping.
20. 1) U chburchakn ing  ikki tom oni 18 sm  va 24 sm. 

Birinchi tom onga o 'tkazilgan  balandlik 21 sm. Berilgan ik­
kinchi tomonga o'tkazilgan balandlikni toping.

2) U chburchakning ikki tom oni 6,5 sm  va 8,2 sm ga teng. 
Katta tom onga o 'tkazilgan balandlik 2,4 sm  ga teng. Berilgan 
tomonlardan kichigiga o'tkazilgan balandlikni toping.

13



a . с 1 0 * д = д О

(2 *6)+(4* 5)=32

14- rasm.

21. Teng tom onli uchburchakning yuzi 24 dm2 va balandli­
gi 6 dm ga teng b o isa , uchburchakning tomonini toping.

22. 1) U chburchakning m edianasi uni ikkita tengdosh uch­
burchakka ajratishini isbotlang.

2) U chburchakning  uchta m edianasi o lk a z ilg a n . Hosil 
bo ‘Igan shakldagi uchburchaklar o ‘zaro tengdoshligini isbotlang.

3) A B C  uchburchakning 51 uchi orqali A B  tom oniga pa­
rallel m  to ‘g ‘ri chiziq o lk az ilg an . Uchi m to ‘g ‘ri chiziqda va 
zfSasosli barcha uchburchaklarning yuzlari teng b o lish in i isbot­
lang.

0  i z i q a r 1 i m a s a 1 a . To‘g ‘ri toT tburchak shaklidagi 
y u z  14-r/ ra sm d a  k o T sa tilg a n id e k  q irq ilib , u n d an  14-/? 
rasmdagi shakl hosil qilingan (uni o ‘zingiz hosil qiling). Bu 
shakllardan birinchisiningyuzi 30 kv. birlik, ikkinchisining yuzi 
esa 32 kv. birlik. U lar teng shakllardan tuzilgan b o ‘lsa-da, 
ncga yuzlari teng emas?

1.5. Trapetsiya va parallelogram m ningyuzi

Avvalgi bandda biz ixtiyoriy uchburchakning yuzini hisob­
lashni o lg an d ik . Bu har qanday shakldagi k o ‘pburchak yuzini 
hisoblash imkonini beradi. Buning uchun berilgan ko‘pburchakni 
diagonallari yordam ida uchburchaklarga ajratish zarur. Shunda



к о ‘pburchakning yuzi uni tashkil etuvchi uchburchaklarning 
yuzlari y ig 'ind isiga teng b o ‘ladi. M asalan, shu usulda trape- 
tsiyaning yuzini topish mumkin.

Trapetsiyaning parallel tom onlarini asoslar  va bu tom on- 
lar yotgan parallel to ‘g ‘ri chiziqlar orasidagi m asofani uning 
balandligi deb ataymiz.

Т е  о r  e m a . Trapetsiyaning yu z i lining asoslari y ig  ‘in- 
disin ing y a n n i bilan balandligining ко 'paytmasiga teng.

/4 8  ~ a  
C D - 2,  

A F 1 D C  
C E 1 AB  
AF=EC=h

C P ~ h

E F  -  o ' z t a  
cA tz ty

E F =  E T b

15- rasm.

I s b o t .  AB C D  trapetsiyaning asoslari A В - a  va CD=b, 
balandligi /?, y u z iS rK bo 'lsin  (15-a rasm).

S  -  S  -  a+b h° T R  -  A B C D  -  2

ekanini isbotlaymiz.
Trapetsiyaning ixtiyoriy diagonali (masalan, ЛQ  uni asos­

lari a va b, balandligi trapetsiya balandligi A F -h  ga teng ik­
kita uchburchakka ajratadi. Trapetsiyaning yuzi esa bu uch­
burchaklarning yuzlari yig 'indisiga teng (Г aksiom aga ko 'ra), 
ya’ni

U ~ ~

n с

A



Shunday qilib,

S TR = | ( f l  + b)h  = ^ Y ~ h .

Teorema isbot b o id i.
N a t i j a. Trapetsiyaning yu z i lining o 'r ta  ch iz ig 'i b i­

lan ba land lig in ing  к о 'paytm asiga  teng. H aq iqa tan , trap e­
tsiyaning o ‘rta chizigN asoslari yigNndisining yarmiga teng, ya’ni

E F  = ^ { a  + b) (15-/? rasm ) boTgani sababli trapetsiyaning 

yuzi uchun hosil qilingan formuladagi £ 1 * k o ‘paytuvchini 

uningqiym ati bilan almashtirsak, ushbu formulani hosil qilamiz:

S m = E F  • h.

Har qanday parallelogram m ni asoslari o ’zaro teng, y a ’ni 
a=b  b o ’lgan trapetsiya deb qarash mumkin. (Nima uchun?)

B undan , pa ra llc lo g ram m  yuzi fo rm ulasi q u y id ag ich a  
bo’ladi:

S JR = j ( a  +  b)h  = ah, y a ’ni S IMr = ah.

Dem ak, parallelogram m ning yuzi uning asosi b ilan  ba­
lan d lig in in g  к о ’pay tm asig a  teng  (xuddi to ’g ’ri to ’rtbur- 
chak singari) (16- rasm).

Parallelogram m ning yuzi form ulasini parallelogram m ni 
to ’g ’ri to ’rtburchak shakliga keltirish y o ’li bilan ham hosil qi- 
lish m um kin. Buni 16- rasm dan foydalanib o ’zingiz isbot q i­
ling.

— d

16- rasm.
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M A SALALAR

23. 1) Trapetsiyaning asoslari 21 sm va 15 sm, balandligi 
esa 5 sm ga teng. Trapetsiyaning yuzini toping.

2) Trapetsiyaning balandligi 5 m, kichik asosi 6 m va katta 
asosi kichik asosidan 2,5 m arta katta b o ‘lsa, trapetsiyaning 
yuzini toping.

24. Trapetsiyaning yuzi S, balandligi // b o ‘lsin. A gar shu 
trapetsiyaning asoslarini o ‘zgartirmay turib, balandligini:

1) 2 marta orttirilsa;
2) 3 marta kamaytirilsa, trapetsiyaning yuzi qanday o ‘zga- 

radi?
25. 1) T rapetsiyaning yuzi 1024 sn r , asoslari 80 sm  va 

48 sm. Trapetsiyaning balandligini toping.
2) A g a r A B C D  tra p e ts iy a n in g  a so s la r i /1 5 = 2  sm  va 

C D = 10 sm; D /l=8 sm, Z  D =30° b o isa , uning yuzini toping.
26. Trapetsiyaning yuzi 72 sn r  va kichik asosi 6 sm.Tra- 

petsiyaning diagonals olkazilgan. Tomonlari trapetsiyaning ki­
chik asosi, diagonali va yon yogldan iborat bo lgan  uchburchak­
ning yuzi 24 snr. Trapetsiyaning katta asosi va balandligini toping.

27. To‘g ‘ri burchakli trapetsiyada balandlik va kichik asos
6 sm, eng katta burchagi esa 135° b o isa , lining yuzini toping.

28. 1) Parallelogram m ning asosi 6 m va m os balandligi
7 m b o isa , uning yuzini toping.

2) Paralle logram m ning  13 sm b o lg a n  diagonali uning 
12 sm  b o lg a n  tom oniga perpendikulyar b o is a ,  parallelog­
rammning yuzini toping.

29. 1) Rombning yuzi uning diagonallari ko‘paytmasining 
yarmiga tengligini isbotlang.

2) Diagonallari: a) 3,5 sm va 4,6 sm; b) 7,6 m  va 8,5 m 
bo lgan  rombning yuzini toping.

30. 1) Agar rom bning tomoni 4,6 sm, burchaklaridan biri 
esa 30° b o isa , uning yuzini toping.

2) Rombning tomoni 12 sm, burchaklaridan biri esa 150°. 
Rombning yuzini toping.

Alisher Navciy |72-13 20 ^  . — 77/ . ;  7  n o n r d ' p i
^'vTzyfO'zbekislon Mb



Q a d i m i у  m a s  a 1 a (Misr usuli). Bundan 4000 yil aw al 
m isrliklar tomonlari a, b, c, d  b o ‘Igan ixtiyoriy to ‘rtburchak- 
ning yuzini

с -  a+c
2 2

formula bo‘yicha hisoblashgan.
Bu formula faqat to ‘g ‘ri to ‘rtburchak uchun to ‘g ‘ri eka­

nini ko‘rsating.
Q a d i m i у m a s a l a  (Moskva papirusidan olingan masa- 

la). To‘g‘ri to'rtburchakning yuzi va tomonlari uzunliklarining 
nisbati m a’lum deb olib, uning tomonlarini toping.

Q O 'SH IM C H A  M A SALA LAR

31. 1) Kvadratning tomoni quyidagicha o ‘zgai1irilsa, uning 
yuzi qanday o ‘zgaradi? a) 1,5 m arta orttiriladi; b) 2 m arta 
kamaytiriladi; e) 3 marta orttiriladi; d) 4 marta kamayt iri ladi.

2) A gar k v ad ra tn in g  yuzi: a) 0 ,16  dm 2; b) 1,44 sm 2; 
d) 1,96 n f  bo‘lsa, uning tomonini toping.

32. Tomonlari 3 sm va 1,5 dm b o lg an  to‘g ‘ri to'rtburchak 
berilgan. Uning yuzi birlik kvadrat yuzidan necha marta katta?

33. Yuzi berilgan kvadrat yuzidan to‘i1 marta katta bo'lgan 
kvadrat yasang.

34. Agar to 'g 'ri to'rtburchakning:
a) asosi va balandligi 2 marta orttirilsa;
b) asosi va balandligi 3 marta kamaytirilsa;
v) asosi 4 marta orttirilib, balandligi 4 marta kamaytirilsa;
g) asosi 3 marta orttirilib, balandligi o'zgarishsiz qoldirilsa, 

uning yuzi qanday o'zgaradi?
35. I) Berilgan uchburchakka tengdosh parallclogram m  

yasang.
2) Berilgan uchburchak bilan tengdosh va u bilan umumiy 

asosga ega bo'lgan to 'g 'ri to 'rtburchak yasang.
36. Sexga uzunligi 1,6 m, eni 1 ,2  m va balandligi 3 m

bo'lgan stanokni olib kirish kerak. Sex eshigining eni 1,4 m  va
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balandligi 2,7 m. Stanokni sexga olib kirish mumkinmi? Masa- 
lani yuz bilan bog1 lab tushuntiring.

37. 1) Uchburchakning o‘i1a chizigN uzunligi 4 sm va yuzi 
20 sm2 b o isa , lining balandligini toping.

2) A B C  uchburchakning A B  va BC  tomonlari mos ravishda 
16 sm va 22 sm ga teng. AB  tomonga tushirilgan balandlik esa 
11 sm ga teng. BC  tomonga tushirilgan balandlikni toping.

38. 1) Parallelogram m ning o ‘tk ir burchagi 30° ga teng, 
o lm a s  burchagi uchidan tushirilgan balandliklar esa mos ra­
vishda 4 sm  ga va 5 sm ga teng. Parallelogram mning yuzini 
toping.

2) Parallelogrammning tomonlari 16 sm va 20 sm ga, ba- 
landliklaridan biri 12 sm ga teng. Parallelogram mning ikkin­
chi balandligini hisoblang. Masala nechta yechimga ega?

39. 1) Parallelogrammning diagonali uning tomoniga per- 
pendinkulyar va bu diagonal qarshisidagi burchagi 45° ga teng. 
A gar diagonalning uzunligi 8 sm b o isa , parallelogram m ning 
yuzini toping.

2) Parallelogram m ning yuzi 48 s n r  ga teng. Parallelo- 
gramm diagonal lari ning kesishish nuqtasi tomonlar yotgan to‘g l- 
ri chiziqlardan 2 sm va 6 sm uzoqlashgan. Bu parallelogramm­
ning perimetrini hisoblang.

40. 1) A soslari 4 sm  va 8 sm , burchaklaridan  biri 45° 
b o lg an  to‘g ‘ri burchakli trapetsiyaning yuzini toping.

2) Asoslari 7 sm va 9 sm, asosi-
dagi burchaklardan biri 45° b o lg a n  A _______________ s
teng yonli trapetsiyaning yuzini toping.

41. 1) A gar rom bning  yuzi 27 
sm2 ga teng, diagonallaridan biri ik- 
kinchisidan 1,5 m arta katta b o is a ,  
uning diagonallarini toping.

2) Agar rombning diagonallari 2 va 
3 sonlariga proporsional, yuzi esa 12 
s n r  b o isa , romb diagonallarini toping. ^
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Q i z i q a г 1 i m a s a l a .  A hm ad kvadrat sh ak li­
dagi {ABCD) torlni to ‘rt kishiga teng b o ‘lib berm oqchi edi. 
U torlni birinchi marta E F  kesma bo‘yicha kesib qo lydi (17- 
rasm). B odaklar teng boMishi uchun ikkinchi kesimni qanday 
o'tkazish kerak?

2- §. PIFAGOR T EO REM A SI

2.1. Pifagor va uning teorem asi haqida

Pifagor miloddan avvalgi 570 -  500 yillarda yashagan bu- 
yuk yunon matematiklaridan biri. Uning shaxsiy hayotiga oid 
yozma manbalar qolmagan, u Egey dengizining Samos orolida 
tug‘ilgan, keyinchalik esa Italiyaning janubida yashagan. Pifagor 
va uning o'quvchilarining matematika, astronomiya va falsafa 
ilmiga qo ‘shgan hissalari beqiyosdir. Xususan, geometriyaning 
fan sifatida tarkib topishida ularning hissasi kattadir. Biz hozir 
keltirm oqchi bo 'lgan  teorem a Pifagor nomi bilan yuritiladi. 
Am m o bu teorem ani undan avval qadim gi M isr va Bobilda 
ham bilishgan. Pifagor esa bu teoremaning nazariy isbotini kcl- 
tirgan va o ‘sha davrgacha ba’zi hollar uchun to‘g ‘ri deb qaral- 
gan tushuncha qonun shaklini olgan.

18- rasm.

19- rasm.



Bu teorema tobg‘ri burchakli uchburchakka oid boMib, uch­
burchak tomonlariga teng kvadratlaming yuzlari orasidagi mu- 
nosabatni ko‘rsatadi. Umumiy isbotdan so‘ng esa u uchburchak 
tomonlari orasidagi munosabat ekani m a’lum b o ‘lgan.

T e o r e m a  (P ifag o r teo rem asi). T o 'g 'r i burchakli 
u ch b u rc h a k  g ip o te n u z a s in in g  k v a d r a ti  u n iu g  k a te t la r i  
kvadra tla rin ing  y ig 'in d is ig a  teng.

Katetlarining uzunligi a va b, gipotenuzasining uzunligi с 
bo1 Igan to‘g ‘ri burchakli ABC  uchburchak berilgan boMsin (18- 
rasm), u  holda Pifagor teoremasi (r=a2+b- formula bilan ifo­
da I an a d i, b u n d a  £/~, / r ,  c 1 -  to m o n la ri a, b, с b o ‘Igan  
kvadratlaming yuzlariga teng. Shuning uchun bu tenglik tomoni 
gipotenuzaning uzunligiga teng kvadratning yuzi tomonlari 
katetlarga teng kvadratlaming yuzlari yig‘indisiga teng ekanini 
ko‘rsatadi (19- rasm).

M A SA L A L A R

42. 1) To‘g ‘ri to‘rtburchakning tomonlari uzunliklarini bil- 
gan holda uning diagonali qan­
day hisoblanadi?

2) P ifagor teorem asi dan 
foydalanib, to ‘g ‘ri to ‘rtbur- 
chakn ing  d iagonallari o ‘zaro 
tengligini isbotlang.

43. K vadratning tom onlari 
o ‘rtalarini tutashtirishdan hosil 
bo‘Igan shakl kvadrat ckanligini 
isbotlang.

44. 20- ra sm d a  A B C D  
k v ad ra t, EC=D K=b, BE=
=KC=a  va E C 1 E B , D K lE C  
bo ‘lsa, A BEK D  k o ‘pburchak- 
ning yuzini toping.

3

20- rasm.
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21- rasm.

45. 21- rasmdagi nom a’him  x  kesmaning uzunligini hisob­
lang.

2.2. Pifagor teorem asining isboti

Katetlari a, b va gipotenuzasi с  bo ‘Igan to ‘g ‘ri burchakli 
uchburchakni qaraymiz (18- rasmga qarang). cr=a2+b2 ekanini 
isbotlaymiz.

Isbot qilish uchun tomonining uzunligi a+b ga teng bo lgan  
kvadrat yasaymiz (22- rasm). Bu kvadratning burchaklaridan 
katetlari a va b b o lg a n  to ‘g ‘ri burchakli uchburchak lami

Ь E a

z
°  ten g , d em ak , u la r  o ‘za ro

rasm da ko‘rsatilgandek ajra- 
tamiz. Natijada hosil boMgan 
bu tohttala to ‘g ‘ri burchak­
li uchburchakning katetlari

a

A
jj ten g d ir ( to ‘g ‘ri burchak li 

uchburchak lar teng lig in ing  
b irin ch i a lo m atig a  k o ‘ra).

b в  S h u n in g  u c h u n  u la rn in g  
gipotenuzalari berilgan to‘g ‘ri 
b u rchak li u ch b u rch ak n in g  
g ipo tenuzasiga , y a ’ni с  ga 
teng.

С a  5  6
f a + 6 ) 2 = 4 ( £ а Ь ) + с 2

22- rasm. Endi yasalgan kvadrat-



ning ichidagi ABCD  to‘itburchakning tomoni с ga teng bo‘ Igan 
kvadrat ekanini ko‘rsatamiz.

Bizga ma’lumki, to‘g‘ri burchakli uchburchakning o‘tkii- bur- 
chaklari yig‘indisi 90° ga teng. Shuning uchun Z l+Z2=90°.

Ikkinchi tomondan, Z l ,  Z3 va Z2 ning yig‘indisi yoyiq 
burchak hosil qiladi, ya’ni Z1+Z3 +Z2=180°. Z l+ Z 2^90° 
ekanini e ’tiborga olsak, z3= :90o ekani kelib chiqadi. Xuddi 
shunga o ‘xshash, ABCD  to‘rtburchakning qolgan burchak la­
rining har biri ham 90° ga tengligi isbotlanadi.

Shunday qilib, ABCD  to ‘rtburchakning tomonlari teng va 
barcha burchak lari 90° dan iborat bodgani uchun u kvadrat 
bodadi. Tomoni a+b bodgan kvadratning yuzi

S= C i+ b)\

ga teng.
Bundan tashqari, tomoni a+b  bodgan kvadrat har birining 

yuzi ' ab  ga teng bodgan todtta teng to‘g ‘ri burchakli uch­

burchakdan ham da с  tomonli kvadratdan tashkil topgan. Shu­

ning uchun

S' =  4 -2 ab+c2 = 2ab+c2.

Shunday qilib, I(i aksiomaga ко da

(a+b)2= 2ab+c2 yoki a2+2ab+b2= 2ab+c2,

bundan

c 2 = a 2 + b 2 yoki a~ + b 2 = c 2

kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
Bu yerda biz Pifagor teoremasining isbotlaridan birini kel- 

tirdik, xolos.
T e o r e m a  (P ifagor teo rem asiga teskari teorem a). 

A g a r uchburchak b ir tom on in ing  kvadra ti qolgan ikki to ­
m oni kvadratlarin ing y ig 'ind isiga  teng bo'lsa, и holda uch­
burchak to 'g 'ri burchakli bo ‘ladi.

I s b o t .  ABC  uchburchakning tomonlari a, b va с  bodib, 
с - —a 2 +b - bo d sin  (23- a  rasm ). Z C Î 9 0 ° ekanini isbo t­
laymiz.
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с

23- rasm.

T o‘g ‘ri b u rchag i С,, kate tlari a, b va g ip o ten u zasi с, 
bo‘Igan to‘g‘ri burchakli uchburchakni ko‘raylik (23- b
rasm ). P ifagor teorem asiga k o ‘ra с] =а1+Ь1. Lekin shartga 
ko ‘ra c2=fl2+/?2 edi. Bulardan с ; = c2 ekanligi kelib chiqadi, 
bundan esa c= c  ga ega boMamiz. Yasashga ko‘ra B C = B £ = a  
va A C = A [C = b, shuningdck, isbotga k o ‘ra A B = A {B = c  edi. 
Shunday qilib, uchburchaklar tengligining uchinchi alomatiga 
k o ‘ra A B C  va A lB tC i uchburchak lar teng b o ‘ladi. B undan 
ZC = ZC  =90°, ya’ni AB C  uchburchakning to‘g‘ri burchakli eka­
ni kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.

T A R I X I Y  M A ’ L U M  О Т

a2+ b ~ c2 munosabatni qanoatlantiruvchi uchta butun m us­
bat ci, b va с  son P ifa g o r u ch lik  s o n la h  d ey ilad i. A g ar 
to‘g‘ri burchakli uchburchak katetlari va gipotenuzasining uzun- 
liklari butun sonlar bilan ifodalansa, bu sonlar Pifagor uchligini 
hosil qiladi. Aksincha, har qanday Pifagor uchlik son lari tomon­
lari butun sonli to‘g‘ri burchakli uchburchakni aniqlaydi. Bunday 
u ch lik k a  3, 4 va 5 son lari m iso l b o ‘la o lad i. H aq iqa tan , 
32+42=52 Tomonlari 3, 4 va 5 ga teng bo‘Igan to‘g‘ri burchakli 
uchburchak yasashdan qadimgi M isrda yer ustida to‘g ‘ri bur­
chak yasash uchun foydaIaniIgan. Buning uchun ular arqoncha- 
ni teng 12 qismga tugun qilib boMishar va oxirlarini bogMashar 
edi. Key in arqonchani tomonlari 3, 4 va 5 boMimli uchburchak
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hosil qiladigan qilib yerda tortishar edi. Uchburchakning 5 bo‘- 
limli tomoni qarshisidagi burchak to‘g‘ri burchak bo‘lar edi.

To‘g ‘ri burchakni yuqoridagi usulda yasash munosabati bi­
lan tomonlari 3, 4  va 5 birlik bo‘Igan uchburchak ko 'pincha 
«m isr uchburchagi» deb ataladi.

Tomonlari butun sonli to ‘g ‘ri burchakli uchburchak tuzish

qoidalaridan biri ham pifagorchilarga tegishli, chunonchi a,

— — va ~~y ~ sonlari Pifagor uchlik sonlarini hosil qiladi, bun­

da a -  ixtiyoriy toq son. Shuningdck, boshqa bir qoida ham

bor: a, -1  va |-y j  +1 son lari P ifag o r uch lik  so n la ­

rini hosil qiladi, bunda a -  juft son.
Bu qoidalardan  foydalanib, quyidagi nam una b o ‘yicha 

Pifagor sonlari jadvalini tuzish mumkin:

(I b с a b с
ka lc l katet g ipo tenuza katet katet g ipo tenuza

3 4 5 12 35 37
5 12 13 13 84 85
7 24 25 16 63 65
9 40 41 17 144 145
1 1 6 0 61 19 180 181

Agar a, b, с  va sonlar Pifagor uchlik sonlarini hosil qilsa, 
та, m b  va me  sonlar ham Pifagor sonlari boMishi o ‘z-o‘zidan 
ayon, bunda m -bu tun  m usbat son. D em ak, 2-3, 2-4 va 2-5, 
y a ’ni 6 , 8 va 10 sonlari ham Pifagor uchlik sonlarini tashkil 
etadi yoki 3-5, 3 1 2  va 3 1 3 , y a ‘ni 15, 36 va 39 sonlari ham  
Pifagor sonlari boMadi.

Shuningdek, katetlari a, b va gipotenuzasi с  bodgan  
uchburchaklarning tomonlari a=2mn, b=m 2— n-\ c=m2+ n2 
fonnulalar bilan ifodalanishini isbotlash mumkin, bunda m 
va n ixtiyoriy natural sonlar bodib, unda /;?>/?.
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M A SALALA R

46. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning и va b  katetlariga 
ko ‘ra gipotenuzasini toping: 1) л=12; /т=16; 2) a=15; Z>=18;

3) й = ^ ;  6 = у ;  4) a=b, 6 = 1 б 7 3 .

47. To‘g ‘ri burchakli uchburchakda a va b katetlar, с  esa 
gipotenuza. Agar 1) />=24, c=26; 2) />=7, c=9; 3) />=12; c=15;

4) b= 2\l3  , с= 4 \/3  boNsa, a  ni toping.
48. Agar to‘g ‘ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi с  ga 

teng bo‘Isa, lining 60° !i burchagi qarehisidagi katetni toping.
49. ABCD  to ‘g ‘ri to ‘rtburchakda: a) agar .45=10, AC=26 

bo‘lsa, AD  ni; b) agar CD=4,5; AC=7,5 b o isa , BC  ni toping.
50. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 17 sm, asosiga 

tushirilgan balandligi esa 15 sm ga teng. Asosning uzunligini 
toping.

51. Teng yonli, to‘g‘ri burchakli uchburchakning gipotenu­

zasi 5 ^ 2  sm ga teng. Katetlarini toping.
52 . U y d an  s im y o g ‘o c h g a c h a  boM gan m aso fa  16 m, 

simyog‘ochning balandligi 12 m, uyning balandligi 6 m bo‘lsa, uy 
tomidan simyog‘och uchigacha boMgan masofani toping.

53. To‘gTi burchakli uchburchakning katetlaridan biri 7 sm, 
ikkinchisi gipotenuzadan 1 sm qisqa. Gipotenuzani va ikkinchi 
katetni toping.

54. To‘gTi burchakli uchburchakning gipotenuzasi 25 sm, 
katetlarining nisbati 3:4 ga teng. Katetlami toping.

55. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi lining 
katetlarining biridan 3 sm ortiq. Ikkinchi katet 9 sm ga teng. 
Birinchi katetni va gipotenuzani toping.

56. Agar uchburchakning tomonlari quyidagi sonlar bilan 
ifodalangan boMsa, u to‘g‘ri burchakli uchburchak boMishi yoki 
boMmasligini aniqlang:

1) 12, 16, 20; 2) 5, 6 , 7; 3) 18, 24, 30; 4) 20, 48, 52;
5) 6, 8, 12; 6) 11, 9, 13; 7) 30, 40, 50; 8) 6, 7, 8 .
Har bir holda javobni asoslang.
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24- rasm.

57. To‘g ‘ri burchakli uchburchak­
ning bir kateti 35 sm. Ikkinchi katet bi­
lan gipotenuzaning yig‘indisi 49 sm.
Gipotenuza bilan ikkinchi katetni toping.

58. 1) Rom bning perimetri 8 m, 
diagonallaridan biri 2,4 m. Ikkinchi 
diagonalini va yuzini toping.

2) Agar rombning tomoni 10 sm 
ga, diagonal laridan biri 12 sm ga teng 
bo isa , lining ikkinchi diagonalini va yuzini toping.

3) Agar rombning diagonallari 10 sm ga va 24 sm ga teng 
b o isa , uning tomonini va yuzini toping.

Q a d i m  i у m a s a 1 a. Uchala tomoni berilgan uch­
burchakning yuzini toping.

Al-Xorazmiy o lk ir  burchakli va turli tomonli uchburchak­
ning yuzi uchburchak balandligi va asosining yarmisi ko‘payt- 
masi bilan aniqlanishini uqtirib, tomonlari 15, 14 va 13 birlikdan 
iborat b o lg a n  A B C  uchburchakning yuzi quyidagi tartibda 
hisoblanishini tushuntiradi (24- rasm).

Y e с h i s h. BC = 15, AB= 14, A C = 13, AD=x, CD=h 
b o ls in . Pifagor teoremasiga ko‘ra:

/r= 1 5 2-(1 4 -x )2 va /;2=132-дг.

Bu ikki tenglikdan:

152- (  1 4-.y)2= 1 32-at2.

Buni soddalash tirsak , 2 8 л -1 4 0  yoki x=5 kelib chiqadi. 
U holda /72=132- 5 2= 169-25= 144, bundan //=12.

Demak, uchburchakning yuzi:

5 Д = CD 1 ^  = 12 I - 14 = 84 (kv.birlik).

Bu masalani yechishda Al-Xorazmiy Geron formulasidan 
foydalanmagan. Natijaning to‘g ‘riligini Geron fonnulasidan foy- 
dalanib tekshirib ко ling .

M a s a 1 a. Tomonlari 5, 6 va 9 birlikdan iborat b o lg a n
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25- rasm.

uchburchakning yuzini toping. Masalani Xorazmiy usulidan foy- 
dalanib yeching.

I k k i  q u s h  v a  b a l i q  h a q i d a g i  q a d i -  
m i у m a s a I a. Eni 60 birlik b o lg an  daryoning ikki sohi- 
lida bo‘yi 20 va 25 birlik uzunlikdagi ikki terak bolgan. Bular- 
ning uchlarida turgan ikkita qush suv yuzasida ko'ringan baliq 
tomon to‘g‘ri chiziq bo‘ylab bir vaqtda va bir xil tezlikda uchib 
borib, unga bir vaqtda yetganlar. Daiyoning baliq turgan joyi 
bilan ikkala terakning tublari bir to ‘g ‘ri chiziqda yotadi. 0 ‘sha 
baliq ko‘ringan joydan terak tublarigacha boMgan masofalarni 
va ikkala qushning uchib o ‘tgan yoMlarini aniqlang.

G ‘ i yo s i d d i n К  о  sh i у u s u 1 i. B erilgan : 
D B1AB, СЛ1АВ, BD=20, AC=25, AB=60  (25- rasm).

T o p i  sh к e r a k: BE, EA. DE, E C  masofalarni.
G ‘iyosiddin Koshiy usulida yechish. BE  ni x  deb belgilaylik. 

Masalaning shartiga ко‘га:

chunki qushlar bir xil masofani uchib o ‘tganlar. Bularga asosan 
quyidagi tenglik o‘rinli:

BE2+BD-=EA 2+CA2

BE2+BD2=DE2, 
EA2+CA2=EC2, 
EA=AB-BE=AB-x; DE=EC.

( 1),
( 2 ),

(3),

yoki .y2-400=(60-.y)2 -  625, bundan 
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х  = Ъ \1- \ А Е  = 28-1 DE = ЕС = ,1416-?- =37,13 
8 8 V 64

kelib chiqadi.
Bundan ko‘rinadiki, Koshiy bu masalani faqat Pifagor teore- 

masidan foydalanib, algebraik tenglama tuzish orqali yechgan.
Bu masalani Abu Rayhon В e r u n i у boshqacha usul 

bilan yechgan.

2.3. Pifagor tcorem asining ba’zi tatbiqlari 
haqida

Pifagor teoremasi amaliy va nazariy masalalarni hal qi- 
lishda juda ko‘p ishlatiladi. Biz shulardan ba'zilari bilan Sizlami 
tanishtirib o ltamiz.

a) U s t u n n i t i к o ‘ r n a t i sh.
Pifagor sonlari deb atalgan 3, 4, 5 sonlari xossasidan foy- 

dalanamiz. Bu sonlar uchun quyidagi tenglik o‘rinli:
32+42=5 2 _

Bundan katetlari 3 va 4 uzunlik birligiga teng bolgan to‘g ‘ri 
burchakli uchburchakning gipotenuzasi 5 birlikka teng ekani ke­
lib chiqadi.

U stunni tik o ‘rna tish  uchun ustun uzun lig in i ip b ilan  
0 ‘lchaymiz. So‘ngra bu ipni ikki m aita teng ikkiga boNamiz. 
Bunda ustunga nisbatan bir uzunlik 
birligini hosil qilamiz. Ustun esa to ‘rt 
birlikka teng boNadi. Ustun ostidan 
boshlab uch birlik 0 ‘lchaymiz va bu 
nuqtadan ustun uchigacha masofani 
0 ‘lchaym iz. A gar bu m asofa besh 
birlikka teng b o isa , ustun tekislikka 
nisbatan tik turgan b o lad i. Faqat bu 
ishni kamida ikki yo‘nalishda bajarish 
kerak (26- rasm).

b) U c h b u r c h a k n i n g  b a- 
1 a n d  I i g  i n i 10 p i s h. 26- rasm.
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27- rasm.

Tomonlarining uzunliklari a. b va с bolgan ABC  uchburchak 
berilgan (27- rasm). Uning A uchidan BC  tomonga tushirilgan 
AD=hu balandlikning uzunligini topamiz. Balandlikning asosi BC  
tomonni .v va a -x  uzunlikdagi kesmalarga ajratsin.

To‘g ‘ri burchakli ADB  va AD C  uchburchak laming tomon­
lari uchun Pifagor teoremasini qoMlaymiz.

AD B  uchburchakda:

h] = c 2 - x 1 (О

hamda A D C  uchburchakda:

h] = b 2 - { a - x ) 1. (2 )
В u tengliklarni solishtirsak:

c~ -X~= b 1 (a~x)~ yoki c2- x 2=b2- a 2+ 2ax-x2.
Bundan

2 2 , 2 2 2 2 2 x = c _ ^ a _ b _  2 = lL _+g
la  2 '

Aa

x 2 ning bu qiym atini ( 1) tenglikka qo*yib, quyidagiga ega 
boMamiz:

2  2  2 2 2 2  2  2 2 2  
■ (с + я  -b  ) Aa с —(c +a -b  )

h, = c - 2  2 
Aa Aa

Bu kasrning suratini ko‘paytuvchilarga ajratib, quyidagini 
hosil qilamiz:

30



2  2 , 2  2 2 , 2  
I 2 _ (2ac+c +a -b  )(2ac-c -a  +b )

a 2 ■

4a
Hosil qilingan ifodaning suratidagi ikkala k o lpaytuvchi- 

ning shaklini o ‘zgartiram iz:

2 a c  + c 2 + a 2 -  b 2 = (a + c ) 1 -  b 2 =  (г/ +  с  +  b) ( a  + с -  b)  

va

2 a c  - c 2 -  a 2 + b 2 = b 2 -  ( a 2 -  2 a с + с 2) = b 2 -  ( a  -  с ) 2 =  

= ( b  + a  -  c ) ( b  -  a  + c).
Demak,

ha = - 12 (a + b + c) (a + с -  b) (a + b -  c) (b + c - a ) ,
4 a'

bundan

h,  =  2-  yl (a + b  + c ) ( a  + с  -  b ) ( a  + b -  c ) ( b  + с  -  a) .

A gar A B C  uchburchakning perim etri ni 2p (y; — yarim  
perim etr) bilan belgilasak, 2p= a+ b+ c  bo ‘ladi. U holda

a  + с  -  b = 2 p  -  b -  b = 2 p  -  2b = 2 (p  -  b)\ 

a + b -  c = 2 p - c - c  -  2 p  - 2 c  = 2{p -  c)\  

b + c - a  = 2 p - a - a  = 2 p - 2 a  = 2{ p  -  a).

Va nihoyat, ildiz ostidagi ko 'paytuvchilarni u lam ing qiy- 
matlari bilan alm ashtirib, oxirgi natijani hosil qilamiz:

ha =  - 1-  yl 2p  • 2 ( p  -  b)  ■ 2 ( p  -  c)  • 2 { p  -  a)

yoki

К  =  \  y l p ( p - a ) ( p - b ) ( p - c ) .

Xuddi shuningdek,
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hb = — yj(p -  (>)(/> -  b)(p -  c) 
b

va

hc = -  y j p ( p - a ) ( p - b ) ( p - c ) .

ekanini topish qiyin emas.
A Biz 27- rasm da balandlik­

ning asosi uchburchak tomonida 
yotgan holni k o ‘rdik. Bu for­
mula lav balandlik uchburchak 
tomonining davomiga tushganda 
ham  o ‘rinli boMishini mustaqil 
isbot qiling (28- rasm).

d) G с г о n f o r m u l a s i  
Biz tomonlari uzunligi m a’- 

lum boMganda, uchburchakning 
balandligini hisoblashni o‘rgandik. M a’lumki, uchburchak yuzini

S  = ̂  ah

formula bilan ham hisoblasa bo'ladi.
Balandlik o‘rniga uning uchburchak tomonlari orqali ifoda- 

sini qo‘yib, ushbu formulani hosil qilamiz:

28- rasm .

= yl(p -  d)(p -  b)(p -  c).

Bu formula milodning I asrida yashagan qadimgi yunon oli- 
mi Iskandariyalik Geron tomon idan topilgan bo‘lib, Geron fo r ­
mulasi deb ataladi.

Geron formulasi uchburchakning uchala tom oni uzunligi 
ma’lum boMganda uning yuzini hisoblash uchun ishlatiladi.

e) T o  ‘ g  ‘ r i b u r c h a k l i  u c h b u r c h a k l a r n i n g  
t e n g l i g i .

7- sinfda ko‘rilgan «To‘g ‘ri burchakli uchburchaklarning 
gipotenuzasi va kateti b o ‘yicha tenglik alomati»ni Pifagor teo- 
remasining bevosita natijasi sifatida qarash mumkin.
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T e о r e m  a. A g a r b ir to 'g 'r i  burchakli uchburchak­
n ing  g ipo tenuzasi va ka teti ikkinchi to  g  'ri burchakli uch­
b u rch a kn in g  g ip o ten u za si va ka te tiga  m os rav ishda  teng  
bo'Isa , bu  uchbiirchaklar o 'zaro  tengd ir

Uni isbotlaymiz. Pifagor teorem asidan foydalanib, beril­
gan uchburchaklarning ikkinchi katetini gipotenuzasi va berilgan 
kateti orqali ifodalaymiz:

Teorema shartiga ko'ra ular teng. Shunday qilib, ikki tolg‘ri 
burchakli uchburchakning bir kateti va gipotenuzasi teng bo isa , 
u holda ulaming ikkinchi kateti ham teng bo‘lar ekan. Demak, 
ko‘rilayotgan uchburchaklarning uchala tomoni mos ravishda 
teng bo lgan i uchun ular o 'zaro tengdir. Teorema isbotlandi.

M A SA L A L A R

59. 1) ABC  uchburchakda AB=5 sm, BC=1 sm va A C = \0  
sm bo*Isa, A C  tomonga tushirilgan balandlikni toping.

60. Tom onlari 10 sm , 10 sm  va 12 sm ga teng bo 'lgan  
uchburchakning balandliklarini va yuzini toping.

61. T o 'g 'ri to 'rtburchakning di agonal i uning tomon laridan 
har doim katta bo'Iishini isbotlang.

62. A B C  uchburchakda A C  tom onga tushirilgan BD  ba­
landlik uni AD  va D C  kesm alarga ajratadi. Agar Z/l =45° va 
A D -A  sm bo'Isa, BD  balandlikni toping.

63. Rasmdagi nom a'lum  uzunliklami toping (29- rasm).
64. Uchta tomoniga ko'ra uchburchakning yuzini toping:

65. Tom onlari 10. 14, 16 bo 'lgan  uchburchak berilgan. 
U ch lari shu uchburchak  tom onlarin ing  o 'r ta la rid a  b o 'lg an  
uchburchakning yuzini toping.

1 ) 1 3 , 1 4 , 1 5 ;  2 ) 5 ,  5, 6 ; 3) 1 7 ,6 5 ,8 0 ;

5) 13, 3 7 47-1 .



в )

а

а

29- rasm .

Q C V SH IM C H A  M A SA L A L A R

66. Tolg ‘ri burchakli uchburchakning katetlari 3:4 nisbat- 
da boMib, gipotenuzasi 50 mm bo‘Isa, to ‘g ‘ri burchak uchidan 
tushirilgan balandlik gipotenuzani qanday kesm alarga ajra- 
tishini toping.

67. Tomonlari 5 sm, 12 sm , 13 sm boMgan uchburchak­
ning katta tomoniga tushirilgan balandlik shu tomonni qanday 
kesmalarga ajratadi? Bu uchburchakning turini aniqlang.

68. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning to‘g ‘ri burchagi uchi­
dan tushirilgan balandlik gipotenuzani biri ikkinchisidan
11 sm katta b o lg an  kesmalarga ajratadi. Agar uchburchakning 
katetlari 6:5 nisbatda bo isa , gipotenuzaning uzunligini toping.

69. To‘g ‘ri burchakli trapetsiyaning  burchaklaridan biri 
135°, o ‘rta ch izig l 18 sm, asoslari 1 : 8 nisbatda b o isa , trapet­
siyaning kichik yon tomonini toping.

70. To‘g ‘ri burchakli A B C  uchburchakning С  to‘g ‘ri bur-
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e)
30- rasm .

chagi uchidan gipotenuzaga CD  pcrpendikulyar o 'tkazilgan  
bo"Isa, quyidagilami isbotlang:

a) CD1 =AD ■ DB; b) A O = A D  • AB; d) 8 0 = ВD  • BA.
71. 1) Rasmdan x, y, z, laming uzunliklarini hisoblang (30- 

rasm).

2) Teng tomonli uchburchakning yuzi S  = — j — formula 

b o ‘yicha hisoblanadi. Shuni isbotlang, bunda a uchburchak­

n ing  tom oni. A gar teng  tom onli uchburch ak n in g  tom oni:

1) 10 sm; 2) 1,2 sm; 3) i j l  sm  ga teng bo"Isa, uning yuzini 
toping.

72. a) Agar teng tomonli uchburchakning tomoni 6 sm ga 
teng bo"Isa, balandligini; b) agar teng tom onli uchburchak­
ning balandligi 4 sm ga teng bo"Isa, uning tomonini toping.

73. A gar teng yonli uchburchakda: 1) asosi 12 sm ga, 
asosiga tushirilgan balandlik esa 8 sm ga teng bo'lsa; 2 ) asosi 
18 sm ga, asosining qarshisidagi burchagi esa 120° ga teng 
bo"Isa, uning yon tomonini va yuzini toping.

74. T o‘g ‘ri burchakli uchburchakn ing  a va h katetlari 
bo‘yicha gipotenuzaga o ‘tkazilgan balandlikni toping. Bunda:
1) ti=20, />=48; 2) я=36, />=48.



3- §. U C H B U R C H A K D A  M ETRIK  M U N O SA BA TLA R

3.1. Perpendikulyar. O g ‘ma. Proyeksiya

Tekislikda biror p  t o ^ r i  chiziq va unda yotmagan A nuqta 
berilgan boMsin (31- rasm). A nuqtadan /; to'gri chiziq bilan 
kesishuvchi va unga perpendikulyar to ^ h i  chiziq o ‘tkazamiz. 
Kesishish nuqtasi С  b o ‘lsin, A C  kesmci A iiiu/taclan p  to'g'ri 
chizic/qa tushirilgan pcrpendikulyar deb ataladi.

A n u q ta d a n  p  t o ' g ' r i  ch i-  
z iq q a ch a  m aso fa  deb  A C  p e r ­
p e n d ik u ly a r  n i n g  u zu n  I ig ig a  
aytiladi.

p  to ‘g ‘ri chiziqda С  nuq­
tadan farqli В nuqtani olam iz 
va uni A nuqta bilan tutashtiramiz.

B e r ilg a n  A n u q ta d a n  b e ­
rilgan p  to 'g 'r i  ch iziqqa  o 'tka -  

31 - rasm. .. . I и 1 ,z ilg a n  og  т а deb  A n u q ta n i p
to‘g ‘ri chiziqdagi nuqta bilan tutashtiruvchi va to‘g‘ri chiziqqa 
peф cndikulyar boMmagan istalgan A В  kesmani aytiladi. Kes- 
m aning  p  to 'g 'ri chiziqda yo tg a n  oxiri В og  'm ailing asosi 
d ey ila d i. B itta  n u q ta d a n  o 'tk a z ilg a n  p e rp e n d ik u ly a r  va  
o g 'm a n in g  a s o s la r in i  tu ta s h tir u v c h i k e sm a  o g 'm a ilin g  
( to 'g 'r i  chiziqdagi) p royeksiyasi deyiladi.

Perpendikulyar, ogNna va uning proyeksiyasi uchun ushbu 
teorema o ‘rinlidir.

T  e о r e m a. O g 'm a  perp en d iku lya rd a n  va o 'z in in g  
proyeksiyasidan  ka tta d ir

I s b о t. O g‘ma, perpendikulyar va og*maning proyeksiya­
si mos ravishda to*g‘ri burchakli A B C  uchburchakning gipo­
tenuzasi va katetlaridir. Pifagor teoremasiga asosan:

А В ' = AC  +CB .

Musbat qofshiluvchilardan birini tashlab yuborsak,

AB > AC  yoki АВ > CB
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ekanini kelib chiqadi. D em ak, A B > A C  va A B > C B . T eore­
ma isbotlandi.

M A SALALAR

75. T o 'gT i chiziqda yotm agan nuqtadan shu to 'g T i chi­
ziqqa uzunliklari teng bo 'lgan  nechta og 'm a o 'tkazish  mum- 
kin?

76. Kesma proyeksiyasining uzunligi qanday holda shu kcs- 
maning uzunligiga teng bo'ladi? Nolga-chi?

77. Im oratning birinchi va ikkinchi qavatiga narvon lar 
qo'yilgan. Naivon laming pastdagi uch lari devordan a metr ma- 
sofada hamda birinchi narvon uzunligi b  m  va ikkinchisining 
uzunligi с  m  boMsa, ikkinchi qavat birinchi qavatdan qancha ba- 
land boMadi?

78. Romb tomon ini ng diagonallarga proyeksiyasi 20 sm 
va 21 sm. Romb tomonini toping.

79. Aylananing markazidan to 'g 'ri chiziqqacha masofa ra- 
diusdan 2 sm kichik. T o 'g 'r i chiziq aylanani ikkita nuqtada 
kesib o'tadi. Bu nuqtalarni tutashtiruvchi vatar 16 sm. Aylana­
ning radiusini toping.

3.2. Uchburchak tcngsizligi

T c o r e  m a. Ixtiyoriy uchburchakning har bir tom oni 
uzunligi c/olgan ikki tomon uzunliklari y ig 'ind isidan  kichik- 
d ir (u la m in g  ayirm asidan ka ttad  ir).

I s b o t .  A B C  uchburchakning tom onlari a=BC, b=AC, 
c=AB  boTsin. a<b+c, b<a+c, c< a+ b  o 'rin li ekanini isbot­
laymiz. Teoremani uchburchak tomonlarining eng kattasi uchun 
isbot qilish yetarlidir. Uchburchakning boshqa tomonlari uchun 
teoremaning o'rinli ekani ravshan.

Uchburchakning A uchidan uning eng katta tomoni B C  ga 
AD  perpendikulyami o 'tkazam iz (32- rasm).

Peipendikulyaming asosi D  nuqta B C  tomonni ikki BD  va 
D C  kesm aga ajratadi.
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32- rasm .

Perpendikulyar, o g ‘ma va uning proyeksiyasi xossasiga 

ko kra
A B > B D  v a  A C > D C  y o k i  B D < A B  v a  DC<AC.

Bundan
B C = B D + D C < A B + A C  y o k i  a<b+c.

Demak, a<b+c. Teorema isbotlandi.
Teoremaning ikkinchi qismini isbot qilish uchun tengsizlik- 

ning ikkala tomonidan с  ni ayiramiz:

a - с  < b  + c - c  y o k i  a - c  < b.

Bundan b> a-c  hosil bo'ladi.
Xuddi shuningdek, tengsizliklarni boshqa tom onlar uchun 

ham ko‘rsatish mumkin.
Ushbu natija o'rinli ekanini o ‘zingiz isbot qiling.
N a t i j a. Ik k i  n u q ta n i tu ta s h tir u v c h i  k e s m a n in g  

uzunlig i bu nuqtalarni tu tashtiruvchi sin iq  chiziq  uzunlig i- 
dan k ich ik d ir

M A SA L A L A R

80. А, В, С  bir-biridan farqli nuqtalar bo'lsin. Bu nuqtalar 
uchun AB+BC > A C  ekanini ko'rsating.

81. Ushbu: 1) 3 sm , 5 sm , 9 sm; 2) 5 sm, 9 sm , 11 sm 
uchlik kesm alarning qaysi biridan uchburchak yasash m um ­
kin? Yasash mumkin bo'lm agani uchun sababini ko'rsating.

82. Agar uchburchakning bir tomoni 4 sm, ikkinchisi 6 sm 
bo'Isa, uchinchi tomonni ng uzunligi qanday bo'lishi mumkin?
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83. Tomonlari 5 sm. 5 sm, 6 sm boMgan uchburchak ichiga 
4,97 sm kesmani biror tomoniga perpendikulyar qilib joylashti- 
rish mumkinmi?

84. Radiuslari r, va r2, markazlari orasidagi m asofa d  ga 
teng aylanakar i\+ r2<d  shartda kesishadimi?

3.3. Kesmalar nisbati. Proporsional kesmalar

Ikk i ke sm a n in g  о 'zaro n isb a ti deb, shu  kesm a la rn in g  
u zun liklari n isbatiga  aytiladi.

Agar AB=m, CD=n b o isa , ulaming nisbati:

AB _  m 
CD ~ 7 ‘

Berilgan AB, CD, KL, M N  kesm alar uchun A B  : CD=  
=KL  : M N  bo 'Isa  A В va CD kesm alar KL va M N  kesm a­
larga p ro p orsiona l kesm alar deb ataladi.

T e о r e m a. B urchak tom onlarin i kesuvch i p a ra lle l  
to 'g 'r i  ch iz iq la r  burchak tom onlaridan  p ro p o rs io n a l kes­
m alar ajratadi.

I s b o t .  Berilgan A burchak tomonlarini В va С  nuqtalardan 
oiuvchi to‘g‘ri chiziq bilan kesaylik (33- rasm).

AB  tomonni к ta teng b o iak k a  bo iay lik . B o iin ish  nuqta- 
laridan B C  to‘g ‘ri chiziqlar o ‘tkazamiz. U holda Fales teorema 
siga asosan A C  tomon ham teng к  ta bo iakka boiinadi. AB  to-

33- rasm.
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mondagi bir boMakning uzunligini ///, A C  tomondagi boMakning 
uzunligini esa // bilan belgilaylik. Bunda AB=km, AC=kn ckan- 
ligi ravshan. Demak,

AB _  km _  m 
AC kn it

AB  tomonda A B l=tAB  tenglikni qanoatlantiruvchi 5 , nu­
qtani olaylik , t - ixtiyoriy haqiqiy son. B  ̂ nuqtadan B C  ga 
parallel to 'g 'r i  chiziqni o 'tkazaylik . Hosil boMgan AB^ 
va /1C, kesm ala r uzun lig i uchun quy idag i o 'r in lid ir  (34- 
rasm):

ЛВ, = t ■ AB = t ■ к ■ in,

AC, = I ■ AC = t к n.

Bundan

AB, _  tkm _  m _  AB
AC, ikn II AC

3 4- rasm .

Parallel kesuvchilar hosil qilgan kesmalar o 'zaro proporsional 
ekan. Teorema isbotlandi.

M A SA LA LA R

85. Q anday holda a, b, c, cl kesm alar m os ravishda a,, 
b,, c,, cl, kesmalarga proporsional bo'ladi?

86. Agar AB=6 sm va CD = 12 sm bo'Isa, bu kesmalar nis- 
batini toping. Agar kesma uzunliklari millimetrlarda, detsimetr- 
larda ifodalansa, natija o'zgaradim i?
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87. Quyidagi tasdiq o‘rinlimi?
A gar OA va OB  nurlar A B  va A IB I parallel to ‘g ‘ri chi­

ziqlar bilan kesilsa, hosil boMgan OA va OB  kesmalar /1/1, va 
kesmalarga proporsional boMadi (35- rasm).

88. Kesma 3 : 8 nisbatda ikki boMakka boMingan. Kichik 
boMak katta boMakdan 3,5 sm qisqa. Mar bir boMakning uzun­
liklarini toping.

89. A gar geografiya xaritasidagi ikki m anzil orasidagi 
masofa 1,5 sm ga teng boMib, xarita masshtabi 1 : 20000 boM­
sa. bu manzil lar orasidagi masofa nimaga teng?

0

35- rasm .

90. С  nuqta A B  kesmani 7^7 = 7  nisbatda boMadi:

v AC CB . . .  .
a) — , —  msbatlami toping;

b) agar AB  kesmaning uzunligi 9 sm ga teng boMsa,/1C va 
CB kesmalarning uzunliklarini toping.

3.4. Burchaklari teng boMgan uchbiirchaklar tomon­
larining xossasi

Avvalgi boMimdagi teorem adan ushbu natijaviy teorem a 
kelib chiqadi.

T e о r  e m a. A g a r ikki uchburchakning m os burchak­
lari teng bo 'Isa, m os tom onlari proporsiona l bo ‘ladi.
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36- rasm .

s ,

I s b o t .  A \B XC\ va A 2B 2C 2 uchbiirchaklar berilgan. 
U lam ing mos burchaklari о ‘zaro teng, ya‘ni / .A = Z A 2,

va Z C ,= Z C 2. Mos tom onlari proporsional ekanini 
isbotlashimiz kerak (36- rasm).

Agar A xB ^ A 2B 2 bo‘Isa, uchburchaklar tengligining ik­
kinchi alomatidan A XB XC X va A 2B2C2 uchburchaklarning teng­
ligi kelib chiqadi. Bunda m os tom onlar proporsional ekani 
ravshan.

A xB x< A 2B2 boM sin. U h o lda  A 2B 2 k esm ad an  /1 ,5 , ga 
teng A 2B kesm a ajra tim iz va В nuq tadan  B 2C2 ga parallel 
B C  to ‘g ‘ri chiziq o ‘tkazamiz. Bu to ‘g ‘ri chiziq A 2C2 tomonni 
С  nuq tada kesib  o ‘tsin . H osil b o 'lg a n  A 2B C  u chburchak  
A XB XC X u c h b u rc h a k k a  ten g . C h u n k i Z A 2= /.A v  Z 5 = Z 5 , ,  
A 1B x=A2B.

B C  (j B 2C2 boMgani uchun

a 2b  _  a 2b 2 

a 2c  ~  a 2c 2 '

Demak,

A,B, _  A2B2 
A, C, A2C 2 '

Xuddi shu kabi mulohaza bilan qolgan mos tomon laming 
ham proporsional ekanini isbot qilish mumkin.
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M A SALA LA R

91. T o ‘g lri burchakli A B C  uchburch ak n in g  A B  kateti 
13 sm. 0 ‘tkir burchak uchi В dan A C  g ipotenuzaga tu­
shirilgan BD  balandlik 5 sm. B C  katetni va D C  kesm aning 
uzunligini toping.

92. H ar qanday teng tom onli uchburchaklarda asosning 
balandlikka nisbati teng ekanligini isbotlang.

93. A B C  va D E F  to ‘g ‘ri burchakli uchburchaklarda A 
va D  u ch d ag i o ‘tk ir  b u rc h ak la r teng . A g a r AB= A  sm , 
D £ = 2 0  sm boMsa, qolgan mos tom onlar nisbatini toping.

94. U chburchak yuzlari nisbati 2 :7  kabi, tom onlari nis­
bati esa 3 ga teng boMsa, balandliklar nisbatini toping.

Q O S H I M C H A  M A S A L A L A R

95. U ch b u rch ak n in g  yon tom onlari 30 sm  va 25 sm, 
asosiga tushirilgan balandligi 24 sm bo ‘lsa, uchburchakning 
asosini toping.

96. T o 'g 'ri chiziqning proyeksiyasi har doim  ham to 'g 'r i 
chiziq boMadimi?

97. o. tekislikda yotm aydigan M  nuqta berilgan bo 'ls in . 
Shu M  nuq tadan  a. tek is lik k ach a  b o 'lg a n  m asofa  qanday  
aniqlanadi?

98. 37- rasm da A B + B C + C D > A D  ekanini ko 'rsa ting .
99. T o 'g 'ri to'rtburchak diagonallari uzunliklarining yig'in- 

disi shu to'rtburchakning perimetridan kichikligini isbotlang.

j?
/4

38- rasm.
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100. B C  tomonga tegishli ixtiyoriy D  nuqta uchun

ekanini isbotlang (38- rasm).
101. Agar: 1) Л5 = 5  m, BC=1 m, ЛС=12 m;

2) /1 5 -1 0 ,7  m, BC=  17,1 m, Л С -6 ,4  m;
3) /15=18,2 m , 5 C =  16 m, ЛС=2,2 m

bo'Isa, Л, 5. С  nuqtalaming bir to 'g 'ri chiziqda yotishini isbot­
lang.

102. 39- rasmda ЛЛ,1155,||CC,HDD, bo'Isa, quyidagini is­
botlang:

Л В : CD  = /1,5, :C ,D ,.

103. Ikki kesm aning nisbati 0,45 ga teng. Ulardan kichi- 
gining uzunligi 9 sm bo'Isa, kattasining uzunligi qancha bo'ladi?

104. A gar AC\\DM. B C .B D = 3 :2  va AC = 9  sm  b o 'lsa , 
D M  kesmaning uzunligini toping (40- rasm).

105. 41- rasmda ko'rsatilgan x kesmaning uzunligini hisob­
lang.

T A R I X I Y  M A ' L U M O T

Abu Rayhon M uham m ad ibn Ahm ad B e n i n  i у (9 7 3 -
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с/1

4 0 - rasm . 41- rasm .

1048) o ‘rta asrlarda 0 ‘rta O siyo ilm iy tafakkurin ing  u lu g ‘ 
nam oyondalaridan biri. U X orazm ning qadim i Kot (hozirgi 
Beruniy) shahrida tug‘ilgan.

Bem niy buyuk olim  boMib, xususan geom etriya sohasida 
ham juda ko‘p ishlar qilgan.

Beruniyning geometriyaga oid ishlari uning ushbu kitobla- 
rida bayon etilgan:

A s t r o  n o m i y a  —  bu asarning tors tilidagi qoMyoz- 
malari Toshkent, London, Parij, Istanbul va Tehronda saqla- 
nadi.

S o y a  l a r  —  asarning q o ‘lyozmasi Bankipur va Patnada 
saqlanadi. Faqat ingliz tiliga tarjima qilingan.

О u у  о s h t e n g  1 a m a s i h a q i d a  —  qoMyozma Ban- 
kipurda saqlanadi.

A s t r o l y a b i y a  I va 11 —  asarning 1 qoMyozmasi Ley­
d en , Is tan b u l, L ondon , B erlin , R am p u r va T eh ro n d a , II 
qoMyozmasi esa faqat Berlinda saqlanadi.

4- §. B U R C H A K  SINUSI

4.1. Sinusning taT ifi

Biror o ‘tkir A burchak berilgan boMsin. Uning tomonlaridan 
birida nuqtalarni belgilab, bu nuqtalardan per-
pendikulyarlar o'tkazaylik (42- rasm).

Bu perpendikulyar!ar burchakning ikkinchi tomonini C,. C„
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C„ nuqtalarda kesib o ‘tsin. Bunda um um iy .4 burchakka 
ega boMgan A B {C V A B 2C2, A B IICII to ‘g ‘ri burchakli uch­
burchaklar hosil boMadi.

P roporsional k esm ala r haq idag i teo rem ag a  k o ‘ra , bu 
to ‘g ‘ri burchakli uchburchaklarning mos tom onlari p ropor­
sional, ya'ni

X son berilgan Z / l  burchak uchun o ‘zgannas, chunki u C;, 
nuqtaning A burchak tomonining qayerida olinganiga bogMiq 
emas. Shu sonni A burchakning sinusi deb ataym iz. Bu son 
oMkir burchaklari teng boMgan to‘g ‘ri burchakli uchburchaklar­
ning shu burchak qarshisidagi kateti uzunligining uning gipotenu­
zasi uzunligiga nisbatiga teng.

T a  ‘ r i f . To ‘g  r i b u r c h a k li  u c h b u rc h a k n in g  о ‘tk ir  
burchagi qarshisida yo tgan  ka tetn ing  gipotenuzaga nisbati 
shu burchakning sinusi deb a ta ladi va cjuyidagicha yozila -

42- rasmdagi uchburchaklar tomonlarining proporsional eka­
ni dan A burchakning sinusi uchburchakning  oM cham lariga 
bogMiq em asligi va faqat A burchakning kattaligiga bogMiq 
ekaniigi kelib chiqadi. Demak, biz keltirib chiqargan nisbat faqat

C ,/?, _  C : B 

AC, A C ,

di:

AC,

r
A

42- rasm.
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A burchakning, ya'ni a  burchakning o ‘zgarishiga bogMiq funk- 
siya. Shuning uchun bu lunksiyani sina deb maxsus bclgi bilan 
belgilash qabul qilingan va u «А burchakning sinusi» yoki «si­
nus alfa» deb o ‘qiladi.

T A R I X I Y  M A ‘ L  L M О Т

S i n u s  h a q i d a .  Sinus haqidagi maMumot dastlab IV—  
V asrlardagi hind astronomlarining asarlarida uchraydi.

0 ‘rUi Osiyolik olimlar al-Xorazmiy, Beruniy, ibn Sino, Abdu- 
rahm on al Haziniy (XII asr) sinus uchun «al-jayb» atamasini 
ishlatishgan.

Hozirgi sin belgisini Sim pson, Eyler, Dalamber, Lagranj 
(XVII asr) va boshqalar ishlatishgan.

M A SA L A L A R

106. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning kateti 8 sm, shu 
katet qarshisidagi burchakning sinusi 0,8 ga teng boMsa, gipo­
tenuza va ikkinchi katetni toping.

107. T o‘g ‘ri burchakli uchburchakn ing  kateti va g ip o ­
tenuzasi berilgan boMsa, oMkir burchaklari sinuslarini va ikkinchi 
katetini toping:

1) a=6  sm, c=\3  sm; 4) />=15 sm, c=25 sm;
2) a= 7  m, c=15 m; 5) />=18 sm, c=28 sm.
3) <7= 11 sm, c=19 sm;

108. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning kateti va shu katet 
qarshisidagi burchakning sinusi maMum boMsa, uning gipotenu­
zasi, ikkinchi kateti va shu katet qarshisidagi burchakning si- 
nusini toping:

1) <7=5 sm; sina=0,5; 4) <7=12 sm; s in a = 3 :5 ;
2 ) </=16 sm; s in a = V 3 : 2; 5) </=21 sm; s in a = l:7 .
3) <7=7 sm; s in a^  V2 : 2;
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109. Teng yonli uchburchakning balandligi 12,6 m ga, asosi 
esa 33,6 m ga teng. Uchburchak asosidagi burchakning sinusini 
va yon tomonini toping.

110. Rombning tomoni 241 m va balandligi 120 m ga teng. 
Uning burchagi sinusini toping.

4.2. Ixtiyoriy b u rc h a k n in g  sinusi

Biz sinus ta‘rifini oTkir burchaklar uchungina keltirdik. 
Agar qaralayotgan burchak o 'tm as yoki yoyiq bo 'lsa ham, bu 
burchak bilan bog'liq o'zgarmas nisbatni ko'rsatish mumkin (43- 
rasm). Bu holda 5 ,, Я,  Bn nuqtalardan o 'tkaz ilgan  per­
pendikulyar burchak tomonining davomi bilan kesishadi.

Ixtiyoriy burchak sinusini kiritishni soddalashtirish uchun 
m arkazi koordinatalar boshida va radiusi R ga teng aylana 
olamiz.

Aylana ustidagi ixtiyoriy A (x; y )  nuqtani qaraylik. A nu­
qtadan Ox o 'q ig a  AB  perpendikulyar tushiram iz (44- rasm). 
Hosil bo'lgan OB A uchburchak to 'g 'ri burchakli uchburchak va

ekanligini bilamiz.
Koordinata o'qlari va OA radius hosil qilgan a  burchakni 

o'lchash uchun ushbu qoidani kiritamiz.

sin a  = —
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Agar aylananing Ox o ‘qi bilan kesishgan С  nuqtasidan A 
n u q ta g a  a y la n a  y o y i b o ‘y ic h a  b o rish  uch u n  so a t m ili 
yo‘nalishiga qarshi yurilsa, burchakni musbat kaltalik bilan, aks 
holda esa burchakni m anfiy kattalik bilan belg ilaym iz (45- 
rasm).

45- rasm .

Ixtiyoriy burchak sinusi kattaligini A nuqtaning aylana 
bo‘yicha ko‘chishidan foydalanib aniqlaymiz.

T a ‘ r i f .  Ix tiyoriy  a  burchakning sin u si deb A nuqta  
ordinatasi yn in g  aylana rad iusi R ga n isbatiga aytiladi:

О ‘tkir burchaklaridan biri va gipotenuzalari teng boMgan 
to‘g‘ri burchakli uchburchaklarning tengligidan foydalanib, bur­
chak sinusi uchun quyidagi xossalarni ko‘rsatish mumkin.

1 - x о s s a . s in a  = -  s in ( - a  ).
Haqiqatan ham (46- rasm), OBA uchburchak O B A[ uch­

burchakka teng, bundan A В kesm a B A { kesm aga teng. 
Am m o A B  va 5/4, Oy o ‘qiga nisbatan qarama-qarshi yo ‘nal- 
ganligi uchun

А В -  у , BA] = - у .

Shuning uchun
s i n a  = -^ -, s in ( - a )  =
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4 6 - rasm . 47 -rasm .

Shunday qilib, 

2 - x o s s a .
sin a  = - s in ( -a ) .  

sin(180° -  a) = sin a.

,4, nuqtaning ordinatasini topish uchun 47- rasmdagi OB^A{ 
va OBA to lg ‘ri burchakli uchburchaklarning tengligidan foy- 
dalanamiz. Bunda .4,5 ,- /1 5 = v. Shuning uchun

ABsin(180° -  a)  = —i—l  = —  = sin a.
О A, OA

Xuddi birinchi va ikkinchi xossalarga o ‘xshash, 

sin(180° + a) = -  sin a - s in (3 6 0 °  -  a )  = - s in  a  
tengliklaming o'rinli ekanini ko'rsatish mumkin (48- rasm).

M A SALA LA R

111. T o 'g 'ri burchakli uchbur­
chakda sinoc=0,8 va gipotenuza 5 
sm  ga ten g . G ip o te n u z a g a  tu ­
shirilgan balandlikni toping.

112. Teng yonli uchburchakning 
balandligi h m, asosi esa 2h m ga 
teng. U chburchak asosidagi bur­
chakning sinusini va yon tomonini 
toping.
50
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113. A B C  to ‘g ‘ri burchakli uchburchakning A o ‘tkir bur- 
chagi В o wtkir burchagidan katta. Katetlardan A C  kattami yoki 
B C  mi?

114. R adiusi 5 ga teng  boMgan aylana ustida A (3; 4) 
nuqta yotibdi. Radiusning Ox o ‘qi bilan tashkil qilgan burcha- 
gining sinusini hisoblang.

115. Agar since = ^ bo'Isa, sin( 18 0 ° -a )  va sin(180°+a)

ning qiymatlari qanday bo'ladi?
116. s in a  n in g  q iy m ati m a ’lum  b o ‘lsa, s in (9 0 ° + a ) ,  

sin(270°+a) ning qiymatlarini topsa boMadimi?

4.3. B a’zi b u rchak la rn ing  sinusi q iym atlarin i hisoblash

Ixtiyoriy burchak sinusining ta'rifi va uchburchak clcmcnl- 
larining xossalaridan tbydalanib, 0°, 30°, 45°, 60° va 90° li bur- 
chaklaming sinusi qiymatlarini aniq hisoblash mumkin.

1. sin 0o=: 0, chunki 0C li burchakda OA aylana radiusi ning 
yo'nalishi Ox o 'qining yo'nalishi bilan ustma-ust tushadi va A 
nuqtaning ordinatasi v -0  bo'ladi. Shuning uchun

sin 0 ° = -^ = 0 .
A

Demak, sin0°=0.

2. s i n 3 0 ° = j .

Bu tenglikning to 'g 'r i ekanini isbotlash uchun ordinatalar 
o ‘qi bilan 30° li burchak hosil qiluvchi OA radius va -3 0 °  li 
burchak hosil qiluvchi OA, radius o'tkazam iz (49- rasm).

Hosil bo 'lgan  OA,A  uchburchak teng yonli uchburchak. 
OA,=OA=R va ZAO A,=60°. 'Feng yonli uchburchakning asosi- 
dagi burchaklar teng bo 'lgan i uchun Z A = Z A r  U chburchak 
ichki burchak lari ning yig'indisi 180° ckanligidan

Z /l + Z A , + 60° = 180° ёк и  Z A  = 60°.

O A,A  uchburchakning barcha burchaklari 60° dan ekan.

51



B undan lining tom onlari tengligi, y a ‘ni A A ^ R  ekani kelib 
chiqadi. О А }А uchburchakda OB  bissektrisa, n m ediana ham 
boMadi. Shuning uchun

AB =— AA, = - .

Shunday qilib.
■эло A В R I

sin 30° = —  = у  =  y -

Demak, s in 30° =  —.
2

N a t i j a . To 'g ‘r i burchak- 
l i  u ch b u rc h a kd a  3 0 °  li b u r ­
chak qarsh isidagi ka tet g ipot- 
enuzan ing  ya rm ig a  teng.

3. sin45° = T .

T o‘g ‘ri b u rchak li u ch b u r­
chakda o ‘tkir burchaklardan biri 

45° boMadi. bundan lining katetlari o 'zaio  teng, ya‘ni x= y  ekani 
kelib chiqadi (50- rasm).

Bu uchburchak uchun Pifagor teoremasi

4 9- rasm .

2 2 2 

,Y +  V  = R

ni qoMlasak

2 V = R \  v = - r R. 
' V2

Bundan 1
V2

R

sin 45° = = —  = —
A

/2
ekani kelib chiqadi. Demak, sin  45° = — .

4. sin 60° = -y-.
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Bu tenglikni isbot qilish uchun to‘g ‘ri burchakli uchburchak­
ning ikkinchi o 'tk ir burchagi 30° li ekanidan foydalanamiz (51- 

AC
rasm). Bunda A B  = — . Pifagor teoremasiga ko‘ra

AB +CB2 = A C \  ( У +CB2 = AC

yoki C B- = A C 2 -  i l l  =  2 / 1 C 2, bundanC 5 =  ^ A C

ga ega boNamiz. Shunday qilib,

Demak, sin 60° = -y ..

5. sin 90°= 1.
Bu holda OA radiusning yo‘nalishi Oy o ‘qi yo‘nalishi bilan 

ustm a-ust tushadi va A nuqtaning ordinatasi aylana radiusiga 
teng, y a‘ni y=B. Shuning uchun sin 90°=fi : R=l.

Demak, sin 90°= 1.

4S'

50- rasm.
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У M A S A L A L A R

*  118. Ox  o ‘qi b ilan  2 1 0 ° li
burchak tashkil etuvchi О A radi­
us o ‘tkazilgan (52- rasm ). Shu 
burchak sinusining qiym atini hi­
soblang.

117. T o‘g ‘ri burchakli uch­
burchakning o ‘tkir burchaklari si- 
nuslari kvadratlarining yigMndisi 1 
boMishini ko‘rsating.

52- rasm . 119. 30° li burchak qarsh- 
isida yotgan katet gipotenuzan-

ing yarmiga tengligini isbotlang.
120. sin 120°, sin 135° ning qiymatini toping.
121. O ltkir burchaklaridan binning sinusi 0,6 ga, ikkinchisi- 

ning sinusi 0.8 ga teng bo ‘lgan to‘g ‘ri burchakli uchburchak 
yasash mumkinmi?

122. Ushbu burchaklar sinuslari qiym atlarini o ‘sish tarti- 
bida joylashtiring:

1 )30°, 150°, 225°; 2) 45°, 30°, 120°;
3) 30°, 90°, 180°; 4) 60°, 150°, 120°;
5) 135°, 150°. 60°.

4.4. U ch b u rch ak  yuzini b u rc h ak  sinusi yo rd am id a  
hisoblash

Uchburchakning yuzini berilgan ixtiyoriy ikki tomoni va ular 
orasidagi burchagi bo‘yicha hisoblash mumkin.

A B C  uchburchakning ikki tomoni uzunliklari a, b va ular 
orasidagi burchak kattaligi a  m a lu m  bo isin . U holda uchbur­
chak yuzi uchun ushbu teorema o'rinli.

T e о r e m a. U chburchakning yu z i uning ikki tom oni 
u zu n lik la r i b ilan  slut to m o n la r o ra s id a g i bu rch a k  s in u s i  
ко 'paytm asin ing  yarm iga  teng, ya  'ni
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I s b o t .  A B C  u ch b u rch ak d a  BC=a, A C - h  va 
ZA C B = a  boisin. Uchburchakning A uchidan BC  tomonga AD  
balandlik olkazam iz. Hosil bo lgan  A D C  uchburchak -  to‘g ‘ri 

burchakli. Bu uchburchakdagi A D  katet (53- rasm) A B C  uch­

burchakning balandligiga teng. Bundan tashqari, y -  = sin a  
yoki ha = bs’nm .

M a N u m k i ,  A B C  u c h b u r c h a k n i n g  yuz i  fo rm u la s i  

^  = ‘ ha. Bu fonnuladaga ha = bsm a  ni q o lyib,

S  = —a- b  sin a  
2

ga ega bo lam iz. Teorema isbotlandi.

M A SA L A L A R

123. Teng yonli uchburchakning asosi 12 m  ga, yon to­
moni 10 m  ga teng b o lsa , uning yuzi nimaga teng?

124. Gipotenuzasi a  b o lg an  teng yonli to ‘g lri burchak­
li uchburchakning yuzini toping.

125. Parallelogrammning qo‘shni tomonlari uzunliklari 
6 sm va 11 sm, ular orasidagi burchak 30°. Parallelo­
grammning yuzini toping.

126. A B C  u ch b u rch ak d a  B C = a, A C = b  va Z C = 90° 
b o lg a n d a  u ch b u rch ak n in g  yuzi eng  k a tta  b o l is h in i  
ko‘rsating.

С

53- rasm.
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4.5. S inuslar teorem asi

Tomonlari uzunliklari a, b, с  va 
shu tom onlar qarsh isidagi b u r­
chaklari a . (3. у boMgan ABC  uch­
burchak berilgan boMsin (54- rasm).

T e o r e m a  (sinuslar teore­
masi). U chburchakning tom onlari 
ular qarsh isidagi burchaklarn ing  
sinuslariga  proporsional, y a  'ni

54- rasm .
s i n a  s in  (3 s in  у

I s b o t .  Uchburchakning har bir burchagi sinusi yorda­
mida uchburchak yuzini hisoblash formulalarini yozamiz:

S  = ^ a b  sin y, S  = y o c  sin (3, 5  = j b e  sin a.

Bu uch tenglikdan, ushbu tengliklami hosil qilamiz:

- ^ a b s i n  у = yflcsin (3 ва ytfcsin |3 = ў  Ac sin a.

Birinchi tenglikni ў я  ga, ikkinchisini -^-c ga boMib, quyida- 
giga ega boMamiz:

A sin у = csin (3 ва о sin (3 = A sin a.

a. (3. у boTchaklaming har birining sinusi nolga teng bo‘l- 
maganligi uchun

va
sin  (3 sin  у  s in  a  sin  (3

Demak,

sm  a s in  p sm  у

Teorema isbotlandi.
Sinuslar teoremasi geom etriyada uchburchaklar haqida 

Pifagor teoremasidan keyingi yana bir muhim teoremadir.
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M A S A L A L A R

127. U chburchakning ikki tom oni 5 sm  va 9 sm. Bu 
tom onlar orasidagi burchakning sinusi 0,8. U chburchakning 
9 sm li tomoniga tushirilgan balandlikni toping.

128. Sinuslar teoremasidan tbydalanib quyidagilami is­
botlang:

a) teng burchaklar qarshimida teng tomonlar yotadi va, 
aksincha;

b) katta burchak qarshisida katta tomon yotadi va, aksin­
cha.

129. / IBC  uchburchakda /1 burchak b issektrisasi /1К 
o ‘tkazildi. A B  : AC=K B : К С  ekanligini isbotlang. (Bu uch­
burchak bissektrisasi xossasidir.)

130. 129- masalani sinuslar teoremasidan foydalanmay 
turib, yechish mumkinmi?

Q O  S H IM C H A  M A S A L A L A R

131. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi 10 sm, 
o ‘tk ir burchaklaridan biri 30°. Ikkinchi o ‘tkir burchakni va 
katetlami toping.

132. To‘g‘ri burchakli uchburchakning bir burchagi sinusi 
va gipotenuzasi berilgan bo‘lsa, uning katetlarini toping:

1) sin оғ=0,1, c=80 sm; 4) sin a =  , c-=24 sm;

2) sin 0^0,225, c=2 m; 5) sin a= 0 ,5 , c=10 m.

3) sin a =  c=4 m;

133. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning katetlari berilgan. 
Uning gipotenuzasini va burchaklari sinuslarini toping.

1)cr-5 , Z>=8; 4 )о = 1 8 , />=19;
2 )o = 4 , Z>=9; 5 )o = 3 , />=4.
3 ) o = l l , />=20;

134. R om bning diagonal lari 4, 73 va 2,94 sm ga teng. 
Uning burchaklari sinuslarini toping.

135. Tobg ‘ri to 'rtburchakning diagonali uning bir tom oni- 
dan ikki m arta katta. Uning diagonallari orasidagi burchak- 
larini toping.
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136. 0 ‘tkir burchak sinusi qanday qiymat qabul qiladi?
137. Rombni ng  d iagonallari 10 sm  va 24 sm  ga teng  

bo lsa , romb burchaklari yarmining sinuslarini toping.
138. Gipotenuzasi ?V3 ga, o ‘tkir burchagi 60° ga teng 

boMgan to‘g ‘ri burchakli uchburchakning shu o4k ir burchagi 
qarshisidagi katetini toping.

139. Radiusi 5 ga teng boMgan aylana ustida /l(-3 ; 4) 
nuqta berilgan. 0/1 radiusning Oy o ‘qi bilan tashkil qilgan bur­
chagi sinusini toping.

140. B irlik aylana ustida A (x v  y ,)  va B (x2, y 2) nuqtalar 
berilgan boMib, ulardan radiuslar oMkazilgan. Qanday shart ba- 
jarilganda radiuslarning Ox o ‘qi bilan tashkil qilgan burchak- 
larining sinuslari qarama-qarshi ishorali boMadi? (55- rasm.)

141.Quyidagi jadvalni toMdiring:

a 0" 30* 45° 60° 90° 120° 135° 15 0 ' 180°

sin  a

142. 56-rasmdagi uchburchaklar yuzlari nisbatini toping.
143. A gar uchburchakning ikki tomoni va ular orasidagi 

burchagi maMum boMsa, shu burchakning bissektrisasini toping.

58

55- rasm.



56- rasm.

144. Para lle logram m ning  yuzi d iagonallari va u lar o rasi­
dagi burchak sinusi ko ‘paytm asin ing  yarm iga tengligini isbot­
lang.

145. A gar parallelogram m ning tom onlari 2 m va 3 m , bur­
chaklaridan biri esa 60° ga teng bo 'lsa , uning yuzini toping.

146. U chburchakn ing  a tom oni va unga yop ishgan  a  va 
[3 burchaklari bo 'y icha uning yuzini toping.

147. U c h b u rc h a k n in g  to m o n la ri u n in g  b a la n d lik la r ig a  
teskari proporsional, ya’ni

. ,  . I . 1 . Ia . b . c  = — : — : —
/»„ hh h(

ekanini isbotlang.

5- §. B U R C H A K  KOSINUS1

5.1. Kosinusning ta'i ifi

M a 'lu m k i, u ch b u rch ak  ichki b u rc h a k la rin in g  y ig N nd isi 
180° ga teng. A g ar to ‘g ‘ri bu rchak li u ch b u rch ak n in g  o ‘tk ir  
burchaklaridan biri a  ga teng b o lsa , ikkinchisi 90° -  a  ga teng 
boNadi.

To'g'ri burchakli uchburchak o 'tkir burchagining tomo­
ni bo 'Igan katet shu burchakka 
yopishgan katet deb ataladi.

M asalan , ABC  uchburchakda 
AB  katet A burchakka yopishgan 

katetdir (57- rasm ). A m m o bu to­

m on  С  b u rch ak  uchun  q a ram a-

qarshi katet bo 'lad i. „
1 57- rasm .
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Sinus fijnksiyasining ta ‘rifiga ko 'ra  
. ^  AB

s in C  =  ^ c -
D em ak , AB : AC  n isb a t o 'tk i r  b u rch ak n in g  k a tta lig ig a - 

gina bogMiq boMgan m iqdor ekan.
T  a ‘ r i f. To'g'ri burchakli uchburchakda o 'tk ir bur­

chakka  yo p ish g a n  ka te tn in g  g ip o ten u za g a  n isb a ti shu  
burchakning kosinusi deb ataladi.

a  burchakning kosinusi quyidagicha belgilanadi:

AB
co s  a  =  .

/1C

0 ‘ q  i 1 i sh i: «ex burchakn ing  kosinusi»  yoki «kosinus 
alfa».

K o sin u s t a ’rif id an  va sin  С  q iy m a tid a n  b e rilg a n  o 'tk i r  
burchak kosinusi unga toMdiruvchi bo 'lgan burchakning sinusi- 

ga teng ekanligini kelib chiqadi, ya’ni

cos a  =  sin  (9 0 ° -a ) .

T  A R  I X  I Y  M  A  ’ L  U M  О  T

«K osinus» atam asi lotincha «kom plim enti sinus» atam asi- 

ning qisqartirilgani, u «q shim cha sinus», aniqrogM «qo'shim cha 

yoyning sinusi» demakdir.

M A S A L A L A R

148. Q uyidagi uchburchaklar burchaklarin ing kosinuslarini 

toping (58- rasm ).

149. T o 'g 'r i  b u rchak li u ch b u rch ak n in g  k a te tla rid an  biri 
7 sm  va gipotenuzasi 10 sm  bo 'lsa , shu uchburchakning o ‘tkir 

burchaklari kosinuslarini toping.

150. T o 'g 'r i burchakli uchburchakning o 'tk ir  burchagi 60°

ga va un ing  sinusi V3 /  2 ga tengligi maMum b o 'lsa , bu b u r­

chakning kosinusini toping.
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a) J) d)
58- rasm

151. sin a = c o s  (9 0 ° -  a )  tenglikni isbotlang.

152. T eng  yonli to ‘g ‘ri bu rch ak li u ch b u rch ak  g ip o te n u ­

zasi ning uzunligi t ga teng b o lsa , uning har bir katetining uzun­

liklari m /  -Jl ga teng b o lish in i isbotlang.

153. ABC  uchburchakda AC=30 sm , /45=50 sm  va c o s^ =  

=0,8. С  uchdan tushirilgan balandlikni toping.

5.2. Ba’zi burchaklarning kosinusini hisoblash

B iz 0°, 30°, 45°, 60°, 90° li burchaklarn ing  sinuslari q iy­
m atlarin i b ilam iz. Endi cos a  -  sin (9 0 ° -  a )  tenglikdan  foy-
dalanib, ba 'zi burchaklarning kosinuslari qiymatini aniqlaymiz:

a = 0 °  boMsa, cos 0°=sin 90°=  1;

a = 3 0 °  boMsa, cos 30°=sin 6 0 °=  — ;

a = 4 5 °  b o ls a ,  cos 45°=sin 4 5 °=  зЁ. -
2

a = 6 0 °  b o ‘lsa, cos 60°=sin 3 0 °=  j ;

a = 9 0 °  b o ls a ,  cos 90°=sin  0°=0.
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N atijada ushbu jadvalga ega b o lam iz :

a

оО

U
J о о 45° 60° 90°

c o s a 1
v s
1

Л
2

j_
2 0

M A S A L A L A R

154. 59- rasm da  b elg ilangan  b u rchak larn ing  sinuslari va 
kosinuslari uchun ifodalam i yozing.

155. D aftaring izga o ltk ir  burchag in ing  sinusi va kosinusi 
teng bo ‘lgan to ‘g ‘ri burchakli uchburchak chizing.

156. 0 ‘tkir burchakning qiym ati ortganda, shu burchak ko- 
sinusining qiym ati kam ayishini ko ‘rsating.

157. B u rch ak  s in u s i q iy m a tid a n  fo y d a la n ib , c o s  120°, 
cos 135°, cos 150°, cos 270° ning qiym atlarini aniqlang.

158. Ixtiyoriy o 'tk ir  burchak uchun cos2a + s i i f a = l  ekanini 
isbotlang (Pifagor teorem asini qo 'llang).

5.3. K o s in u s la r  teo rem as i

T  e о r e m  a (k o s in u s la r  teo rem asi). Uchburchakning 
istalgan tomoni kvadrati q о Igan ikki tomon kvadratlari 
yig'indisidan shu tomonlar bilan ular orasida burchak ko- 
sinusining ikkilangan ко ‘paytm asini ayirilganiga teng.

Д

A
a)

59- rasm.
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AABC  n in g  to m o n la ri a, b, с b o ‘lib , b va  с  to m o n la r  
orasidagi burchak a  bo ‘lsin, u holda

a2=b2+c2-2 b c  c o s a

ekanligini ko ‘rsatish kerak.
I s b o t .  ABC  uchburchakning С  uchidan qarshi tom on­

ga perpendikulyar o 'tkazaylik. Bunda uch hoi b o iish i mum kin. 
P erpendikulyam ing  asosi b o lg a n  D  nuqta: AB  tom onda yota­
di (60- a rasm ); AB  tom onning  davom ida yotadi (60- b rasm ) 
yoki A va В nuq talarn ing  biri bilan ustm a-ust tushadi (60- В 
rasm ).

>)о

£ 3
b) d)

60- rasm .

H ar bir hoi uchun teorem aning oh  inli ekanini k o ‘rsatam iz. 
Birinchi hoi uchun 60- с/ rasm dan foydalanam iz. CDB to ‘g ‘ri 
burchakli uchburchakdan P ifagor teorem asiga k o lra

CB2=CD1+DB2.

A m m o D B-AB-AD . Shuning uchun

CB2=CD2+{AB-AD)2.

Bundan
CB2=CD2+AD'-2AB AD+AB2.

AD C  to ‘g ‘ri burchakli uchburchakdan  P ifagor teo rem asi­
ga k o ‘ra

CD2+AD2=AC- va AD=AC cos a .

N atijada ushbu tenglikni hosil qilamiz:

CB2=AC-+AB2-2 A B  A C  cos a

63



yoki
a1=b2+c2—2bc  c o s a .

Teorem a birinchi hoi uchun isbot qilindi.
Ikkinchi holda (60- h rasm ) 180°- a  qiym at uchun kosinus 

qiymatidan foydalanib isbotlashni o ‘zingizga havola qilamiz.
U ch inch i ho lda  esa  P ifag o r teo rem asi n ing  n a tijasi hosil 

bo 'lad i, chunki a = 9 0 °  b o 'lg an d a  c o s a  =  0, dem ak, r r ^ + c 2.
T  a r i x i у  m  a s a  1 a. Jam shid  al K oshiy (X IV -X V  

asrlar) uchburchakning  ikki (/? va c) tom oni va u lar orasidagi 
A burchak bcrilganda uch inch itomonni

lr=(b±c cos /1 )2+ c2siir-4 
fo rm ula  b ilan  h isob lagan . Bu fo rm ula  k o sin u sla r teo rem asi­
ni ifoda etishini ko'rsating.

M A S A L A L A R

159. U chburchakning ikki tom oni uzunliklari o 'zgarm as va 
u la r o ra s id ag i b u rch ak  o rtib  b o rad i. B u rch ak  o 's is h i  b ilan  
uchburchakning uchinchi tomoni ortishini isbotlang.

160. ABC  u ch b u rch ak d a  a=2, b=\ va Z C = 6 0 o b o 'lsa , с 
tomonni toping.

161. U chburchakn ing  a, b, с  tom onlari berilgan. U chbur­
chakning с tom oniga tushirilgan balandligini toping.

162. Parallelogram m  diagonallari kvadratlarining y ig 'ind isi 
uning tomonlari kvadratlarining yig 'indisiga tengligini isbotlang.

163. U chburchakning tom onlari berilgan:

1 )5 , 6 , 7; 4) 30, 40,50;
2) 5, 6 , 10; 5) a, a+ \, a+2.
3) 5, 10, 10;

U chburchak  burchaklarin ing  kattaliklarini h isoblam asdan , 
har bir uchburchakning turini (burchaklari ga nisbatan) aniqlang.

164. U chburchakning ikki tom oni 20 m  va 21 m , ular o ra­
sidagi burchakning sinusi esa  0, 6 ga  teng. U chinchi tom onni 
toping.

165. ABC  uchburchakning tom onlari AB=5,\ m , Z?C=6,2 m, 
АС=1,Ъ m. U chburchakning qaysi burchagi eng katta va qaysi 
burchagi eng  kichik?
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Q O ‘S H IM C H A
M A S A L A L A R

166 .  R a d io m a c h ta  AB, AD  
troslar bilan m ahkam langan. A nuqta 
m achta asosidan 75 m uzoqlikda joy- 
lashgan va Z ^B D = 150°, BD=24 m  
* o ‘lsa, AD  trosning uzunligini toping 
(61- rasm ).

167. ABC  1о ^ ‘п burchakli uch­
burchakning AC  gipotenuzasi 16 sm  
va k a te tla r id a n  b iri 11 sm . U n ing  
o ‘tkir burchaklari sinus va kosinuslari 
qiymatlarini toping.

168. T o ‘g ‘ri bu rch ak li u ch b u r­
c h a k n in g  k a te tla r i 8 va  9 ,5  m  ga 
ten g  b o ‘lsa, shu ka te tla rg a  y o p ish ­
gan burchaklarning kosinuslarini to- 
ping.

169. Teng tom onli uchburchakning burchaklari kosinuslari 
tengligini isbotlang.

170. A gar to ‘g ‘ri burchakli uchburchak burchagining sinusi 
maMum boMsa, uning kosinusini topish mumkinmi? Misollar kelti- 
ring.

171. Q uyidagi maM um otlarga k o ‘ra to ‘g ‘ri burchakli uch­
burchakning nomaMum tom onini, oMkir burchaklar sinuslar va 
kosinuslarini toping:

61- rasm .

1) ikki kateti bo ‘yicha:

a) a= 3 , Z>=4; e) o=7, Z?=8;

b) o=15, Z>=20; 0 0= 6 , b=S\
d) o=9, b=\ 1; g) o=5, 6= 8;

2 ) gipotenuzasi va bir kateti bo 'yicha:

a) c=13 , o=5; e) c=9 . 6=4;
b) c = 10. o=5; f) c=60, 6=25;
d) c=13, o = 10; g) c = 12. 6=5.
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172. ABCD  tra p e ts iy a  DC \\AB, AD=2Q sm  va BC=26 
sm. A gar c o s a  =  0,5 b o lsa , trapetsiyaning balandligini va cosp 
ni toping (62- rasm )^

173. l ) c o s a  = у ; 2) s ince  =  — ; 3) c o sa =  0,5 b o lg a n  
burchakni yasang.

D С

5
62- rasm .

174. / uzun likdag i kesm a a to ‘g ‘ri ch iz iqqa  /, uzun likda  
proyeksiyalanadi va a to ‘g ‘ri chiziq  bilan a  (a< 90°) burchak 
hosil qiladi. /. /, va a  n i bogMovchi ifodalam i yozing.

175. 174- m a sa la d a  a  n in g  q a n d a y  q iy m a tid a  k e sm a  
proyeksiyasi eng  katta q iym atiga erishadi?

176. B urchak kosinusidan  foydalanib , quyidagi m asalani 
yeching: teng yonli uchburchakda a -  asos, b -  yon  tom on, 
ha -  asosga tushirilgan balandlik , a  -  asosidagi burchaklar. 
Agar:

a) ha va b\ e ) b va  a ;
b) ha va a\ 0  b va P;
d) и va b\

m a’lum boMsa, qolgan nom a’lum  kattaliklam i toping (63- 
rasm )

177. T o ‘g ‘ri b u rch ak li u ch b u rch ak  k a te tla r in in g  n isb a ti 
maMum boMsa, uning burchaklari kosinuslarini toping.

178. Vertikal turgan to ‘sinning balandligi 21 m , soyasi esa 
7 m  ga teng. Q uyoshning gorizontdan balandligini graduslarda 
ifodalang.

179. A gar teng  yonli trap e ts iy an in g  tom on lari m a’lum  
boMsa, uning burchaklarini loping.
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180. Teng yonli trapetsiyaning 
diagonali va uning asos bilan tash­
kil qilgan burchagi maMum boMsa, 
yuzini hisoblang.

181. Ikki m edianasi teng boM­
gan  uch b u rch ak  teng  yonli u ch ­
burchak ekanini isbotlang.

182. U chburchakn ing  a, b, с 
tomonlari berilgan. Shu tomonlarga 
o ‘tk a z i lg a n  mtl, mh, mr m e d ia -  63-rasm. 

nalam i toping.
183. U chburchakning  katta m edianasi uning kichik tom o­

niga va kichik medianasi katta tom oniga oMkazilishini isbotlang.
184. a  va (3 b u rch ak lari h am d a  a m aso fa  b o ‘y ich a  bi- 

noning  л: balandligini qanday topish m um kinligini tushuntiring 
(64-rasm ).

185. Parallelogram m ning с  va </ diagonallari ham da ular 
orasida a  burchak berilgan. Paralle logram m ning  tom onlarin i 
toping.

A ]

64-rasm
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186. (P ifa g o r  te o re m a s ig a  te sk a ri te o re m a ). a, b, с —  
u ch b u rc h a k n in g  to m o n la ri. A g a r a2+b2= c1 b o ‘lsa , u  h o ld a  
Z C =  90° ekanini isbotlang.

187. U chburchakning tom onlari 13, 14, 15 m . U chburchak 
burchaklarining kosinuslarini toping.

188. ABC  uchburchak  berilgan . CD  u n ing  AB  tom on iga  
o ‘tkazilgan  b issek trissasi. A gar CAB bu rchak  CBA bu rchak- 
dan katta  b o 1 Isa, AD  kesm a BD  k esm ad an  k ich ik  boMishini 
isbotlang.

189. Parallelogram m da katta burchak qarshisida katta d ia ­
gonal yotishini isbotlang.

190. S inuslar teorem asin i kosinuslar teorem asidan  foyda­

lanib isbotlang.
191. ABC  uchburchakning AB  tom onida D  nuqta berilgan. 

CD kesm a hech boM maganida AC  yoki BC  tom onlam ing  biri- 

dan kichik ekanini isbotlang.
192. P ifagor teorem asi kosinuslar teo rem asin ing  xususiy  

holi ekanini isbotlang.

6 - §. TANGENS VA K OTANGENS
TR IG O N O M E TR IK  AYNIYATLAR

с

65- rasm.

6 .1 .  T a n g e n s  va ko-  
tangens

To‘g ‘ri burchakli uchbur­
c h a k n in g  o ‘tk ir  b u rc h a g ig a  
bo g ‘liq boMgan sinus va kosi­
nus funksiyalar bilan tanishdik. 
B u fu n k siy a la rn in g  ta ‘rifid a  
to ‘g ‘ri b u rchak li u ch b u rch ak  
katetlarining gipotenuzaga nis­
bati ishtirok etadi Bu uchbur­
chakdagi katetlar nisbati ham  
burchakka bogMiq kattalikdir.



T  a ’ r i f. To 'g ‘ri burchakli uchburchakda о ‘tkir bur­
chak qarshisidagi katetning unga yopishgan katetga n is­
bati shu о ‘tkir burchakning tangensi deb ataladi va ushbu 
ко ‘rinishda yoziladi (65- rasm ):

BC 
tgof= — . 

AB ( 1)

0 ‘qilishi: « a  burchakning tangensi» yoki «tangens alfa».
Т а  ’ r  i f . T o 'g 'r i burchakli uchburchakda o 'tk ir  

burchakka yopishgan katetning shu burchak qarshisidagi 
katetga nisbati shu о 'tkir burchakning kotangensi deb 
ataladi va ushbu ko'rinishda yoziladi

ctg  a  =
AB
BC (2)

CTqilishi: « a  b u rch ak n in g  k o tangensi»  yoki « ko tangens 
alfa».

0 ‘tk ir burchakning tangensi va kotangensini shu burchak­
ning sinusi va kosinusi orqali ifodalash m um kin. B uning uchun 
( 1) va (2 ) teng lik lam ing  o ‘ng  tom onidagi k asm in g  surati va 
m axrajin i g ipo tenuza  uzun lig i A C  ga  boT ib , quy id ag ig a  ega 
boMamiz (65- rasm):

BC BC AB s in a
tg a  =

AB AC AC  c o s a

dem ak.

tg a  =•
sin a  

c o sa

va

ctg  a  =
AB _ AB BC _ c o s a  

BC AC AC s in a

Dem ak,
c o s a

c tg a  = —-----
sin a

B ulardan o ‘tkir burchakning tangensi va kotangensi shu
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burchakning  sinusi va kosinusi nisbatlari ekani kelib  chiqadi. 
Shunday qilib, tg a  va c tg a  ham  faqat burchakning kattaligiga 
bogMiq ekan.

T angens va k o tan g en sn in g  ix tiyo riy  bu rchak  uchun  q iy ­
m atini h isob lashda shu burchak  uchun sinus va kosinus q iy ­
m atidan foydalanish m um kin. Albatta, m axrajdagi ifoda noldan 
farqli boMgan holda shunday qilish mumkin.

T A R I X I Y  M A ’ L L M O T

T o‘g ‘ri burchak li u ch b u rch ak d a  oMkir bu rchakn i k a te tlar 
n isbati b ilan  an iq lash  m um kin  d eg an  xulosa b irin ch i boMib 
suriyalik u lug1, astronom  va m atem atik Abu A bdulloh M uham ­
mad ibn Jabir al-Battani (850-929  yy.) tom onidan kiritilgan. Al- 
Battani «Sinuslar jadvalini tuzish» va «A stronom iya» kitoblarini 
yozgan. U bu fikrga quyoshning balandligini aniklash usuli orqali 

kelgan (66- rasm).

M A SA LA LA R

193. G ipotenuza va katetlaridan biri

1) c = 5 , a = 3 ;  2) c = 6, a =2
boMgan to ‘g ‘ri bu rchak li uch b u rch ak  oMkir b u rch ak la rin in g  
tangensi va kotangensini h isoblang (67- rasm .)

194. OA n u r va Ox o ‘qi hosil qilgan burchakning tangensi 
va kotangensin i toping. A nuqta  quy idag icha  koord inatalarga 
ega:

a ) (2; 2 ); b ) (0; 3); d) (3; 1); e ) ( - 2 Д  2 Л ) .

195. Agar: a) co sa= 0 ,5 ; b) c o sa =  -2 /3 ; d) c o s a = l boMsa, 
tg a  ni toping.

6 г

66- rasm. 67- rasm.
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1 ? 1
1 9 6 . A g a r :  1) tg a =  - ;  2 )  c t g a = y ;  3 )  s i n a = y

boMsa, a  burchakni yasang.

6.2. B a ’zi burchaklarning tangensi va kotangensini  
hisoblash

B a ’zi b u rch ak larn in g  s inus va kosinuslari q iym atla ridan  
foydalan ib , tangens va ko tangensn ing  shu burchak larga  m os 
qiymatlarini hisoblash m um kin. Bunda

sin a  . cosa
tg a  = ------- va c tg a  =  - —

cosa sina
ekanligidan foydalanamiz. M a’lumki, maxraj nolga teng boMgan-
da k asr m a‘n o g a  ega  em as. A m m o  m axraj no lga  q an ch a lik
yaqin boMsa, kasm ing qiymati shunchalik katta boMadi. Istalgan-
cha katta miqdom i («>) ko ’rinishda belgilaymiz. Endi tga va ctga
ning qiymatlari jadvalini tuzamiz:

0° 30° 45° O
' о vc о

tga 0
i V5 

Л = 3
1 V3 o o

stga o o Л 1 i V3 
Jb  3

0

Birlik aylananing radiusidan foydalanib, tg a  va c tg a  n ing 
q iy m atig a  m os keluvch i kesm alarn i k o ’rsa tam iz  (68 - rasm ). 
K oordinatalar boshidan Ox o ’qi bilan a  burchak tashkil qiluvchi 
OA n u r  o ’tk azam iz . N u m in g  b irlik  ay lan a  b ilan  k esish g an  
nuqtasi A, ABLOx  va DCLOx b o ’lsin. Bunda AB\\DC b o ’ladi. 
Teng burchakli uchburchaklam ing m os tom onlari proporsional- 
ligidan

AB _  DC 
OB ~ OD'
AB

A m m o OD=\ va tg a  =  ekanligidan
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69- rasm .

tga=D C

ekani kelib  chiqadi. D em ak, DC  k esm aning  uzunlig i a  
burchakka m os keluvchi tangens qiym atiga teng b o ‘ladi.

A g a r a  b u rch ak  90° ga y aq in  b o l s a ,  DC  k e sm a n in g  
katta lash ish in i k o ‘rish un ch a lik  q iy in  em as, y a ‘ni DC  is ta l- 
gancha katta b o ‘ladi (69- rasm).

B u rch ak  90° b o ‘lg an d a  OA n u r  DC  n u r  b ilan  p ara lle l 
boMadi, ya’ni ular kesishmaydi.

U shbu  rasm dan (70- rasm ) c tga= £ /V  ekanin i hosil q ilish 
m um kin. Buni o ‘zingiz keltirib chiqaring.

M A SALALAR

197. M (0;1), Л (1;0),

7 0- rasm .

В  (-1; 0) n u q ta la rn in g  b irlik  
ay lan ad a  yotish in i teksh irin g
va AON,, AON2, AON,, AOB 
b u rch ak la rn in g  tan g en sla rin i 
toping.

198. 120°, 135°, 150° li 
burchakn ing  tangenslarin i va 
kotangenslarini hisoblang.

199.  y = lg x  v a  -y= ctg .v
f u n k s i y a l a r - c c < v <  +  oo 
o ra liq d ag i q iy m atla rn i qabul



71 - rasm .

qilishini m isollar yordam ida ko ‘r- 
sating.

200 . a  b u rch ak  o rtish i bilan 
s in a  va tg a  n ing o rtish in i, c o s a  
va c tg a  n ing  kam ayish in i isbo t­
lang.

6.3. A sosiy  tr ig o n o m etr ik  
ayniyatlar

Biz o ‘tkir burchakning sinusi, 
kosinusi, tangensi va ko tangensi
b ilan  tanishdik . Bu trigonom etrik  funksiyalar va P ifagor teo- 
rem asidan foydalanib, o ‘tkir burchakning ixtiyoriy qiymati uchun 
o ‘rinli bo 'lad igan  form ulalam i hosil qilish m um kin. Bu form u- 
la lar trigonometrik ayniyatlar deb  ataladi.

U lardan  birinchisin i ushbu usulda hosil q ilam iz. M arkazi 
ko o rd in a ta la r b o sh id a  va radiusi b irga teng  ay lana  ch izam iz  
(71- rasm ).

A bssissalar o ‘qi bilan a  o ‘tk ir burchak hosil q iluvchi OA 
radius o ‘tkazamiz. A nuqtadan ABLOx tushiram iz Hosil boMgan 
OBA to‘g ‘ri burchakli uchburchakdan Pifagor teoremasiga ko ‘ra:

AB2+OB2=OA\

Bu tenglam aning ikkala qism ini OA2 ga boMamiz:
2

AB ' O B '

OA 0 4 ,

Trigonom etrik hm ksiyalar ta ‘rifidan

AB  . OB
 = sin a, -----= cos a
OA OA

ekani maMum. Bu qiym atlarni oMniga q o ‘yib, ushbu tenglikni 
hosil qilamiz:

sin2a + c o s2a =  1. ( 1)

B u tenglik  birinchi trigonometrik ayniyat deb  ataladi.
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Bu ayn iyatdan  foydalan ib , boshqa k o ‘rin ishdagi ayniyat- 
lam i hosil qilish m um kin. Birinchi ayniyatning ikkala qism ini 
cos2oc *  0 ga boMamiz:

1 +  -

2

sin a
2  2 

cos a  cos a
y o k i 1 +

s in a
c o s a cos a

Bunda
sm a  

c o s a
= tga  ekanidan tbydalanib.

1+tg «  = — J
cos a

(2 )

ayniyatn i hosil q ilam iz. Buni ikkinchi trigonometrik ayniyat 
deb ataymiz.

A gar birinchi ayniyatni sin:a  *  0 ga boMsak, u holda

1+ctg a = - r ^ — 
sm "a (3)

ayniyat kelib  chiqadi. Bu uchinchi trigonometrik ayniyatdir 
Tangens va kotangens funksiyalari ta ‘rifidan

s in a  c o s a
tg a  • c tg a  =  = I

c o s a  s in a
yoki

tg a c tg a = l (4)

ayniyatni hosil qilamiz, bunda sinouO va cosa^O . Bu to'rtinchi 
trigonometrik ayniyatdir.

H osil q ilin g a n  bu a y n iy a tla r  asosiy trigonom etrik ay­
niyatlar deb  ata lad i. Bu ay n iy a tla rn in g  ah am iy a ti sh u n d an  
iboratki, ular s in a  va c o s a  dan birini bilgan holda qolgan uch- 
tasini topish imkonini beradi.

T A R I X I Y  М А ’ L U M O T

Trigonom etriyadan birinchi bor «A strolyabiya bilan ishlash 
haqida» traktat asari a 1-Х о r a z  m  i у tom onidan yozilgan.
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A strolyabiyaning yaratuvchisi boMib al- 
Battanining otasi Jobir ibn Sinon a 1- X  о r- 
r  a n о  (IX  asm ing  ikkinchi yarm i) hisob- 
lanadi. Trigonometrik funksiyalar jadvallarini 
tuzishda o ‘zbek olimi al-K oshiy  ju d a  katta 
y u tu q la rg a  e rish d i. U s in u s la r  ja d v a lin i 
m illia rd d a n  b ir  a n iq lik d a  tu z d i. B u o bz 
davrida juda yuqori aniqlik edi.

M A SA LA LAR

201. Ifodalani soddalashtiring:
1) ( 1+ c o sa )  ( 1- c o s a ) ;
2 ) sin4a + c o s4a + 2sin2a c o s 2a ;
3) co s2a + c tg 2a s in 2a ;
4) ( l - t g 2a + tg a )c o s 2a .

2 0 2 . A g a r: 1) s i n a = j  ; 2 ) s in a = 0 ,6 ;  3 ) s in a = 0 ,4  

b o ‘lsa, c o s a  va tg a  ni h isoblang '

2 0 3 . A g a r :  1) c o s a = j ;  2 )  c o s a = j j ;  3 ) c o s a = j ^ -  

b o ‘lsa, s in a  va tg a  ni hisoblang.
204. G ipo ten u zasi a ga  va o ‘tk ir  burchag i 30° ga teng 

boMgan to lg 'ri burchakli uchburchakning katetlarini toping.

Q 0 4SH IM C H A  M A SA L A L A R

205. a  oMkir burchak uchun c o s a < l ekanini isbotlang.
206. ABC  uchburchakda С  to ‘g ‘ri burchak boMsa, A va В 

b u rch ak la rn in g  sin u s, k o sin u s, tan g en sla rin i top ing . B unda: 
a ) /1 5 = 8 , 5 C = 7 ;  b )  B C = 2 \, AC = 20\ d ) 5 C = 1 ,  Л С = 2 ; 
е )/1 С = 2 4 , /15=25.

207. U chburchakn ing  tom onlari 5 m , 6 m , 7 m. U ch b u r­
chak burchaklarining tangenslarini toping.

208. R om bning diagonallari 10 sm  va 12 sm . D iagonallar- 
ning tomon bilan hosil qilgan burchagining tangensini toping.

209. T o ‘g ‘ri to ‘r tb u rch ak n in g  tom onlari 3 sm  va V3 sm  
boMsa, d iag o n a ln in g  tom on  b ilan  tashk il q ilgan  bu rchak la ri 
tangenslarini toping.
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210. R o m b n i n g  d i a g o n a l l a r i  2 л /з  v a  2 b o ‘ls a .  Lining 
burchaklari tangenslarini toping.

211. A gar b iro r to ‘g ‘ri b u rchak li u ch b u rch ak n in g  o^tkir 
burchak lari ikkinchi to ‘g ‘ri bu rchak li uch b u rch ak n in g  o ‘tk ir 
burchaklariga teng b o 1 Isa, shu burchaklam ing  tangenslari ham  
tengligini isbotlang.

212. tg30°, tg0°, tg60° ni o ‘sib borish tartibida joylashtiring.
213. A gar: a) tg (ZA) > tg  (ZB); b ) tg  (ZA  )<  tg  (ZB) 

boMsa, A va В  o ‘tk ir burchaklar haqida nim a deyish m um kin?
214. A gar p o 'tk ir  burchak uchun
a ) t g P <  1; b ) 0 <  tg p  <  1 ; d ) t g p > l  b o ‘ ls a ,  sh u  

burchakning kattaligi haqida nim a deyish m um kin?
215. N im a uchun tangensn ing  90° dagi q iym ati an iq lan- 

m agan?
216. s i n a =  0,8, t g a =  4 b o ‘lsa, cos a  ni hisoblang.

217. U chburchakning  ikki tom oni 8 sm , 12 sm , u lar ora- 

sidagi burchakning tangensi esa ga teng. U chburchakning 

yuzini hisoblang.

7- §. AYLANA VA K O ‘PB U R C H A K L A R

7.1. Aylana vatari va diametrining xossalari

A ylana, ay lan a  v a ta ri d iam e tri tu sh u n c h a la r i b ila n  S iz  
tanishsiz.

T  e о  r  e  m  a. Va ta m in g  
o'rtasidan  o 'tuvch i d iam etr shu  
va targa p er  pen diku lyard i r.

I s b  о  t. M N  d i a m e t r  О 
m a rk a z l i  a y la n a  AB  v a ta r in in g  
o ‘r ta s id a  С  n u q ta  o rq a li  o ‘tg a n  
b o ‘ ls in  ( 7 3 -  r a s m ) .  M N 1A B  
ekanini isbotlaymiz.

OAB uchburchak -  teng yonli, 
c h u n k i OA=O B  b i r  a y la n a n in g  

73-rasm. radiusidir. С  nuqta  AB  to m onn ing
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o ‘rta s i b oM gani u ch u n  ОС  k esm a  OAB  u c h b u rc h a k n in g  
m edianasidir. Teng yonli uchburchakn ing  asosiga oT kazilgan  
m edianasi b ir vaq tda  ham  balandlik , ham  bissektrisa boNadi. 
Dem ak ,ОС1ЛВ. Bundan MN1AB  kelib chiqadi.

Bu teorem adan ushbu natijalam i hosil qilamiz:
1-n a t i j  a . Vatarga p e rp en d iku lya r  d iam etr shu  

va ta rn i va unga tira lgan  ay lana  y o y in i  ten g  ikk iga  
ho'ladi. (B u 7- sinfda ham  o ‘tilgan).

H a q iq a ta n  ham , va ta rn i ikk iga  b o T ish i u n in g  m ed ian a  
boM ishidan, aylana yoyini ikkiga b o ‘lishi esa b issek trisa  eka- 
nidan kelib chiqadi.

2 -  n a t i j  a . Vatarning  o 'r ta  p e rp e n d ik u ly a r i  
aylananing diametri ho ‘ladi.

B u n a t i ja n in g  isb o ti  v a ta rn in g  o ‘r ta s ig a  o ‘tk a z i lg a n  
perpendikulyam ing yagonaligidan kelib chiqadi.

U sh b u  n a tija lam i qoM lash y o ‘li b ilan  m ark az i b e lg ilan - 
m agan  aylananing m arkazini aniqlash m um kin. B uning uchun 
ay lanada ikkita parallel boM magan vatarni (AB va CD) o ‘tka- 
zam iz. Bu vatarlar oNta perpendikulyarin ing kesishish  nuqtasi 
aylana markazi boMadi. (Buni o 'zing iz isbot qiling).

M A SALALAR

218. 1) A ylana m arkazidan  un ing  24 sm  lik v a ta rigacha  
boTgan m asofa 5 sm. Aylana diam etrining uzunligini toping.

2) R ad iusi 13 sm  boMgan ay lanan ing  rad iusiga  p e rp en ­
d ik u ly a r va uni 5 sm  ham da 8 sm  li k esm ala rg a  a jra tu v ch i 
v a ta r  o ‘tk az ilg an . Shu v a ta rn in g  uzu n lig in i top ing .(Y ech im  
necha xil boMadi?)

2 1 9 . Ix tiy o riy  ay lan ad a  ikki rad iu s  va ra d iu s la r  u ch in i 
tu ta sh tiru v c h i u c h b u rc h a k n in g  m a rk a z g a  m o s k e lg an  bur- 
chagi 60° b o lsa , u teng tomonii uchburchak ekanini ko‘rsating.

220. A y lanan ing  d iam etri va vatari u m u m iy  uchga ega. 
D iam etm ing  uzunligi 40 sm , vatarning uzunligi 24 sm  b o ‘lsa, 
aylananing m arkazidan vatargacha boMgan m asofani hisoblang.

221.  R a d iu s la r i  a va  b g a  te n g  k o n s e n tr ik  a y la n a la r
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b e rilg a n  (a>b). Ichki a y la n a  ix tiy o riy  u r in m a s in in g  tash q i 
ay lan a  ich id ag i b o ‘lag i o ‘zg a rm a s  u z u n lik k a  te n g  ek an in i 
ko ‘rsating va uni hisoblang.

7.2. Ikki aylananing o ‘zaro joylashishi

T e k is lik d a  ik k i a y la n a  c h iz a y lik . A y la n a la r  u la rn in g  
m arkaz la ri jo y la sh g a n  n u q ta la r va rad iu sla rin in g  katta lig ig a  
qarab  74- rasm da k o ‘rsatilgan  holatlardan  b iriday  jo y lash g an  
boMishi m um kin . 0 { va 0 2 -  ay lan a la rn in g  m arkaz la ri, r , va 
r2-  m os ravishda ulam ing  radiuslari, h -  m arkazlari orasidagi 
m asofa  {0 ^ 2= h) boNsin.

A y la n a la rn i  te k is l ik d a  jo y la s h is h ig a  q a ra b  q u y id a g i  
hollarga ajratish m um kin. (Yana qanday hollari bor?)

1. U  m u m i у  n  u  q  t a g  a e g a  b  o‘ 1 m  a g  a  n  a у  1 a- 
n a 1 a r ( 1 - 5  h o lla r ) .  B u n d a  1- h o ld a  r ,  + z-2<  h, 2 va
3- ho llarda  r , > r 2+  /z, 4- ho lda r ,>  r2 5- ho lda r ,>  r 2, h=0.

2. В i t t a u m u m i y  n u q t a g  a e g a  b о 1 1- 
g a n  a y l a n a l a r .  (6 -9 -  h o lla r). B unda 6 -8  h o lla rd a  
/*,= r,+h, 9 -h o ld a  r ,+ / -2=A. B u h o lla rd a  aylanalar o 'zaro  
urinadi deb aytiladi. Joy lash ish iga qarab  ichki urinma (6-
8- hollar) va tashqi urinma (9- ho i) deb ataladi.

3. I к к i t a u m u m i y  n u q t a g  a e g a  b o ‘ l- 
g a n  a y l a n a l a r  (10 -12 - hollar). B unda barcha hollarda 
r]+r2 > h. B u ay lan a la r  kesishuvchi aylanalar  d eb  a ta lad i.

9 W 11 12
74- rasm.
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T  e  о r  e  m  a. K esishuvchi ay lana larn ing  kesishish  
n u q ta la r in i tu ta sh tiru v c h i va tar shu  a y la n a la rn in g  
markazlaridan o 'tuvchi to 'g 'r i chiziqqa perpendikulyardir 

Teorem ani 75- rasm dan foydalanib  o ‘z ing iz  isbot qiling. 
R asm da kolrsatilgan holdan boshqacha ham  boMishi m um kinm i?

75- rasm .

M A SA LA LA R

2 2 2 . R ad iu s i 3 sm  boM gan a y la n a  c h iz in g  va u n d a  D  
n u q tan i b e lg ila n g . A y lan ad a  sh u n d a y  n u q tan i b e lg ila n g k i, 
shu nuqtadan D  nuqtagacha bo ‘lgan m asofa: a) 3 sm ; b) 6 sm  
b o ‘ls in . S h u  n u q ta la rn i  D  b ila n  tu ta s h tir in g . A y la n a n in g  
m arkazi shu  k esm a lam in g  b irid a  y o tad im i?  Shartn i qanoat- 
lantiradigan nuqtalar nechta?

223. M arkazi О  nuqtada boMgan /*, va  r2 (r ,<  r j  radiusli 
ay lan a la r ch iz ing  va shunday  shak ln i sh trix lab  k o brsa tingk i, 
uning barcha X  nuqtalari uchun r, <  O X < r2 shart bajarilsin.

224. D iam etrlari 4  sm  va 8 sm  boMgan o ‘zaro  urinuvchi 
a y la n a la r  b e rilg an . Shu ay la n a la rn in g  m ark az la ri o ras id ag i 
m asofani toping (barcha hollam i koM ing).

225. M arkazlari O,, 0 2, 0 } ham da radiuslari 1 sm , 2 sm , 
3 sm  boM gan va o ‘z a ro  ju f t  boM ib ta sh q a r id a n  u r in u v c h i 
a y la n a la r  b e r ilg a n . O , 0 2 0 3 u c h b u rc h a k n in g  p e r im e tr in i 
toping.

226. Radiuslari 4, 4, 10 boMgan o ‘zaro urinuvchi aylanalar 
shunday berilganki, radiuslari 4  sm  li aylanalar katta aylanaga
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ichki tom ondan  urinadi. O, 0 2 Oy uchburchakning perim etrini 
toping. B unda O,, 0 2, 0 3-teg ish li aylanalar m arkazlari.

227. ABC  uchburchakning tom onlari AB, BC, va  AC  m os 
ravishda 4 sm , 5 sm  va 6 sm  b o is a , shunday 3 ta aylana chi- 
zingki, ulam ing markazlari uchburchakning uchlarida bo‘lib, ulai- 
o ‘zaro juft-jufti bilan tashqi urinuvchi b o ‘lsin.

7.3. Aylanaga urinma

T ekislikda aylana va to bg ‘ri chiziq  o 'z a ro  uch  xil ho latda 
joylashishi m um kin (76- rasm).

Aylana va to 'g 'r i chiziq um um iy nuqtaga ega em as (kesish- 
m aydi) (76- a rasm); bitta um um iy nuqtaga ega (76- b rasm); 
ikkita um um iy nuqtaga ega (kesishadi) (76- d  rasm).

T  a ’ r i f. T o 'g 'r i ch iziq  b ilan  ay lana  fa q a t  b itta  
um um iy nuqtaga ega bo'Isa, bu to 'g 'r i  chiziq aylanaga  
urinma deb ataladi.

To'g'ri chiziq bilan aylananing bu umumiy nuqtasi (C ) 
urinish nuqtasi deyiladi (76-/? rasm ).

A y lan an in g  m ark az i О n u q tad an  / to 'g 'r i  c h iz iq q a  ОС  
perpendikulyam i tushiraylik. ОС  perpendikulyam ing uzunligi 
aylana m arkazidan /  to 'g 'r i  chiziqqacha b o 'lg an  m asofani 
beradi.

rasm .

80



A gar aylana bilan to ‘g ‘ri chiziq kesishm asa (ОС  >  R), bu 
m asofa aylana radiusidan katta boMadi ( 76- a rasm).

A gar aylana bilan tug‘ri chiziq kesishsa, u holda m arkazdan 
to ‘g ‘ri ch iz iqqacha boMgan m asofa  ay lana  rad iusidan  kichik 
(OC< R) boMadi (76- d  rasm ).

T o ‘g ‘ri chiziq  ay lanaga u rinm a boM ganda O C -R  boMadi 
(76 - b rasm ).

H a q iq a ta n  h am  ОС  p e rp e n d ik u ly a m in g  a y la n a  b ila n  
kesichlgan nuqtasini D  bilan belgilasak, birinchi holda ОС > 
OD, ikkinchi ho lda ОС = OD  va uchinchi holda ОС < OD 
ekanini ko ‘ramiz.

Ikkinchi holda p eф en d ik u ly am in g  aylana bilan kesishgan 
n u q tasi D  va  p e rp e n d ik u ly a m in g  asosi С  u s tm a-u st tu sh ib  
qoladi. B undan ay lana radiusi OD n ing / u rinm aga perpend i­
kulyar ekanligi kelib chiqadi. Ushbu m uhim  natijani hosil qildik.

N  a t i j  a . U rin ish  nucjtasiga o 'tk a z ilg a n  ay lana  
radiusi urinmaga perpendikulyardir.

Bitta um um iy nuqtaga ega boMgan ikki aylanani ko 'ray lik  
(77- rasm ).

U m um iy  nuqtadan oMkazilgan to ‘g ‘ri chiziq aylanalarning 
biriga urinm a boMsa, и albatta ikkinchisiga ham  urinm a boMadi. 
Chunki и natijaga ko‘ra urinish nuqtasidagi radiusga peipendi- 
kulyar boMadi.

P erpendikulyam ing yagonalik  shartidan urinm a b ir radius- 

6 -1 3  81

77- rasm .



ga p e rp e n d ik u ly a r  b o ‘lsa, u h o ld a  u n in g  ik k in c h is ig a  ham  
perpendikulyar boMishi kelib chiqadi.

U m um iy  urinm aga ega b o 'lg a n  aylanalar o'zaro urinadi 
deb ataladi. A gar aylanalarning m arkazlari um um iy urinm adan 
bir tom onda yotsa, urinish ichki urinish (77- a rasm), agar turli 
tom onda yotsa, urinish tashqi urinish (77- b rasm ) deyiladi.

Ic h k i u r in is h n in g  7 7 -  a r a s m d a  k o ‘r s a t i lg a n  h o ld a n  
boshqacha holatlarini toping.

M A SALALAR

228. R adiusi 3 sm  ga teng b o 'lg a n  aylana chizing. U ning 
OA radius ini o 'tkazib , bu radiusdan 2 sm  uzoqlikdagi nuqtadan 
o 'tu v ch i to 'g 'r i  chiziq  chizing. Bu to 'g 'r i  chiziq  aylana bilan 
o 'z a ro  qanday joylashadi?

229. 2 2 8 - m a sa la d a  ОА=Ъ sm  yok i t o 'g 'r i  c h iz iq n in g  
kesishish nuqtasi OA radiusning davom ida bo 'Isa, to 'g 'r i  chiziq 
aylana bilan o 'za ro  qanday joylashadi?

230. 78- rasm da b erilg an  b a rch a  u rin m a la r О  n u q tad an  
o 'tad i. OA=OD ekanligini isbotlang.

231. O 'q u v ch i radiusi 3 sm  b o 'lg a n  ay lana ch izd i, lekin 
m arkazni belg ilashni unutdi. Aylana m arkazini qanday  topish  
mumkin?

232. A ylana yoy lari teng  b o 'lis h i u ch u n  u la rga  tira lg an  
m arkaziy burchaklar teng bo 'lish i zarurligini isbotlang.

233. О  m arkazli aylana va shu ay lanaga tegishli A, В  va 
К  nuqtalar belgilangan. ZAOB=35°. Ichki chizilgan ZAKB  ning 
kattaligini hisoblang (79- rasm).

234. A y lanada 5  va С n u q ta la r  sh u n d ay  b e rilg a n k i,

u n d a  AB=$0°, BC= 180° b o 'ls in . ABC  u ch b u rch ak n in g  bur- 
chaklarini hisoblang.

235.  80 - ra sm d a  CD=DB  e k a n lig in i isb o tla n g , b u n d a  
AC\\OD.

236. A gar ZBOD=a  bo 'Isa, uni teng ikkiga bo 'lm asdan  

turib, у  burchakni yasang  (80- rasm ).
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7 9- rasm .

78- rasm .
80- rasm .

7.4. Aylanaga ichki chizilgan burchak

A ylananing b ir nuqtasidan chiquvchi ikki vataridan tashkil 
topgan  burchak aylanaga ichki chizilgan burchak deb  ataladi 
(81- rasm ).

Ichki burchak tom onlari AB  va BC aylananing BC yoyiga 
tiralgan deb aytiladi.

T  e о  r e m  a. Aylanaga ichki chizilgan burchak o 'z i  
tiralgan yoyn ing  yarm i bilan  lchanadi ( y a ‘ni burchak­
n ing  k a tta lig i o 'z i  tira lgan  y o y  burchak k a tta lig in in g  
yarm iga teng).

В

81- rasm.

В

С
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I s b o t .  ВАС burchak  ay lanaga ichki ch iz ilgan  ham da 
BA va BC aylananing vatarlari boNsin. Aylana m arkazining shu 
ichki ch iz ilgan  b u rchakka  n isba tan  jo y lan ish in in g  uch holini 
alohida-alohida ko ‘rib chiqamiz.

B i r i n c h i  h o i .  Aylana m arkazi ichki chizilgan bur­
chak tom onlaridan birida, masalan, AC tom onda yotadi. U  holda 
OB rad ius o ‘tkazib , Д OAB ni hosil q ilam iz . Bu ten g  yonli 
uchburchakdir, chunki OA=OB=R (82- rasm ). Shuning uchun 
Z 0 B A = Z 0 A B . A m m o  BOC  m a r k a z iy  b u r c h a k  AOB  
uchburchakka n isbatan  tashqi burchagidin  U chburchak  tash ­
qi b u rc h a g in in g  x o ssa s ig a  k o 'r a :  zBO C = zO BA+ zO A B=  
=2 ZOAB. bundan

ZBOC m arkaziy burchak b o ‘lgani uchun uning kattaligi o ‘zi 
tiralgan BC yoyning gradus ulchoviga teng,

B u n d a  OAB bu rch ak  BC n in g  g rad u s  o ‘ lchov i y a rm ig a  
tengligini hosil qilamiz. Teorema birinchi hoi uchun isbotlandi.

I к к  i n  ch i h o i .  Aylananing m arkazi О  ichki chizilgan 
b u rc h a k  ic h id a  y o ta d i (8 3 -  ra s m ) . AD  d ia m e tr  o 4 k a z a -  
miz, natijada ВАС burchak ikki burchakka boMinadi: zBAD  va 
ZDAC. H o s il  boM gan  ic h k i b u r c h a k la r  u c h u n  ZBAC=  
=ZBAD+ZDAC ekani m a’lum. Birinchi holga ko‘ra ZBAD va

ZO AB= -ZBO C . ( 1)

ZB0C=BC ^  
y a ’ni (1 ) va (2) teng lik la rdan : zO A B = - BC.

(2 )

J  A

S

83- rasm. 84-rasm.
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ZD AC  o Lzlari tiralgan BD va DC  yoylam ing yanni bilan o ‘l- 

chanadi, y a ‘ni Z B A D = ^ BD  va ZDAC=^-DC.

A m m o  BC  y o y  BD  va DC  y o y la r  y ig ‘in d is ig a  ten g , 

y a ’ni BC=BD+DC, dem ak

Z B AC = ^BD+ ^D C= ^(BD + DC )= jm  

1 W
S hunday  qilib , Z B A C = -B C ,  y a ’ni ZBAC  o 'z i  tira lgan

yoyning yanni bilan o ‘lchanishi kelib chiqdi. Teorem a bu holda 
isbotlandi.

U c h i n c h i  h o i .  Aylana m arkazi ichki chizilgan bur­
chak  tashqarisida yotadi (84- rasm ). Bu hoi uchun teorem ani 
o 'zingiz isbot qiling.

Isb o t q ilin g an  teo rem ad an  u sh b u  m u h im  n a tija la r ke lib  
chiqadi.

1- n a t i j  a . Bitta yoyga tiralgan barcha ichki bur­
chaklar o'zaro tengdir  (8 5 - a rasm ).

X u su sa n , a g a r  ich k i c h iz ilg a n  b u rc h a k n in g  to m o n la r i 

b itta  d iam etm in g  ikki uchidan  o 'ts a , ichki ch izilgan  burchak  
t o 'g ' r i  b u rc h a k  b o 'la d i .  D e m a k , har qanday diam etrga  
tiraluvchi ichki burchak to 'g 'r i burchakdir

2- n  a  t  i j  a. Diametrga tiralgan barcha ichki chizilgan 
burchaklar to 'g 'r i burchaklardir (85 - b rasm ).

A

a)
85- rasm.
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M ASALALAR

237. R adiusi 5 sm  b o ‘lgan  ay lana  ch izing . Bu ay lanada 
tom onlari b ir d iam etm ing  uchlaridan o ‘tuvchi ichki burchak 
chizing. ^
^  238. ЛВ yarim  aylanada С  va D nuqtalar olingan. AC=37°, 

BD=-23°. Aylana radiusi 15 sm  b o is a ,  CD  vatam i toping.
2 3 9 . Л va 5  n u q ta la r  a y la n a n i ik k ita  y o y g a  boM adi. 

Y oylardan kichigi 150°, kattasi esa С  nuqta bilan 2:1 nisbatda 
b o lin a d i. ВАС  burchakni toping.

240. A nuqtadan berilgan ay lanaga A В urinm a va О  m ar- 

kazdan o ‘tuvchi AD  kesuvchi o lk a z ilg a n . A gar 5D =;100o4 0 / 

b o is a ,  /.BAD  va ZDOB  ni toping.
241. Rasmlardagi nom a’lum  burchaklam i toping (86- rasm).

86- rasm .

7.5. U c h b u rc h a k k a  ta sh q i ch iz ilg an  a y la n a

T  a ’ r i f. Agar ко ‘pburchakning hamma uchlari bitta 
aylana ustida yotsa, ко 'pburchak aylanaga ichki chizilgan 
deb ataladi. Aylana esa ko 'pburchakka  tashqi chizilgan  
deb ataladi (87- rasm ).

T e o r e m a .  H ar qanday  uchburchakka  y a g o n a  
tashqi aylana chizish mumkin.

I s b o t .  Ixtiyoriy ABC  uchburchak berilgan b o ls in . A, В
86



87- rasm . 88- rasm .

va С  n u q ta la rd an  o ‘tu v ch i y ag o n a  a y la n a  ch iz ish  m u m k in  
ekanini k o ‘rsatishim iz kerak.

ABC  u ch b u rch ak  AB  to m o n in in g  o ‘rta s in i К  b ilan , BC  
tom onining o ‘rtasini L bilan belgilaylik (88- rasm).

B u nuq talardan  m os tom onlarga perpend iku lyarlar оЧ ка- 
zam iz va ulam ing kesishgan nuqtasini О bilan belgilaymiz. OK 
va OL m o s  ra v ish d a  AB  h am d a  BC  to m o n la rg a  o ‘rta  p e r­
p en d ik u ly ar b o ‘lgani uchun OA=OB va  OB=OC. S huning  
uchun OA=OC, y a ‘ni ABC  uchburchakn ing  uchlari О  n u q ­
tadan bir xil m asofada (uzoqlikda) yo tar ekan:

OA=OB=OC=R.

D em ak, ABC  uchburchakka m arkazi О  nuqtada va radiusi 
R=OA bo ‘lgan tashqi aylana chizish m um kin ekan.

A gar m arkazi О nuqtada va radiusi R=OA boNgan aylana 
chizsak, и A, В  va С  nuqtalardan o ‘tuvchi aylana b o ‘ladi.

AOC  teng yonli uchburchak bo ‘lgani uchun AC  tom onning 
o ‘r ta s in i О  b ila n  tu ta s h tiru v c h i  OE  k e sm a  A C  g a  o ‘rta  
perpendikulyar boMadi.

Bundan ushbu m uhim  natijalar kelib chiqadi:
1- n  a t i j  a . U chburchakn ing  to m o n la rig a  o 'r ta  

p erpend iku lyarla r  b ir nuqtada  -  tashqi chizilgan ay la ­
naning markazida kesishadi.

2- n a t i j  a . T o 'g 'ri burchakli uchburchakka tashqi 
chizilgan  aylananing  m arkazi g ipo tenuzan ing  о 'rtasida  
bo ‘ladi.

D em ak, uchburchakka tashqi chizilgan aylananing m arkazi



uchburchak tom onlari o ‘rta peф endikulyarlarin ing kesishish 
nuqtasi bo 'lar ekan.

3- n a t i j  a. Bir to 'g 'r i chiziqda yotm agan uch nuqta 
orqali bitta aylana o'tadi.

Natijalaming isbotini o‘zingiz bajaring.

T  о  p s h i r i q

a) A gar tashqi ch iz ilgan  ay lan an in g  m arkazi u ch b u r­
chakning ichki nuqtasida b o isa , uchburchak o ik i r  burchakli 
uchburchak ekanini isbotlang.

b) A gar tashqi ch iz ilg an  ay lan an in g  m arkazi u ch b u r­
chakning tashqarisida b o is a ,  uchburchak o ‘tm as burchakli 
ekanini isbotlang.

d) To‘g ‘ri burchakli uchburchakka tashqi chizilgan aylana­
ning markazi uning gipotenuzasi o ‘rtasida boiishini isbotlang.

88- rasmdagi uchburchakka tashqi chizilgan aylana m ar­
kazi uchburchakka nisbatan qanday joylashgan?

T a r i x i y  m a s a l a .  Singan terak haqidagi masala. 
Yer sirtiga perpendikulyar turgan terak bir joyidan sinib, uning 
singan boiagining uchi bukilgan holda yerga tekkan. Terakning 
ostidan bosh lab singan b o ia g in in g  yerga tekkan uchigacha 
b o ig an  masofa m a iu m  b o isa , uning qayerdan singanini 
toping.

T a r i x i y  m a s a l a .  (Evklid masalasi). AB  kesma 
berilgan. Tom onlari AB  ga teng uchburchak yasang (sirkul 
yordamida).

M A S A L A L A R

2 4 2 . T en g  to m o n li  u c h b u rc h a k k a  ta sh q i c h iz i lg a n  
ay lanan ing  m arkazi u chburchakn ing  baland lig in i uchidan 
bosh lab hisoblaganda 2:1 nisbatda boiishini isbot qiling.

243. Uchburchakning tomoni unga tashqi chizilgan aylana 
diam etrining shu tom on qarshisida yotgan burchak sinusiga 
ko‘paytmasiga teng ekanini isbot qiling.

244. T o‘g ‘ri burchakli uchburchakka tashqi chizilgan

88



aylananing radiusi R va o ‘tkir burchaklaridan biri a  b o isa , 
uchburchakning tomonlarini toping.

245. U chburchakka tashqi chizilgan aylananing markazi 
m cdianada yotsa, bu uchburchak teng yonli yoki to ‘gi*i bur­
chakli ekanini isbotlang.

246. Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing radiusi

R uchun formulani keltirib chiqaring.

247. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 6 sm, asosiga 
tushirilgan balandligi esa 4 sm. Tashqi chizilgan aylananing 
radiusini toping.

7.6. Uchburchakka ichki chizilgan aylana

T a ’ r i f . A gar ко 'pburchakning hamma tom onlari 
aylanaga urinuvchi bo 'Isa, uni aylanaga tashqi chizilgan  
deb  a ta la d i, a y la n a n i esa  shu  ko 'p b u rc h a k k a  ich k i  
chizilgan deb ataladi.

T e о r e m a. H ar qanday uchburchakka  ya g o n a  
ichki aylana chizish mumkin.

I s b o t .  Ixtiyoriy ABC  uchburchak berilgan bo‘Is in, uning 
tom onlariga urinuvchi yagona ichki aylana chizish m um kin 
ekanligini ko‘rsatamiz.

U chburchak A va В burchaklarining AD  va BE  bissek- 
trisalarini o ‘tkazaylik. Bu bissektrisalar biror О nuqtada kesish- 
sin (89- rasm).

О  nuq tadan  uchburchak  tom on la riga  OK, O M  va OL 
perpendikulyarlar o ‘tkazamiz. M a‘lumki, burchak bissektrisa- 
sining ixtiyoriy nuqtasidan burchak tom onlarigacha boMgan 
m asofalar o ‘zaro teng. Shuning uchun OK=OM  va OK=OL. 
Bundan OM=OL

M arkazi О n u q tad a  va rad iusi r=OK  boM gan ay lan a  
ch izam iz. Bu aylana albatta M, L nuqtalardan ham  oMadi. 
Aylananing OK, OM  va OL radiuslari mos ravishda AB, A C  va 
BC  tomonlarga perpendikulyar boMgani uchun aylana uchbur-

89



89- rasm.

chakning uchala tomoniga ham urinadi. Demak, u ichki chizil­
gan aylana boMadi.

Biz ichki aylana chizish m um kin ekanini ko‘rsatdik. Endi 
bunday aylana faqat bitta boMishini kobrsatamiz. Buning uchun 
biz uchburchakning uchinchi bissektrisasi ham О nuqtadan o‘ti- 
shini kolrsatishimiz kerak.

ОС kesmani oMkazamiz va u С  burchakning bissektrisasi 
ekanini k o ‘rsa tam iz. H aqiqatan  ham , A C LO  va A  CMO  
o‘zaro teng. Chunki bu uchburchaklar to‘g‘ri burchakli, ulaming 
OL va OM  katetlari teng va ОС  gipotenuzalari umumiy. Bu 
uchburchaklaming tengligidan AOCZ,= &OCM  kelib chiqadi. 
Demak, ОС  kesma С  burchakning bissektrisasi ekan.

Ushbu muhim natijani hosil qildik.
N a t i j a. U chburchakn ing  b is se k tr isa la r i b ir  

n u q ta d a  k e s ish a d i va u la rn in g  kesish ish  n u q ta si  
uchburchakka ichki chizilgan aylananing m arkazi bo ‘ladi.

M A S A L A L A R

248. Teng yonli uchburchakning asosi 8 sm, yon tomoni 
esa 12 sm. Shu uchburchakka ichki ch iz ilgan  ay lanan ing  
radiusini toping.

249. Teng yonli uchburchakka 0 ,  markazli aylana tashqi
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va 0 2 m arkazli ay lana ichki ch izilgan . 0 , va 0 2 nuq talar 
asosga tushirilgan o ‘ita peфendikulyarda yotishini isbotlang.

250. A gar teng tom onli uchburchakka tashqi chizilgan 
aylananing radiusi 10 sm b o 1 Isa, ichki chizilgan aylananing 
radiusini toping.

251. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing r  radiusi
2 S

uchun /• -  a+/̂ c formulani keltirib chiqaring.

252. To‘g ‘ri burchakli uchburchakka r  radiusli aylana ichki 
ch izilgan . A gar: a) g ipo tenuza 26 sm , r = 4sm ; b) urinish 
nuqtasi g ipotenuzani 5 sm va 12 sm  li kesm alarga ajratsa, 
uchburchakning perimetrini toping.

7.7. Aylanani kesuvchi tobgbri chiziqlardan hosil bo‘l- 
gan burchaklarni o‘lchash

Tekislikda ikkita kesishuvchi /,, /, aylanani qaraylik. Aylana 
va to ‘g ‘ri chiziqlar um um iy nuqtaga ega boMganda quyidagi 
hollar boMishi mumkin (90- rasm).

Mumkin boMgan hollaming har birida to‘g‘ri chiziqlar orasi­
dagi burchakni oMchash usullari bilan tanishib chiqamiz.

1- t e о r e m a. U chi a y la n a n in g  ich ida  b o 'lg a n  
b u rc h a kn in g  k a tta lig i burchak to m o n la rid a g i to 'g 'r i

90- rasm.
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chiziqlar aylanadan kesgan yoylar yig 'ind isin ing  yarm iga  
teng, ya’ni

Z \= ^ (d n C  + DmB).

I s b o t .  Isbot qilish uchun BC  vatarni o ‘tkazam iz (91- 
rasm ). Zl=Zv4(9C hosil b o 'lg an  OBC  uchburchakka n isba­
tan tashqi burchak bo'ladi. Demak, Z1=Z2+Z3. Ammo

l 1 ^Z l= ^ A n C , z 3 = -D m B ,  chunki Z 2 , z 3 - ic h k i  chizilgan

burchaklar. Bundan

yoki

ZA OC=Z  1 =  ~  AnC + ̂  DmB,

Z 1= -i- (AnC + DmB)

m

n

92- rasm.91 - rasm.

92
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2- t е о r e m a. Tomonlari aylanani kesuvchi va uchi 
aylana tashqarisida bo 'Igan burchak ka tta lig i aylanada  
o 'z i ajratgan yoylar ayirm asining yarm iga teng, y a ’ni

Z 1 =ZABC= g ( A ^ C -  DmB).

I s b о t. 5  -  aylana tashqarisidagi nuqta; BA va BC  ke- 
suvch ilar b o ‘lsin. DC  vatarni o ‘tkazam iz (92- rasm ). Z 3 =

=ZADC  bu ABDC  da tashqi burchak b o ‘ladi. Demak, Z3 =
1 ^

= Z H Z 2 , bundan Z l = Z 3 - Z 2 .  Ammo Z3=—AnC, Z2=
1 ^  2 =  —DmE. Bulami o ‘miga qo‘yamiz. Demak, ZABC = Z \  =

] I
=  - A n C  —  DmE yoki 

2 2
ZABC = -(A n C -D m E ).

3 - t e о r e m  a. U rinm a b ilan  va tardan  tu zilgan  
burchak o 'z  ichiga olgan aylana  y o y in in g  ya rm i bilan  
o'lchanadi, y a ’ni

1 ^
Z A B C = Z \- —BmC.

2
I s b о t. /15 aylananing В nuqtasiga o ‘tkazilgan urinma va 

BC  urinish nuqtasidan chiquvchi vatari bo ’lsin. Urinish nuqta­
sidan BD  diametmi o ’tkazamiz (93- rasm). Bu diametr urinma­
ga perpendikulyar boMadi. Shuning uchun

Z\+ Z2= d= -Bm D , Am m o Z2= -C nD .
2  ]  V- У  1 ^  2  I v v

Demak, z \ = —BmD —  CnD yoki Z \= - B m C ,  chunki 
2 2 2

1 Ч-/ 1 ^  1 v v
— BmD - —CnD = — BmC.
2 2 2

Kesuvchi va urinma orasidagi burchak (94- rasm) hamda 
bir nuqtadan aylanaga o ’tkazilgan ikki urinma orasidagi burchak­
ning kattaligi uchi aylana tashqarisida boMgan burchak singari 
oMchanadi.
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A

94- rasm.

M A S A L A L A R

253. 95- rasmlarda tasvirlangan x  burchakni toping.
254. Aylananing AB  va CD vatarlari F  nuqtada kesishadi. 

A gar A F  : F B = \\'i boMib, C D =40 sm  boMsa, CF  va FD  
kesmalar qancha bo‘ladi?

255. О m arkazli ay lanan ing  AB  va CD  vatarlari teng  
b o isa , vatar uchlaridan o lu v ch i to ‘g‘ri chiziqlar kesishishidan

20 '

94

95- rasm.



hosil bo ‘Igan burchak AB yoyga tiralgan markaziy burchakka 
tengligini ko‘rsating.

256. 96- rasmda DmB  = bo‘Isa, ZAO C  ni toping.

2 5 7 . A y lan ad a  to ‘rtta  n u q ta  А, В, C, D  k e tm a-k e t 
belgilangan. Agar /А В С = а  bo‘lsa, /A D C  nim aga teng?

7.8. Aylana elem entlariga bog‘liq proporsional kcs- 
m alar

T a ’ r i f. Agar b : a = a : с  bo ‘Isa, a kesma b va с 
kesmalarga o 'rta  proporsional deb ataladi.

1- t e о r e m  a. A ylananing biror nuqtasidan uning  
diam etriga tushirilgan perpendikulyar diam etr kesm alari 
orasida o 'rta  proporsional miqdordir.

CD1AB  ekanidan (97- rasm ) AD : CD=CD : DB  kelib 
chiqishini isbot qilish kerak.

1 s b о t. С  nuqtani diam etr uchlari A va В bilan tutash- 
tiramiz. AACD -  to ‘g‘ri burchakli uchburchak, chunki Z C = 90° 
aylana diametriga tiralgan ichki chizilgan burchak, AADC  va 
A C D B  u c h b u rc h a k la rd a  m o s b u rc h a k la r  o ‘za ro  ten g : 
ZADC=ZCDB-toig r\  burchak boMgani uchun; ZCAD=ZDCB, 
chunki bu burchaklar ZCBD  ni to‘g ‘ri burchakka toMdiruvchi 
burchaklar, xuddi shuningdek, ZACD=ZCBD.

96- rasm.

A
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AD C  va CDB uchburchak lam ing  m os burchaklari teng 
boMgani uchun, ulaming mos tomonlari proporsional, demak.

AD  : CD=CD : DB.

Teorema isbotlandi.
2 - t e о r e m a. A y la n a n in g  ich k i n u q ta sid a  

kesishuvchi vatarlardan b in n in g  bo 'lak la ri ko 'paytm asi 
ikkinchi vatar bo 'laklarining ко ‘paytm asiga teng.

I s b o t .  AB  va CD vatarlar P nuqtada kesishgan boMsin 
(98- rasm).

AP BP=CP DP ekanini isbotlaymiz. Buning uchun CA va 
BD vatarlam i o ‘tkazamiz. APC  va BPD  uchburchaklar teng 
burchakli uchuburchaklardir, chunki ularda: Z 5 = Z 6 -  vertikal

1 ^
burchaklar boMgani uchun bir-biriga teng; Z 1=Z2= - A D  va 

1 ^Z 3 = Z 4 - —CB bitta yoyga tiralgan ichki chizilgan burchaklar

boMgani uchun bir-biriga teng.
APC  va BPD mos burchaklari teng uchburchaklar boMga- 

nidan ulaming mos tomonlari proporsionaldir, ya‘ni

AP _ CP 
DP ~ B P '

С

98- rasm. 99- rasDi.
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bundan AP  BP=CP DP  b o ‘ladi. D em ak, AB  vatar kesm a- 
larining ko‘paytmasi berilgan CD vatar kesmalarining ko'payt- 
masiga teng ekan. Teorema isbotlandi.

3- t e о r e m  a. A gar aylana tashqarisida berilgan  
nuqtadan aylanaga urinma va kesuvchi o'tkazilgan h o ‘Isa, 
urim naning kvadrati kesuvchi bilan uning tashqi bo 'lag i 
ko'paytmasiga teng, y a ’ni

AB:=AC-AD.

I s b о t. ЛВ -  urinma. A C  kesuvchi bo ‘lsin (99- rasm). 
Isbot qilish uchun aylananing BD va BC  vatarlarini o ’tkazamiz. 
Hosil bo igan  ABD va ACB uchburchaklar mos burchaklari teng 
uchburchaklardir.

Bu uchburchaklarda Z l -  um um iy; Z 2 -Z 3 ,  chunki bu 
ikkala burchak B/nC  yoyning yanni bilan oMchanadi. Uchbur­
chaklaming ikkitadan burchaklari tengligidan uchinchi burchak­
larining ham tengligini hosil qilamiz.

Uchburchaklaming mos burchaklari tengligidan ulaming mos 
tomonlari proporsionalligi kelib chiqadi. Bundan

AB AC 
AD ~ AB

yoki AB-=AD AC  ga ega boMamiz.
Teorema isbotlandi.

M A SALALA R

258. AB  -  aylana diam etri, CD  -  unga tushirilgan per­
pendikulyar (97- rasm). Agar:

1) A B — 13 sm va AD=9 sm boMsa, CD ni;
2) DS=2 sm va CD =4 sm boMsa, AD  ni toping.
259. Agar ЛС=6 sm va CB =8 sm boMsa, CD kesmaning 

uzunligini toping (97- rasm).
260. Aylana nuqtasidan diametrga tushirilgan perpendikulyar 

diametming oMtasiga tushsa, perpendikulyar haqida nima deyish 
mumkin?



261. Agar (99- rasm): 1) Л2?=5 sm, D 0 4  sm boNsa, AC  
ni; 2) D C  =ЛС. /Ш =2Ь b o isa , D C  va AC  ni; 3) AC  = 9  sm, 
D C  =  7 sm b o isa , /15 kesma uzunligini toping.

Q O bSH IM C H A  M A SA LA LA R

262 . 99- ra sm d a  ZBCA = 120°, BC=4  sm , CA=5 sm 
b o isa , AB va CD ni toping.

263. AOB  m arkaziy burchak AB  yoyga tiralgan tashqi 
burchakdan 30° katta b o isa , ikkala burchakni toping.

264. AB  vatar 100° li yoyga tiralgan, AC  vatar esa 45° li 
yoyga tiralgan. ВАС  burchakni toping. (Masala nechta yechim- 

ga ega?). ^
^  265. AB  va BC  vatarlar В  nuqtada kesishadi. /15=60° , 

5 C = 7 0 °  b o is a ,  ZBAC  va ZA B C  ni toping. (AB va BC  
kesishmaydi).

266. Aylananing AB  diametri CD vatariga perpendikulyar 
va uni P nuqtada kesib o la d i .  A gar AP=4  sm , 5 5 = 8  sm 
b o isa , CD ni toping.

267. A nuqtadan aylanaga AD  urinm a ham da aylanani С 
va D nuqtalarda kesadigan kesuvchi olkazilgan. Agar:

a) /15=4 sm, AC=2 sm;
b) /15=5 sm, AD= 10 sm b o isa , CD ni toping.
268. Aylanadan tashqaridagi A nuqtadan ikkita kesuvchi 

olkazilgan. Kesuvchi I ardan biri aylanani 5  va C, ikkinchisi D  
va E  nuq talarda kesib  o la d i .  AB ■ AC=AD ■ AE  ekanin i 
isbotlang.

269. T o‘g ‘ri burchagi С  b o ig a n  to ‘g ‘ri burchakli ABC  
uchburchakka aylana tashqi chizilgan. Agar:

a) AC=S sm , 5 C = 6  sm; b) /15=18 sm , ZB=60° b o is a ,  
aylana radiusini toping.

270. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 8 sm va aso- 
sidagi burchagi 30° b o isa , shu uchburchakka tashqi chizilgan 
aylananing diametrini toping.

271. Agar teng yonli uchburchakka ichki chizilgan ay la-
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naning markazi asosga tushirilgan balandlikni uchidan 12:5 nis­
batda bo‘lsa va yon tomon 60 sm bo‘lsa, uning asosini toping.

272. Agar to lg lri burchakli uchburchakda gipotenuza с  ga, 
katetlar yig‘indisi m ga teng bo‘lsa, ichki chizilgan aylananing 
diametrini toping.

273. To‘g ‘ri burchakli uchburchakda ichki chizilgan ayla­
naning radiusi katetlar yig‘indisi bilan gipotenuza ayirmasining 
yarmiga tengligini isbotlang.

274. M arkazi A nuqtada va radiusi 3 sm boMgan aylana 
chizing. AB=4 sm, AC=3 sm shartni qanoatlantiruvchi В va С  
nuqtalarni belgilang. Nuqtalardan qaysi biri aylana ichida, qaysi- 
nisi aylana tashqarisida yotadi?

275 . M arkazi u m u m iy  boM gan a y la n a la r  konsen trik  
aylanalar deb ataladi. Konsentrik aylanalardan katta radius- 
ligining vatari kichik radiusli aylanaga urinsa, urinish nuqtasida 
teng ikkiga boMinishini isbotlang.

276. Aylana diam etrining uchlaridan aylanaga oMkazilgan 
urinmalar o ‘zaro parallel boMishini isbotlang.

277. A nuqtadan aylana markazi О gacha m asofa 13 sm, 
aylana radiusi 5 sm, A nuqtadan oMuvchi to‘g ‘ri chiziq aylana­
ga В nuqtada urinadi. AB ning uzunligini toping.

278. Uzunligi 12 sm boMgan vatar urinm aga parallel va 
urinish nuqtasidan oMuvchi radiusning oMtasidan kesib oMadi. 
Aylananing radiusini toping.

279. 100- rasmdagi aylanalarning radiuslari o ‘zaro teng. 
Rasmdagi yoylar uchun AmC  = DkC  + DnE  ekanini koM'sa- 
ting.

280. Aylana tashqarisidagi nuqtadan aylanaga ikkita urinma 
oMkazilgan. Agar urinmalar orasidagi burchak 72° boMsa, uri­
nish nuqtalari aylanani qanday gradus oMchovli boMaklarga 
boMadi?

281. Radiuslari har xil boMgan uchta aylana bir-biriga bitta 
nuqtada urinadi. 101- rasmda koMsatilgan holdan boshqa holni 
chizing.

282. 1) 102- rasm da PA -  aylanaga urinm a. A gar PB=5 
va PC=20 boMsa, PA ning uzunligini toping.
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100- rasm.

101- rasm.

2) 102- rasmda PA = 8 va PB = 1 boMsa, PC  ni toping.
3) 102- rasmda PA = 16 va 5 C  =  24 b o isa  PC  ni toping.
283. 1) 103-rasmda AB  va AC  lar aylanaga urinma. Agar

aylana radiusi 5 va urinma AB = 12 b o isa , A nuqtadan aylana 
markazigacha b o ig an  masofani toping.

2) 103- rasmdagi AB va AC  urinm a kesmalarining o ‘zaro 
tengligini isbotlang.

8- §. AYLANA UZUNLIGI VA D O IRAN ING  YUZI

8.1. Ko‘pburchakka tashqi va ichki chizilgan aylanalar

M alum ki, har qanday uchburchakka ichki va tashqi aylana­
lar chizish mumkin. Am m o ixtiyoriy ko‘pburchakka har doim 
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102- rasm.

• О

103- rasm.

ham ichki yoki tashqi aylanalar chizish imkoniyati bo ‘laver- 
maydi. Buni 104- rasmdan ko'rish mumkin.

Hattoki, ixtiyoriy to‘rtburchakka icliki yoki tashqi aylanalar 
chizish mumkin yoki mumkin emasligini ko‘rsatish ham mush- 
kuldir.

Aylanaga ichki yoki tashqi chizilgan to ‘rtburchaklam ing 
ba‘zi xossalari bilan tanishamiz.

1- t e о  r  e m  a . Aylanaga tashqi chizilgan to 'rtbur- 
chakning qarama-qarshi tomonlari у ig 'indisi o'zaro teng- 
dir.

I s b о t . ABCD  to ‘rtburchak  ay lanaga tashq i ch iz il­
gan to ‘rtb u rch ak  b o ‘lsin  (1 0 5 -rasm ). Isbo t q ilish  kerak: 
A B + C D -B C + A D .

To'rtburchak tomonlarining aylana bilan urinish nuqtalarini 
mos ravishda £ , F, L, N  bilan belgilaylik. Aylana tashqarisidagi

mi
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Е

В

104-rasm.

3

105-rasm.

nuqtadan aylanaga o ‘tkazilgan urinmalaming o ‘zaro tengligidan 
quyidagiga ega boiam iz:

AE=AN, BE=BF, CL=CF, DL=DN.

Bu tengliklarning chap va o ‘ng tomonlarini mos ravishda 
qo‘sliib, quyidagiga ega boMamiz:

AE+BE+ CL +DL =AN+BF+CF+DN.
Ammo

AE+BE=AB, CL+DL=CD, AN+DN=AD.
va

BF+CF=BC.
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Demak,

AB+CD=BC+AD.

Teorema isbot qilindi.
2 - t e o r e m a .  Aylanaga  

ichki chizilgan to ‘rtbuchakning  
q a ra m a-qa  rs  h i b u rch a kl a r i 
у  ig 'ind isi 180° ga teng.

I s b o t .  ABCD  to ‘rtbur- 
ch ak d a  Z / l + z C - 180° ek an in i 
isbotlaymiz.

Teorem aning isboti aylanaga 
ichki chizilgan burchakni o‘lchash usulidan kelib chiqadi. 
MaMumki, ichki chizilgan burchak o lzi tiralgan yoyning yarmi 
bilan o ich an ad i (106- rasm). To‘rtburchakning qarama-qarshi 
burchaklari a  va (3 tiralgan yoylar aylananing to‘la yoyini 
bcradi. Aylana to1 la yoyining yarmi esa 180°. Shuning uchun 
a  + (3 =180°, ya’ni Z Z + z C =  180°.

M A S A L A L A R

284. Aylanaga ichki chizilgan m untazam  n burchakning 
perimetri shu aylanaga tashqi chizilgan m untazam  n burchak 
perimetridan oitiq boMmasligini isbotlang.

285. ABCD  to ‘rtburchakning AB  tomoni qarshisida CD 
tomon yotadi. Agar:

a) AB=5 sm, BC^-1 sm, CD^-12 sm, AD=\0  sm;
b) AB=6 sm , 5 C = 4  sm , CZ)=8 sm , AD=1 sm  b o ‘lsa, 

ABCD  to ‘rburchakka ichki aylana chizish mumkinmi?
286. ABCD  to ‘rtburchakda A burchak Z C  ning qarshisida 

yotadi. Agar:
a) Z Z = 85°, ZS=70°, ZC=95°;
b) Z /N 6 0 0, Z B = 120°, Z C =  120° bo1 Isa, shu to ‘rtbur- 

chakka tashqi aylana chizish mumkin bo'lishi uchun Z D  qan- 
day bo'lishi kerak?

287. Aylanaga tom onlari teng boMgan beshburchak ichki 
chizilgan, lining burchaklari kattaligi qanday boMishi kerak?
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288. Qanday parallelogrammga ichki aylana chizish mum- 
kin bo‘ladi?

289. Bitta to‘rtburchak ichki va tashqi chizilgan aylanalarga 
ega boMishi mumkinmi? Misol keltiring.

8.2. M untazam  ko6pburchaklar

T  a ’ r i f. Hamma tomonlari teng va hamma burchak­
lari teng bo ‘Igan qavariq ко 'pburchak muntazam ко 'pbur- 
chak deb ataladi.

Teng tomonli uchburchak, kvadrat muntazam ko'pburchak- 
ka misol bo‘la oladi. Haqiqatan ham (107- rasm), teng tomonli

107-rasm.

a

a
J L

1 . Г
a

a

Аз

108-rasm. 109-rasm.
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uchburchakning burchaklari 60° dan, kvadratning to‘rttala tomo­
ni teng va burchaklari to ‘g ‘ri burchakdir.

Avtomobil mexanizmlarida ishlatiladigan bolt va gaykalar 
muntazam ko'pburchak shaklida yasaladi (108- rasm).

M untazam  k o ‘pburchakning burchaklari kattaligi uning 
tomonlari soniga bogMiq. Bu bog‘liqlilik ushbu teoremada ifoda 
etiladi.

1- t e о r e m a. Muntazam n burchakning burchaklari

- — -  • 180°gfl teng bo 'ladi. 
n

I s b o t .  A w al tomoni n ta boMgan muntazam ko‘pbur- 
chakning ichki burchaklari yig‘indisini aniqlaymiz. Buning uchun 
m untazam  ko‘pburchakning ixtiyoriy uchini olib, uni barcha 
qo‘shni bo im agan  uchlari bilan diagonallar yordamida tutash- 
tiraylik (109- rasm).

B unda m untazam  k o ‘pburchak  n -  2 ta uchburchakka 
ajraladi. Muntazam ko‘pburchakning ichki burchaklari yiglndisi 
hosil bo‘lgan / ? - 2 ta uchburchakning burchaklari y ig‘indisi 
180°( /z -  2 ) ga teng.

Hamma burchaklar o 'zaro teng bo'Igani uchun har bir bur­
chakning kattaligi ichki burchaklar yig'indisining n ga nisbatiga, 
y a’ni

^ 3 . 180°
n

ga teng.

M A SA L A L A R

290 . M u n tazam  u ch b u rch ak , k v ad ra t va o ltib u rch ak  
tom onlari o 'z a ro  teng b o 'lsa , u lar yuzlarin ing  nisbatlarin i 
aniqlang.

291. Har qanday muntazam to'rtburchak kvadrat ekanligini 
isbotlang.

292. Burchaklari 120° boMgan muntazam ko'pburchakning 
tomonlari nechta? Burchaklari 60° bo‘lsa-chi?
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293. M untazam oltiburchakning burchaklari kattam i yoki 
muntazam sakkizburchaknimi?

294. M untazam  oltiburchakning ichki burchaklari necha 
gradusdan? Muntazam beshburchakning ichki burchaklari-chi?

8.3. M untazam ko‘pburchakka ichki va tashqi aylana­
lar chizish

T e о r e m a. H ar qanday muntazam ко 'pburchakka  
ichki va tashqi aylanalar chizish mumkin va bu aylanalar- 
ning markazlari ustma-ust tushadi.

I s b o t .  Muntazam ко‘pburchak uchburchak va tohtbur- 
chak boMganda teorem a o ‘rinli ekanini ko ‘rish mumkin. Har 
qanday uchburchakka ichki va tashqi aylanalar chizish mumkin- 
ligini isbot qilganmiz. Markazlarining ustma-ust tushishi esa teng 
tomonli uchburchakda bissektrisa ham mediana, ham balandlik 
boMishidan kelib chiqadi. Chunki tomonlaming o brta peipendiku- 
lyarlari bissektrisalar bilan ustma-ust tushadi. Muntazam to‘rt- 
burchak kvadratdir. Kvadratning diagonallari o ‘zaro teng va 
kesishish nuqtasida teng ikkiga boMinadi. Shuning uchun marka- 
zi diagonallaming kesishish nuqtasida boMgan va radiusi diago- 
nalning yam iiga teng aylana kvadratga tashqi aylana boMadi.

M arkazi diagonallam ing kesishish nuqtasida boMgan va 
radiusi kvadrat tomonining yarmiga teng aylana kvadratga ichki 
aylana boMadi (110- rasm).

Teoremani muntazam n burchak uchun isbot qilaylik. K o'p­
burchakning  uchlari А, В, C, D, . . . , Q  nuqtalar b o 'ls in  
( 111-rasm), a -  ko'pburchakning burchagi.

K o 'pburchak A va В  uchlaridan burchaklarining bissekt- 
risalarini oMkazaylik. Bu bissektrisalar О  nuqtada kesishsin. 
Hosil boMgan A OB uchburchak-teng yonli uchburchak, chunki 
uning asosidagi burchaklar o 'zaro teng va ko'pburchak burcha- 
gining ( a  ning) yarmiga teng. О  nuqtadan ko'pburchakning С 
uchiga ОС  kesm a o 'tkazam iz. ABOC  va AAOB o 'zaro  teng. 
Ularda AB=BC muntazam ko'pburchak tomoni bo'Igani uchun 
OB -  um um iy tomon va zOBA=ZCBO . Ikki tomoni va ular 
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A

111 - ra s m .

10 -  ra s m .

orasidagi burchaklari tengligidan: ABOC=AAOB. Xuddi shu 
usul bilan /ABOC=ACOD ekanini isbot qilish mumkin. Natijada 
AAO B-ABOC=ACOD=...= АО  О A -  teng uchburchaklarni 
hosil qiladimiz. Bu uchburchaklaming yon tomonlari o‘zaro teng. 
Markazi О nuqtada va radiusi OA ga teng aylana chizamiz. Bu 
muntazam ко‘pburchakka tashqi chizilgan aylana boMadi.

Ichki chizilgan aylanani hosil qilish uchun AAOB ning О 
uchidan AB  tom onga OE  balandlik  o ‘tkazam iz. M arkazi О 
nuqtada va radiusi OE  ga teng aylana к о ‘pburchakka ichki 
chizilgan aylana boMadi. Teorema isbot boMdi.

Muntazam ko‘pburchakka ichki va tashqi chizilgan aylanalar 
bir xil markazga ega, ya‘ni ustma-ust tushar ekan. Bu umumiy 
m arkaz ko'pburchakning markazi deyiladi.

Ichki chizilgan aylananing radiusi, ya‘nsi ko'pburchakning 
m arkazidan uning tom onigacha boMgan m asofa muntazam  
ko 'p b u rch a kn in g  apo fem asi d e y ila d i. T ash q i c h iz ilg a n  
aylananing radiusi, ya‘ni k o ‘pburc!iakning markazidan uning 
uchigacha boMgan m asofa ko'pburchakning radiusi deyiladi.
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M untazam  k o ‘pburchakning  m arkazidan  un ing  tom oni 
k o ‘rinadigan burchak ko'pburchakning markaziy burchagi 
deyiladi.

M A SA LALA R

295. Aylanaga ichki chizilgan muntazam  uchburchakning 
perimetri 18 sm bo‘lsa, shu aylanaga ichki chizilgan kvadrat­
ning tomonini toping.

296. Aylanaga tashqi chizilgan muntazam uchburchakning 
tomoni a ga teng. Shu aylanaga ichki chizilgan kvadratning 
tomonini toping.

297. A ylanaga ichki m untazam  12 burchakni sirkul va 
chizg‘ich yordamida chizing.

298. A ylanaga tashqi m untazam  uchburchak , kvadrat, 
muntazam 8 burchak chizing (sirkul va chizgNch bilan).

T a r i x i y  m a s a l a .  D oiraning uchdan (to ‘rtdan, 
oltidan, sakkizdan) birining vatarini aniqlang.

8.4. M untazam k o^ b urch akn in g  tom oni bilan ichki 
va tashqi chizilgan aylanalarning radiuslari orasi­
dagi bog‘lanish

Muntazam n burchakning tomonini an bilan belgilash qabul 
qilingan. Unga tashqi va ichki chizilgan aylanalarning radiuslari 
mos ravishda R va r  bo 'lsin  (112- a  rasm). Dem ak, AB=an,
OA=OB=R va OC= r.

, , , , . . 3600 , Muntazam ko'pburchakning an tomoni — gradusli yoym

tortib turadi, dem ak, bu yoyga m os m arkaziy burchak ham

3601 boMadi. 
n

AOB  teng yonli u ch b u rch ak  (O A -O B ^R ). B unda ОС  
kesma AB  tomonga o'tkazilgan perpendikulyar (ya'ni ОСАЛВ), 
shuning uchun u:
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a) S) d)
112- rasm.

1) AB  vatarni С  nuqtada teng ikkiga boMadi, chunki u

medianadir. Demak, AC= — AB = —an.
2  2  '

2) AOB burchakning bissektrisasi, demak, ZAOC=ZBOC=

360° _ _180°
2n n
a) To‘g ‘ri burchakli AOC  uchburchakdan:

AC=OA sin l ^ L  yoki = /?• sin _ 0
n 2 zz

Bundan

r/. = 2 /? sin 180°
( 1)

Demak, muntazam zz burchakning r/(I tomoni o bziga tashqi 
chizilgan aylananing R radiusi orqali ( 1) formula bilan ifodala- 
nadi, ya‘ni ( 1) formula aylanaga ichki chizilgan m untazam  n 
burchakning tomonini unga tashqi chizilgan aylana radiusi orqali 
hisoblash formulasidir.

b) To‘g bri burchakli AOC  uchburchakdan

, „  f 180° , . a„ t 180cAC  = ОС - tg  yoki ~ =  r tg -----
zz 2 n
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Bundan

a„ = 2r tg
180°

(2 )

Demak, m untazam  n burchakning an tomoni o lziga ichki 
chizilgan aylananing r  radiusi (apofemasi) orqali (2) formula 
bilan ifodalanadi, (2) formula aylanaga tashqi chizilgan munta­
zam n burchakning tomonini unga ichki chizilgan aylana radiusi 
orqali hisoblash formulasidir.

Muntazam n burchakka tashqi va ichki chizilgan aylanalar­
ning radiuslari ( 1) va (2) formulalarga asosan uning tomoni va 
tomonlari soni orqali quyidagi formulalar yordamida ifodalanadi:

R = - . 180° *2 sin------
n

On
, 180° '
2 t g --------

n

(3)

(4)

d) r=Rcos
180°

(5) -  bu muntazam n burchakka ichki

va tashqi chizilgan aylanalarning radiuslarini bogMovchi fonmi- 
ladir.

(1) -  (5) formulalardagi n ning o 'm iga 3, 4 va 6 sonlarini 
q o ‘yib, muntazam uchburchak, kvadrat va muntazam oltibur­
chak uchun quyidagi ifodalarga ega boMamiz:

1. n=3 bo‘lsin, u holda



Dem ak, ay = yoki R =
v 3

a} =2ry[3 yoki =

r  = ^ /? (r3 = ^ Л 3) (y a ’ni m untazam  uchburchakka ichki

ch izilgan  ay lanan ing  radiusi unga tashqi ch izilgan  ay lana 
radiusining yarmiga teng).

2. zz =  4; 6  uchun tegishli bog‘lanishlami keltirib chiqarishni 
o ’zingizga havola qilamiz.

1- t e o r e m a .  M untazam  ko 'pburchakn ing  y u z i  
u n in g  p e r im e tr i b ilan  ich k i ch iz ilg a n  ay la n a  ra d iu s i  
{apofemasi) ко 'paytmasining yarm iga teng.

I s b o t . / ? -  ko ’pburchakning perim etri, r -  к о ‘pbur­
chakka ichki chizilgan aylananing radiusi (apofemasi) bo’lsin, u 
holda

S . = \ P r

ekanini isbotlaymiz.
M untazam n burchakning uchlarini ichki chizilgan aylaua- 

ning markazi bilan kesmalar orqali tutashtirib, uni n ta uchbur­
chakka ajratamiz (112- b rasm). Bu uchburchaklar o ’zaro teng

(asoslang). Bulardan har birining yuzi S ^ OB= \  an ■ r  ga teng, 

bunda an-  muntazam ko’pburchakning tomoni.

K o ’p b u rch ak n  

an -n = P. D em ak,

rema isbotlandi.
2- t e o r e m a .  Muntazam n burchakning yuzi

K o ’p b u rc h ak n in g  yuzi Sn= ^ an ■ r ■ n ga ten g , b iro q

= — Prn 2
Teorema isbotlandi.



ga teng, bunda R -  tashqi chizilgan aylana radiusi (112-a 
rasm).

I s b o t .  S. .,y5 = \) OA-OB ■ Sin < AOB. Biroq

OA = OB = R,ZAOB = . Shuning uchun

c  1 D2 . 360°= —R  s in  .M O B  2  „

Muntazam n burchak AOB uchburchakka teng n ta  kesish- 
maydigan uchburchakdan tashkil topgani uchun

c  1 2 . 360°Л,, = -  nr s in  .
" 2 n

Teorema isbotlandi.

M A SA L A L A R

299. Muntazam n burchaklaming pcrimetrlari nisbati ularga 
tashqi chizilgan aylanalarning radiuslari nisbati kabidir. Shuni 
isbotlang.

300. Aylanaga ichki chizilgan muntazam uchburchakning 
perimetri 36 sm ga teng. Shu aylanaga ichki chizilgan kvadrat­
ning tomonini toping.

301. Radiusi 6 sm li aylanaga muntazam uchburchak ichki 
chizilgan va bu uchburchakning tom oniga kvadrat yasalgan. 
Shu kvadratga tashqi chizilgan aylananing radiusini hisoblang.

T a r i x i y  m a s a l a .  Berilgan О markazi i doiraga 
ABC  siniq chiziq ichki chizilgan boMib, AB kesma BC  dan katta 
boMsin. Siniq chiziqqa tortiIgan AC  yoyning o‘rtasi D  nuqtadan 
DEAAB  oT kazilgan. E  nuqta ABC  siniq ch iziqning  oT tasi 
ekanini isbotlang.

302. Radiusi /? =  16 sm  li ay lanaga tashqi ch izilgan  n 
burchakning yuzini hisoblang: 1) n =  3; 2) n = 4; 3) n = 6 .

303. R adiusi r  =  8 sm  li ay lanaga tashqi ch izilgan  
muntazam n burchakning yuzini hisoblang: 1) /7 = 3; 2) n = 4; 
3) // = 6 .
I 12



304. R rad i us I i aylanaga icliki va tashqi muntazam n bur­
chaklar chizilgan. zz=3; 4; 6 uchun: 1) shu ko‘pburchaklar peri- 
metrlarining nisbatini; 2) yuzlarining nisbatini toping.

305. Agar: 1) /7=4 va У?=Зл/2 sm; 2) /7=4 va 7?=24 sm;
3) /7=6 va /• =9 sm; 4) /7=8 va r  =12 sm bo‘lsa, m untazam  n 
burchakning yuzini toping.

306. Aylanaga m untazam  oltiburchak va kvadrat tashqi 
chizilgan. A gar m untazam  oltiburchakning perim etri 48 sm 
bo‘lsa, kvadratning perimetrini toping.

307. Yog'och ustunning kohidalang kesimi kvadrat bo‘lib, 
uning tomoni 10 sm bo‘lsa, shu ustundan yasash mumkin boM­
gan eng katta diametrli dumaloq ustunning diametrini toping.

308. Yog‘och ustunning ko‘ndalang kesimi radiusi 12 sm 
boMgan doiradan iborat. Shu ustundan yasash mumkin boMgan 
eng katta kvadrat kesimli ustunning tomonini toping.

309. aA -  kvadratning tomoni, P -  kvadratning perimetri, 
S  -  uning yuzi, R -  tashqi chizilgan aylana radiusi, r  ichki 
chizilgan aylana radiusi. Agar: 1) aA=S sm; 2) r  = 4 sm;
3) R = 12 sm; 4) P=24 sm; 5) 5=38 sm2 boMsa, mos ravishda 
qolgan elementlami toping.

310. Muntazam n burchaklar yuzlari nisbatini toping.
T a r i x i y  m a s a l a .  Aylana yoyiga ichki chizilgan

ABC  siniq chiziqning AB  va BC  qismlari ko‘paytmasi bilan u 
yoyning oMtasi boMgan D  nuqtani В nuqta bilan tutashliruvchi 
BD  vatar kvadratining yigMndisi AD  vataming kvadratiga teng, 
ya'ni

AB - BC + BD = AD .
Shuni isbotlang.

8.5. Aylana uzunligi, burchakning radian oMchovi

1. A у 1 a n a u z u n l i g i .
Aylana yoyining uzunligi haqida tasaw ur hosil qilish uchun 

uni egiluvchan, ammo cho‘zilmaydigan materialdan yasalgan 
deb qaraylik. Aylanani biror A nuqtasidan uzib, to‘g ‘ri chiziqqa 
yotqizsak, biror AB  kesma hosil boMadi. Hosil boMgan kesma- 
ning uzunligi aylana uzunligini beradi (113- rasm).
H-13 и з



в
113- rasm.

Buni boshqacha usulda bajarish ham mumkin. Aylananing A 
nuqtasidan bosh lab ipni yopishtiramiz. Ip aylanaga to1 la bir mar- 
ta o ‘ralsin, ya’ni aylanib, yana A nuqtaga kelsin. So‘ngra ipning 
uzunligini oMchasak, aylana uzunligini hisoblab olish mumkin.

Bu keltirilgan usullar masalada aylananing uzunligini taqribiy 
hisoblash yoMlaridir. Aylananing uzunligini aniq hisoblash ancha 
murakkab matematik masalalardan biridir.

Aylananing uzunligini hisoblashda unga ichki yoki tashqi 
chizilgan muntazam kobpburchaklaming perimetrlaridan foydala- 
niladi. Bu hisoblash taqriban boNib, muntazam ko'pburchakning 
tomonlari soniga bog'liq bo'ladi. Ko'pburchakning tomonlari soni 
qanchalik katta bo'lsa, hisoblash xatoligi shunchalik kam boMadi.

Muntazam ko'pburchakning tomonlari soni yetarli darajada 
katta boMganda uning perimetri qiymatini aylananing uzunligi 
sifatida qabul qilish mumkin, ya’ni

bu yerda // -  m untazam  ko 'pburchakning tom onlari soni, 

rz,, = 2/ ? s i n ~ -  -  muntazam ko'pburchak tomonining uzunligi,

С  -  aylana uzunligi.
Aylana uzunligini shu aylananing diametri D=2R ga boMib, 

ushbu tenglikni hosil qilamiz:

С  С  . 180°— =  —  ~ n • s in  .

1 1 4



Bu tenglikning o ‘ng tomoni aylanaga bogMiq boMmagan o ‘zgar- 
mas kattalikdir. Bundan quyidagi muhim natijani hosil qilamiz.

N a t i j a. Aylana uzunligining uning diametriga nis­
bati barcha aylanalar uchun o 'zgarm as sond ir (miqdor- 
dir), ya’ni

С _  С _
D ~  2 R ~

Bu son grekcha n  (pi) harfi bilan belgilanadi. Demak,

. 180°
71 =  /7 S i l l ---------

II

к  irratsional son boMib, chekli o ‘nli kasr orqali ifodalan- 
maydi. n  ning taqribiy qiym ati 3,14159265 ... ga teng. Agar 
muntazam ko’pburchakning tomonlari soni /7=96 boMsa, л=3,14 
boMadi.

Aylananing uzunligi

С =  2nR

formula bilan hisoblanadi.
2. A у 1 a n a yo у i u z u n l i g i .
MaMumki, aylana butun yoyining 360 dan bir boMagini 1° 

deb  o lg an  ed ik . D em ak , 1° y o y  uzunlig i butun aylana

uzunligining  ^  bo ‘lagini tashki! etadi, ya  'ni

С _  2nR _  kR 
360 “  360 ~  180

ga teng boMadi. U holda n° li yoyning uzunligi

л/?

180 /l

ga teng boMadi. Odatda, aylana yoyining uzunligi / harfi bilan 
belgilanadi. Shunday qilib, n° li yoyning uzunligi



/  =
kRu
l io

formula bilan hisoblanadi.
3. B u r c h a k n i n g  r a d i a n  o ‘ 1 с h о  v i. 
Burchakning radian о ‘lchovi deb, mos yoy uzunligining 

aylana rad ins iga nisbatini ay ti ladi.
Aylana yoyi uzunligining formulasidan

-L = - ! L .n °
R 180°

k elib  ch iq ad i, y a 'n i  burchakning radian o 'lch o v i uning

gradus o 'lchovin i ga ko 'paytirish  bilan hosil qili-
nadi.

Ushbu

i r  =  n
180

formula gradus oMchovdan radian o‘lchovga o ‘tish formulasidir. 
Jum ladan, 180° li burchakning radian o ic h o v i к  ga, to ‘g ‘ri

burchakning radian oMchovi у  ga teng. Haqiqatan ham.

180° = — -180 = л 
180

9 0 °  =  J L . 9 0 = *  
180 2

Burchaklaming radian oMchovi 
A B - R  b irlig i rad iand ir. Bir radian  

burchak  y o y in in g  u zu n lig i  
rad iu sg a  teng  b u rch a kd ir  

В (114- rasm ). B ir radian b u r­
c h a k n i n g  g ra d u s  oMchovi

180° ._ 0 
 = ->/ ga teng.

114- rasm. л

116



MASALALAR

311. Aylananing radiusi: 1) 8,5 sm ; 2) 12 dm  b o ‘Isa, uning 
uzunligini hisoblang.

312. Uzunligi: 1) 157 sm ; 2) 12,56 sm  ga teng aylananing 
radiusini hisoblang.

3 1 3 . K v ad ra tn in g  tom oni 8 sm  ga teng . Shu kvadra tga: 
1) ichki ch izilgan  ay lananing; 2) tashqi ch izilgan  ay lanan ing  
uzunligini hisoblang.

314. T eng tom onli uchburchakn ing  tom oni 6 sm  ga teng. 
Shu uchbu rch ak k a : 1) ichki ch iz ilgan  ay lanan ing ; 2) tashqi 
chizilgan aylananing uzunligini hisoblang.

315. A gar /?=]() radiusii aylana yoyining burchak kattaligi:

1) 30°; 2) 40°; 3) ^  bo 'lsa , shu yoyning uzunligini hisoblang.

316 . /• radiusli ay lanaga m untazam  uchburchak , to 'r tb u r­
chak, oltiburchak, sakkizburchak ichki chizilgan. U larning peri- 
metrlarini hisoblab, aylananing uzunligi bilan solishtiring.

317. Aylananing radiusi r =  5, 6, 8 sm  bo 'lganda aylana­
ning uzunligini hisoblang.

318. Aylanaga ichki chizilgan m untazam  uchburchakning to­
moni 7 sm  bo 'lsa, shu aylananing uzunligini toping.

319. n =  8, 12, 24, 48 bo 'lganda к  ning qiymatini toping 
va solishtiring.

320. R radiusli aylanaga tashqi va ichki chizilgan m untazam  
12 burchaklam ing perimetrlarini hisoblang va aylananing uzunli­
gi bilan solishtiring.

321. a= 1 2 0 °, 150°, 210° burchaklam ing radian o 'lchovlari- 
ni toping.

8.6. D o ira n in g  yuzi

Tekislikning aylana bilan chegaralangan bo 'lag! doira 
deb ataladi.

Doiraning yuzini topish uchun doirani chegaralovchi aylana-



ga ichki m untazam  ko‘pburchak chiziladi. Bu m untazam  ko‘p- 
burchakning yuzi (115- rasm)

A A O B  tom onlari ay lan an in g  rad iuslari va m un tazam  k o ‘p- 
burchakning tom onidan iborat uchburchakdir. M untazam  k o ‘p- 
burchakning tomonlari soni ortgan sari uchburchak balandligining 
kattaligi aylana rad iusin ing  kattaligiga yaq in  boMadi. Shuning 
uchun

D oiraning yuzi uning aylanasiga ichki chizilgan m untazam  
k o ‘pburchakn ing  tom onlari soni // yetarlicha katta boMganda, 
uning yuziga teng deb olinadi.

Doiraning yuzi

form ula bilan hisoblanadi.
D oiraning aylana yoy i va ikki radiusi bilan chegara-

B undan m untazam  ko ‘pburchakning yuzi

n 2 • 1 8 0 °  n 2S  = R -nsm  = kR .
и

S = nR

langan bo'lagi sektor deb ataladi (116- rasm ).

Z
\

115- rasm.
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116- rasm. 117- rasm.

Yoyi 1° li sektom ing yuzi doira yuzining qism iga teng.

bu yerda / -  sektor yoyi uzunligi.

M A S A L A L A R

322. Doira radiusi /• =  8 m ; 10 m; 13 m b o ‘lganda uning 
yuzini loping.

323. R radiusli doiraga ichki chizilgan m untazam  6 burchak, 
8 burchak , 12 burchakn ing  yuzlarin i h isoblang  va doira yuzi 
bilan solishtiring.

324. M arkazlari b ir nuqtada boMgan r  va R radiusli doira- 
lar orasidagi halqa yuzini toping (117- rasm).

325. D oiraga kvadrat, m untazam  uchburchak , oltiburchak 
ichki chizilgan boMsa, chizmadagi shtrixlangan yuzlami hisoblang 
(118- rasm ).

Shuning uchun yoyi //° boMgan sektom ing yuzi 
ya’ni

kR и _  IR
360 “ Т ’

119
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k<-cj / /  J *
118-  ra s m .

T a r i x i y  m a s a l a  (A rxim ed m asalasi). K vadratga 
tashqi chizilgan doiraning yuzi unga ichki chizilgan doira yuzidan 
ikki m aita katta boMishini isbotlang.

326 . 1) D o iran ing  rad iusi R  n i: a) b ir  b irlik  uzay tirilsa ; 
b) ikki m arta qisqartirilsa, doira yuzi qanday o ‘zgaradi?

/?=3, 6, 8 bo 'lganda hisoblang.
2) D oiraning yuzi 4  m arta ortishi uchun uning radiusi qan­

day  o 'zgarish i kerak?
327. Doira aylanasining uzunligi C=25,12 sm  bo 'lsa, doira­

ning yuzini toping.

Q O ‘S H I M C H A  M A S A L A L A R

328. R adiusi 7 sm  b o ‘Igan do ira  y u z in in g  ch o rak  q ism i 
yuzini toping.

329. Radiusi 13 sm  bo'Igan aylananing 60° li, 120° li, 270° 
li sektori yuzlarini toping.

330. R radiusli do iran ing  a °  li sektori uchun (119- rasm ) 
chizm ada shtrixlangan yuzlam i toping.

331. Doiraning radiusi 5 m , sektor yoyining uzunligi 3,6 m  
bo 'lsa , sektom ing yuzini toping.

332. M u n tazam  k o 'p b u rc h a k n in g  b u rch ag i 140° b o 'ls a , 
uning tom onlari nechta?

333. Sirkul va ch izg 'ich  yordam ida m untazam  oltiburchak 
chizing.

334. Vclosiped g 'ild irag in ing  diam etri 70 sm . G 'ild irak  bir 
m arta to 'la  aylanganda velosiped q ancha m asofa yuradi? 
(ти=3,14 deb hisoblang.)
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119- rasm.

121- rasm.120- rasm.

335. M u n tazam  k o ‘p b u rch ak n in g  b u rch ak la ri y ig ‘indisi 
1080° ekani m a’lum. U ning tom onlari nechta?

336. Tomoni a boMgan teng tomonli uchburchakning uchla­

ri ga j  radiusli aylana sektorlari chizilgan (120- rasm ). Shtrix­

langan yuzni toping.
337. K vadrat ay lanan ing  cho rag iga  ichki ch iz ilgan  (121- 

rasm ). Shtrixlangan yuzni toping.
338. S ek to r yoyi uzunlig i bilan u n ing  m arkaziy  burchagi 

orasida bogManish borm i?
339. M untazam  yettiburchakka ichki ch izilgan  ay lana ra­

diusining tashqi chizilgan aylana radiusiga nisbatini toping.
340. A gar ikki aylananing uzunliklari teng boMsa, shu ayla­

nalarning radiuslari teng boMadimi? Javobingizni asoslang.
341. A gar aylananing uzunligi 16,2 m  boMsa, shu ay lana­

ning radiusini toping (тг=3,14).
342. A gar aylananing radiusi r  bir birlik uzaytirilsa, aylana-
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n ing uzunlig i qanday  o ‘zgarad i?  A g ar ikki m arta  uzaytirilsa- 
chi?

Tarixiy m asala. D oira berilgan b o 1 lib, uni chegaralovchi 
ay lan a  u stid a  A, D, С  n u q ta la r b e lg ilan g an  va D  n u q ta  AC  
yoyn ing  o ‘rtasi. В nuqta  AC  yoyda ix tiyoriy  o lingan  boMsin. 
AD C  va ABC  uchburchak lar yuzlarin ing  ay irm asi BE  va  DE  
kesm alar ko ‘paytm asiga teng, y a ’ni

^ д - ш с  ~  S A abc= B E  D E ,

bunda E  nuqta ABC  siniq chiziqning oh tasi. Shuni isbotlang.
T arix iy  m asala. B urchakn i u ch ta  teng  Ь оЧ акка b o ‘lish 

m asalasi. Ix tiyoriy  b u rch ak n in g  uchdan  biriga teng  bu rchak  
yasang.

9- §. V EK TO R LAR

9.1. Vektor kattaliklar. Vektor

1. V  e к t о  r  t u s h u n c h a s i .  A m aliy  m asalalam i 
hal qilayotganim izda bu masalaga bogMiq boMgan kattaliklaming 
son qiym atlaridan foydalanamiz. M asalan, uzunlik, yuz, ogMrlik 
va shunga o ‘xshash kattaliklar. Bu kattaliklar haqida tasaw u rg a  
ega boMish uchun ulam ing son qiym atini bilish yetarli. B unday 
k a tta lik la r skalyar kattaliklar deb  ataladi.

A m m o shunday kattaliklar borki, ulam ing faqat son qiym a­
tini b ilish  yetarli boMmaydi. M asalan, ikki av tom obildan  biri 
50 km /soat tezlik bilan, ikkinchisi 60 km /soat tezlik bilan hara- 
ka tlanyap ti, dcy lik . U lardan  biri ikk inch isiga  qanday  yaq in - 
lashyapti?

Bu m asalani hal qilish uchun avtom obillar bir-biriga nisba- 
tan qanday yo 'nalishda harakat qilayotgani haqida m a’lum otga 
ega boMishimiz kerak (122- rasm).

U m um an aytganda, u lar bir-biriga nisbatan turli yo 'na lish - 
larda harakatlanayo tgan  boMishi m um kin . H attok i, b ir  to lg ‘ri 
yoMda harakatlanganda ham , u lar b ir tom onga yoki qaram a- 
qarshi tom onga harakatlanayotgan boMishlari m um kin.

122



122- rasm.

Shunday qilib, b a ’zi kattaliklam i t o l a  bilish uchun bu kat- 
taliklam i ifodalovchi son qiym atlaridan tashqari ulam ing y o ‘na- 
lishlarini ham  bilish zarur ekan.

T  a  ' r i f. Son q iym a ti va y o ‘naH shi b ilan  
beriladigan (tavsiflanacligan) kattalik vektor katta lik  deb 
ataladi.

Vektor k a tta likn in g  son  q iym a ti un ing m oduli yo k i  
absolyut qiymati deb ataladi.

V ektor k a tta lik n i y o ‘n a lish i k o ‘rsa tilg an  k esm a s ifa tid a  
tasvirlanadi (123- a rasm). Vektoming yo ‘nalishi uning boshi va 
oxirini kowrsatish bilan aniqlanadi. Chizm ada vektom ing yo ‘na- 
lishi strelka bilan k o ‘rsatiladi.

Vektor kattalik uni tasvirlovchi kesm aning uehlaridagi nuq­
talar (lotin alifbosining ikkita bosh harfi) yordam ida ЛВ  yoki 
a (lo tin  a lifb o s in in g  k ich ik  h a rfla ri)  sh ak lid a  b e lg ilan ad i. 
0 ‘q i l i s h i :  AB vektor y o k i  a vektor. A В vektor ka tta lik  
A nuq tadan  В nuq taga  y o  'nalgan vektor k a tta lik  deb  
ataladi, bunda A vektom ing boshi, В vektom ing oxiridir

Kelgusida m aqsadga m uvofiq boMishini nazarga olgan holda 
te k is likd a g i ista lgan  nuq tan i ham vekto r  bo ‘ladi, d eb  
k e l is h i la d i .  Bu holda v e k to m i no l vektor deyiladi. N ol 
vektom ing boshi uning oxiri bilan ustm a-ust tushadi, bunday
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123- rasm.

vektorni chizm ada bitta nuqta k o ‘rin ish ida  tasvirlanadi. Agar, 
masalan, nol vektomi ifodalovchi nuqta A harfi bilan belgilangan 

b o ‘Isa, u  holda berilgan nol vektomi AA  deb belgilash m um kin 

(123- b rasm). Shuningdek, nol vektor ustiga chiziqcha q o ‘yil- 

gan  nol ( 0 )  bilan belgilanadi. Nol vektom ing yo 'nalishi haqida 

gapirilmaydi.
V ektom ing m oduli uni tasvirlovchi kesm aning  uzunlig iga 

teng boMgani uchun geom etriyada vektoming modulini uning

uzunligi ham deb ataladi va \AB\ yoki \a \ sh ak lid a  ifodala- 
nadi. Nol vektom ing m oduli nolga teng hisoblanadi: |0 |=0.

2. V e k t o r  l a r n i n g  t e  n  g  1 i g  i. Agar AB va 
CD n u rla r  y o 'n a lish d o sh  b o 'lsa , A В va CD vek to r la r  
y o 'n a lish d o sh  d ey ila d i (124- a rasm ) va q u y idag icha

yoziladi: AB  T T  CD.
A g a r  A В va CD n u r la r  q a ra m a -q a rsh i y o  ‘na lgan  

b o 'lsa , и ho lda  A В va CD vek to r la r  q a ra m a -q a rsh i  

yo'nalgan vektorlar deyiladi (124- b rasm) va A В ' i I  CD 
ко 'rinishida yoziladi.

Nol boMmagan a va b vek torlam ing  yoMialishlari b ir xil 

yoki qaram a-qarshi boMsa, ular kollinear, aks holda esa nokol- 
linear (124- e ra sm ) v ek to rla r d ey ilad i; nol v ek to r ista lgan  
vektorga kollinear deb hisoblanadi.
124

V e A to v n
oxixi
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124- rasm.

B oshqacha qilib  ay tganda, ko llinear vek to rlar yo paralle l 
to ‘g ‘ri chiziqlarda, yoki bir to ‘g ‘ri chiziqda yotadi (124- d  rasm).

T  a  ' r  i f . U zunliklari teng va yo 'n a lish la ri b ir x il 
(yo 'nalishdosh) vektorlarn i о 'zaro teng  vektorlar deb

ataladi, y a ’ni a g a r  \AB  | =  | CD\ va  AB TT CD b o ‘ lsa , u

holda AB = CD boMadi.
V ektorlam ing tengligi tushunchasi ulam i parallel ko ‘chirish 

im koniyatini beradi, y a ’ni vektorlarni tasvirlovchi kesm aning  
boshini ix tiyoriy  nuqtaga y o ‘nalish in i o ‘zgartirilm agan  holda 
ko ‘chirish mumkin.

125- rasm da o ‘zaro  teng vektorlar tasvirlangan.

A gar AB va CD vek torlar o ‘zaro  teng  va b ir to ‘g ‘ri chi­
z iq d a  y o tm ag an  v e k to rla r  boM sa, u  ho lda  ABCD  p a ra lle lo - 
gram m  boMadi (126- rasm).

о

126- rasm.125- rasm.
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Bu parallelogram m  tom onlarining xossalaridan kelib chiqadi. 
Buning aksi ham  o ‘rinli, ya 'n i parallelogram m ning tom onlari bir 
xil y o ‘nalishga ega boMganda teng vektorlam i ifoda etadi.

M A SALALAR

343 . ABCD  p a ra lle lo g ram m d a  О  nuq ta  d ia g o n a lla rn in g  

kesish ish  nuqtasi b o ‘lsin. A B , B C , CD, AD, A C , i fb ,

OB, OA, ОС  vektorlar ichidan:

a) A В  ga kollinear (parallel);

b) OB  ga  teng;

d) OA ga qaram a-qarshi y o ‘nalgan;

e) BC  ga teng;

g) AD  ga kollinear vektorlam i ko ‘rsating.

344. D aftaringizga 5 ta vektor chizing va ularning uzunlik- 
larini hisoblang.

345. U zunliklari teng va y o lnalishlari turli boMgan vektor­
lam i chizing.

346. ABCD  to bg ‘ri to 'r tb u rch ak  boMsin. Shu to kg bri to ‘rt- 
burchak tom onlari bilan berilgan vektorlar ichidan:

a) teng vektorlam i;
b) peqiendikulyar vektorlam i;
d) parallel vektorlam i;
e) kollinear vektorlam i k o ‘rsating.
3 4 7 . ABCD  p a ra lle lo g ram m d a  AB  va  DC  v e k to r la m in g  

tengligini isbotlang.
348. £  va Ғ  nuqtalar m os ravishda teng yonli ABCD  tra- 

petsiya AB  va CD yon tom onlarinnig o ‘rtalari boMsin. Quyidagi 
vektorlar tengmi:

1) £ C v a  2 )  A £  v a  £ £ ;  3 )  v a  ~DC \

4 ) Ж  va D £  ?

349. Q uyidagi tasdiqlar to ‘g ‘rimi:
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1) agar a  = b b o ‘lsa, u holda a I ' l  b  boMadi;

2) agar a = b b o is a , u  holda a \<\ b vektorlar kollinear

boNadi;

3) agar л  TT Z> b o ‘Isa, u holda a = b boMadi;

4 ) agar д =  0 b o ‘Isa, u  holda ti TT A boMadi.

3 5 0 . A gar: 1) ~AB = DC va | ^ e | = | ^ C | ;  2)  T fiT T  D C ,

/ID  va 5 C  vek to rlar csa  n o k o llin ear b o ‘lsa, ABCD  to ‘rtbur- 
chakning turini aniqlang.

351 . ABCD  to ‘g ‘ri to ‘rtbu rchakda  AB=6 sm , 5 C ^ 8  sm ,

О  n u q ta  AB  to m o n n in g  o ‘rta s i. A B , B C , D C , D C , D /1, 

Cfl va AC  vektorlam ing uzunligini toping.

9.2. V ektorlam i q o ‘shish, ayirish va vcktorni 
songa ko‘paytirish

1 . V e k t o r l a r  n i  q  o ‘ s h i s h. X uddi son lar sin- 
gari, vektorlar ustida ham  q o ‘shish, ayirish \ a songa k o ‘payti- 
rish am allarini bajarish m um kin. Faqat bu am allam i bajarishda, 
vektom ing ikki xil kattalikka bog‘liq ekanini unutm aslik  kerak, 
y a ’ni natija vektom ing m oduli va y o ‘nalishi qanday  b o ‘lishini 
aniq aytish lozim.

M asalan , futbol o ‘ynayotganingizda to ‘p tepish jarayonin i 
kuzating. To‘p m a’lum bir tezlikda aniq bir yo ‘nalishda kelayot- 

gan boMsin ( г / ). Siz to ‘pni tepganingizdan so ‘ng ( /;) , u  boshqa 

tez likda  yangi y o ‘n a lishda  ( c )  harakat q ila  bosh layd i (127- 

rasm ).

a  va  b v ek to rlam i b o sh q ach a  ( a = AB, J> = BC ) yoz ib . 

vektorlam ing yigMndisini topish qoidiisini hosil qilamiz:

~a b +1b c  = ~AC.
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127- rasm.

Bu qoida «uchburchak (uch nuqta) qoidasi» deyiladi. Bu 
tenglik istalgan Л, 5  va С  nuqtalar, shuningdek, bu nuqtalardan 
ikkitasi yoki uchtasi ustnia-ust tushgan hollarda ham  o ‘rinlidir.

Ik k i v e k to m in g  y ig 'in d is i  u la rn i ketma~ket_ q a y s i  
tartibda qo'shishga bog 'liq  emas, y a ’ni is ta lg an  a  va b 
vektorlar uchun

a + b = b + a

(o ‘rin almashtirish qonuni). Bu qonunning to‘g ‘ri ekanini 128- a 
rasm dan ko ‘rish m um kin. Odatda, kollinear vektorlam i uchbur- 
chak (uch nuqta) qoidasi bo‘yicha qo'shish qulaydir (128-/? rasm). 

S hun ingdek , istalgan a, b va  с vektorlar uchun

{a + b) + с = a + (b + c)

tenglik o'rinli (guruhlash  qonuni) (129- rasm ).
a  va b v ek to rla rd an  tu z ilg an  ABCD  p ara lle log ram m da 

y ig ‘indi vek to r q o ‘sh iluvchi vek to rlam ing  um um iy  bosh idan  
c h iq u v c h i d ia g o n a ld a n  ib o ra t. O d a td a , bunday qo 'slush  
vektorlam i qo'shishning «parallelogramm qoidasi (u su li)  ” 
deyiladi (130- rasm ).

K o‘pincha, nokollinear ikki vektomi parallelogram m  qoidasi 
b o ‘yicha qo 'sh ish  qulaydir.
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_  -  -  -  _  а /
AB t-ВС=АС -„ucASuxcAak (uch n u y ta )  y o c d a s i

a a i\b
A3 *BC=AC

В 6

A o ^ 6 =A3 fSC=AC C C
V

128- rasm.

a+b+c 
a+ b+c^(a+b)+c=*a+(b+c)

129- rasm.

Ixtiyoriy a vektor uchun a + {) -  a tenglik o'rinlidir.

o*6 mAB-*-AD^AC-paraife(o^ramm ( jo id a s i ”

9-13 129



2. V e k t o r l a r n i  a y i r i s h .  Vektorlami ayi­
rish amali, xuddi sonlarni ayirish kahi qo ‘shishga teskari 
am al sifatida aniqlanadi.

T  a  ’ r  i f. a va  b vektorlam ing ayirm asi deb shun- 

day с vektorga aytiladiki, lining b vektor bilan yig 'ind isi 

a vektorga teng bo'ladi. Banda с vektor a va b vektor- 
larning ayirmasi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

a -  b = с ■

a - b = C ,  y a n i  

OB -OA =  BA

(b + c ^ a , yan i 
OB+BA -OA )

T a’rifdan, a -  b -v с kelib chiqadi (131- rasm ).

A gar a va b vektorlar bitta О  nuqtadan q o 'y ilg an  b o is a  

(131- rasm ), и holda a ~  b ayirm ani topish uchun

O A - O B  = ~BA

qoidadan  foydalanish  qulay. B unday  holda ay irm a vektom ing  
y o ‘nalishi kam ayuvchi vektom ing oxiriga y o lia lg an  boMadi.

Ikkinchi tom ondan  (parallelogram m  qoidasi dan foydalana- 
digan b o ls a k ) , a ~ b  vektor b vek tom ing  uchidan a vektor- 
niiig uchiga yo lia lgan  diagonalda yotuvchi vektordir (132- rasm).

B izg a  m aM um ki, n u q ta  no l ( 0 )  v e k to m i b e ra d i. A g a r 
uzunliklari teng, am m o qaram a-qarshi y o lia lgan  vektorlam i bir-

131- rasm.
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а~Ь ^АВ ~AD= дЗ
132- rasm .

biriga q o ‘shsak, nol vektor hosil boMadi (133- a  rasm):

a  +  ( -a )  =  0  .

ci va — q vektorlar qarama-qarshi vektorlar deb ataladi.
Q aram a-qarshi vektorlam i tasavvur qilish uchun qiyalikdan 

tu s h a y o tg a n  a ra v a n i t o ‘x ta ta y o tg a n  o d a m n in g  h a ra k a tin i 
kuzatay lik . U aravani to ‘xtatish  uchun aravani ng q iyalikdan  

tu shayo tgan  к uchiga teng к uch bilan qarshi to m o n g a  itarish 

lozim. S hunda arava to ‘xtaydi, y a ‘ni harakat vektori 0  vektor 

boMadi (133- b rasm).
Q aram a-qarshi vektorlar tushunchasidan foydalanib, vektor­

lar ayirm asi ni quyidagicha ta’riflash m umkin.

a+(-a)=A5+BA =AA = o

133- rasm.
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о va b v ek to rlam in g  ay irm asi a + (-b )  v ek to rg a  teng  

(134- rasm):

3. V e  к t о  r n i s o n g a  к o ‘ p  a  у  t i r i_s h. a 
vektomi a vektorga qo ‘shaylik (135- rasm), bunda 2 a  vektor 
hosil boMadi. Bu vektom ing yoMialishi saqlangan holda uzunligi 
ikki m arta ortadi. M ana shu xossani vektomi songa ko'paytirish 
uchun asos qilib olinadi.

T  a ’ r  i f . N ol bo 'Imagan a vektom ing  htO  songa  
ко 'p a y tm a ji deb  sh u n d a y  vektorga  a y tila d ik i, lin ing  
u zu n lig i a vek to r  u zu n lig in in g  к so n n in g  m o d u lig a  
ко ‘paytirilganiga teng, yo  'nalishi esa к > 0 bo ‘Iganda a 
vektor yo  'nalishi bilan bir xil, к < 0 bo 'Iganda a ning  
y o ‘nalishiga qarama-qarshi bo'ladi (136- rasm ).

a vektom ing к songa ko ‘paytm asi ka kabi belgilanadi (son 
k o ‘paytim vchi chap tom onga yoziladi). T a’rifga koMa:

a -  b = a + (-b ).

a
в - 6

a
2 a

a

о
135- rasm.

d - b = a + ( Lb)=OA-'-AB=OB

134- rasm.

\ka\ =  |/ф |г/
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yV уy /Z
136- rasm.

N ol vek tom ing  istalgan songa ko 'pay tm asi nol vektor deb 
hisoblanadi:

Л • 0  =  0.

M A SA L A L A R

3 5 2 .  A B C  u c h b u r c h a k  c h iz in g  v a  a )  CA + AB', 
b) BA + С В ; d) BA +  CA vektorlam i tasvirlang.

353. ABCD  parallelogram m da: 1) BD+ AB', 2) AB + D C ,
3) AD + CB vektorlam i belgilang.

3 5 4 . А, В, C, D  n u q ta la rn in g  ix tiy o r iy  jo y la s h u v id a  
АВ + Ъ с  = AD+ DC tenglik o ‘rinli ekanligini isbotlang.

355. X  nuqta  ixtiyoriy o linganda ham  AB = X B -  AX  teng­
lik o ‘rinli boMishini isbotlang.

3 5 6 .  A B C  u c h b u r c h a k d a :  a )  A C - A B ; b ) A B -A C ;  
d) B A -C B  \ e) BA - A C ;  g) B A-C A  vek torlam i tasvirlang.

357. 3 ta ixtiyoriy vektor o ling  va m os ravishda ularni a ,

b, с d e b  b e lg i la n g .  S h u n d a y  x  v e k to r  c h iz in g k i :  a )

c  =  fl +  l> +  x ; b )  a = b -  c + x \  &) Ъ = a + с + x  b o is in .

358. rz va 5  vektorlar kollinear boMsin. Quyidagi vektorlar 
kollinear Jx)Madimi:

a) 2 я  va 3 6 e) З я  va b \ _
b) 5 я  va 0,3 b ; f) -  я  va -2  b;
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d) 2 a  -  b va b\ g) 2.a  va a  +  3 />?

359. AB  kesm ada shunday X  nuqta o linganki, bunda A X  : 
iXB-2  : 1. U holda: a) AX  ni XB \ b) BX  ni XA ; d) AB ni 
AX  orqali ifodalang.

9.3. V e k to m in g  k o o r d in a ta la r i

T ek is lik d a  xO y  k o o rd in a ta la r  s is tem asi b e rilg an  b o ‘lsin  
(137- rasm ). Bunda tekislikdagi b ar b ir nuqta o ‘z in ing  (x; y) 
koordinatalari bilan aniqlanadi.

V ektorlarn i q o ‘sh ish  va son g a  k o ‘p ay tir ish  a m a lla rid an  
foydalanib, ulam ing koordinata ifodasini topamiz.

B u n ing  uchun  koord inata  o ‘q lari y o ‘nalish i b ilan  b ir  xil 
y o ‘nalishga  ega boMgan va uzunlig i b ir  b irlikka teng boMgan 
vek to rlarn i qaraym iz. B unday  v ek to rla r birlik vektorlar deb 
ataladi.

Ox o ‘q idag i b irlik  v e k to m i /' b ilan , Oy o ‘q id ag i b irlik  
vektom i esa j  bilan belgilaym iz. _

Ox o ‘q i b o ‘y ic h a  y o ‘n a lg a n  b a r  q a n d a y  a\ v e k to rn i

a\ = x {)i shaklda yozish m um kin. Bu yerda xn =  ±  jflil (ya‘ni

I r/i I shu  <7i v e k to m in g  u z u n lig ig a  ten g ). A g a r v e k to m in g  
y o ‘nalishi Ox o ‘qi y o ‘nalishi bilan bir xil b o isa , ishora m usbat, 
aks holda ishora m anfiy b o la d i.

X uddi shuningdek, Oy o ‘qi b o ‘yicha y o ‘nalgan ai vektorni

ai =  y (l j  shaklda yozish m um kin. Bu yerda: y0 =  ±  |f l2 |.

л 138- rasm.

137- rasm.
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Endi boshi koordinatalar boshi bilan ustm a-ust tushgan va 

oxiri A ( x 0, y (l) nuqtada b o ‘lgan a vektom i qaraylik . Bunda

г/ = 0 Л (1 3 8 - rasm). R asm dan OA = OAi +OA2 ekanini k o ‘rish 
qiyin emas.

A m m o

OA, = x0i, A,A= OA2 = y 0j
boMgani uchun

a = OA = x0i + y 0j

b o l la d i .  Bu ten g lik  a v e k to m in g  ko ord ina ta  ifodasi,
( x n, _y0) ni esa vektonrning koordinatalari yok i o 'qdag i 
proyeksiyalari deb ataladi. Q isq ach a

a  =  <z(x0; y Q)
ko‘rinishida yoziladi.

D em ak , a vektom ing  boshi koordinatalar boshida va 

oxiri A (x ()\ у n) nuqtada bo'Isa, u v ek to rn i a = x ai + y Qj
shaklda yozish m um kin ekan. B u  fikrning aksi ham  o ‘rinlidir.

MaMumki, vektorlam i parallel k o ‘chirish m um kin. Vektor­
larni parallel ко ‘chirganda ularning koordinatalari о 'zgar- 
maydi.

H aqiqatan ham, 139- rasmdan ko ‘rish m um kinki, a vektor- 
ning boshi В (a, b) nuqtaga ko ‘chirilganda ham  lining koordi­
nata o ‘qlari yo ‘nalishlaridagi proyeksiyalari o ‘zganuaydi. Chunki

OA, = BC, va ~Â A = C~C boMganligidan

BC = a = BC, +C,C = x0i + y 0j  ■ 

M A S A L A L A R

360. D ekart koord inatalar sistem asida: a) OA vektorni va 

lining Ox, Oy o ‘qlardagi tashkil etuvchilarini chizing; b) agar
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139- rasm.

vektom ing gorizontal tashkil etuvchisi vertikal tashkil etnvchi- 

sidan ikki marta uzun, qisqa va teng bo ‘lsa, vektom ing tekislik­

dagi vaziyati qanday boMadi?

3 6 1 . V ek tom ing  ta sh k il e tu v ch ila rid an  b ir in in g  uzun lig i 

vektor uzunligjdan katta (kichik, teng) boMishi m um kinm i?

3 6 2 . O x ir la r i  u m u m iy  b oM gan  a v a  b v e k to r la r n i  
chizing. A gar b vek tor a vek tom ing  tashkil etuvchisi boMsa, 

lining ikkinchi tashkil etuvchisi с ni chizing.

363 . Л (1, 0), 5 (2 , 0 ), C ( - l ,  - 1 ) ,  D ( -5 , - 4 )  n u q ta la r b e ­

rilgan  boMsin. a) AB \ b) 5 C ;  d) CD v ek to rlam in g  k o o rd i­

nata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini toping.

9.4. Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida  
amallar

V e k to rla m in g  k o o rd in a ta  ifodasi u la r  u s tid a  b a ja rilish i 
lozim  boMgan q o ‘shish, ayirish va songa ko ‘paytirish amallarini 
koordinatalar bilan arifm etik am allam i bajarishga o 'tkazadi.

Biz a w a l koordinatalar o 'q ig a  parallel vektorlam i qo ‘shish, 
ayirish va songa ko 'pay tinsh  bilan tanishaylik.

Oi, ~ci2 v e k to r la r  Ox o ‘q ig a  p a ra lle l v e k to r la r  boM ib,

a\ =  x , / ,  cii =  x 2i boMsin.
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ci\ +  a i  ni topish uchun bu vek to rlam i ketm a-ket q o ‘yam iz. 
U lam ing  yohialish lari bir xil b o ‘lgani uchun  faqat uzunliklari

q o ‘shiladi: fli +  02 =  Xxi + x 2i = (x , +  x 2)i (140- rasm ).

A g ar vek to rla r qaram a-qarsh i y o ‘nalgan  b o 'ls a , u lam ing  
uzunliklari ayiriladi (141- rasm).

Koordinatalari bilan berilgan

vektorlam i qo ‘shishni (ayirishni) ko ‘raylik:

a ±~b = ( x xi ±  y j )  + ( x 2i ± y 2j )  =  (x , ±  x 2)i +  (y , ± y 2) j . 

Y o‘nalishlari b ir xil vektorlam i q o ‘shishdan foydalandik. 
N a t i j a .  Koordinatalari bilan berilgan vektorlarni 

qo ‘slush (ayirish) uchun u larning mos koordinata larin i

o 'za ro  q o 's lu sh  (a y ir ish ) k ifoya , y a ‘n i a  { x , y x } v a  

b{x2, y 2} b o ‘lsa.

o ,

x2 L
140- rasm.

a = x xi + y xj  va  b = x 2i + y 2j

* iL

0

a1~a^x1l-XjL= р(г _хг)1
4 7-a2 =6a -  AB=o&

141- ra s m .
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a ± b  = {x, ± x 2, y { ± y 2)

bo'ladi.
X uddi shuningdek , koordinatalari bilan berilgan vektorni 

songa  k o 'p a y tir ish  uchun lin ing  ko o rd in a ta la r in i shu

songa ko'paytirish kifoya. y a 'n i  f/{x ,, y , } b o 'Isa , 

k a  =  {&*,; k x 2)

bo'ladi. Buning isbotini shakldan (142- rasm ) va Fales teorema- 
sidan foydalanib ko'rsating.

142- rasm.

M A S A L A L A R

364 . 1) a {x, y}  v ek to r berilgan  b o 'ls in , - a  v ek to m in g  

koordinatalarini toping.

2) <7={1; 2}, Z)={-3; -1 }  vektorlar berilgan. a) 2 a , b) 3 b ,

d) a +  b , e) b —a , f) vek torlam i toping.
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365. a) /  +  у; b) -  /  +  у ;  d) -  / -  у ;  e) 2 / +  Зу '; 0 /  -  у

vektorlam ing koordinalarini va ulam ing uzunliklarini toping.
366 . A gar:

a) a{\- 4}, /;{ -4 ; 8} ; e )  л{10; 7}, 5{2; 2} ;

b) a{5- 1}, b{7- 5}; 0  « { -8 ; 5}, 7;{3; 4};

d ) a{7; 5}, 1};

bo ‘lsa, л  -t7) vektom ing modulini toping.

367. Л (-1 ; 3), 5 (2 ; 4), C (-3 ; - 1 ) ,  D (5; 5) nuq ta la r beril­
gan. Boshi va oxirlari shu nuqtalarda boMgan vektorlar orasida 
tenglari bonni?

368. О nuqta koordinatalar boshi va OA =  {I; -  2} b o ‘l- 

sa, A nuqtaning koordinatasini toping.

9.5. V e k to r la rn i  s k a ly a r  k o 'p a y t i r i s h

я { x ,, y ,}  va b{x2, y 2) vek torlar berilgan.

T  a ‘ r i f. Berilgan ikki a va b vektom ing  skalyar  

k o 'p a y tm a s i deb  хлх 2 + y [y 2so n g a  a y tila d i va 

a b = X\X2 +  y ty 2 ko 'rinishda yoziladi.

A g ar a  v ek to rn i o ‘zini o ‘z iga  k o lp ay tirilsa , v e k to m in g  

skalyar kvadrati a 2 hosil boMadi va a~= \ a\- boMadi.

Ikki /; { x 2; y 2} va c{x3; y ,}  v ek to r yigMndi vek to rin i 

д{Х |; y , } vektorga skalyar k o ‘paytirilsa,

a{b + c) = a b + a ■ с 
tenglik o 'rinli boMadi.

H aqiqatan ham , Ъ + с n ing koordinatalari {x,+x,; y 2+ y3} 
boMgan I igi uchun
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a(b + с) = x ,{ x 2 + x i ) + y l(y 2 + y 3) 

yoki taqsim ot qonuniga k o ‘ra

a(b + c) = ( x lx 2 +  y ,y 2) +  ( x ,x 3 + у .у з ) .

Ta’rifdan foydalansak, tenglikning o ‘ng tomoni 

a b + a с
ga teng ekanini ko ‘ramiz.

Vektorlar orasidagi burchak deb bu vektorlar umumiy 
b o sh la n g 'ic h  nuq ta siga  ega bo 'Iganda , shu  vek to r la r  
y o  'n a lish ig a  m os k e lu vch i n u r la r  o ra s id a g i burchak  
tushuniladi. A gar vektorlar ko llinear bo ‘Isa, u lar orasi­
dagi burchak nol gradusga teng bo 'ladi.

T  e о r e m  a. V ekto rlam ing  ska lya r  ко 'paytm asi 
ularning absolyut cjiymatlari bilan bu vektorlar orasidagi 
burchak kosinusi ko'paytm asiga teng, y a ‘ni

a ■ b = \a \-\b  \ cos cp •

I s b о  t. T eorem ani isbot q ilish  uchun a , b va  a - b  
vektorlarni b ir uchburchakn ing  tom onlari shaklida ifoda etish 
mumkinligidan foydalanamiz.

a - b  vektom ing skalyar kvadratini qaiaylik:

( a - b ) 2= ( a - b ) i a - b ) =

= a • a - а  - Ъ - Ъ - а  + ь  Ъ= \а \2 +\b\2-  2( b ' 0 ).

Q aray o tg an  u ch b u rch ak  uchun  k o s in u s la r  teo rem asid an  
foydalanam iz (143- rasm):

( a -  7))2 =\a \ 2 + \b\2-  2\a\-\b\ созф.

Bunda (p shu a va Ъ vek torlar orasidagi burchak. O xirgi 

ikki ifodani bir-biriga solishtirsak,
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ъ
143- rasm.

a b -  \(i\'\b  \ созф. 
tenglikni hosil qilamiz.

M A S A L A L A R

369. Skalyar ko ‘paytirishda \a\-\b\ =  \b\-\a\ o ‘rinli ekanini 
k o ‘rsating.

3 7 0 . a {3; 2}, b { -1 ; 4} v ek to rlam in g  sk a ly a r к о ‘pay  t- 
m asini hisoblang.

3 7 1 .  i v a  j  v e k to r l a m in g  s k a ly a r  k o 'p a y tm a s in i  
hisoblang. N atijaning geom etrik m a’nosini tushuntiring.

3 7 2 . N oldan  farqli ikki so n n ing  k o ‘pay tm asi no lga  teng  
boMmaydi. Vektori arda-chi?

3 7 3 . a  {6, 8} v e k to rg a  k o ll in e a r  v a  u b ila n  b ir  xil 
y o ‘nalgan 6 birlik vektom i toping.

Q O ‘S H IM C H A  M A S A L A L A R

374 . /1(0, I), В (1, 0), C ( l ,  2), D (2 , 1) nuq ta lar berilgan. 

AB, CD  vektorlam ing tengligini isbotlang.

3 7 5 .  a { \ \  2} v a  b { 0 ,5 ; 1} v e k to r l a m in g  b i r  x il 

y o ‘nalganIigini, c { - l ;  2}, r/{0,5; -  1} vektorlam ing  qaram a- 

qarshi y o ‘nalganligini ko'rsating.
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376. A(2; 1), /? ( - ! ;  0), C(0; 1) nuqtalar berilgan. Shunday

D(x, y )  nuqtani topingki, A B  va  CD  vektorlar teng boMsin.
377. A va В  nuqtalam i oling. Shunday X  nuqta topingki:

a) ~AX =~XB; b) A X  = B X \  d ) ~хл=~ХВ boMsin.
378. ABCD  to ‘rtburchakda:

a ) ~AB + ~BC + CD\ 0  BC+~BD + CD\

b) BA + AD + DC; g) AB +  DB +  CD\

d) DA + CD + J b -, h ) J b  + c a  + J d  + d c

e) A C +1 d  + CB- 
ni tasvirlang.

379. Ixtiyoriy а , b vek to rlar uchun |я  + b\<\ci + b\ 
tengsizlik o ‘rinli boMishini isbotlang. Qaysi holda tenglik baja- 
riladi?

380. U shbu tengsizliklam i isbotlang:

a)\a - b \ <  \a + Z ? |; b) \a - b \ >  \a -b \ .

381. ABCD  parallelogram da:

a) J b  + J d \ e ) a S - ~ A D \

b) CB-BA-, g) ~DB+~DA\

d) CB + DA-, I) ~AC + ~BD
vektorlam i tasvirlang.

382. ABCD  parallelogram m  berilgan boMsin. Ixtiyoriy О

nuqta uchun OA + ОС = OB + CD tenglik o'rinli ekanini isbotlang.

383. b vektom i a vek tor orqali ifodalang:

а) а= 2Ъ \ b) ti=5Z>; d) a=3 : 2 b \ e) a = -2 ,2 b .
384. A va В  nuqtalar berilgan. Shunday X  nuqtani topingki:

a) XA = 3XB;  b ) BX = - 2 AX  ; d) XA -  XB = AB o ‘r in li 
boMsin.

385. K oordinatalar sistem asida Ox o 'q idagi proyeksiyasi:
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a) 1; b) 0; d ) - 3 ;  e) 3 b o ‘lg an  v ek to rn i c h iz in g . C h iz g a n  
vektoringizning Oy o ‘qidagi proyeksiyasi nim aga teng?

386. а, Ъ, с v ek to rlam ing  Ox o ‘q iga  proeksiyalari m os 
r a v i s h d a  2 ; - 3 ;  4  g a  te n g  b o M sin . U  h o ld a  q u y id a g i  
vektorlam ing Ox o ‘qiga proyeksiyasini toping:

a) 2 л ; b) Ъ ~ с \  d) с ~Ъ\  e) 3 л - 0 ,5 c ;  f) - a + l b  - 2 c .
387 . K oord ina ta la r sistem asin i ch izing . Q uyidagi v ek to r­

lam ing o ‘qlardagi proyeksiyalarini aniqlang:

a) /  +  2 у ; b) 2/ +  3 y ; d) -  /  +  у ; e) 2 / + 3 y ;

0  0 ,5 / +  4y  . /', у lar Ox, O y o ‘qlaridagi birlik vektorlar.

388. Quyidagi vektorlam ing yigMndisini toping:

a) я  {1; - 2 } ;  -3 } ;  e) a  { -5 ; 4}; 5  { 2 ; - 2 } ;

b) я  {-3 ; 4}; ^  {2; -3 } ;  f) я { - 1 ;  1}; ^ { 2 ; 4}.

d) я { 3 ;  2}; /; { -2 ; -1 } ;

389. я - />  ayirm ani hisoblang:

a) я  {1; 4}; M l ;  3}; e) я  {10; 3 } ; J  {2; 2};

b) я  {-3; 3}; 1 {3; 5}; 0  я  {2; 2}; M l ;  8};

d) я  {1; -8 } ;  Л{2; 2};

390. к a  vektom ing m oduli 5 ga teng. Agar: а) я  {-6; 8};

b) я  {3; -4 } ;  d) я  {5; 12} boMsa, к  ni toping.

391 . 1) A gar: а ) я  {7; - 4 } ;  b ) я  { -7 ; 5}; d ) я  {2; - 2 } ;

e) я  { -1 ; 8}; 0  я  {9; -7 }  boMsa, 2 я  v e k to m in g  m odu lin i 

toping.

2) я  {3; 2}; 2) b {0; 1} vek to rlar berilgan. a) - 2  я + 4 6 ;

b) я +2 6 ;  d) 3 я +4 6 ;  e) 5 я +  10 b \ f) - a + 2  b v ek to r­

lami toping.
392 . Л va 5  nuq ta larn ing  koord inata lari m a’lum boMsin. 

A gar AX = j A B  boMsa, X  nuqtaning koordinatalarini toping.
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393. X n ing qanday  q iym atida a+Xb  vek to r b vek torga 

va a vektorga perpendikulyar bo 'lad i?

394. (a  + b ) c  = a c + b e  ekanini isbotlang.

39 5 . я  {1; 4} , b { -2 ; 5}, с {4; 1} boM sa, ( a - b ) c  ni 

hisoblang va lining m a’nosini tushuntiring.

396. a {3; 5} ning / va j  birlik vektorlarga skalyar k o ‘- 

paytm asini hisoblang.

10- §. S H A K L L A R N IN G  0 ‘X S H A S H L IG 1

10.1. 0 ‘xshash shakllar. K o‘pburchaklarning  
o ‘xshashligi

1. 0 ‘ x s h a s h s h a k l l a r  h  a  q  i d  a  t  u  s h  u  n- 
c h  a. U m um an a y tganda , k u n d a lik  tu rm u sh d a  tu rli 
о ‘lchamli, lekin bir x il ко 'rinishli, y a  'ni о ‘xshash shakllar  
(jismlar, buyumlar) tez-tez uchrab turadi. M asalan , futbol va 
tennis to 'p lari, Yer globusi, O 'zbek iston  R espublikasining turli 
m asshtabdagi xaritalari va hokazolar. Shuningdek, b iro r odam  
suratining o 'z ig a  o ‘xshagan-o 'xsham aganligi haqidagi bahslam i 
eslang. A gar Siz biror imoral poydevorining tarxini chizm oqchi 
boN sangiz, uni poydevorga aynan teng qilib  ch izish  m ushkul 
ekanini bilasiz. Shuning uchun poydevom i qog 'ozga, uning asli- 
ga o 'xshash  qilib chiziladi. Bunda poydevom ing asl oMchamlari 
b ir xil son barobar qisqartirilib olinadi. A m m o tarxda poydevor 
aslin ing  ham m a qism lari qatnashgan, y a ‘ni har b ir b o ‘lagi o ‘z 
a k s ig a  e g a  b o M ad i. B unday aks e ttir ish  g eo m etriya d a  
sh a k ln i sh a k lg a  a lm a sh tir ish  deb a ta lad i. O d a td a ,  
geom etriyada bir x il  ко 'rinishli shakllarn i о 'xshash deb 
aytishga kelishilgan. Ista lgan  ikkita  kvadrat, ix tiyoriy  ikkita  
doira o ‘xshash boMadi.

M a’lum ki, geom etrik  sh ak lla r nuq talardan  tashkil topgan  
boMadi.

Agar F { va F : shakllar berilgan bo 'lib , F x shakln i ng  
har bir nuqtasiga biror usul bilan F2 shaklning bitta nuq-



tcisi mos qo yi/sa, F } shcikl F2 shaklga almashtirilgan deb 
ataladi.

T  a  ’ r  i f. F , shaklni F2 shaklga alm ashtirishda mos 
nuqtalar orasidagi m asofalar bir x il  son marta о 'zgarsa, 
bunday almashtirish о 'xshashlik almashtirish deyiladi. Bu 
sh a k lla r  esa  o 'x sh a sh  sh a k lla r  deb  a ta la d i va F , ~ F 2 
ko ‘rinishda belgilanadi, bunda —  « ‘xshashlik belgisi.

T a’rifdan ushbuni hosil qilamiz. A gar F , shaklning ixtiyoriy 
X, Y nuqta lari o ‘xshashlik  alm ashtirish natijasida F2 shaklning 
X , Y' nuqta lari ga o ‘tsa, u holda

X  Y’=k • XY
boMadi, bunda к son ham m a X, Y nuqtalar uchun o ‘zgannas kat­
ta  lik d ir. к son о ‘xshashlik  koeffisien ti deb ataladi (1 4 4 -  
rasm ).

2. U  с h  b  u r ch a к 1 a r n i n g  o ‘ x  s h a s h 1 i g  i 
h a q i d a g i  d a s t I a b к i m  a  ‘ 1 u m  о 1 1 a r. Ikki­
ta  uchburchakdan birining burchaklari ikkinchisining bur- 
chaklariga mos ravishda teng ho ‘Isa, uning teng burchak- 
lari qarshisidagi tonwnlar о ‘xshash tomonlar deyiladi.

Ikkita ABC  va Л Д С ,  uchburchakda m os burchak lar teng 
boMsin, y a 'n i /A = Z A V Z 5 = Z F , va Z C = Z C ,. U holda AB  va 
/1 ,5 ,, BC  va  5 ,(2 , 5 ,0 ,  va C ,/l, to m o n la r o ‘x sh ash  tom on- 
lard ir (145- rasm).

|У

x

1 0 - 1 3

1 4 4 -  r a s m .

1 4 5



T a ’r if . Ikkita uchburchakdan birining burchaklari ik­
kinchisining burchaklariga mos ravishda teng va ularning  
o'xshash tomonlari proporsional bo'Isa, bu uchburchaklar 
о 'xshash uchburchaklar deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ABC  va /1 ,5 ,0 , uchbur­
chaklar uchun

/LA=ZA,, Z 5 = Z 5 ,.  Z C = Z C , (1)
va

С
145- rasm.

- ^ -  =  - ^ -  =  ^ И -  =  к  ( 2 )
Л , Я ,  5 , С ,  С . л ,

b o ‘Isa, bu ikki u ch b u rch ak  o ‘x sh ash d ir, y a ’ni A A B C -  

~ A A [B ]C r к son uchburchaklar о ‘xshash tom onlarining nis- 
bati, ya’ni o ‘xshashlik koeffitsientidir.

(1) va (2) tengliklardan birini tekshirish yordamida uchbur- 
chaklarning o ‘xshashligini aniqlash mumkin ekanligini ko‘rish 
qiyin emas.

3. K o ‘p b u rc h ak la rn in g  o ‘x sh ash lig i. ABCDE  ko ‘pbur- 
ch ak  b e rilg a n  boM sin (146- ra sm ). K o ‘p b u rch ak  ich ida  
yotuvchi ixtiyoriy S  nuqtani olamiz va bu nuqtani ko‘pburchak- 
ning uchlari bilan tutashtiram iz. Bu kesm alarning o ‘rtalarini 
ketma-ket kesmalar bilan tutashtirib, A'B'CD'E' ko‘pburchakni 
hosil qilamiz.

ABCDE  va A 'B 'C D 'E ' ko'pburchaldar o'xshashdir 
Haqiqatan ham, SAB uchburchakda A'B' uning o‘rta chizi-
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g ki. Demak, A'B' kesma AB kesmaga parallel va uning yaimiga 
teng. Xuddi shunga o‘xshash, A 'B 'C D 'E  k o ‘pbuchakning bar- 
cha tomonlari ABCDE ko‘pburchakning mos (o‘xshash) tomon­
larining yanniga tengligini ko‘rsatish mumkin.

ABCDE  va A 'B 'C D 'E ' k o ‘pburchaklarn ing  S  nuqtadan 
chiquvchi nur bilan kesishuvchi nuqtalarini o‘zaro bii-biriga mos 
qo'ysak, ixtiyoriy X Y  nuqtalar uchun

X Y  = 2 X 7 '  yoki Х У ' = ^ Х У

shart bajariladi. (Buni isbotlang.)
M os tom onlarning o ‘zaro parallelligidan foydalanib, bu 

k o 'p b u rch ak la r m os burchak larin ing  tenglig ini k o ‘rsatish  
mumkin.

T a ‘r if . Burchak lari (tomonlari) ning soni teng bo'lgan  
ко 'pburchak/ar bir ism/i ко 'pburchaklar deyiladi.

T a ‘ r if .  Ikkita  b ir ism li ko 'pburchakda  birin ing  bur­
chaklari ikkinchisining burchaklariga mos ravishda teng  
va teng burchaklarni о 'z oralariga olgan tomonlari p ro ­
p o rs io n a l b o ‘Isa, bunday ikkita  ko 'p b u rch a k  o 'x sh a sh  
ко 'pburchaklar deb ataladi.

M asalan, ikkita bir ismli ABCDE  va A'B 'C D 'E ' ko'pbur­
chak o'xshash, ya 'n i ABCDE -  A 'B 'C D 'E ' b o ‘Isa, u holda

Z /1 = Z / .  Z fi= Z £ '. Z C = Z C , Z D = Z D
Z £ = Z £ ,  (1)

AB _  ВС _  CE _  DE _  EA 
A’B' ~ B 'C  ~ C 'E ' ~ D 'E' ~ E'A' '

bo'ladi (146- rasm).

M A SA L A L A R

397. Har qanday uchburchakning biror tom oniga parallel 
qilib o ‘tkazilgan kesuvchi to 'g 'ri chiziq shu uchburchakdan unga 
o ‘xshash uchburchak ajratishini isbotlang.
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E

146-vasm.

I s b o t .  Ixtiyoriy A/IBC  ning AC  tomoniga parallel qilib 
DE  kesma o‘tkazamiz (147- rasm). A D B E -A /IB C  ekanini is­
bot qilamiz.

DBE  va ABC  uchburchaklarda: ZBD E= ZA  va ZBED=  
= ZC  -  mos burchaklar; Z B  -  umumiy. E  nuqtadan ЕП  II AB 
ni o ‘tkazam iz; bundan E//=AD. Z B  n ing tom onlarini DE \ I 
AC, Z C  ning tomonlarini EH  11 AB tomonlar kesib o ‘tgan deb 
qaralsa, u holda

AB BC _  AC 
B D ~  BE ~  DE

boMadi. Demak, A D B E  va AA B C  lam ing mos burchaklari 
teng va o ‘xshash tomonlari proporsional boMgani uchun, ta'rifga 
ko‘ra ular o ‘xshash uchburchaklardir, ya‘ni A D B E -A A B C . 
Shuni isbotlash talab qilingan edi.

398. Uchburchakning o ‘rta chizigM undan o‘ziga o ‘xshash
uchburchak ajratishini isbotlang

399, Mar qanday bir ismli (to­
m onlari soni teng) m untazam  
ko‘pburchaklaming o‘xshash eka­
nini isbotlang.

4 0 0 . H ar q an d ay  k v ad ra tla r  
(muntazam uchburchaklar) o ‘zaro 
о ‘xshash ekanini isbotlang.

147- ra s m .



4 0 1 . 0 ‘q u v ch i su ra tg a  tu sh d i va 3 x 4  h am d a  9 x 1 2  
oMchamli suratlar oldi. Bu suratlarda o ‘xshashlik koefiltsienti 
nechaga tengligini toping.

402. 0 ‘xshash ABC  va /1 ,5 ,6 ’, uchburchaklarda AB  va 
/1,5,, BC  va 5 ,C , tom onlar mos tomonlardir. A g a r^ 5 = 8  sm,

5 C = 1 0  sm , C /l= 14  sm  ham da = 2,1 boMsa, v4,5,C,

uchburchakning tomonlarini toping.
403. 0 ‘xshash k o ‘pburchak larn ing  perim etrlari nisbati 

o ‘xshashlik koefl'itsientiga tengligini isbotlang.
404. Uchburchakning tomonlari 1,6 m, 3,2 m va 4 m ga 

teng. Bu uchburchakka o ‘xshash va perim etri 11 m boMgan 
uchburchakning tomonlarini toping.

405. 0 ‘xshash uchburehaklardan birining tomonlari nisbati 
2 : 5 : 6  kabi , ikkinchi uchburchakning katta tomoni 15 sm. 
Btinchi uchburchakning qolgan tomonlarini toping.

10.2. U c h b u rc h a k la r  o ^ sh a sh lig in in g  a lo m atla ri

K o ‘p b u rch ak n in g  xu su siy  holi u chburchak  b o ‘Iganda 
o ‘xshashlik  belgilari ancha sodda boMadi. U chburchak la r 
o ‘xshashligining ba‘zi alomatlari bilan tanishib chiqamiz.

1. U chburchaklam ing i k k i t a  b u г с h a g  i b o ‘yi- 
cha o ‘xshashlik alomati.

1- t e о r e m a (o ‘xshashlikning birinchi alomati). Agar 
bir uchburchakning ikki burchagi ikkinchi uchburchakning 
ikki burchagiga mos ravishda teng bo 'Isa, bunday uchbur­
chaklar о 'xshashdir

I s b о t i. ABC  va /1 ,5 ,0 , uchburchaklarda Z/1=Z/1, va 
z O z C ,  boMsin. A /15C~/X/1,5,C, ekanini isbotlaymiz (148- 
rasm).

MaMumki, uchburchak ichki burchaklarining yigMndisi 180° 
ga teng, ya‘ni

'  Z 4 + Z 5 + Z C = 1 80° va Z 4 ,+ Z 5 ,+ Z C ,= 180°
Biroq ZA+ ZC = ZAl+ ZC i. Demak, ZB = Z B r

1 4 9



в

А
148- rasm .

Shunday qilib, ABC uchburchakning burchaklari mos ravish­
da uchburchakning burchaklariga teng ekan.

Burchaklari mos ravishda teng boMgan uchburchaklam ing 
m os tomonlari proporsionalligi haqidagi teorem adan ABC  va 
Л Д С , uchburchaklar mos tomonlarining proporsionalligi kelib 
chiqadi.

ABC  va А^В^С^ uchburchaklaming mos burchaklari teng va 
mos tomonlari proporsional boMgani uchun ular (taMifga koMa) 
o 'xshashdir, ya‘ni Teorema isbotlandi.

2. U chburchaklam ing i k k i t a  t o m o n i  va ular 
orasidagi b u г с h a g i bo‘yicha o ‘xshashligi.

2- t e о r e m a (o ‘xshashlikning ikkinchi alomati). Agar 
b ir uchburchakning ikki tom oni ikkinchi uchburchakning  
ikki tomoniga proporsional va bu tomonlar orasidagi bur­
chaklari teng bo ‘Isa, bunday uchburchaklar о 'xshashdir.

AB AC
I s b o t .  ABC  va Л Д С ,  uchburchaklarda ~

( y a ’ni A B = k-A iB l, A C = kA [C i) va Z A = Z A i boM sin. 
AAB C ~AA^B[C\ ekanini isbotlaymiz (149- rasm).

Isbot qilish uchun AB  tom onda AD=A]B i kesmani ajrata- 
miz. SoMigra D nuqtadan DE  || BC  oMkazamiz. I losil boMgan 
ADE  uchburchak berilgan ABC  uchburchakka o ’xshash (uch­
burchaklar o ’xshashligining 1- alomati), chunki ularning mos 
burchaklari teng (Z /l —  umumiy burchak, DE  va BC  parallel 
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с

D В
149- rasm.

to ‘g ‘ri chiziqlarni ЛВ va AC  to ‘g ‘ri chiziqlar kesganda hosil 
b o ‘lgan mos burchaklar teng boMgani uchun Z/IBC=ZAD E

va ZAC B= ZAED ). A A B C -  A A D E  dan -777 = ~TF» y a 'n iAD A t  J
A B  AC

(chunki AD=AlB l).

AB AC
S h artg a  k o ‘ra : S o ‘ngg i ikki ten g lik d an

AE=AXCX ga boMamiz.
Shunday qilib, ADE  va uchburchaklar ikki tomoni

va 11 lav orasidagi burchagiga ko‘ra teng boMadi (Z.4 -  umumiy 
burchak, AD= /1,5, -  yasashga ko‘ra va AE= Л,С, -  isbotga 
k o ‘ra).

Demak, A 4 5 C ~ A 4 ,5 ,C ,.  Teorema isbotlandi.
3. U c h  b u r c h a k  n i n g  u с h t a t о  m  о n i g  a 

к  o ‘ r a o ‘ x s h a s h I i к a 1 о m  a t i.
3- t e о r e m a. (o ‘xshashlikning uchinchi alomati). Agar 

bir iichburchakning tomonlari ikkinchi uchburc/iakning to- 
m onlariga  p ro p o rsio m il bo 'Isa , bunday uchburchaklar  
о ‘xshashdir

1 s b о t. ABC  va /1 ,5 ,C, uchburchaklarning tom onlari 
proporsional boMsin, ya’ni

A B  ВС _  A C  _ I
Aib{ -  /?,<:, " л.с, ' 0 )
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150- rasm.

&ABC~/±A\BVCX ekanini isbot qilamiz (150- rasm).
A B  da A D  = A^B\ ni o l ib ,  D E \\BC  ni o ‘tk a z a m iz . 

A.ABC~A/\D E  (uchburchaklar o 'xshashligining 1- alom atiga 

ko‘ra)dan:

ЛВ _  BC _  AC
AD DE A B ' '  '

Endi A A D E ^ A A fl^ i  ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun
(2) tenglikdagi dastlabki ikki nisbatni (1) tenglikdagi (teorema 
shartidagi) dastlabki ikki nisbat bilan solishtiramiz:

AB _  BC AB _  BC 
AD ~  DE ‘ A\B\ B\C\

AD=A^Bi (yasashga kolra), demak, DE=B{C r  Xuddi shu usul- 
ga o‘xshash ravishda keyingi tengliklami solishtirib, AE=A[C[ ni 
hosil qilamiz. Demak, AD=A]B i, DE=B^CV A E ^A {Ci boMgani 
uchun AAD E= AAiB lCi (uchburchaklar tengligining uchinchi 
alom atiga ko ‘ra). Shunday qilib, A A B C - A A ^ B ^ ^  Teorema 
isbotlandi.

M A SA L A LA R

406. 1) ABC  va A iB lC l uchburchak larda  Z /1=Z/1, va 
Z C = Z C 1, B C = 17,5 sm  va B^Cy= l sm. A gar /15=12,5 sm 
boNsa, /1,5, tomonni toping.

2) Tom onlari /1С=24 sm va BC -32  sm boMgan uchbur- 
chakda BC  tom on bilan ВАС  burchakka teng AD C  burchak



hosil qiluvchi AD  kesm a o ‘tkazilgan (151- ft 
rasm). DC  kesmaning uzunligini toping.

407. 1) ABC  va Л Д С , uchburchaklar­
da Z 5 - Z 5 ,  va AB  : A f i ^ B C  : В .С ^ З гб  
berilgan. Agar AB=32 sm, 5C =  40 sm va 
ЛС=48 sm b o ‘lsa, A^BiC] uchburchak to- Д Q 
monlarining uzunliklarini toping.

2 ) A B C  va A lB lC l u ch b u rch ak la rd a  
ZA=ZA\ va AB : A lB ]=AC : Л |С,=4:5 ekanligi berilgan. Agar 
BC+B{C{=90 sm boMsa, ulaming uzunliklarini toping.

408. ABC  va А^В^С^ uchburchaklarda Zv4=Z/ll va 5/1:
: A^BX=AC : B^CX=5:2 ekanligi berilgan. A gar A C  va A XCX 
kesmalaming ayinnasi 7,8 sm boMsa, ulaming uzunliklarini to­
ping.

4 0 9 . A B C  va A XB XC X u c h b u rc h a k la rd a  /.A = Z .A X va 
Z 5 - Z 5 , :  1) A B -\0  m, 5C=14 m, /1 ,5 = 2 0  m, ^ ,C = 1 6  m, 2) 
/15=8 sm, 5 C =  10 sm, A XB X=6 sm , A C  -  A XCX=3 sm  b o ‘lsa, 
iichburchakning qolgan tomonlarini toping.

410. 1) A gar bir to ‘g ‘ri burchakli iichburchakning o ‘tkir 
burchagi ikkinchi to‘g ‘ri burchak li iichburchakning o ‘tkir bur­
chagiga teng boMsa, bu uchburchaklar o‘xshashdir (to‘g ‘ri bur- 
chakli uchburchaklar o‘xshashligining birinchi alomati). Shuni 
isbotlang.

2) Bir to ‘g ‘ri burchak li iichburchakning katetlari ikkinchi 
to‘g‘ri burchakli iichburchakning katetlariga proporsional boMsa, 
bunday uchburchaklar o‘xshashdir (to‘g‘ri burchakli uchburchak­
lar o'xshashligming ikkinchi alomati). Shuni isbotlang.

3) Agar bir to ‘g ‘ri burchakli iichburchakning gipotenuzasi 
va bir kateti ikkinchi to‘g‘ri burchakli iichburchakning gipotcnu- 
zasi va bir katetiga proporsional bo‘lsa, bunday uchburchaklar 
o ‘xshashdir (to ‘g ‘ri burchakli uchburchaklar o 'xshashligining 
uchinchi alomati). Shuni isbotlang.

411. 152- rasmda berilgan maMumotlardan foydalanib, x  va 
v ni toping.
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cL

152- rasm .

412. I) ABCD  parallelogrammning CD tomonida P  nuqta 
bclgilangan. A?  va BC  to‘g ‘ri chiziqlar О  nuqtada kcsishadi.

1) A gar DP-K6  sm , PC =8 sm , BC =\4  sm , AP=20 sm 
bo ‘lsa, PO  va DC  ni; 2) agar AB=4 sm, AD=2,5 sm, CO- 1 
sm b o 1 Isa, DP va PC ni toping.

2) AB  va CD asosli ABCD  trapetsiyaning diagonal lari О 
nuqtada kcsishadi: 1) agar O B-2  sm, O D -6  sm, D C - 12,5 sm

bo ‘lsa, AB  ni; 2) AB-a, DC=b bo'Isa, "  va ni; 3) agar

/15=19,2 dm, DC=48 sm, AC=30 sm bo*Isa, AO  ni toping.
413. 0 ‘xshash uchburchaklarning yuzlari nisbati qanday 

boMadi? (Geron formulasidan foydalaning.)
4 1 4 . A B C  va A iB iC [ u c h b u rc h a k la rd a :  Z A = Z A iy 

Z B = Z B {, .45=5 sm , 5 C = 7  sm , /1 ,5 ,=  10 sm , /1 ,C ,=8 sm. 
Uchburchaklarning qolgan tomonlarini toping.

415. Trapetsiyaning diagonal lari va parallel asoslaridan hosil 
boMgan uchburchaklarning o ‘xshashligini isbotlang.

416. А, В, С  nuqtalar aylanada yotadi. Agar Z A B C -30° 
va aylana diam etri 10 sm ga teng bo* Isa, A C  vatar nim aga 
teng?

417. To*gTi burchakli uchburchaklar o‘xshashlik alomatlari- 
ni ta’riflang.

Q O ‘S H IM C H A  M A S A L A L A R

418. Uchburchak loTtburchakka o ‘xshash boMadimi? Ja- 
vobingizni tushuntiring.
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419. Tomonlari 3, 7, 8, 10 boMgan to‘ilburchakka o ‘xshash 
loritbnrchakning perimetri 140. Shu to‘nburchakning tomonlarini 
loping.

420. Kontsentrik aylanalar bir-biriga o'xshash ekanini isbot­
lang.

421. Ixtiyoriy ikki aylana bir-biriga o‘xshash ekanini isbot­
lang.

422. ABCD  to ‘g ‘ri toT lburchakda AB, CD tom onlar BC  
tomonga parallel EK kesma bilan tutashtirilgan. Hosil boTgan 
AEKD  UVgTi to1 rtburchak ABCD  ga o ‘xshash. O 'xshash lik  
koefiitsientini toping.

423. To‘g kri burchakli iichburchakning to‘g 'ri burchagidan 
gipotenuzaga perpendikulyar oTkazilgan. Hosil bo'lgan uchbur­
chaklar o 'zaro  o 'xshash ekanini koTsating.

5

424. Aylana tashqarisidagi nuqtadan aylanaga urinm a va 
kesuvchi o‘tkazilib, urinish nuqtasini kesishish nuqtalari bilan tu- 
tashtirishdan hosil boMgan uchburchaklardan qaysi biri o‘xshash?

425. ABC  iichburchakning A uchidan BC  tomonda yotuv- 
chi D nuqtaga AD  kesma oTkazilgan. Qanday shart bajarilgan- 
da &/[BC~&ADC  boMadi?

426. Ixtiyoriy ABCD  toT tburchak berilgan (153- rasm ).

Agar KL\\BC. EL\\DC bo'lib, b o isa , AKLE-ABCD
ekanini isbotlang.
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8- S IN F  G E O M E T R IY A  K U R S IN I T A K R O R L A S H

S a v о 1 1 a r

1. Ko‘pburchakning yuzi deganda nimaiii tushunasiz?
2. Sodda shakl deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.
3. Yuz aksiomalarini ayting. N im a uchun yuz aksiomalari 

birinchi guruh aksiomalariga kiritilgan?
4. Yuzni oMchash deganda nimani tushunasiz?
5. Birlik kvadratning tomoni ikki m arta orttirildi. Bunda 

shakl yuzining miqdori qanday o‘zgaradi? Shu savolni umumiy 
hoi uchun ayting va unga javob bering.

6. Ikkila F, va F , shaklning yuzlari oNchandi va natijada 
S{F{) va S(F2) qiymatlarga ega boNindi. Ulaming nisbati tanlab 
olingan birlik kvadratga bog‘liqmi?

7. Tengdosh shakllar deb nim aga aytiladi? M isollar kelti­
ring.

8. To‘g‘ri to ‘rtburchakning yuzi asosi bilan balandligining 
ko'paytmasiga tengligini isbotlang.

9. To‘g ‘ri burchakli iichburchakning yuzi lining katetlari 
k o ‘paytm asining yarm iga tengligini isbotlang. U ning yuzini 
boshqacha yana qanday hisoblash mumkin?

10. Uchburchakning yuzi uning asosi bilan balandligi kol- 
paytmasining yarmiga tengligini isbotlang.

11. Tobg‘ri burchakli uchburchakning yuzini uchburchakning 
yuzi fonmilasi bilan hisoblash mumkin-mi?

12. Trapetsiyaning yuzi qanday formula yordamida hisobla- 
nadi?

13. Uchburchakning yuzini trapetsiyaning yuzini topish for-
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mulasi orqali hisoblash mumkinmi? To‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi- 
ni-chi?

14. Uchburchakning va trapetsiyaning yuzini S=mh formula 
bilan hisoblash mumkin-mi? Bunda m -  o‘rta chiziq, h esa mos 
ravishda uchburchakning yoki trapetsiyaning balandligi.

15. Uchburchakning yuzi uning istalgan ikki tomoni ko'payt- 
masining yanni bilan shu tomonlar orasidagi burchak sinusi ko‘- 
paytmasiga tengligini isbotlang.

16. Trapetsiyaning yuzi uning asoslari yigMndisining yanni bi­
lan balandligi ko‘paytmasiga teng ekanini isbotlang. Trapetsiya­
ning yuzini topishning boshqacha usulini bilasizmi?

17. To‘gbri tohtburchakdan farqli parallelogramm yasang va 
uning boiak laridan  to‘g ‘ri to ‘rtburchak yasash mumkin bo4a- 
digan qilib boMaklarga qanday qirqish mumkinligini ko‘rsating.

18. Ixtiyoriy ko‘pburchak chizing. Uning yuzini hisoblash 
usulini ayting. Bunda hisoblash jarayonidagi hisoblashlar sonini 
yanada kamaytirish mumkinmi?

19. Parallelogrammning yuzini hisoblash foimulasini yozing.
20. Parallelogrammning yuzini trapetsiyaning yuzini topish 

fonmilasi yordamida hisoblash mumkinmi?
21. Uchburchakning, trapetsiyaning va parallelogrammning 

yuzlarini barchasi uchun umumiy boMgan qanday formula bilan 
hisoblash mumkin?

22. Rombning yuzi uning diagonallari ko‘paytmasining yar­
miga tengligini isbotlang. Rombning yuzini hisoblashning boshqa 
fonnulalarini ayting.

23. Pifagor teoremasini isbotlang.
24. To‘g ‘ri toMtburchakning tomonlarini bilgan holda uning 

diagonalini qanday hisoblash mumkin?
25. Pifagor teoremasidan foydalanib, to ‘g ‘ri to ‘rlburchak- 

ning diagonallari tengligini isbotlang.
26. Pifagor teoremasiga teskari teoremani ifodalang va uni 

isbot qiling.
27. Qanday uchburchaklar pifagor uchburchaklari deyiladi? 

Pifagor uchburchaklariga misollar keltiring.
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28. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan pcipendikulyar de­
ganda nimani tushunasiz? Perpendikulyaming asosi nima?

29. O g‘ma deb nim aga aytiladi? O g‘m aning asosi nima? 
Proyeksiyasi-chi?

30. Uchburchak tengsizligini isbotlang.
31. Uchburchakda bar bir tomon qolgan ikki tomon yig‘in- 

disidan kichik ekanini isbotlang.
32. Ikki kesmaning nisbati deb nimaga aytiladi?
33. Qanday holda AB  va CD kesmalar A^B. va C ,/), kes- 

malarga proporsional deyiladi?
34. 0 ‘tkir burchak sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi 

deb nimaga aytiladi?
35. Peipendikulyaming og‘maga nisbati nimaga bogMiq? Ni­

maga b o g liq  emas?
36. Istalgan a  o ‘tk ir burchak uchun s in (9 0 °-a ) =  co sa , 

cos(90°-<x)^sina, tg (90°-a)=ctga va ctg (90°-a)= tga bo‘lishini 
isbotlang.

37. 30° li, 45° li va 60° li burchaklarning sinusi, kosinusi, 
tangensi va kotangensi qiymatlari nimaga teng?

38. Qanday tengliklar asosiy trigonometrik ayniyatlar deyi­
ladi?

39. Sinuslar teoremasini isbotlang.
40. Kosinuslar teoremasini isbotlang.
41. Markaziy burchak nima?
42. Qanday burchak aylanaga iehki chizilgan deyiladi?
43. Aylanaga iehki chizilgan burchak mos markaziy bur- 

chakning yanniga teng boMishini isbotlang.
44. Kesishuvchi vatarlar kesmalarining va kesuvchilar kes- 

malarining xossalarini isbotlang.
45. Doiraning yuzi qanday fomiula bilan hisoblanadi?
46. Sekloming yuzi qanday formula bilan hisoblanadi?
47. Qavariq ko‘pburchak burchaklari yig'indisi uchun for­

mula chiqaring.
48. Qavariq ko‘pburchakning tashqi burchagi nima?
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49. Munlazam ko'pburchak aylanaga iehki chizilgan ham, 
tashqi chizilgan ham boMishi mumkinmi?

50. Munlazam n  burchakka tashqi chizilgan va iehki chizil­
gan aylanalar radiuslari uchun formulalar chiqaring.

51. M unlazam uchburchakka, to ‘rtburchakka (kvadratga), 
munlazam olliburchakka iehki va tashqi chizilgan aylanalarning 
radiuslarini toping.

52. Munlazam qavariq n  burchaklar okxshash ekanini isbot­
lang. X ususan, agar ularning tom onlari soni bir xil va teng 
bo‘lsa, ular teng boMishini isbotlang.

53. Aylana uzunligining diamelrga nisbati aylanaga bogMiq 
emasligini, ya'ni barcha aylanalar uchun bir xil ekanini isbot­
lang.

54. Aylana uzunligi qanday formula bo'yicha hisoblanadi?
55. Aylana yoyining uzunligi qanday formula bo'yicha hisob­

lanadi?
56. Burchakning radian oMchovi nima?
57. 180° va 90° li burchaklarning radian oMchovi nimaga teng?
58. Vektor kattalikning skalyar kattalikdan farqi nim a? 

Skalyar va vektor kattaliklarga misollar keltiring.
59. Vektor nima? Vektorlar qanday belgilanadi?
60. Nol-vektor haqida nimalarni bilasiz?
61. Q anday holda vektorlar uchburchak qoidasi bo 'y icha 

qo'shiladi? Parallelogramm qoidasi bo'yicha-chi?
62. Siz vektorlami qo'shishning qanday qonunlarini bilasiz?
63. Ikki vektorning ayinnasi deb nimaga aytiladi?
64. Qanday ikki vektor qarama-qarshi vektorlar deyiladi?
65. Ikki vektor ayirmasini qanday usullar bilan topish mum­

kin?
66. Noldan farqli vektomi 0 ga teng boMmagan songa qan­

day ko'paytiriladi?
67. Noldan farqli ikki vektor qachon bir-biriga teng bo'ladi?
68. Teng vektorlaming yo'nalishlari bir xil va ular absolyut 

qiymatlari bo'yicha teng boMishini isbotlang.
69. Vektorni songa ko'paytirish ta’rifmi ayting.
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70. Vektorning koordinatalari nima? Vektorning koordinatasi 
qanday topiladi?

71. Vektorlar skalyar ko‘paytmasining ta’rifini ayting.
72. Qanday vektorlar kollinear vektorlar deyiladi?

73. Ixtiyoriy b, va с vektorlar uchun {a  + Ъ)с = ас + be 
ekanini isbotlang.

74. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi qanday shart bajaril- 
ganda nolga teng boMadi?

75. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasini ulaming koordinata­
lari orqali ifodalovclii formulani yozing.

76. O 'xshashlik almashtirishi nima?
77. Qanday shakllar o 'xshash shakllar deyiladi?
78. Shakllarning o'xshashligi qanday belgi bilan belgilanadi? 

Uchburchaklarning o'xshashligi qanday yoziladi?
79. Uchburchaklarning ikkita burchagi bo'yicha o'xshashlik 

alomatini ifodalang va isbotlang.
80. Uchburchaklarning ikkita tomoni va ular orasidagi bur­

chagi bo'yicha o'xshashlik alomatini ifodalang va isbotlang.
81. Uchburchaklarning uchta tomoni bo 'yicha o'xshashlik 

alomatini ifodalang va isbotlang.

M A SA L A L A R

1. 1) T o 'g 'ri toMtburchakning asosini o 'zgartirm asdan, ba­
landligi 3 maria uzaytirilsa, uning yuzi qanday o'zgaradi?

2) Balandligini o'zgartirm asdan, asosini 4 marta kamaytir- 
ganda-chi?

3) Asosini 4 marta, balandligini 3 marta uzaytirganda-chi?
4) Asosini 4 marta qisqartirib, balandligini 3 marta uzaytir­

ganda-chi?
2. T o 'g 'ri t rtburchak tom onlarining nisbati 5 : 1 1  kabi, 

yuzi esa 55 dm2 ga teng. T o 'g 'ri toMtburchakning tomonlarini 
toping.

3. Yuzlari 24 sn r  dan, asoslarining uzunligi 6 sm, 4  sm, 
8 sm boMgan uchta to 'g 'ri to'rtburchak chizing.
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4. Teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchakning katetiga yasal- 
gan kvadrat yuzi gipotenuzaga o4kazilgan balandlikka yasalgan 
kvadrat yuzidan ikki marta katta ekanini isbot qiling.

5. Parallelogrammning tomonlaridan biriga o‘tkazilgan ba­
landligi shu tomondan 3 marta kichik. Parallelogrammning yuzi 
96 sm 2. Shu tomonni va balandlikni toping.

6. Parallelogrammning diagonallari uni to‘rtta tengdosh uch­
burchakka ajratishini isbot qiling.

7. Tomonlari a va b boMgan uchburchakning yuzi eng kat­
ta boMishi uchun u qanday koMinishga ega boMishi kerak? Blui- 
day uchburchakning yuzini hisoblang.

8. D iagonallari 8 sm va 16 sm boMgan barcha parallelo- 
grammlardtin qaysi biri eng katta yuzga ega boMadi? Uni hisob­
lang.

9. Trapetsiya asoslarining o ‘rtalari to ‘g ‘ri chiziq kesmasi 
bilan tutashtirilgan. Shu yo‘sinda hosil qilingan ikkita trapetsiya 
tengdosh ekanini isbot qiling.

10. Parallelogrammning tomonlari 15 sm va 12 sm. Diago­
nal laridan biri uning tomoniga perpendikulyar. Diagonallaming 
uzunligini hisoblang.

11. Teng yonli trapetsiyaning diagonallari o ‘zaro perpendiku­
lyar, asoslarining yigMndisi esa Tit ga teng. Trapetsiyaning yuzini 
toping.

12. T o‘g ‘ri burchakli uchburchak barcha tom onlarin ing 
uzunliklari toq son bilan ifodalanishi mumkinmi?

13*. Parallelogramm diagonallari kvadratlarining yigMndisi 
uning hamma tomonlari kvadratlarining yigMndisiga tengligini is­
botlang.

14. 1) Teng yonli uchburchakning yon tomoni 36 sm, asosi 
esa 32 sm. Asosiga tushirilgan balandlikni toping. 2) Tomoni a 
boMgan teng tomoni i uchburchakning balandligini toping.

15. Gipotenuzasi a ga, oMkir burchagi 60° ga teng boMgan 
to‘g ‘ri burchakli uchburchakning shu oMkir burchak qarshisidagi 
kateti ni toping.

16. 1) T o‘g ‘ri toM lburchakning diagonali un ing bir to-
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monidan ikki marta katta. Uning diagonallari orasidagi burchak- 
larini toping.

2) Rom bning diagonallari a va яУ З ga teng. Rom bning 
burchaklarini toping.

17. Uchburchak burchaklaridan birining sinusi qolgan ikkita 
burchak yigMndisining sinusiga tengligini isbotlang.

18. Teng yonli uchburchakning asosi uchta teng boNakka 
boMingan. Ulardan qaysi biri katta burchak ostida ko‘rinadi?

19*. Parallelogrammning m uzunlikdagi diagonali uning to­
monlari bilan a  va (3 burchaklar tashkil etadi. Parallelogramm 
tomonlarining uzunliklarini //?. a  va p orqali ifodalang.

20. T oTtburchakning yuzi uning diagonallari bilan ular 
orasidagi burchak sinusi ko‘paytmasining yanniga tengligini is­
botlang.

21. 1) To‘g ‘ri tohtburchakning diagonali m ga, diagonallari 
orasidagi burchak a  ga teng. ot ning qanday qiymatida to ‘g ‘ri 
to ‘rtburchakning yuzi eng katta boMadi?

2) Parallelogrammning diagonallari m va //, ular orasidagi 
burchak a  ga teng. a  ning qanday qiym atida shu parallelo­
gram m ning yuzi eng katta boMadi? Bu holda parallelogramm 
qanday koMinishga ega boMadi?

22*. ЛВС  uchburchakda ZM=60o, AB+AC=\, ZABC=4°. 
BC  nimaga teng?

23*. Teng yonli uchburchakning uchidagi burchagi 120° ga 
teng. 1) Uning yon tomoni 1 dm ga teng boMsin. Asosini hisob­
lang. 2) Uning asosi 1 dm ga teng boMsin. Yon tomonini hisob­
lang.

24. Parallelogrammda katta burchak qarshisida katta diag­
onal yotishini isbotlang. Teskari tasdiqni ham isbotlang.

25. To‘g ‘ri burchakli uchburchakda oMkir burchaklarning 
tangenslari ko‘paytmasi birga tengligini isbotlang.

26. 1) Agar to bg bri toM lburchakning tom oni и  ga ham da 
u tomon bilan diagonal orasidagi burchak a  ga teng boMsa, 
to ‘g ‘ri to ‘rtb u rc h ak n in g  yuzin i top ing ; 2) ag a r to ‘g ‘ri 
toM tburchakning tom oni a ga ham da diagonallari orasidagi
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burchak a  ga teng boMsa, to ‘g ‘ri to ‘rtburchakning yuzini 
toping.

3) Agar rombning o ‘tkir burchagi a  ga va diagonallaridan 
biri a ga teng bo1 Isa, rombning yuzini toping.

4) Agar teng yonli trapetsiyaning asoslari a va b ga ham­
da o ‘tkir burchagi a  ga teng boMsa, trapetsiyaning yuzini to­
ping.

21*. Aylanaga bir nuqtadan o‘tkazilgan ikki urinma orasida­
gi burchakning kattaligi shu burchak tomonlari orasidagi yoy 
burchak kattaligining yarmiga teng ekanligini isbotlang.

28. Aylanada um um iy nuqtaga ega boMgan urinm a bilan 
vatardan yasalgan burchakning kattaligi bu burchak ichida yot- 
gan yoy burchak kattaligining yarmiga tengligini isbotlang.

29. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning katetlari 24 sm va 32 
sm ga teng: 1) shu uchburchakka iehki chizilgan aylananing ra- 
diusini hisoblang; 2) shu uchburchakka tashqi chizilgan aylana­
ning radiusini hisoblang.

30. To'g 'ri burchakli uchburchakka tashqi chizilgan va ich- 
ki chizilgan aylanalar diametrlarining yigMndisi uchburchakning 
katetlari yigMndisiga tengligini isbotlang.

31. Aylana tashqarisidagi nuqtadan oMkazilgan ikkita kesuv- 
chining uzunliklari 90 mm va 75 mm, ikkinchi kesuvchining 
tashqi boMagi 48 mm. Birinchi kesuvchining tashqi boMagini 
toping.

32. Aylanada o'zaro kesishuvchi ikki vatar o'tkazilgan. Bu- 
lardan biri kesishish nuqtasida 24 sm va 6 sm li boMaklarga, ik- 
kinchisi teng ikkiga boMingan. Ikkinchi vatarning uzunligini 
toping.

33. Aylanadan tashqaridagi nuqtadan kesuvchi va urinma 
o'tkazilgan. Kesuvchi aylana bilan kesishish nuqtasida ikki kesma- 
ga bo'linadi: iehki kesma 18 dm va tashqi kesma 6 dm. Urin- 
maning uzunligini toping.

34. Doiradagi vatarning uzunligi 24 sm. Bu vatarning bir 
uchidan urinma o'tkazilgan, bu urinmadan vatarning ikkinchi 
uchigacha boMgan m asofa 16 sm. Doiraning radiusini toping.
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35. Teng tomonii uchburchakning tomoni 12 sm ga teng. 
Shu uchburchakka: 1) iehki chizilgan aylananing uzunligini; 2) 
tashqi chizilgan aylananing uzunligini hisoblang.

36. K vadratning tom oni 20 sm  ga teng. Shu kvadratga: 
1) iehki chizilgan aylananing; 2) tashqi chizilgan aylananing 
uzunligini hisoblang.

37*. To‘g ‘ri burchakli uchburchakning katetlarini diam etr 
qilib yasalgan yarim doiralar yuzlarining yigMndisi gipotenuzasini 
diametr qilib yasalgan yarim doiraning yuziga teng ekanini isbot­
lang.

38. A gar AC = 2AB b o ‘lsa, AC va BA v ek to rla rn ing  
qarama-qarshi yo‘nalganligini isbot qiling (A *B).

39. Agar: 1) AD = B C ; 2) AD va BC vektorlar kollinear 
ekanligi m alu m  b o isa , ABCD  to llburchak qanday koMinishga 
ega boMadi?

40. Isbot q iling : 1) AB + BC + CA = Q\ 2) AB +

+ ~BC + DA = 'DC; 3)~AB + J d  +~BC +~DB =~AC.
41. Teng tomonli uchburchakning tomoni a ga teng. To­

ping: 1) \AB + ~BC\\ 2) |Л 5 + Л С |;  3) \AB+~CB\\ 4) \BA-~BC\\

5) \~AB-~AC\\

42. Agar: 1) a {2; -8 } , Z> {-8; 16}; 2) a {-1; 3,5}, Z>{2;

-0,5} b o isa , с = a -  b vektorni va uning absolyut qiymatini 
toping.

43. Rombning diagonallari perpendikulyar ekanini vektorlar 
yordamida isbotlang.

44. 1) a  {x; y )  va Ъ {-y; x )  vektorlarning peipendikul- 
yar ekanini isbotlang.

2) Quyidagi tengliklami isbotlang:

a )  (г/ +  b )  { a  -  b )  =  a  -  b  '  \

b) (л -  b) = a ' - 2 a  ■ b + b ' .
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45. T o 'g 'r i  burchakli uchburchakn ing  to 'g 'r i  burchagi 
uchidan gipotenuzaga tushirilgan balandligi uni o 'ziga o'xshash 
ikkita uchburchakka boMishini isbotlang.

46. Teng tomonli ikkita uchburchak o 'xshash boMadimi?
47. O 'xshash uchburchaklarning mos balandliklari nisbati 

mos tomonlarining nisbati kabi boMishini isbotlang.
48. O 'x sh a sh  k o 'p b u rc h a k la r  y u z la rin in g  n isbati shu 

k pburchaklar m os tom onlari kvadratlarining nisbatiga yoki 
o'xshashlik koeflltsientining kvadratiga tengligini isbotlang.

49. Agar bir uchburchakning burchagi ikkinchi uchburchak­
ning burchagiga teng bo'Isa, u holda bu uchburchaklarning yuzlari 
shu burchaklami o ‘z ichiga olgan tomonlaming ko'paytmasi kabi 
nisbatda boMishini isbotlang.

50. Trapetsiya diagonallari o'rtalarini tutashtiruvchi to 'g 'r i 
chiziq kesmasi uning asoslariga parallel va asoslari ayirmasining 
yarmiga tengligini isbotlang.
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GEOM ETRIYA TARIXIDAN LAVHALAR

Geom ctriya fani qadim iy tarixga ega bo ‘lib, unga oid 
boshlang‘ich tushunchalar bundan 4000 yil m uqaddam  M isr 
va Bobilda (Vavilon) vujudga kelgan. M isr va Bobildan so ‘ng 
geometriyaning fan sifatida rivojlanishiga Yunoniston (Qadimgi 
Gretsiya) olimlarining ta\siri katta bo‘ldi. Bulardan Fales (milod- 
dan avvalgi 640— 548 yy.) yunon geometriya fanining asoschisi 
hisoblanadi.

M iloddan oldingi VII asr o ‘rtalarida Kichik O siyoning 
g ‘avbiy chegaralari Yunonistonga qarar edi. Uning o ‘rta qismi 
loniya deb atalav, loniyada boshqa m am lakatlar bilan savdo- 
sotiq ishlarini olib boruvchi katta-katta shaharlar juda ko ‘p 
edi. Shunday shaharlardan biri M ilctda Fales yashagan. U 
M isrga sayohat qilgan va u yerda turli fanlar bilan tanishgan. 
Falesni ko‘proq geometriya qiziqtirgan. U geometriyaga tegishli 
ju d a  ko ‘p kashfiyotlar qilgan. Fales maktabi faqat m atem atika 
fanlarini sistemalashtiribgina qolmay, balki yunon fanining rivojlan- 
ishida ham  katta o ‘rin tutadi. M iloddan avvalgi XI asrda 
m atematik ijodlar markazi loniyadan janubiy  Italiyaga ko‘chdi 
va m ashhur Pifagor maktabi vujudga keldi (m iloddan avvalgi 
570 —  500 yy). Pifagor m aktabida nazariy arifmetika, algebra 
hamda geom etriya bilan shug‘ullanishar edi. M iloddan avvalgi 
V asrda xioslik G ippokrat geom etriyadan to ‘plangan barcha 
dalillarni bitta kitobda bayon etishga urinib ko ‘rdi. U ning 
bu asari bizgacha yetib kelm agan. G ippokratning ana shunday 
asar yozganligi haqidagi m aiu m o tla r undan kcyin yashagan 
qadimgi yunon olimlari Arxit, Platon, Yevdoks va M encxmning 
geom etriyaga oid asarlarida m avjud.

Gippokratdan ikki asr keyin, m iloddan avvalgi 111 asrda 
Evklid geometriyaga oid barcha bilimlarni to ‘plab, uni mustaqil 
fan sifatida bayon etdi. U o ‘z asarini “N egizlar” deb atadi. 
Evkliddan so 'ng  yashagan olim lar uning “N e g iz la f’iga ba 'z i 
mavzularni qo‘shdilar, aniqliklar kiritdilar. Am m o asosiy main 
o ‘zgarishsiz qoldi. Shu sababli ham  biz o ‘i1a m aktabda 
ohganadigan  geom etriya Evklid geometriyasi deb ataladi.
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Geometriya fanining tarixi alohida o'rganishni talab qiladigan 
fan bo ‘lim laridan biridir. Biz bu yerda 8- s in f geom etriya 
kursiga kirgan asosiy tushunchalar va m uhim  teorem alarga 
oid tarixiy m a’lum otlarnigina k o ‘rib chiqam iz.

Y u z  h a q i d a

Shakllarning yuzlarini hisoblash haqidagi bilimlar juda qadim 
zam onlarda vujudga kelgan. Bundan 4 —  5 m ing yil ilgari 
m isrliklar to ‘g ‘ri to 'rtburchak va trapetsiya yuzini kvadrat 
birliklarda hisoblashni bilishgan. K vadratning tom onlari va 
burchaklari teng bo 'lgani uchun ham uni yuz o 'lchov  birligi 
sifatida ishlatish qulay boMgan.

Misrliklar uchburchak, to 'g 'r i to'rtburchak va trapetsiyaning 
yuzlarini hisoblashda hozirbiz ishlatadigan qoidalami qo'llashgan.

Evklid “N egizlar” asarining 33 — 4 8 - jum lalarida yuzlari 
bo 'y icha tengdosh parallelogram m lar, kvadratlar va uchbur­
chaklarning yuzlarini solishtirish bilan shug 'ullanadi.

Boshqa m atem atiklar singari Evklid ham  bir shaklni unga 
tengdosh shaklga alm ashtirish bilan shug 'ullangan. M asalan, 
“Negizlar’kla berilgan ixtiyoriy ko'pburchakka tengdosh bo'lgan 
kvadrat yasashga doir m asala hal qilindi. Bunda u yuzlam i 
ifodalagan sonlar ustida em as, balki yuzlar ustida am allar 
bajaradi. Hozir algebraik usulda hosil qilinadigan narsani Evklid 
geom etriya yordam ida hosil qilgan.

G eronning geom etriyaga taalluqli asosiy asari “ M etrika” 
deb ataladi. U uchta kitobdan iborat bo 'lib , birinchi kitobda 
yuzlar va sirtlami hisoblash nazariyasi bayon etilgan. Tomonlari 
uzunligidan foydalanib uchburchak yuzini hisoblash birinchi 
kitobda keltirilgan. Geron tak lif etgan bu formula A rxim edga 
ham  m a'lum  bo 'lgan.

O 'r ta  O siyolik buyuk allom alardan M uham m ad ibn M uso 
al-X orazm iyning (783 —  850) “A l-jabr va al-m uqobala amal- 
laridan qisqacha kitob" nomli asarining anchagina qism ini 
hisoblashga doir geom etrik m asalalar va ularni yechish usullari
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tashkil etadi. Shu masalalardan biri tomonlari m a’lum boMganda 
uchburchak yuzini hisoblash masalasidir.

0 ‘rta asrlarda O brta O siyodan chiqqan m atem atiklarning 
asarlarida yuzlami hisoblashga doir masalalar juda ko‘p. A w allari 
bizda yuz oMchovi sifatida “tanob” birligi ishlatilgan.

T  o ‘ g ‘ r i b u r c h a k l i  u c h b u r c h a k  h a q i d a

G eom etriyada ko ‘p m asalalar uchburchaklarning xususiy 
holi boMgan teng yonli uchburchak va to ‘g ‘ri burchakli uch­
burchak bilan bogMiq. Bu uchburchaklar o ‘zlariga xos xos- 
salarga ega.

To‘gM"i burchakli uchburchak, uning xossalariga bogMiq 
teorem alar 0 ‘rta osiyolik o lim lar M uham m ad ibn M uso al- 
Xorazmiy, Abu Rayhon Bemniy, Abu Ali ibn Sinoning asarlarida 
ham  uchraydi.

U chburchakning to bg ‘ri burchak hosil qiluvchi tom onlari 
katet deb ataladi. “K atet” grekcha so ‘z boMib, “ tushirilgan 
perpendikulyar” yoki “ shoqul” degan maMioni bildiradi. Gi- 
potenuza ham grekcha so ‘z boMib, “tortm oq” , “ tortilgan” 
degan m a’noni beradi.

Pifagor teorem asining Evklid geom etriyasidagi o ‘rni be- 
qiyosdir. Am m o bu teorem a Evklid geom etriyasidan farqli 
boMgan “noevklid” geom etriyalarda oMinli em as. Bu haqida 
biz yuqori sinflarda batafsil to ‘xtalam iz.

T r i g o n o m e t r i k  a t a m a I a r h a q i d a

0 ‘rta Osiyolik buyuk olim lar al-X orazm iy, Bem niy, ibn 
Sino, Abdurahm on al-X aziniy (XIII asr) sinus uchun “al- 
jay b ” atam asini ishlatishgan.

Sinus haqidagi maMumot dastlab 1V-V asrlardagi hind 
astronom larning asarlarida uchraydi.

Hozirgi sinus belgisini Simpson (1737, 1750), Eyler (1748, 
1753), Dalam ber (1754), Lagranj (1774) va boshqalar ishlatish­
gan. Zam onaviy trigonom etriya atam alarining qoMlanilishida
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Eylem ing xizm atlari katta. Bu belgilashlam i u 1. Bcrnullidan 
olgan.

Tangensni birinchi marotaba Abul Vafo Buzmoniy (940- 
998) devorga vertikal holda o ‘m atilgan tayoqning devordagi 
soyasi sifatida aniqlagan. Kotangens, sekans va kosekanslami 
ham  birinchi bo‘lib Abul Vatb ta ’riflagan. Kotangens chizig‘i 
“to‘g ‘ri soya” (“az-zill al-m ustav”, tangens chizig‘i “teskari 
soya” (az-zill al-m a‘nus) deb atalgan. “Zill” o ‘zbek tilida “soya” 
m a’nosini beruvchi arabcha so^z. Abul Vafo tangens va ko­
tangens jadvalini tuzgan. lin ing  ishlaridan Yevropa olimlari 
xabarsiz boMgan va tangenslami avval T. Bradvardan (1290- 
1349), kcyin csa Regiom ontan (1467) qayta kashf qilishgan. 
Tarixdan tangensning omadi kelmaganini ko‘ramiz, chuitki uni 
Regiomantan kashf ctgandan 100 yil kcyin ham Kopernik 
bilmagan.

V e k t o r l a r  h a q i d a

Vektor tushunchasi m atem atikaga, jum ladan geom etriyaga 
yaqinda kirgan. XIX asrning o ‘rtalarida vektor tushunchasi 
bir vaqtda bir nechta m atem atikning ishlarida uchraydi. Tekis- 
likda vektorlar bilan ish ko'rishni ilk bor Italiya olimi Bellivitis 
(1835) boshlab berdi. Bundan tashqari, K. G auss (1 7 7 7 - 
1855) 1831 yili “B ikvadratik solishtirishlar nazariyasi” nom li 
asari ham da Ya. Argon (1768-1822) va K. Vessellarning 
(1745-1818) kom pleks sonlarni geom etrik tasvirlashga doir 
ishlari nashr etildi. N ihoyat, B. Gam ilton (1805-1865) va 
R. Grassm an (1854-1901) lam ing vektorlar ustida am allar 
bajarishga doir ishlari vujudga keldi. Birinchi b o ‘lib, Gamilton 
vektor va skalyar kattaliklarni farq qilishni tushuntirdi. 
G am iltonning o ‘sha ishida “skalyar” va “vektor” atam alari 
yuzaga keldi. “Vektor” atam asining Gamilton lotincha vehere- 
“tashim oq”, “ sudram oq” so‘zidan hosil qilgan (1845), y a ’ni 
“ tashuvchi” , “ eltuvchi” demakdir.

Vektor uzunligini \AB\  k o ‘rinishda belgilashni 1905 yili
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R. Pans kiritgan. “M odul”  so ‘zi ancha oldin p.uydo b o ‘lgan. 
Uni 1814 yili lotincha modulus -  “o ‘lchov” so‘zidan Argon 
hosil qilgan. Keyinchalik uni O. Koshi (1 7 8 9 -  1857) ishlatgan.

A y l a n a  u z u n l i g i  v a  d o i r a  y u z i  h a q i d a

Aylana uzunligini hisoblash ju d a  qadim dan dolzarb mu- 
ammolardan biri boMgan. Aylana uzunligini unga iehki chizilgan 
ko'pburchak perimetri bilan alm ashtirish usuli keng tarqalgan. 
Shuning uchun ham  aylanaga iehki m untazam  ko 'pburchak 
chizish masalasi qadim gi olim larning eMiborida boMgan.

O 'rta  Osiyolik m atem atiklar ham  doiraga iehki chizilgan 
m untazam  ko'pburchaklarni yasash, ularning tom onlarini doi­
raning radiusi orqali ifodalash masalalari bilan shug'ullanganlar, 
Abu Rayhon Bem niy "Qonuni M as’udiy” asarining o 'n inchi 
kitobida doiraga iehki chizilgan ko 'pburchaklarning tom onini 
aniqlash bilan shug 'u llanadi. X ususan, iehki chizilgan be- 
shburchak, oltiburchak, yettiburchak,..., o 'nburchak tomonlarini 
aniqlash usulini ko 'rsatadi.

Bem niy o 'z  asarida boshqa m untazam  ko 'pburchaklar 
tom onini hisoblashlarni keltirm aydi. Ehtimol, uning davrida 
hayot ehtiyojlari uchun shuning o 'z i yetarli boMgandir. Bu 
hisoblash natijasida u Tt=3,14 qiym atga ega bo 'ladi.

Qadim gi Bobil va M isr qoMyozmalari va m ixxatlarida 
л ni uchga teng deb olingan. Bunda aylana uzunligi o 'z in ing  
diam etridan uch barobar katta ekani kelib chiqadi. Bu o 'sh a  
davr aniqlik talabi uchun yetarli boMgandir. Keyinchalik rimliklar 
к  uchun 3,12 ni ishlatishgan. л  soni uchun A rxim ed bergan 
qiym at 3,14 bo 'lib , bu am aliy m asalalarni hal qilishda juda 
m a’qul.

M atem atika adabiyotlarida л  soni uchun turli q iym atlar 
uchraydi. M asalan , x itoy m atem atik larida  л=3,155  ... va 
22/7. H indlarning "Sulva Sutra” ("A rqon qoidasi” ) asarida 
л  uchun 3,008 va 3,1416 ... va V l O  =3 ,162  ... qiym atlar 
uchraydi.
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M irzo U lug‘bekning “Astronom iya m aktabi” nam oyan- 
dalaridan biri Jam shid GMyosiddin al-K oshiy 1424 yili yozgan 
“Aylana uzunligi haqida kitob” nomli risolasida aylanaga iehki 
va tashqi chizilgan m untazam  ko 'pburchak tom onlari sonini 
cheksiz ikkilantirish yo 'li bilan 3 • 2 2s = 800335168 tomonli 
m untazam  ko 'pburchaklar perim etrini hisoblab, 2k  uchun o 'nli 
sanoq sistem asida 6,2831853071795865 qiym atni hosil qilgan. 
Demak, 71^3,1415826535897932, bunda 16 ta o 'n li ishora 
aniqdir.

A m m o al-K oshiyning asari uzoq vaqtgacha Yevropada 
nom a’lum bo 'lgan. Yevropaliklardan bclgiyalik Van Rom en 
1597 yili 230 tomonli muntazam ko'pburchakka Arximed usulini 
tatbiq etib, л  uchun 17 ta o 'n li ishorasi aniq bo 'lgan  qiym at 
topgan. G ollandiyalik R udolf van Scylon (1540-1610) bu 
aniqlikni 35 ta o 'n li ishoraga olib borgan.

H ozirgi davrda elektron hisoblash m ashinalari yordam ida 
л  uchun 2000 dan ortiq o 'n li ishorasi aniq bo 'lgan qiym atlar 
topilgan. A lbatta л  sonining aniqligi aylana uzunligi va doira 
yuziga oid m asalalarni aniq yechish imkonini beradi.

Am m o kundalik hisoblashlar va m atem atik ehtiyoj uchun 
3,1416 qiym at yetarlidir.
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