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So‘zboshi

Ta’lim sohasidagi islohotlar, DTS lari qabul gilinishi har bir yo‘nalish
bo'yicha darslik va o‘quv gqo‘lianmalarni yaratishni taqozo etadi. Shu sab-
abli biz ushbu qo‘llanmani yozishni ma’qul topdik.

Qo‘llanma universitet va pedagogika institutlarining «Tasviriy san’at va
muhandislik grafikasis, «Musiqa ta’limis, «Jismoniy tarbiya va jismoniy
madaniyats yo‘nalishlari bo‘yicha ta'lim olayotgan talabalariga mo'ljallangan
bo'lib, shu yo'nalishlar uchun tasdiglangan dasturga asosan yozilgan.

Qo‘llanmaning asosiy vazifasi matematikaning dasturida ko'rsatilgan
to‘plamlar va mantiqiy mulohazalar, vektorlar va chizigli algebra ¢lement-
lari, analitik geometriva elementlari, differensial va integral hisobi, chti-
mollar nazariyasi va matematik statistika elementlari bo‘limlarini gisqacha
bayon etish, mavzularga doir misol va masalalarm yechish usullarini
ko‘rsatishdan iborat.

Muallif dastur materialini, iloji boricha, gisqa, zarur joylarda misollar
yechish orgali tushuntirish bilan bayon etishga harakat, qildi. Har bir bob
so‘ngida talabalarning mustaqil o‘z-o‘zini nazorat gilish magsadida savollar
hamda mustaqi] o‘rganishlari uchun mavzular keltirilgan.

Qo‘llanmaga muallifning al-Xorazmiy nomli Urganch Daviat univer-
sitetining pedagogika fakultetida ko'p yillar davomida o‘qigan ma’ruzalari
va o'tkazgan amaliy mashg*ulot materallari asos qilib olindi. Bundan tashqgari,
shu sohaga tegishli mavjud o'zbek va rus tillaridagi adabiyotlardan ham
foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxati qo‘llanma oxirida keltirilgan.

Qo‘llanmani o'qib chiqib o*zlarining fikr-mulohazalarini bildirgan Ur-
ganch Davlat universiteti fizika-matematika faqulteti dekani fizika-mate-
matika fanlari doktori, professor A. Hasanov, shu faquitet dotsentlari
R. Karimov, R. Madrahimov, S.Masharipova, Nizomiy nomli Toshkent
Davlat Pedagogika universiteti s«Matematik tahlils kafedrasi dotsenti
M. Madrimov, Toshkent Arxitektura-Qurilish instituti «Oliy va amaliy
matematika» kafedrasi mudiri dotsent ‘A.Abdurahimov, Toshkent Arxitek-
tura-Qurilish instituti «Informatika va axborot texnologiyalari» kafedrasi
mudiri, 1.£.d., professor A.Siddiqovlarga o'zimning chuqur minnatdorchil-
igimni bildiraman.

Qo‘llanma hagida bildirilgan fikr va mulohazalarni minnatdorchilik

bilan qabul gilaman.
Mualiif.
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¥ BOB Y
TO‘PLAMLAR YA MANTIQIY MULOHAZALAR

1-§. To‘plamlar, sonli to‘plamlar,
universal va tartiblangan to‘plamlar

To'plam deganda narsalar, buyumlar, obyektlarni biror xossasiga
ko‘ra birgalikda (bitta butun deb) qarash tushunitadi.

Masalan, hamma natural sonlarni birgalikda qarasak, natural sonlar
to‘plami hosil bo‘ladi. Talabalar uyida yashovchi talabalarni birgalikda
qarash bilan shu yotogxonadagi talabalar to‘plamini hosil qilamiz. To'g'ri
chiziqda joylashgan hamma nuqgtalarni bitta butun deb garash shu
to'g'ri chizigdagi nuqtalar to‘plamini, maktabdagi o‘quvchilami birga-
likda garash o‘quvchilar to‘plamini beradi va h.k.

1-ta’rif. To‘plamni tashkil etuvchi narsalar, buyumlar, obyektlar
to‘plamning elementlari deb ataladi. Masalan, yugoridagi misollardagi
o‘quvchilar, talabalar, natural sonlar mos to‘plamlarning elementlari
hisoblanadi. To'plamlar, odatda, alfavitining katta harflari bilan, ulaming
elementlan esa alfavitning kichik harflari bilan belgilanadi. 4 to‘plam
ab,s.d, .., a, B,y clementlaridan tuzilganligi 4A={a,b,s,4,....a, 8.y}
ko‘rinishda yoziladi. Agar to‘plamning barcha elementlari ko‘rsatilgan
yoki uning elementlarini shu to‘plamga tegishli yoki tegishli emasligini
anglatuvchi xossasi berilgan bo‘lsa, to‘plam berilgan hisoblanadi. Bun-
day xossaga to‘plamning tavsifiy xossasi deyiladi. Masalan, juft sonlar
to'plami to'g‘risida so‘z yurutganda bu to‘plamning tavsifiy xossasi
uning barcha elementlarini 1kkiga butun son marta bo'linishidir.

2-ta’rif. Bitta ham ¢lementga ega bo‘lmagan to*plam bo'sh to'plam
deb ataladi va @& bilan belgilanadi.

a element A to‘plamning elementi ekanligi aed yoki A>3a
ko‘rinishda belgilanadi va «g ¢lement A4 to‘plamning elementis,
«z clement A to‘plamga tegishlis, «g element A to‘plamda mavjuds yoki
«a element A to‘plamga kiradis deb atalad:.

a element A to‘plamning elementi emasligi a¢ A yoki A¥a belg bilan
ko'rsatiladi. Masalan, 4 ={a,b,s} to‘plam uchun ae 4, s€ A4 lekin ¢g¢ 4.
To‘plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz bo‘lishi

4
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mumkin. Birinchi holda chekii to'plamga, ikkinchi holda esa cheksiz to'plamga
ega bo'lamiz. Masalan, A={a}, B={a b}, C={a b, s}, to'plamlar chekli
bo‘lib, ular mos ravishda bitta, ikkita va uchta elementlardan tuzilgan.
Quyidagi 4={1,2,3,...n.}, B={2, 4. 6, ..., 2n, ...} to'plamlar cheksiz.

Agar A to'plamning a4 e¢lementi 8 to‘plamning & elementiga teng,
va'ni a=& desak, bundan bitta element ikkala to‘plamda har xii
harflar bilan belgilanganiigini tushunamiz.

3-ta’rif, 4 to‘plamning har bir elementi B to‘plamda ham mavjud
bo‘lsa, va aksincha, B to‘plamning har bir elementi A4 to‘plamda ham
mavjud bo'lsa, 4 va B to‘plamlarni teng (bir xil) deb atab buni A=8
yoki B=A ko'rinishda belgilaymiz. -

Ta’'rifdan ma’lumki ikki to‘plamning tengligi ularning aslida bitta
to*plam ekanligini bildiradi. Shunga o*xshash, bir gancha to‘plamlarning
tengligi hagida gapirish mumkin.

4-ta’rf. B to‘plamning har bir elementi 4 to‘plamda ham mavjud
bo‘lsa B ni A to'plamning to‘plam osti yoki qismi yoki qism to'plami
deymiz, buni quyidagicha belgilaymiz:

Bc A yoki A B

Izohk. Bu ta’rifdan ko'rinadiki, B to‘plamning hamma elementlari A
da mavjud bo‘lgan holda, 4 da B ga kirmagan boshga elementlar
bo‘lmasa, A=8 yoki B=A tenglikka kelamiz.

Shuning bilan birga 4-ta’rifdan bo'sh to‘plam va har bir to‘plam
o‘zining to‘plam osti (qism — to‘plami) ckanligi ko‘rinadi.

Masalan, A={g b s d e f g} to'plam uchun B={a} C={b d g}.
D={/ g}to'plamlaming har qaysisi to‘plam osti (qism to‘plam)dir.

Agar A to‘plamning har bir elementiga B to‘plamning vagona bir
elementi mos kelsa, A va A to'plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘ratiladi deyiladi. Agar A va B to'plamlar orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnatilgan bo‘lsa ular ekvivalent deyiladi va A~ B
ko‘rinishda belgitanadi.

Masalan, natural sonlar to‘plami A, barcha juft sonlar to‘plami M
bilan ekvivalent.

Haqigatan ham natural sonlar to‘plami N bilan barcha juft sonlar
to‘plami M orasida o‘zaro bir qiymatli moslikni o'matish oson, har bir
natural son ne N ga m=2ne M juft soni mos keladi va aksincha.

Ikkita chekli to‘plam orasida ekvivalentlikni o‘matishni ikkita yoli bor:

1} To'plamlar elementlari orasida bevosita o‘zaro bir qiymtatli moslik
o‘ratish orgali;

2) To‘plamlar elementlarini sanash va ulami har biridagi elementlar
sonini tagqoslash yo'li bilan.

Masalan, agar A={l, 2, 3} va B ={stol, stul, parta} bo‘lsa, u holda
bu to'plamlar chekli ekvivalent bo‘lib, har bir to‘plam uchta elementga
ega. Agar n elementdan tashkil topgan chekli to‘plamni elementlarini
biror tarzda 1, 2, 3, 4,..., » natural sonlar bilan nomerlash mumkin
bo'lsa, u tartiblangan deyiladi.
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Masalan, gumhdagi talabalar to‘plami tartiblangan, chunki ulamni
otasining ismlarini guruh jurmalida natural sonlar yordamida tartiblash
mumkin.

S5-ta’rif. B to‘plamning barcha elementlani A to‘plamda mavjud
bo‘lib, shu bilan birga A da B ga tegishli bo‘lmagan elementlar ham
mavjud bo‘lsa B to'plam A4 to‘plamning xos qism to‘plami deyiladi.

6-ta’rif. A to'plamning o‘zi va @ to‘plamga shu A to‘plamning xos
bo'lmagan gism to‘plami deyiladi.

7-ta’rif. Har ganday to‘plamning xos gism to‘plami Jd€b qaralma-
gan to‘plamga universal to‘plam deyiladi va ¥ bilan belgilanadi.

{/ universal to‘plamning barcha qism to‘plamlari orasida ikkita xosmas
gism to‘plam mavjud bo‘lib, ulardan biri ¥ ning o°zi, ikkinchisi esa
bo‘sh to‘plam, qolganiari esa xos qism to‘plamlar bo*ladi.

O¢z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. To‘plam deganda nimani tushunasiz?
2. To‘plam osti nima? Haqigiy sonlar to‘plami gism to‘plamlarini ko‘rsating.

2-§. To‘plamlar ustida amallar va ularning xossalari

Ta'rif. a,b,s,d, f elementlar A va B to‘plamlaming har birida
mavjud bo‘lsa, ular bu to‘plamlarning umumiy eclementlari deyiladi.

Masalan, A={a, b, 5, d f}, B={a b d} to‘plamlar uchun a,b,d
— umumiy clementlar.

1) To‘plamlar kesishmasi (ko’payimasi). A va B to'plamlarning
umumiy clementlaridangina tuzilgan C to‘plam A va 8 to‘plamlarning
kesishmasi (ko'paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

C=A*B yoki C=A(\B bu yerda [1 — belgi to‘plamlarning
kesishmasini bildiradi.

Bitta ham umumiy e¢lementga ega bo‘lmagan to‘plamlarning kesish-
masi & bo‘sh to'plamga teng.

Masalan, 1). A={a b s5.d ¢} va B={a s d e b to'plamlar
uchun: 4{1B={a, b, s d e} ga teng.

2)A=£1,2,3,456} B={4,6,58} va C={4,06,81011} to'p-
lamlaming kesishmasi ushbuga teng: A BC={4, 6}

3) A={2.5,6} va B={7,8,9} to'plamlarning kesishmasi ushbuga
teng: ANNB=09

4) A={x|xeN,1sx<|5}, B={x|{xeN, 6<x<19}

ANB={x|xe N, 6<x<l5}
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[-chizma.

To'plamlarning kesishmasi geometrik nuqtayi nazardan figuraning
kesishmasiga mos keladi.

1-a chizmada shtrixlangan gism A va B to‘plamlar kesishmasini
1-b chizmada CB kesma A8 va CD kesmalar kesishmasini ifodalaydi.

i-d chizmada [EF] va [KL] kesmalar kesishmaydi, demak kesish-
ma bo‘sh to'plam.

Xususiy holda: ANANA.=4 AND=D

Yugoridagi xulosalar to'plamlar soni ikkitadan ortiq bo‘igan hol
uchun ham to'g'r.

2) To‘plamlar birlashmasi {yigindisi). Berilgan 4 va B to‘plamlaming
birlashmasi (vig‘indisi) deb, shu 4 va B to'plamlaming har biridagi
hamma elementlardangina tuziigan C to‘plamga aytamiz. Yig‘indi
C=A+B yoki C=AUB ko‘rinishda belgilanadi.

To'plamlarda har bir element bir martagina olinishi lozim bo‘lgani
uchun, to‘plamlardan har ikkalasining umumiy elementlari C yigind-
ida bir martagina olinadi.

Misotlar:

) A={a. b. 5 d} B={q b, 5 d ¢ f} to'plamlarning birlashmasi
ushbuga teng:

AUB={a,b,s,d,e, [}
2) A={3,4,5,6} va B={5,6,8,9,10} to‘plamlar uchun

AUB={3,4,5, 6,,89, 10} ga teng.

To'plamlaming birlashmasi geometrik nuqgtayi nazardan figuralar-
ning barcha nuqtalaridan tashkil topgan to‘plamni bildiradi.

T

2-chizma.
7
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2-a, b chizmalarda shtrixlangan yuza A va B to‘plamlarning bir-
lashmasini bildiradi.

Xususiy holda: AUAUJAU..=4 AU X=4

Agar Bc 4 bo'lsa, AlUB=4 dir.

To‘plamlar soni ikkitadan ortiq bo‘lganda ham bidashma uchun
chiqarilgan xulosalar to‘g‘ri bo‘ladi.

3) To‘plamlar ayirmasi. Berilgan 4 va B8 to‘plamlarning ayirmasi
deb shunday C to'plamga aytiladiki, u 4 ning B da bo‘lragan barcha

elementlaridan tuziladi va quyidagicha belgilanadi: v
C=A-B yoki C=A4\B
Misollar:

). A={1,2.5,6} va B={3,4,5,6,7,8) uchun R=A4\B={), 2);
2)., A={4,2,3,4,5} va B={7,8,9} uchun

/* R=A\B={1,2,3,4,5;
// 3). A={1.2,3} va B={1,2 3} uchun R=A\B=0.
To'plamlarning ayirmasi geometrik nugtayi
//f nazardan chizmada ko‘rsatilgan, shtrixlangan yu-
‘ zani bildiradi (3-chizma)
Xususity holda: 4\ 4=@;
AVG=A

4) To‘plamga to‘idiruvchi: A4 to‘plam va uning B qismi berilgan
bo‘lsin, ya’ni BC A4, A dagi B ga kirmay golgan hamma element-
lardangina tuzilgan gism, B ning to‘ldiruvchisi deb atatadi va B
ko‘rinishda belgilanadi.

Bunda B qism to‘plam B ni A gacha to‘ldiradi,
ya'ni B va B ning birlashmasi xuddi 4 ga teng bo“ladi.

Masalan, A={1,23,4,56,78 9 va
B={2,568} bo'lsa, B={3 4,79} bo'ladi.

Agar A to'plam biror boshqa to‘plamning qismi
deb qaralmasa, u helda A to‘plamning to‘ldiruvchisi @
: bo‘sh to’plam bo‘lib, & ning to‘ldiruvchisi esa 4 boladi,

3-chizma ya'ni: A=0 va @=A

Agar A Bbo'lsa, u holda A1 B ayirma, B to‘plamni A to‘plamga
to‘ldiruvchisi deyiladi. Bu 4-chizmada ifodalangan.

Ushbu tengliklarga egamiz: BMNB=0
AUAd=4
B\B=B
B-B=3
Eslatma. A va B to‘plamlaming aqalli bittasida ikkinchisiga kirmay-

digan elementlar mavjud bo‘lsa, 4 va B ni tengsiz to*plamiar deymiz.
Uni quyidagicha belgilaymiz: 4= B

3-chizma

8
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5) To'plamlar to‘g‘ri ko‘paytnasi.

A va B to'plamlaming to'g’ri ko‘paytmasi deb shunday to‘plamga ayti-
ladi-ki, u to‘plam ¢lementlari tartiblangan (x, ) juftlardan iborat bo‘lib, bu
juftning birinchist 4 to‘plamdan, ikkinchisi esa B to‘plamdan olinadi.

To'g’ni ko‘paytma Ax B Ko‘rinishda belgitanadi.

Misol:

A={4,5T}va B={-1,2,4,5)
to'plamlar berilgan bo‘lsin. U holda 4 va B to‘plamlaming to‘g'ri
ko‘paytmasi quyidagicha bo‘ladi:
Ax B ={(4,-1},(4. 2),(4. 4).(4, 3).(5,— 1),(5,2).(5.4),(5.5).(7.- D.(7.2),(7,4), (7.5)}

Agar biz to’g‘ri ko‘paytma elementi ¢x, y) dagi x ni biror nuqtani
abssissasi, ) ni es2 ordinatasi desak, u holda bu to'g‘ri ko'paytma
tekislikdagi nuqtalar to‘plamini ifodalaydi.

Boshqacha aytganda hagigiy sonlar to‘plami R ni R ga to‘g'ri
ko‘paytmasi Rx R ni tasvirlaydi.

6) To‘plamlar ustida amallar xossalari,

To'plamlar ustidagi amallar quyidagi xossalarga ega:

To‘plamiar kesishmasi uchun

1) ANB=BNA (kommutativiik xossasi)

2) (ANB)NC=AN(BNC) (assotsiativiik xossasi)

To*plamlar birlashmasi uchun:

1) AUB=8BUA (kommutativlik xossasi)

2) {AUB)UC = 4U(BUC) (assotsiativlik xossasi)

Ixtiyoriy A, B,C to‘plamlar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

1) AN(BUC)=(4NB)U{ANC) (kesishmaning birlashmaga nis-
batan distributiviigi)

2) AU(BNC)=(4UB)N{4UC) (birlashmaning kesishmaga nis-
batan distributivligi)

3) AA(BNC)={4\B)U(A\C

4) A‘&gBUC} 5,4\3}0&\0;

Bu xossalarni (munosabatiari) to‘g‘riligi Venn diagrammasini chi-
zish orqali ko‘zga tashlanadi.

——

O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar.

|. To'plamlar birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi ta’riflarini aytib bering.
2. To'plamga to‘ldiruvchi deganda nimani tushunasiz?

3. To'plamlar ustida amallar qanday xossalarga ega?

4. Sonli to'plam nima?
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3-§. Mulohazalar va ular ustida mantiqiy amallar
3.1. Mulohaza.

Maktabda o‘rganiladigan matematikada o‘quvchilarda taqqgoslash,
obyektlarni klassifikatsiyalash, faktlarni analiz qilish, ayrim sodda fikr-
larni isbotlash, tenglama, tengsizlikiami yechish kabilar hagidagi jum-
lalar bilan ish ko‘rladi.

1-ta’rif. Chin yoki yolg'onligi hagida fikr yuritish memkin bo‘lgan
darak gaplarga mulohaza (jumia) deyiladi. Mulohazalar matematik mantiq
fanining boshlang‘ich tushunchasi hisoblanib, quyidagicha quriladi;

1) Obyektlar to‘plami beriladi;

2) Obyektlarmning ba'zi bir xossalari va ular orasidagi munosabatlar
bayon qilinadi;

Mulohazalar nazariyvasining boshlang'ich obyektlan sodda mulohaza-
lardan tashkil topadi va ular alifboning kichik harflari a,b,s,...Jar bilan
belgilanadi. Har bir sodda mulohaza chin yoki yolg‘on bo'lishi mum-
kin. Chin mulohaza qiymati 1, yolg‘on mulohaza giymati 0 bilan
belgilanadi. Chin muilohaza (ch), yolg‘on mulohaza {yo) harfi bilan
belgilanadi.

a— «4 > 3» — chin mulohaza;

b—«7+5=12»— chin mulohaza;

5 —«5— juft son» — yolg'on mulohaza;

d —«7 - tog son» — chin mulohaza.

Matematikada har bir teorema mulohaza hisoblanadi. Teoremani
isbotlash uchun oldin rostligi isbotlangan teoremalar, aksiomalar va
boshlang‘ich tushunchalardan foydalaniladi. Bizga ma’lumki sodda
mulohazalardan bog‘lovchi so'zlar yordamida murakkab muiohazalar
hosil qilinadi. Bular “emas”, “va”, “yoki”, “..kelib chiqadi”, “agar
bolsa, .... u holda”, “zarur va yetarli” kabi bog‘lovchi so‘zlar bo'lib,
bularni har bittasi bitta mantiqiy amalga mos Kkeladi.

Endi mulohazalar ustida bajariladigan amallarni garaymiz:

1) Mulohaza inkori g — biror mulchaza bo‘lsa, u mulohazani yolg‘on
deb boshga mulohazaga ega bo‘lamiz. Bu mulohazaga ¢ — mulohazani

inkori deyiladi va u g bilan belgilanadi. Chin mulohazani inkori
yolg'on, yolg‘on mulohazani inkori chin bo‘ladi.

Masalan. "3°=6"-§ yolg'on mulohaza, "“3°=6"-b esa chin
mulohaza. Bulardan tubandagi jadvalni tuzamiz:

a a a
¢h YO ch

yo | ¢h YO
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www.ziyouz.com kutubxonasi



2) Mulohazalar kon’yunksiyasi.

Aytaylik ¢ va p clementar mulohazalar bo'lsin. ¢ va p mulo-
hazalami “va” bog'lovchi yordamida biriktinid, yangi mulohaza hosil
gilamiz va unga a va p» muiohazalarning kon'yunksiyasi deyiladi. U
anb ko‘rinishda belgilanib, “g va p” deb o'qiladi. & va p konyun-
ksivasi @ va b larning ikkalasi chin bo‘lganda — chin, bittasi yoki
ikkalasi yolg‘on bo‘lganda — yolg'on deb belgilanadi.

a & anb
¢h ch ch
ch YO YO
yo ch yo
yo o Yo

a7 -4 =3» va «4— juft son» kon'yunksiyasi chin, «3<8». «8<ll»
mulohazalar «3 < 8», «8 <11» kon’yunksiyalar chin, ularni birlashtirib,
3 <8<Il» deb yozish mumkin. Demak, go‘sh tengsizlik ham muloha-
zalar kon'yunksiyasint ifodalar ekan. Mulohazalar kon’yunksiyasi
anb=baa komutativiik (@adiac=ana(bac) assotsiativlik xossala-

riga cga. _ . .
a mulohazani inkori & bilan kon'yunksiyasini garaylik.
a a and
ch Yo yo
yo ch yo

Bunda aaa — aynan yolg'on deyiladi. aaa=yo deb yoziladi.

3) Mulohazalar diz’yunksiyasi.

Ikkita mulohazani yoki bog‘lovchisi bilan birlashtirib yangi mulo-
haza hosil gilamiz. Bu mulohazaga mulohazalar diz'yunksiyasi deyiladi
va avb ko‘rinishda belgilanib « g yoki p» deb o'qiladi. Mulohazalar
diz’yunksiyasi uni hosil giluvchi ikkala mulohaza yolg'on bo'lgan paytda
yolg‘on, qolgan hollaming barchasida chin. Uning jadvali quyidagicha:

a b avh
¢h ch ch
ch YO ch
Yo ch ch
Yo Yo yo

Ikkita elementar mulohazadan diz'yunksiya tuzamiz.

I-misel. «12>8», «12=8» mulohazalari berilgan «i2>8» yoki
«12=8» — bu mulohaza chin, chunki unga kiruvchi «l2=8» kabi
yoziladi. Bundan ko‘rinadiki, qat’iymas sonli tengsizlik, qat’iy tengsizlik
va tenglikning diz'yunktsiyasini tashkil gilar ekan.
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2-misol. 2<2,2=3 mulohazalarni ikkalasi ham yolg'on. Bu mulo-
hazalarmi diz’yunksiyasi ham yolg‘on. Ixtiyoriy a,b,s mulohazalar uchun
quyidagilar o'rinli:

avb=bva (kummutativlik xossasi)

(avdvs=av(bvs) (assotsiativlik xossasi)

QOdatda assotsiativlik xossasini yozishda qavslar tashlab yoziladi.

Chinlik jadvali yordamida quyidagilarga ishonch hosil gilish mumkin.
’
(avdias=(ans)v{bas)

(anb)vs=(avs)a(bvs)

Birinchisi diz’yunksiyaga nisbatan kon’yunksiyaning distiributivligi
deb ataladi. ¢ mulohazani uni inkori diz’yunksiyani tuzamiz.

a a ava
ch YO ch
yo ch ch

Bu holda ava aynan chin deyiladi va ava = ch deb yoziladi.
Shunday misolni garaylik: «x +3=0 tenglama hagiqiy ildizga egami
yoki ega emas, “bunda™ hagqiqiy ildizga ega” — mulohazani a bilan
beigilasak, “haqiqiy ildizga ega emas” — mulohazasi a bo‘ladi. Ikka-
lasini diz’yunksiyasi ixtivoriy ¢ da gv g =chk bo'ladi. Chinlik jadvali
yvordamida kon’yunksiya, diz'yunksiya va mulohaza inkori orasidagi
quyidagi munosabatlarni o‘rganish mumkin.

a) anb=avbh, bavb=anb
Bularga De Morgan formulailari deyiladi.

3.2. Mulohazalar implikatsiyasi.

Agar @ mulohaza o‘rinli bo‘lsa u holda § mulohaza o'rinli bo'lib,
mulohazalar implikatsiyasi deyiladi. a=> b ko‘rinishda belgilanadi. U
a = b implikatsivasiga kiruvchi @ mulohazaga implikatsiya sharti, &
mulohazaga esa implikatsiva natijasi deyiladi. a = bimplikatsiya fagat
a mulohaza chin, » mulohaza volg'on holatidagina yolg‘on bo'lib,
qolgan barcha hollarda chin qiymatga ega. Chinlik jadvali quyidagicha:

a b a=b
ch ch ch
ch yo yo
YO ¢h ch
Yo ¥o ch

Implikatsiya amalini mulohaza inkori

va diz'yunktsiva amali orgali

ifodalash mumkin (a=>#)=4av b . Buni chinlik jadvali yordamida is-
botlash mumkin.

12
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a b a a=b avh
ch ch YO ch ch
ch YO YO yo Yo
yo ch ch ch ch
yo YO ch ch ch

a = b implikatsiya berilgan bo‘lsa mulohazalar o‘mini almashtirib
b= g vangi implikatsiyaga ega bo‘lamiz. Bu yozilgan implikatsiyaga
teskari implikatsiva deyiladi. Masalan, “agar 138 sonini ragamlar yig‘indisi
3 ga karrali bo‘lsa, u holda 138 soni 3 ga karrali” implikatsiyaga teskan
implikatsiya: “agar 138 soni 3 ga karrali bo‘lsa, u holda uning ragam-
larini yig‘indisi 3 ga kamrali”. Bu chin implikatsiya, ammo hamma vaqt
ham teskari implikatsiya chin bo‘lavermaydi. Masalan, agar 5> 2 bo‘lsa
u holda 5 juft son yolg‘on teskarisi: agar S juft son bo'lsa u holda §>2
bo‘ladi, bu chin, chunki implikatsiya sharti yolg'on. a va & muloha-
zalarini ularni inkoriga almashtirsak g = » implikatsiyaga ega bo‘lamiz.
Bu implikatsiya g =} implikatsiyaga qarama-qarshi deyiladi,

Chinlik jadvali yordamida 4= b va b=z lar teng kuchli ekanini
ko‘rish mumkin. Masalan, “agar o'nli sanoq sistemasida 130 soninj
oxirgi ragami no! bilan tugasa, u holda 130 soni 5 ga bo‘linadi”. Unga
teng kuchli implikatsiya “agar 130 soni 5 ga bo‘linmasa, u holda uning
o‘nli sanoq sistemasida yozilishida oxirgi ragami nol bilan tugamaydi®.
Bu holda ikkalasi ham chin. =¢ va a = b implikatsivalarni ham
teng kuchli ekanini kuzatish mumkin.

3.3. Mgulohazalar ekvivalensiyasi.

Ikkita @ va b mulohazalarning ikkalasi ham chin yoki ikkalasi
ham yolg‘on bo‘lganda chin, qolgan hollarda volg‘on bo'ladigan yangi
mulohazaga mulchazalarining ekvivalensivasi deyiladi. Ekvivalensiya
a<> b ko‘rinishida belgilanadi. Chinlik jadvali tubandagicha:

a b acs b
¢h ch ¢h
YO ch YO
ch Yo Yo
YO YO ch

Masalan, “129 soni 3 ga bo‘linadi faqal uning raqamlari yigindisi
3 ga bo'linsa”, g mulohaza — “129 soni 3 ga bo'linadi”, 5 mulohaza
— “129 sonini ragamlar yigindisi 3 ga bo'linadi”.

Ikki mulochaza ham chin bo‘iganligi uchun ekvivalensiya ham chin,
ikkala mulohaza yolg‘on bo‘lsa, u holda ham ekvivalensiya chin bo'ladi.
Masalan, “127 soni 3 ga bo‘linadi, fagat 127 sonining ragamliar vig-
indisi 3 ga bo‘linsa” — bu holda ¢ va b lar ikkalasi ham vyolg'on.

13
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0O*z-0°zini tekshirish uchun savollar.

1. Mulochaza nima? Murakkab mulohazalar qanday hosil bo‘ladi?

2. Mulohaza inkori deganda nimani tushunasiz?

3. Mulchazalar kon’yunksiyasi va diz’yunksiyasi chinlik jadvallanini tuzing.

4. Mulchazalar implikatsiyasi va ekvivalensiyasini chinlik jadvailarini
tuzing.

4-§. Kvantorlar va predikatlar, ular wstida amallar
4

Matematikada bir yoki bir necha o‘zgaruvchini o‘z ichiga oluvchi
jumlalar ko‘p uchraydi. Masalan, x>7, x+ y=11. Bu jumlalar o‘zga-
ruvchining qiymatlariga qarab chin yoki yolg‘on bo‘lishi mumkin,
boshqacha aytganda mulohazaga aylanishi mumkin.

1-ta’rif. Tarkibida erkli o‘zgaruvchilar gqatnashib, bu o‘zgaruv-
chilaming gabul qilisht mumkin bo‘lgan giymatlarida mulohazaga ay-
lanadigan darak gapga predikat deyiladi va v A(x), B{x), R(x), (Xx}...
ko'rinishda belgilanadi.

Predikat tarkibiga kirgan o‘zgaruvchi gabul gilishi mumkin bo‘igan
barcha giymatlar to‘plami predikatning aniglanish sohasi deyiladi.

O‘zgaruvchi o‘rniga qo‘yganda, predikatni chin(rost) mulohazaga
aylantiruvchi giymatlari predikatning chinlik{rostlik) to‘plami deyiladi.

Predikatlar tarkibidagi o‘zgaruvchilar soniga garab bir, ikki va ha-
kozo o‘rinli predikatlar deyiladi.

R(x)— bir o'rinli predikat bo‘lib, xobyektning biror xossaga ega
bo‘lishini bildiradi.

Misol. R(x):«x - tog son” ko‘rinishidagi predikat berilgan bo‘lsin.
R(x) predikat bir o‘rinli bo‘lib, uning aniglanish sohasi natural sonlar
to‘piami N dan, giymatlar sohasi mulohazalar to‘plamidan iborat bo'lib,
har bir mulohazaning qiymati esa ikki elementli {0;1}to'plamdan ib-
orat. Bu predikat giymatlarining jadval ko‘rinishi quyidagicha:

X 1 2|1 3[4 [5yv6 ] 7[8]9 11011
Rix) | 1 0 I |1 0 110 1 |0 1 0 1

Jadvaldan ko‘rinadiki: 1) predikatlar mulohaza emas, lekin X ning
biror to‘plamga tegishli aniq giymatlarida, u mulohaza bo‘ladi.

2) A— biror obyektlar to*plami bo‘lsa, bu to‘plamdagi predikat-
xossa deganda biz shu A to‘plamda chin yoki yolg‘on giymatni gabul
giluvchi bir o‘zgaruvchili funksiyan: tushunamiz.

2-ta’rif. A to‘plamning R{x) predikatni chin mulohazaga aylantiru-
vchi B gism to'plamiga R(x) predikatning chinlik sohasi deyiladi.

3-ta’rif. Agar R(x) predikat A to‘plamning barcha elementlarida
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chin{yolg‘on) qiymatni gabul gilsa, R(x) predikat 4 to‘plamda aynan
chin (yolg‘on) deyiladi.

Misollar. 1) R(x): «x— musbat sons» — predikat N to‘plamda
aynan chin;

2) R(x). «x manfiy son» — predikat N to‘plamda aynan yolg'on;

3) E(x). «x toq sons — predikat N to‘plamda bajariluvchi predikat.

Bir, ikki, uch o‘rinli predikatlar mos ravishda unar, binar, temar
predikatlar deyiladi.

Istalgan tenglama voki tengsizlik predikat bo‘ladi.

Predikatni mulohazaga aylantirishning yana bir usuli kvantorlardan
foydalanishdir.

Quyidagi misolni qaraylik.

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, }7, 18, 19, 20 sonlar haqida quyida-
gilarni aytish mumkin:

a) berilgan barcha sonlar ikki xonali sonlardir.

b} berilgan sonlardan ba'zilani toq sonlardir.

Bu jumlalarga nisbatan ulaming chin yoki yolg*onligi to‘g‘risida fikr
yuritish mumkinligidan ular mulohaza bo‘ladi.

Agar biz ulardan “barcha”, “ba’zilari” so‘zlarini olib tashlasak,
jumlalamni chinmi yoki volg‘onmi savoliga javob berib bo‘imaydi. De-
mak, “barcha”, “ba’zi” so‘zlami qo‘shish bilan mulohaza hosil qilina-
di. Endi kvantorlarmi ko‘rib o‘tamiz.

4.1. Kvantoriar,

Ta'rif. “Barcha” va “ba’zi” so‘zlari kvantorlar deb aytiladi. “Kvan-
tor” so‘zi lotincha bo‘lib, *gancha” ma’nosini anglatadi, ya’ni kvantor
u yoki bu mulohazada gancha (barcha yoki ba’zi) obyekt haaida gap
borayotganini bildiradi. Umumiylik va mavjudlik kvantoriari bir-biridan
farg gilinadi.

“Ixtiyoriy”, “har qanday”, “har bir”, “barcha(thamma)” so‘zlari
imumiylik kvantoridir. Umumiylik kvantori “ v " belgisi bilan belgila-
adi. U belgi inglizcha “All” so‘zining bosh harfidan olingan bo‘lib,
izningcha “hamma” ma’nosini beradi.

“Mavjud”, “ba’zi (ayrim)”, “topiladi”, “kamida bitta” so‘zlari
navjudlik kvantoridir. Mavjudlik kvantornt “ 3™ belgisi bilan belgilanadi.
U belgi inglizcha “Exist” so‘zining bosh harfidan olingan bo‘lib, biz-
ningcha “mavjud”, “bor”, “topiladi” ma’nosini beradi.

Biror 4 to'plamning “barcha x e¢lementlari uchun” deganda mu-
‘ohaza qisgacha Vxe A, “ba’zi bir x ¢lementlar uchun” degan mu-
ohaza esa 3xe 4 orgali belgilanib, ular mos ravishda umumiytik va
navjudlik kvantorlari deb yuritiladi. Kvantorlar gatnashgan predikatlar
Juyidagicha yoziladi:
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(Vxe A)P(x)
(qisqacha: (Vxe A)P(x)) belgi “4 to'plamning barcha x elementian
uchun P(x) predikat chin,

(Ix € A)P(x)
(gisgacha: (Axe A)P(x)) belgi “ 4 to'plamning shunday x elementi
mavjudki, bu element uchun P(x) predikat chin” deb o‘giladi.

r
Masalan. P(x): “x soni 3 ga karrali” — xe N bo'lsin,
“Ixtiyoriy x soni 3 ga karrali” — yolg‘on mulohaza,
“3 ga karrali x sonlar mavjud” — chin mulohaza.
Mulohazalar ustida amallar bajarilganidek predikatlar ustida ham
amallar bajanladi.

4.2. Predikatlar ustida mantigiy amallar.

1. Predikatlar inkori.

Aytaylik x to‘plamda A(x)predikat berilgan bo'lsin. _A(x) chin
bo‘lganda, yolg‘on, yolg‘on bo‘lganda chin bo‘ladigan A(x) predikat
A(x) predikatning inkori deyiladi.

- A(x) predikatning chinlik
F R — to'plami T bo'lsa, A(x)ning chin-
v¥— lik to‘plami, 7', ya’ni 7 to‘plamni
[ T }-——— tofidiruvchisi bo‘ladi (5-chizma).
Masalan, A(x) “x soni 5 ga
~eef bo‘linadi”, 4(x)] “x soni 5 ga
bo‘linmaydi”.
5-chizma. 2. Predikatlar kon’yunksiyasi.
X to‘plamda A(x) va B(x)
X predikatlar berilgan bo‘lsin. Bu holda
A(x) A B(x) predikat A(x) va B(x)
predikatlar kon’yunksiyasi bo‘ladi.
A(x) A B(x) predikat A(x) va

B(x) predikatlar chin bo‘lganda chin
*T;qa bo‘ladi.
§-chizma. T, - A(x) predikatning chinlik

to‘plami, T, —B(x) predikatning chinlik to‘plami bo‘lsa, u holda

A(x)A B(x) predikatning chinlik to‘plami T, ,=T,N7, bo'ladi
(6-chizma).
16
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Masalan, X ={5;6;10;15;20;24} to‘plamda A(x): “x juft son”;
B(x): “x soni 5 ga karrali” predikatlari berilgan bo‘lsin.

U holda A4(x) va B(x) predikatlar kon’yunksiyasi predikati
A(x)AB{x) “x soni jut va 5 ga karrali”. A(x) predikatning chinlik
sohasi {6,10, 20,24},

B(x) predikatning chinlik sohasi {5;10;15;20} bo‘ladi.

A(x) A B(x) predikatning chinlik sohasi {10;20) bo‘ladi.

{10; 20} — to'plam esa A(x) va B(x) predikatlar chinlik sohalari
kesishmasidan iborat bo‘ladi.

3. Predikatlar diz’yunksiyasi.

X to‘plamda A4(x) va B{x) predikatlar berilgan bo‘lsin. A(x) v B(x)
predikat A(x) va B(x) predikatlar diz’yunksiyasi deyiladi.

A(x)v B(x) predikat A(x) va B(x) predikatlarning hech
bo‘lmaganda biri chin bo‘lganda, chin bo‘ladi. Shu sababli T, , =T, UT,.

Masalan, yuqoridagi misolda “x juft son yoki 5 ga karmali”.

A(x)A B(x) predikatning chinlik
sohasi {6;10:15;20; 24} to'plamdan ib- X
orat, boshqgacha aytganda,
{5,6,10,15,20,24} to'plam A(x) va —V—x
B(x) predikatlarning chinlik ET, =
to'plamlarining bidashmasidan iborat
(7-chizma).

4. Predikatlar implikatsiyasi. —_—

7-chizma.

A to'plamda A(x) va B(x)
predikatlar berilgan bo'lsin. A{x)= B(x) predikatga berilgan predikat-
laming implikatsiyasi deyiladi.

Boshgacha aytganda “agar A(x) bo‘lsa, B(x) bo‘ladi” predikatiga
aytiladi.

Masalan, A(x): “x natural soni 4 ga bo‘linadi”, B(x): “ x natural
soni 3 ga bo‘linadi” predikatlari berijgan. Bu predikatlardan A(x)= B(x)
predikatini tuzamiz.

A(x)= B(x): “x natural soni 4 ga bo‘linsa, u holda v 3 ga ham
bo‘linadi”. Bu predikat x sonning ba’zi giymatlarida chin, golgan
giymatlarida yolg‘on.

A(x)= B(x) predikatning chinlik to‘plami, B(x)} predikatning
chinlik to‘plami T, bilan A(x) pr:d:katmng chmhk to‘plami, T, ning
{n‘ldlruvchm blrlashmamdan 1borat

: : In, «x #4838 bo‘linadis, predikatidan «x -2
ga bty R Hdi chigady.

|
i JHEIES

.
TN, 1w = 1_.'"'-"_‘*-*!—'—;—\; o —
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g-chizma. 9-chizma.

Bu hol T,c T, bo'lganda o‘rinli (9-chizma).

Bu holda A(x)= B(x) predikatga mantigiy kelib chigishlik deyiladi.

Bunda B{x) predikatga A(x) predikat uchun zaruriy shart, A(x)
esa B(x) predikati uchun yetarlik shart deyiladi.

Agar A(x) va B(x) predikatlarni chinlik to‘plamlari 7, =T, bo'isa,
u holda A(x)=> B(x) predikati tengkuchlilik {ekvivalentlik} munosabati
devyiladi.

Masalan, A(x): “x— natural son”, B(x): “x — butun son”

A{x)= B(x): “x— natural son bo‘lsa, u butun son”.

A(x)= B(x) predikati ekvivalentlik munosabati bo'lsa, u holda A(x)
va B(x)larning har biri ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart deyiladi.

Predikatlar tarkibiga kirgan o‘zgaruvchilar soniga qarab bir o'rinli,
ikki o‘rinli va hokazo bo'ladi.

IKki, uch, ... , n o‘rinli predikatlar orgali ham kvantorli mulohazalar
hosil gilish mumkin. Masalan, (Vx,Vy)}P(x; y) mulohaza biror to'plamning
“barcha x va barcha ¥ elementla uchun P(x;y) chin” deb o‘qiladi.

O‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Predikat nima?

2. Predikat aniglanish sohasini ta’'riflang.

3. Umumiy va mavjudlik kvantorlari deb nimaga aytiladi?

4. Predikat inkoni deganda nimani tustunasiz?

5. Predikatlar kon'yunksiyasi va diz’yunksiyasi chinlik jadvallarini tuzing.
6. Predikatlar orasida kelib chiqishlik va tengkuchlilik munosabatlani uchun
u

“zarur” va “etarli” so‘zlarini ochib bering.

5-§. Munosabatlar va moslik

5.1. Binar munosabatlar va ularning xossalari.
Munosabat tushunchasi.

Biz to‘plamlami o‘rganganda ularni taqqoslab, ular kesishadi yoki
teng, yoki biri ikkinchisining qismi deb to‘plamlar orasidagi munosa-
batni garadik. Natural sonlar to‘plamini qaraganda sonlar orasidagi turli

18

www.ziyouz.com kutubxonasi



— tuman bog‘lanishlarni ko‘ramiz. Masalan, 7 soni 6 sonidan Katta, 12
soni 9 sonidan 3ta ko‘p, 3 soni 2 sonidan keyin keladi va hokazo.

Xuddi shunga o‘xshash, geometriyada figuralarning tengligi va
o'xshashligi, to‘g'ri chiziglarning paralielligi va perpendikulariigi kabi
munosabatlar garaladi.

Bulandan ko‘rinadi-ki, matematikada asosan, ikki ob*“ekt orasidagi
munosabat qgaraladi, bunga binar munosabatlar deyiladi. Yugerida ko'rib
o‘tilgan munosabatlar orasida umumiylik bormi, yo‘gmi degan masalani
garasak, u yoki bu munosabatlami garashda biz berlgan to*plamlar son-
laridan tashkil topgan tartiblangan juftliklar bilan amailar bajarishni ko‘ramiz.

Masalan, X ={4,5,6) to‘plamda 1 ta ko‘p munosabatini qarasak,
“5 soni 4 sonidan 1 ta ko‘p”, “6 soni 5 sonidan 1 ta ko‘'p”. Shu
to'plamda katta munosabatni qarasak “5>4”, “6>4”, “6>5". Shunga
o‘xshash kichik munosabatini garasak “4 soni 5 sonidan 1 ta kam”, “5
soni 6 sonidan 1 ta kam”.

Keltirilgan misoldagi “! ta ko‘p” munosabat uchun {(5:4), (6;5)}
to‘plam, “katta”™ munosabati uchun {(5;4), (6;4), (6;5)} to‘plam, “kichik”
munosabati uchun {(4;5), (5;6)} to‘plamlarga ega bo‘lamiz. Bu to*plamlar
ecsa elementlan X ={4,5,6} to‘plam elementlaridan hosil gilingan sonlar
juftliklari to‘plami bilan aniqlanadi. Boshqacha aytganda, bu to‘plamlar
X ={4,5,6) to‘plam Dekart ko‘paytmasining elementlaridan tashkil
topgan qism to‘plamlardir, ya'ni

X x X = {{4;4), (4;5). (4;6). (5:4), (5;5), (5:6), (6;4), (6:5), (6:6)}.

Bundan ko‘rinadiki, ko‘rib o‘tilgan munosabtlar Y x Yy Dekart
ko‘paytmaning gism to‘plami bilan aniglanar ekan.

1-ta’rif. X x X to‘plamning istalgan™ G gism to'plami binar munosa-
bat deyiladi. Binar munosabatlar alfavitning bosh harflari
P.O RS,..., bilan belgilanadi.

Matematikada binar munosabatlar
a=ba<ba>ba»b allbalbd kabi@—v G
belgilar orqali berilgan.
Munosabatlarni grafiklar yordamida
ko‘rgazmali tasvirlash mumKin. Masalan,
X ={3,6,9,18} to'plam elementlari uchun
“karrali” munosabatini ko‘ramiz va uning @ @

grafigini chizamiz (10-chizma). 18 soni 3 10-chizma.
ga karrali, 18 soni 6 ga karrali, 18 soni 9
ga karrali va hokazo. Y to'plamdagi ixtiyony son o‘z-o‘ziga kamrali
bo‘lgani uchun oxiri ustma-ust tushadigan strelkalar mavjud. Bunday
strelkalar sirtmoqlar deyiladi.

To'plamlarni berilish usullari kabi munosabatlar ham berilish us-

ullariga ega.
1) X to‘plamda berilgan R munosabat X to‘plamdan olingan va shu
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munosabat bilan bog‘langan barcha elementlar juftliklarini sanab
ko‘rsatish bilan beriladi.

2) X to‘plamda bo‘lgan barcha elementlar juftliklarining tawsifiy
xossasini ko‘rsatish bilan beriladi.

3.2. Munosabatlarning xossalari.

Munosabatlaming xossalarini ajratib ko‘rsatish uchun matematikada
yugorida aytib o'tilgan munosabatlarni kesmalar to'plamitia grafiklar
yordamida tasvirlaymiz. a, 5, ¢, d, ¢ kesmalar berilgan bo‘lsin (11-a, b,
d, e chizmalar).

Grafiklardan ko'rinadiki parallellik va tenglik munosabatlari reflek-
Siv xossaga ega ekan.

I-ta’rif. Agar X to‘plamning ixtivoriy elementi hagida u o‘z-o'zi
bilan R munosabatda deyish mumkin bo‘isa (va’'ni xRx bajarilsa)
to‘plamdagi R munosabat refleksiv deyiladi.

Agar munosabat refieksiv bo‘lsa, grafikning har bir uchida sirtmoq
bo‘ladi.

L4 |
L L
L. 1 16 1 —
¢ 1d
]
e - [ ™ .
a} parallclik &) perpendikularlik
munosabatining munosabatining

grafigi grafigi

d) tenglik £) SUZUNOYe

munosabatining munasabatining

grafigi prafigi
11-chizma.
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2-ta’rif. Agar X to‘plamning birorta ham elementi uchun xRx
bajarilmasa, R munosabat X to‘plamda antirefleksiv deyiladi. “>”, “<”
(uzun, gisqa), “ | ” munosabatlari antirefleksivdir.

Kesmalaming parallellik, perpendikularlik va tenglik munosabatiari
grafiklariga e’tibor bersak, ulaming o‘ziga xos Xususiyati, agar element-
lar juftini tutashtirovchi bitta strelka bor bo‘lsa u holda albatta shu
elementlarni tutashtiruvchi qarama-qarshi yo‘nalgan boshqa streika ham
bo‘ladi.

Bundan esa paraliellik, perpendikularlik va tenglik munosabatlari
simmetriklik xossasiga ega ekanligi ko‘rinadi.

3-ta’rif. Agar X to‘plamda R munosabat uchun xRy va yRx shartlar
bir vagtda bajarilsa, R munosabatga simmetrik munosabat deyiladi.

Simmetriklik xususiyatiga ega bo‘lmagan munosabatlar ham mavijud.
Masalan, grafiklardagi uzunroq munosabatini qaraylik. Bu grafikni o‘ziga
X0s xususiyati strelkani ikkita uchi tutashtirilsa u yagona bo‘ladi. Bun-
dan “Uzunroq” munosabati antisimmetrik Xossaga ega ekanligi ko‘rinadi.

4-ta’rif. Agar X to‘plamning turli x va ¥ elementlari uchun XRy
shartdan yRx kelib chigmasa, X to‘'plamdagi R munosabatga anti-
simmetrik munosabat deyiladi.

Parallellik, tenglik va uzunroq munosabatlari grafiklariga e“tibor
bersak, strelka birinchi elementdan ikkinchi elementga, ikkinchi element-
dan uchinchi elementga borsa, albatta birinchi elementdan uchinchi
elementga ham boradi. Bu tranzitivlik xossasini ifodalaydi.

3-ta’rif. Agar X to‘plamda R munosabat uchun XRy va yRzdan
xRz Kelib chiqgsa, u holda X to‘plamda R munosabatga tranzitiv muno-
sabat deyiladi.

Kesmalaming parallelligi va tengligi munosabatiari refleksivlik, sim-
metriklik va tranzitiviik xossalarga ega. Perpendikularlik munosabati
simmetriklik xossasiga, “vzunroq” munosabati antisimmetrik va tranzi-
tivlik xossasiga ega.

6-ta’ril. Agar X va Y to‘plam elementlari orasidagi R munosabatda
X to‘plamning har bir elementiga ¥ to‘plamning bittadan ortig bo‘lmagan
elementi mos kelsa u holda R funksional munosabat yoki funksiya
deyiladi.

7-ta’rif. Agar R munosabat funksional bo‘lsa, u holda uning ani-
qlanish sohasi funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi, giymatlar sohasi
funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi.

8-ta’rif. Agar X va Y to‘plamiar elementlari orasidagi R munosa-
batda X ning har bir elementiga Y ning faqat bitta elementi mos kelsa,
u holda R munosabat X ni ¥ ga syuryektiv akslantirish deyiladi.

9-ta’rif. Agar akslantirishning qiymatlar sohasi ¥ to‘plam bilan teng
bo‘lsa, akslantirish inyektiv deyiladi.
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Ekvivalentlik munosabati

Ta'’rif. Agar X to'plamda berilgan K munosabat refleksiv, simmetrik
va tranzitiv bo‘lsa, u holda u ekvivalentlik munosabati deyiladi.

111 2 2 3

Misol. ;: E; ;: 10 E; E} Kasrlar to‘plamida tenglik munosabati
berilgan (12-chizma).

oo
.‘.IQ
ONNG

[2-chizma.

Bu munosabat:

1) refleksiv, chunki ixtivoriy kasr o‘z-o‘ziga teng;

2) simmetrik, chunki x kasming y kasrga tengligidan y kasmi x
kasrga tengligi ham kelib chiqadi;

3) tranzitiv, chunki x kasming y kasrga va ¥ kasming z kasrga
tengligidan x kasrning z kasrga tengligi kelib chigadi.

4) Agar X to‘plamda ckvivalentlik munosabati berilgan bo‘lsa, u
holda bu munosabat X to‘plamni juft-jufti bilan kesishmaydigan qism
to‘plamlanga ajratadi. Yuqoridagi misolimizda qism to‘plamlar

Eaa i

Bu qism to‘plamiar juft-jufti bilan kesishmaydi va qism
to‘plamlarining birlashmasi birlamchi misolda berilgan to‘plam bilan
ustma-ust tushadi.

Tartib munosabati.

“Tartib” so‘zi kundalik hayotimizda doimo uchraydi. Masalan, jis-
moniy tarbiya darslarida talabalaming bo‘y-bo‘yiga garab joylashish
tartibi, o‘zbek alfavitida harflaming kelish tartibi va hokazo.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi R munosabat tranzitiv va antisimmetrik
bo‘lsa, u holda bu munosabatga tartib munosabati deyiladi. X to‘plam
esa tartib munosabati bilan tartiblangan deb ataladi.
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Masalan, X ={3,6,9,18) to‘plamni “kichik” munosabati yordamida
tartiblashtirish murmnkin. Boshlang'ich ta’limning birinchi sinfida o*quvchilar
“katta” va “kichik” munosabatlari bilan keyinchalik esa kesmalar uchun
“uzun” va “qgisqa” munosabatlari bilan tanishadilar. Bu munosabatlar
yordamida sonlar va kesmalar to‘plamida tartib o‘matiladi.

5.3. Ikki to‘plam elementlari orasidagi moslik.

Ikki to‘plam eclementlari orasidagi moslikni ko‘rishdan oldin, ikki
to‘plam Dekart ko‘paytmasi va uning gism to‘plamlarining misollar
yordamida eslaylik. Aytaylik bizga X ={a,b,¢c} va Y ={m,n} to‘plamlari
berilgan bo‘lsin. U holda

X xY = {{a,m).(an),® n),d mlcm.cn) g cga bolamiz.

Bu Dekart ko‘paytma 64 ta gism to‘plamga ega.

1-ta’rif. X xY Dekart ko‘paytmaning istalgan G, gism to‘plami
y va y to‘plamlar orasidagi binar moslik deyiladi. Binar so‘zi lotin-
cha bis so‘zidan olingan bo'lib, ikki to‘plam elementlari orasida so‘z
borishini bildiradi.

Moslik lotin alifbosining f,d.#,s.... kabi harflari bilan belgilanadi.

Bizga ma’lum bo‘lgan funksiyalarning hammasi moslik tushunchasiga
misol bo'la oladi.

X to‘plam moslikning birinchi to‘plami deyiladi. X to‘plamning
moslikda ishtirok etuvchi elementlari to‘plami moslikning aniqglanish
sohasi deyiladi.

Y to‘plam moslikning ikkinchi to‘plami deyiladi. y to‘plamning
moslikda qatnashgan elementlari to‘plami moslikning qiymatlar to‘plami
deyiladi.

G, c XxY to'plam moslikning grafigi deyiladi. G, grafik biror R
moslikdagi x:y juftliklar to‘plami, ya’ni xRy, bu yerda xe X, ye¥.

Ikki to‘plam orasidagi moslikni nugtalar va yo‘nalishli
kesmalar(strelkalar) yordamida tasvirlovchi_rasmiar moslikning grafigi
deyiladi.

Chekli to‘plamlar orasidagi moslik grafiklar yordamida ko‘rgazmali
tasvirlanadi.

Misollar: 1. X={3579} va
Y={4,6} to‘plamlar orasidagi “kat-
ta” mosligining grafigini yasaymiz.
Buning uchun berilgan to‘plamlar
elementlarini nuqtalar bilan belgi-
laymiz va X to‘plam elementlarini
tasvirlovchi nuqgtalardan Y to‘plam
elementlarini tasvirlovchi nuqtalarga
strelkalar o‘tkazamiz {13-chizma).

13-chizma.
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Natijada biz X va ¥ to*plamlar
clementlar orasidagi “katta” mosli-
giga ega bo'lamiz .

2. X = {a, b, ¢, d, e}

Y ={mnpg}

G = {(an).(b.p),(c,n), (c.q){d.p))
grafigini chizaylik (14-ghizma).

Bunda aniqlanish sohasi = {a,5,¢,d}.

14-chizma.

Qiymatlar to‘plami = {n, p, ¢} .
L X va Y sonli to‘plamlar
y elementlari orasidagi moslik koor-
dinata tekisligidagi grafik yordam-

ida tasvirtanadi.

br————-—- T— Buning uchun R moslikda
==~ — ro— bo‘igan barcha sonlar jufti koordi-
P13 nata tekisligida nuqtalar bilan tas-
s ; 3 > Vviflanadi. Buning natijasida hosil
bo‘lgan figura R moslikning grafigi
15-chizma. bo‘ladi. Yuqoridagi misolning grafi-

gini chizamiz (15-chizma).
vi Moslikni bunday tasviash ul-
: l 5 arni berilsqn moslikda cheksiz ko'p
6l L _ TC sonlar jufti bo‘lganda ko‘rgazmali

¢ ’ tasvirlash imkonini beradi,
g~ 24 8 Masalan, X =R va ¥={4:6)
| I to‘plamlar orasidagi “katta” mos-
o l 6 »> ligini qaraylik va grafigini yasaylik.
4 _ Moslikni [4B} va [CD} nurlar

16-chizma. ifodalaydi (16-chizma).

2-ta’rif. Agar f moslikning aniglanish sohasi birinchi to‘plam bilan
ustma-ust tushsa, f moslik hamma yerda aniglangan deyiladi.

3-ta’rif. Agar [ moslikning giymatiar to‘plami ikkinchi to‘plam
bilan ustma-ust tushsa, f moslik syuryektiv deyiladi.

4-ta’rif. Agar / moslikda birinchi to‘plamning har bir elementiga
ikkinchi to‘plamning bittadan ortig bo‘lmagan elementi mos kelsa, f
moslik funksional deyiladi

S-ta’rif. Agar f mosiikda ikkinchi to*plamning har bir elementiga
birinchi to‘plamning 1 tadan ortiq bo‘lmagan elementi mos go'vilgan
bo‘lsa, f moslik inyektiv deyiladi.
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6-ta'rif. Syuryektiv va inyektiv moslik bir so‘z bilan biektiv deyiladi.

7-ta'rif,. Hamma yerda aniqlangan funksional moslikka akslantirish
deyiladi.

8-ta’rif. X va Y to‘plamlar orasidagi f moslik bicktiv akslantirish
bo‘lsa, X va ¥ to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘matilgan
deyiladi.

Moslik turlariga misollar keltiramiz.

Misol. Aytaylik X — kiyim iladigan (veshalka) garderobdagi paltolar
to‘plami, Y esa shu garderobdagi ilgaklar toplami bo‘lsin.

Agar har bir palto ilgakga ilinib turgan bo‘lsa(polda yotmasdan) u
holda X to‘plam Y to‘plamga akslantirish bo'ladi.

Agar bu akslantirishda har bir ilgakga bittadan ortiq palto ilinmagan
bo‘lsa (bo‘sh ilgaklar ham bo‘lishi mumkin) bu akslantirish inyektiv
bo'ladi.

Agar hamma ilgaklar band bo‘lsa(bunda ayrim ilgaklarda bittadan
ortiq paltolar ilingan ham bo‘lishi mumkin) bu akslantirish syuryektiv
bo'ladi.

Agar har bir ilgakda bittadan palto ilingan bo‘lsa(o‘zaro bir giymat-
1i} bu akslantirish biektiv bo‘ladi. _

O-ta'rif. X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik
o‘matilgan bo‘lsa, bu to‘plamlar teng quyvatli deyiladi va qisqacha
X ~Y ko‘rinishda voziladi. Masalan, agar X{a,b,c,d,e } Y{x, Y.2,4, D }
bo‘lsa, v holda

X~Y bo‘ladi, chunki, X va Y to‘plamiar orasida o‘zaro bir giyrnatli
moslik o‘matish mumkin.

10-ta’rif. Barcha natural sonlar to‘plami N ga teng quvvatli to‘plamlar
sanoqli to'plam deyiladi.

Agar ikkita X va Y to‘plamlar orasidagi mosliklarning G, grafigi
X x¥ dekart ko‘paytmasi bilan ustma-ust tushsa, bu moslik to‘la moslik
deyiladi. Agar moslik grafigi G,, bo‘sh bo‘lsa G, =@) moslik bo’sh
moslik deyiladi.

Ixtivoriy ikkita X va Y to‘plamlar orasida bo‘sh va to'la mosliklar
mavjud bo'lishi mumkin,

X va Y dekart ko‘paytma to'plam ostilari ustida turli xil amallarni
bajarish mumkin.

Shuningdek, moslikka teskari moslik ham mavjud. xRy moslikka
teskari yR~'x ko'rinishda yoziladi.

O*z-ozini tekshirish uchun savoliar,
1. Munosabat xossalarini gmafiklarda tasvirlang.
2. Refleksiv, simmetrik, antisimmetriklik, tranzitiv munosabatlarni grafik-

lar yordamida tushuntiring.
3. Ekvivalentlik va tartib muncsabatlarini misollar yordamida tushuntiring.
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4. G, C X' xY nimani bildiradi?

5. Moslikning berilish usullarini aytib bering.

6. Moslik turlariga misollar keltiring va ular grafiklarining o'ziga xos xu-
susiyatlarini ko‘rsating.

7. Uchburchakning o‘rta chizig'i bilan asosi orasida o¢‘zaro bir giymatl;
moslik o‘rnatish mumkinmi?

8. Barcha toq sonlar to‘plami bilan barcha juft sonlar to‘plami orasida
o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkinmi?

9. Chekli to'plamlarning teng quvvatli bo'lish shartini ayting.

10. Cheksiz to*plamiar uchun bu shart qanday? ¢

11. Bo'sh va to‘la mosliklar ganday bo‘ladi?

6-§. Kombinatorika
6.1. Yig'indi va ko'paytma qoidalari.

Elementlarning turli kombinatsiyalari, ularning soni hagidagi masa-
lalarga kombinatorika masalalari deyiladi. Ko'pgina kombinatorika
masalalarini yechish ikkita qoidaga, ya'ni yig'indi va ko‘paytma qoi-
dasiga asoslangan .

1. Kombinatorikada to‘plamilar birlashmasi elementlari sonini hiso-
blash masalasi yig‘indi goidasiga asoslanib topiladi:

Agar XY= bo‘lsa,

m{(XUY)=n(X}+n(Y); (1

(1) formula bilan yechiladigan kombinatorika masalasi umumiy holda
quyidagicha ifodalanadi: Agar X to‘plam n ta elementga y to‘plam
m clementga ega bo‘lsa va X, ¥ to'plamlar kesishmasa, u holda
XUY to'plam n+m ta elementga ega bo‘ladi.

Masalan, savatda 7 ta olma va 12 ta o'rik bor bo‘lsa, ! ta mevani
7+12=19 usul bilan tanlash mumkin.

Agar y va y to'plamlar kesishmasi bo‘sh to‘plam bo‘lmasa, ya’'ni
XNY=J, v holda to‘plamlar birlashmasini elementlami sonini hiso-
blash qiyin bo‘ladi, chunki ikkala to‘plam umumiy elementlarga ega
bo‘ladi.

Masalan, {a;b,¢;d;¢;, f} va {e f;k; 1} to'plamlar birlashmasi
6+4=10 ta elementdan emas, balki 8 ta elementdan tashkil topgan,
ya'ni XUY={a; b;c;d;e f,k;1}. Buning sababi e, f elementlar;
ikkala to‘plamda ham bor. Demak, birlashmadagi elementlar sonini
topish uchun elementlar sonidan XY Kkesishma elementlar sonini
ayirish kerak. Boshqacha aytganda agar XY =@ bo'lsa

n(XUY)=n(X)+n(Y)-n(XNY); (2)
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(2) formula bilan yechiladigan masala: 60 talabadan 45 tasi matema-
tika nazoratini, 47 tasi chet tili nazoratini topshirdi. 3 talaba ikkala
fandan o‘ta olmadi. Nechta qarzdor talaba bor?

Yechish. 4 — matematika fanidan o‘ta olmagan.

B — chet tili fanidan o‘ta olmagan talabalar to‘plami bo'lsin.
n{A)=60-45=15 n(ANB)=3

n(B}=60-47=13 n{4 UBFI15+13-3=25.
Javob: 25 ta qarzdor talaba bor.
Uchta X.¥,Z to'plamiar uchun X ¥ N Z #0 bo'lsa,

WX UFUZ)=m(X)+ 1)+ M 2} = X N =l XN Z)-n(Y N Z)+ (X N ¥ N 2Y; (3)
formulaga ega bo‘lamiz.

2. Kombinatorikaning ikkinchi goidasi, chekli to‘plamlar berilganda
ularning e¢lementlaridan tuzilgan Dekart ko‘paytmasi elementlari sonini
topish imKkonini beradi va bu qoida ko'‘paytma qoidasi deyiladi.

n{A*BY=n(A)*n(B). (4)

Ko‘paytma qoidasiga oid kombinatorika masalasining umumiy
ko‘rinishi:

Agar X to‘plamni x elementini pusul, Y to‘plamni y elementini
m usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, (x,y) tartiblangan juftlikni mn
usul bilan tanlash mumkin™ (#ta to‘plam uchun 2> 2).

n{AA, . Ay=n(Ad) n(4,)-...n{4,). (3)

Masalan, A shahardan B shaharga 3 yo‘l bilan, B shahardan C
shaharga 2 yo‘l bilan borish mumkin bo‘lsa, A shahardan C shaharga
necha xil usul bilan borish mumkin?

Yo'lning 1-gismini 3 xil, 2-gismini 2 xil yol bilan o‘tish mumkin
bo‘lsa, umumiy yo‘lni 3*2=6 usul bilan o‘tish mumkin.

Umumlashgan ko‘paytma goidasi;

Agar x elementni m usul bilan, ¥ elementni x ni tanlab bo‘lgandan
so‘ng, » usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, fx,y) juftlikni mn usul
bilan tanlash mumkin.

Masalan, nechta turli raqamlar bilan vozilgan 2 xonali sonlar bor?

Yechish. 1-ragamni 9 usul bilan (1, 2, ..., 9), 2-ragamni ham 9 usul
bilan (noldan boshlab o‘nliklar ragamidan boshga ragamiar) taniash
mumkin. Demak, hammasi be'lib 9*9=81 ta shunday son bor ekan.

Q‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Yig'indi qoidasini to‘plamlar orasidagi munosabat bilan bog‘liq holda
tushuntiring.

2. Ko‘paytma quidasi bilan yechiladigan kombinatorik masalalardan na-
muna keltiring.
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3. 1 dan 9 gacha bo‘igan ragamlardan nechta S xonali son tuzish mumkir
Masala yechimi kombinatorikaning gaysi formulasi bilan ifodalanadi?

4. n(A* B)=n(B* A) ekanini isbotlang.
6.2, Kombinatorika elementlari.

. Agar chekli X to‘plam elementlari biror usul bilan nomeral
chiqilgan bo‘lsa, X to‘plam tartiblangan deyiladi.

M: X={x,x,..x, ) f

Bitta to'plamni turli usul bilan tartiblash mumkin.

Masalan, sinf o'quvchilarini yoshiga, bo‘yiga, og‘irligiga qarab yoki
alfavit bo‘yicha tartiblash mumkin.

m-elementli X to'plamni necha xil usul bilan tartiblash mumkin?

Tartiblash ~ bu elementlarni nomerash demakdir. 1-elementni m
usul bilan, 2-elementni m — | usul bilan tanlash mumkin va hokazo,
oxirgi elementni tanlash uchun fagat bitta usul qgoladi xolos.

Tartiblashlarning umumiy soni m.(m—1).(m-=2)..21=m/ ga teng.

Birinchi m ta natural son ko‘paytmasi matematikada “ m —faktori-
al” deyiladi va gisqgacha m! ko‘rinishda yoziladi. Masalan, 51 =
1-2-3-4.5=120.

Shunday qilib, m-elementli y to‘plamni turli tartiblashtirishlar
SOni m! ga teng ekan. Bu tartiblashtirishlar bir xil elementlardan tashkil
topib, ular bir-biridan tartiblashish o‘rmi bilan farg giladi, elementlar
esa qayta takrorlanmaydi. Shuning uchun ularni takrorlashsiz o‘rin
almashtirishlar deviladi va P, =m! deb belgilanadi, ( P, — fransuzcha
Permutation — so‘zidan olingan bo‘lib, o'rin almashtirish degan ma’noni
beradi).

Masalan, g,b,c uchta harfdan 37=¢ ta o‘rin almashtirish tuzish
mumkin

abe, ach, cab, cha, bac, bea.

Endi umumiyrog masalani qaraymiz.

m elementli X to'plamdan nechta tartiblangan & to‘plamlar tuzish
mumkin?

Bu masalaning oldingi masaladan farqi shundaki, tartiblash k element-
da tugatiladi. Ularning umumiy soni.

m{m—1y(m=-2)..(m-k+1)
ko'paytmaga teng.
U 4! bilan belgilanadi va m elementdan % tadan takrorlanmay-

digan o‘rinlash- tirishlar soni deb ataladi.
m!
A:=m*(m-l).,.(m—k+l)= (m—-k)!
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A> =P =m! 0/= deb olinadi.

Masala. Sinfdagi 26 o‘quvchidan guruh sardori va proforgini necha
xil usul bilan tanlash mumkin?

1
Ay = %= 25-26= 650 (usul bilan)
( A - fransuzcha arrangrment o‘rintashtirish so‘zini bosh harfi)
Kombinatorika masalalaridan vana birini ko‘raylik.

m clementli X to'plamning nechta & elementli to‘plam ostilari bor?

Bunday to‘plam ostilariga m elementdan k tadan takrorlanmaydigan
guruhlashlar soni deyiladi va u C? — ko‘rinishda belgilanadi (C?! -
fransuzcha combinasion so‘zidan olingan bo‘lib, guruhlash ma’nosini
beradi).

Buning formulasini keltirib chiqarishda CZ ni m va k lar orqali
ifodalaymiz. Aytaylik m elementli X to'plamning & ta elementli B
to‘plam ostilari bo‘lsin.

B to'plam ostilari k ta elementlami saqlagani uchun uni %/ usulda
tartiblashtirish mumkin.

Bunda X to'plam elementlaridan tuzilgan & elementli tartiblangan
to‘plamlarning soni X to‘plamdagi tartiblanmagan k-elementli to‘plam
ostilar sonidan &/ marta ko'p.

Masalan, 4 elementli 4-{a, b, c d} to'plamning nechta 3 elementli
gism to‘plami bor?
{fa.b,c}.{a b d) {acd} ! b.cd}

4 ta shunday qism to‘plamn bor ekan.
Bu gism to‘plamlarni tartiblaganda 6 barobar ko‘proq qism
to‘plamiariga ega bo‘lamiz.

Masalan, {a b c} ni tartiblasak:

(a b,c)(ach).(bac)thca)lcab)(cha ega bolamiz.
Tartibli & clementli to‘plamlarining soni 4!, k elementli

to‘plamostilar sonini C! bilan belgiladik. Bundan:
' m! .
AL=keCh; An=7 ) bo'lishidan

" _ m!
" (m—k)k!
formulaga ega bo‘miz.
Misol. 20 kishilik guruhdan, 4 kishilik nomzodni necha usul bilan

saylash mumkin?
A 200 17.18-19-20

71640 1.2.3.4
29
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C_* ko‘rinishdagi sonlaming quyidagi xossalari bor (bular 0 <k <m
bo‘lgan xel uchun o‘rinfi):

1o, Ct=Cnty

2%, C:, = Cn:.l| +C:_|;

¥ Cl=Cr-=1.

C': ko'‘rinishdagi sonlarni Paskal uchburchagi ko‘rinishida joylash-
tirish mumkin:

v
Cﬂ
4]
¢’ C
¢t ¢! ¢

¢ ¢ GG
c, € ¢ ¢ C

Har bir son o‘zining tepasidagi 2 ta son yig‘indisidan jborat.

Har bir qatordagi sonlar {a+5™ ko‘phadning yoyiimasidagi binomi-
al koeffitsientlarga teng. Ulaming yig'indisi m elementli X to‘plamning
barcha gism to‘plamlari sonini beradi.

Masalan, [+2+]1=4. Demak, 2 clementli to‘plamning hammasi
bo'lib 4 ta qism to'plami bor ekan., Ular 1 ta bo'sh 2 ta | elementli
va | ta 2 elementli, ya'ni X to'plamning o‘zidan ibora! bo‘lgan qism
to‘plamiardir.

Yana bir masalani, ya'ni chekli m elementli X to‘plamning barcha
gism to‘plamlari sonini topish masalasini ko‘raylik.

Qism to‘plamlar soni 47 — o~ formula bilan topiladi. Masalan, 2
clementli to‘plamning to‘plamostilari soni 22=4 ga,3 elementli
to‘plamning {o’plamostilari soni 2*=8 ga teng. Shu bilan birga bu son
Paskal uchburchagining 4 qatoridagi sonlar yig‘indisiga ham teng, ya’ni:

CI+Cl+C}+Cl=14+3+3+1=8.
Umuman olganda:
Co+Cl +..+CX' +Cr =2".

('z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

. m elementli X to'plamni necha usul bilan tartiblash mumkin?
. m ¢lementli X to'plamning nechta k elementli tartiblangan qism to‘plami

[ S

bor?
. m elementli X to‘plamning barcha qism to‘plamlari nechta?
Paskal uchburchagining xususiyatini ayting.

S L
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7-8. Kompleks sonlar to‘plami. Kompleks son

Ixtivorly ko‘rinishdagi algebraik tenglamaiarni yechishda haqiqiy
sonlar to‘plami yetarli emas. Haqgigatan ham, hagiqiy soniar to‘plamida
diskriminanti manfiy bo‘lgan kvadrat tenglama yechimga ega emas.

Masalan, x”+1=0.

Bu qivinchiligdan qutilish magsadida kompleks sonlar to‘plami ki-
ritiladi. Bu to‘plamga haqiqiy sonlar to‘plami to‘plam osti sifatida
kiradi. Kompleks sonlar to‘plami C bilan belgilanadi. D<0; x*+1=0
tenglama yechimi kompleks sonlar to‘plamida bor deb ya’'ni ;‘-_-J:i
bilan belgilanuvchi mavhum birlik kiritamiz. Bu mavhum birlik yu-
qoridagi tenglamani yechimi bo‘ladi, ya'ni i*+1=0; i*=-1. Shunday
qilib biz haqiqiy sonlar to‘plamini p; mavhum sonlar bilan to‘idiramiz.
Hagigiy a sonini mavhum &/ soniga qo‘shishdan a+5&i kompleks
sonini hosil qilamiz.

Ta’rif. a+bi ifodaga kompleks son (bunda a, & haqiqiy sonlar, §
— esa mavhum birlik, o — kompieks sonining haqiqiy, bi— ¢sa mavhum
gismlari) deyiladi. Agar a,+bJj va a,+b, kompleks sonlarida
a, =a,, b, =b, bo'lsa, ular teng deyiladi. Odatda kompleks son bitta z
harf bilan belgilanadi.

z = a+ bi kompleks sonni haqigiy va mavhum qismi nolga teng bo‘lsa,
ya'ni a=0 va b=0 bo‘lsa u kompleks son nolga teng bo‘ladi.

Mavhum gismlari bilan farqg qiluvchi 2z, =a+5bi va z, =a-bi kom-
pleks sonlarga qo‘shma deyiladi. Hagiqiy va mavhum gismlarning isho-
ralari bilan farq qiluvchi ikkita z, =a+bi va z, =a-bi kompleks son-
larga qarama-qarshi kompleks sonlar deyiladi.

7.1. Kompleks sonning geometrik tasviri.

R={0:f.'j} koordinatalar sistema-
sida abssissalar o'qiga z =g+ bi kom-
pleks sonning haqigiy qismi a ni, ordi- z=a+b
natalar o‘qiga esa mavhum qismining
koeffitsienti b ni joylashtirsak, tekislik- &p——— -](a;b)
da (a;b) nuqtaga ega bo‘lamiz. Shu |
nugta g+ bi kompleks sonni geometrik
tasviri deb gabul qilinadi. Odatda bu 2
nugta deyiladi. Shunday qilib tekislik-
ning har bir nuqtasi bitta kompleks sonni i
ifodalaydi. Boshgacha aytganda tekislik
nuqtalari bitan kompleks sonlar to‘plami | 7-chizma.

Y

<
-

k]|
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o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘matiladi. Ox o‘qida kompleks
sonni haqiqiy qismi joylashgani uchun haqiqiy o‘q, ordinatalar o‘qida
mavhum qismga tegishli son joylashgani uchun mavhum o‘q, xOy
tekisligini 0‘zi esa kompleks tekislik deyiladi.

Kompleks tekislik z bilan belgilanadi (17-chizma).

7.2. Kompleks sonning trigonometrik shakli.

z=x+ yi ko'rinishdagi son algebraik ko‘rinishdagi Kompleks son
deyiladi. Kompleks sonni trigonometrk shakiini hosil gilish uchun 18-

chizmadan foydalanamiz.
Shakldan;

X=rcos@; y=rsing (1)
bunda r — kompleks z — sonni tasvirla-
gan vektorning uzunligini ifodalaydi va
unga z sonning moduli. ¢ — burchakni
esa z ning argumenti deyiladi,

(D=2l =lx+yil=r=yx?+y"
Argument bir giymatli aniglanmay,
balki 2xk go'shiluvchi gadar aniqlikda

aniqlanadi, bunda & — butun son.
Argumentning barcha giymatlar orasi-
18-chizma, dan 0<@<2mx tengsizliklarni ganoat-
lantiruvchi bittasini tanlaymiz. Bu qiy-

mat bosh qiymat deyiladi va tubandagicha beigilanadi. ¢ =argz
(1) tengliklarni hisobga olib, kompleks sonni quyidagicha ifodalash

mumkin;

(D=>z=x+yi=>r(cosp+ising) 3)

bu yerda

[

arcigZ, agar x >0, y >0 bo'lsa
X

X

Y ‘
- @ =8rgz =47 +arcig=—, agar x <0 bo‘lsa
r=yxt+yh

2x +arc:g-!, agar x > @, y <0 bo'lsa
X

(3) ga kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi. R
1-misol. Kompleks sonning moduli 3 ga, argumenti 'P-- ga teng
bo‘lsa, uning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
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V2 32

(1) formuladan x=rcosg= 3{:051--3?:_2—

x \/53\/—

=7 Sin 3sin—=3—=
r= g= 4 2 2

2-misol. z=7 kompleks sonning argumentini toping.

x=0 y=1r=1; ¢’=-§-

3-misol. Qo‘shma va garama-qgarshi sonlami chizmada tasvirlang va
izohlang.

Shakldan ko‘rinadiki, qo‘shma kompleks soniar bir xil medulga va
absolut giymatlari bo'yicha teng argumentlarga ega bo‘lib, haqiqiy o‘qqga
simmetrik bo'lgan nuqtalar bilan tasvirlanadi, ya’ni garama-qarshi
kompleks sonlar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik nuqtalar bilan
tasvirlanadi (19-chizma).

Zmxaiy
Bu-x=ly @

19-chizma.
4-misol. z =2 ~2i kompleks sonini trigonometrik shakida ifodalang.

.r=2;y=—2;r=2\/§
go=-lLe=2x-arctg(l)= 25—%——-%’_

Shunday qilib Z=2\E(¢057’r+f5in7). Endi kompleks sonlar

to‘plamining ba’zi bir to‘plam ostilarini ifodalovchi munosabatlami
geometrik nuqtayi nazardan ko‘rib o‘taylik.
a) |zZ§=3 bu munosabat kompleks tekisligida markazi koordinata
boshida radiusi 3 ga teng bo‘lgan aylananing nuqtalarini ifodalaydi.
b} 3<|z|<5 munosabat esa markazi koordinatalar boshida joylashib
ichki radiusi 3 va 5 ga teng bo‘lgan kontsentrik aylanalar bilan chega-
ralangan nuqtalar to‘plamini ifodalaydi (20-chizma).
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Y Y
i M
= T
= % x
S~ ¢
20-chizma. 21-chizmz. ¥

r
d) arcigz = 7 munosabatga kompleks tekisligida koordinata boshidan
45° burchak ﬂstida chiquvchi nurdagi nuqtalar to'plami mos keladi.

) Zg argz 53‘ munosabatga esa kompleks tekisligidagi koordinata

boshldan 45* va 60" burchak ostida chiquvchi nurlar bilan chegaralan-
gan nuqtalar to‘plami hamda nurlar ustida yetuvchi nuqtalar to*plami
kiradi (2l-chizma).

0*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kompleks sonlar bilan haqiqiy sonlar to‘plamining farqi nimada?
2. Kompleks sonni moduli va argumenti deganda nimani tushunasiz.

8-§. Kompleks sonlar ustida amallar

8.1. Qo‘shish.
zy=a,+bi va z,=a,+b,i kompleks sonlaming yig'indisi deb,

z,+ 23 -(a1+a;J+(b.+b;]l tengllk bilan aniqlanuvchi songa aytiladi.
Geometrik nuqtayi nazardan kompleks sonplarmi gqo‘shish vekiorlarni
qo‘shish qoidasiga asoslanadi (22-chizma).
Misol. 2z, =3+4i va z,=4-3i kompleks sonlami yig'indisini toping.
z2,+2,=(3+4)+(4-3N) =3+ 4)+i{4-3)=T +i,

15, =2 =t = 50 +(n -1 ¥
23-chizma.
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8.2. Ayirish.
z,=a,+bji va z,=a, +b,i kompleks sonlarni ayirmasi deb, shun-

day kompleks songa aytiladiki, unga ayriluvchi kompleks sonni qo‘shganda
kamayuvchi kompleks son hosil bo'ladi.
z, -2, =(a, +bi)+{a, + biy=(a, ~a,) +i(b, - b,).
[kkita kompleks son ayirmasini moduli shu sonlariii’ kompieks sonlar
tekisligida tasvilovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng {23-chizma).
Misol. z, =6+5i va z,=4-2i kompleks sonlami ayinmasini toping.
Z,—Z, =(6+5)-(4-2)=(6-4)+iS+2=2+Ti

8.3. Kompleks sonlarni ko‘paytirish.

z, =a,+bi va z,=a,+b,ikompleks sonlarning ko‘paytmasi deb,
i2 =] ekanligini hisobga olgan holda kompleks sonlarni ko‘paytmasi
ikkita ko‘phad ko‘paytmasi shaklida ko‘paytirishdan hosil bo'lgan kom-
pleks songa aytiladi.

2i-z2= (a1 @2 — b1 b2) + (b2~ a1}V

z, vaz, kompleks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan bolsa
ya’ni z, =n(cos@,+ising) va 7. = rs(COS @, +ising.) u holda ularning
Ko'paytmasi z,- 2y = ri- ra(cos{@, + @)+ isin(p, + @,)) bo'ladi.

Misol. z1= 3('305% +isin %) va 7= \/E(cns—':- +isin }—:-) kompleks

sonlami ko‘paytmasini toping.
Yechish.

Z,° 2 =32 cos[i+ 1]+:‘sin(¥ﬂr—+ 1] = 3ﬁ(cns£+:‘sinf—]=3xﬁi
4 4 4 4 2 2

8.4. Kompleks sonlarni bo‘lish.

Kompleks sonlami bo‘lish amali ko'paytirish amaliga teskari amal
sifatida aniqlanadi. Boshgacha aytganda z-z, =z, bo'lsa, z soni
n=x +iy, ning za=x;+iy, kompleks songa bo‘linmasi deyiladi.

_ 2 , : . . . . .
Z=> po'linmani topish uchun kasrni surat va maxrajni 2z ni
z2
go‘'shmasi Z. ga ko‘paytiramiz.
_zrfz xix2t Y\ Ys X2V T XY,
£= bundan 2=— 5 — = tI— 3 3 >

z:'Z2 xnt Y, xx+ Y.
Agar kompleks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,

ya'ni z1=ri(cosp, +ising) va z:=ra(cosgp,+ising,) u holda

2 _ ri{cosg + ising,)

—

_n o
za  rocosg,+ising.) - r:[(cﬂs(;ol @.)}+isin(g, - @,)]

Shunday qilib, kompleks sonlarni bo‘lishda bo‘linuvehining moduli
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bo‘luvchining moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi.
Misol. 21=+3+i ni z:=-3+3i ga
a) algebraik, b) trigonometrik ko‘rinishda bo‘ling.

Yechish.
a_3+i _(B+i3-3)_301-v3)-(B+1)i) _
2 72 -3+3i (J' 3+i)(=3-3i) 18
_0-V3)-(B4i_ 1-V3 B+l
6 6 6

b) 21= ﬁ+f=2(c05%+f5iﬂ%); zz=_3+3f=3ﬁ(ws‘§4£+i5insf);

2::03 +:sm—-
& 6

< BJ—(cosTHsm

f[ os(—-—)+rsm(--—-)1-

= T[cns{———) + isin(— —)] 7( us—- isin 13-—'—) =
2 b A 2 K L X _
-m{cus(:r +E}—:sm(:r+ﬁ)]—m( cnslz +:smlz)
= -%-[- cns(% - %} + fsin(%— E-)] =

——-[(-—r:t:lrs-E .05 2 —sin=sin £) + :‘(sinE .cos = - cosi-sini)] =
32 3 4 3 3 4 3

B BB 1

3J'(“ y G 6 6

8.5. Darajaga ko‘tarish.

Kompleks sonlarnt ko‘paytirish qoidasidan darajaga ko‘tarish qoida-
si kelib chigadi.

z=r{cos@+isin@) kompleks son uchun »- natural son bo‘lganda

2" =p"(cosne + isinng). Bu formulani Muavr formulasi dt:}'lladl Muavr
ﬁ:mnulaslm tadbiq qilishda ;*“=1; i**"=i: i**?*=—); j** =~; bo‘lishini

e’tiborga olishimiz kerak.
Misol. (-1 +i)‘ ni hisoblang.
A I .. 3x
z=—l+l=\/§(cos—"—+15m7)
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= (-1+4)" (J_) [ms—ﬂsmii)‘

= 4(:'.054 -3T+ :51n4-3—4-]= 4({cos3x +isin3zr)=4(-140i)=—4+o0i.

8.6. Kompleks sondan ildiz chiqarish.

Ildiz chzqansh amali darajaga ko‘tarish amaliga teskari amal. Kom-
pleks sonning n — darajali ildiz gy deb, shunday z*-— knmplaks
songa aytiladiki, z* ning »— darajasi z soniga tengdir, ya'ni (z*) =2

Aytaylik z=r(cosg+ising) va z" = pl(cosf+isiné) bo'lsin.

Muavr formulasiga asosan r{cos@+isin@)= p"(cosnf +isinné),
bundan r=p" n8=@+21x; £ va & ni topamiz.

Bu yerda x — istalgan butun son, zf, — arifmetik ildiz.

. Q+27x

Demak, {{r(casa +ising) = Yricos PHAX 4 isin

); bu

n
yerda x=01..n-1
Misol. 3] ning ildizlarini toping.

Yechish. sonni trigonometrik ko‘rinishda yozamiz. z=1 bo‘lib,
z=1=cos0+isin0 bo'ladi.

§ﬁ={/cos{)+isin0 msz%ﬂsmz—“.

x =0; z, =cos0 +isin0=1;

x=Lz -cmzi+rsin2i=-l—i£
: 3 2
x=2 z,= 005-43—+15'n4—,r——1+i—?.

'z-o0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Kompleks sonlar ustida amallar bajarganda ganday sonlar hosil bo‘ladi,
misollar yordamida tushuntiring?

2. Kompleks sonlarni ko‘paytirish va bo'lishni misollar orgali tushuntinng.
3. Kompleks sonni darajaga ko'tarish formulasini keltirib chigaring.
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II BOB d
MATRITSALAR ALGEBRASI

1-§. Matritsalari ko‘paytirish

Matritsalarning ko‘paytmasi haqgida birinchi ko'paytuvchining satrlan
sonni ikkinchi ko‘paytuvchining ustunlari soniga teng bo‘lgan holdagina
s0‘z yuritish mumkin, ya'ni fagat (mxn) o’ichamli matritsani (#xk
o‘lchamli matritsaga ko‘paytirish mumkin. Ko‘paytmada (mxk} o‘lchamli
matritsa hosil bo‘'ladi. Buni quyidagi sxema bilan ifodalash mumkin:

(mxn)(nxk)=(mxk).

Xususiy holda, kvadrat matritsalami ko‘paytirish uchun ulaming
tartiblari bir xil bo‘lishi talab qilinadi. Ko‘paytma ham xuddi shu
tartibdagi kvadrat matritsani ifodalaydi.

Aytaylik, bizga A va B matritsalar berilgan bo‘lsin. A va 8 matrit-
salami ko‘paytirish qoidasi quyidagicha: 4 - 8=C ko‘paytmaning har
bir ¢, elementini hosil qilish uchun A matritsaning i-satridagi elementlarini
8 mng j-ustunidagi mos ¢lementlariga ko‘paytirib, natijalar qo‘shiladi.
Masalan, (mxn) o‘Ilchamli

ﬂ" ﬂ'”_u- auoo iat'
@y 5.9y -G

-----------------

----------------

va (nx k) o‘lchamli

-----------------

----------------
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matritsalarni ko'paytirish natijasida (mx k) o‘lchamhi
Cyy Cyaeee €, o

CH CIZ ana ¢=J nan CH

rrrrrrrrrrrrrrrrr

----------------

matritsa hosil bo‘ladi, bunda

i --l_"-
c,=a.b, +a.b, +. +ab, +. +ambm-2anb”, -E (*)
am]

Matritsalarni Ko*paytirish kommutativlik xossasiga g ermas, va'ni
A-B= B-A4 Uchta matritsani ko‘paytirish

li(mr xn)(nxk)|(kx p)=(mxk){kx p)=(mx p) sxema. bo'yicha
amalga oshiriladi. Matritsalami ko'paytirish assosiativlik xossalariga ega,

yani
(4 B)C=4-(B-C)
tenglik o‘rinlidir.
Misol.

3 03 -1 2t 4
A=}l 0 3| va B=|1 1 -2
3 1 1 3 -1 3

matritsalarning Ko‘paytmasini toping.
Yechish. (*) formulaga ko'ra:

3 3 -IYy{2 1 4

A8=1 0 3|1 t-2]=
3 1 1J13 -1 3
3-243-14(=1)-3 3-143-14(-0)(-1) 3-3+43-(-2)+(-1)-3) (6 7 3
21124(0) 1433 1 1+(0)-143.(=1) L44(0)-(=2}+3-3 |=l11-2 18
3.2+1-1+1-3 30+ 1+1:{-1) 3-441-(=2)+1-3 103 13

(O*z-o'zini tekshirish uchun savollar.

1. Matritsa nima?
2. Matritsalarni ko'paytirish qoidasini misollar yordamida tushuntiring.

2-§. Teskari matritsa

Bosh d,iagc;nal elementlan birlardan va qolgan hamma elementlan
nollardan iborat.
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1 0...00)
01...00
E={.... ...
00...10
0 0...0 1

ko‘rinishdagi n ~ tartibli kvadrat matritsaga birlik matritsa deyiladi. Ol-
dingi mavzuga asosan, E matritsa z - tartibli istalgan 4 matritsa uchun
A-E=E. A=A Y

shartni qanoatlantiruvchi yagona matritsa ekani kelib chigadi

1-ta’rif. 4 matritsa uchun 4-B=<= £ tenglikni qanoatlantiruvchi B
matritsa 4 ga teskari matritsa deyiladi va u B= 4" Kko‘rinishda
belgilanadi.

2-ta’rif. Barcha satr vektorlari chizigli erkli matritsa xos bo‘lmagan
(aynimagan) matritsa, barcha satr vektorlari chizigli bog‘langan matrit-
sa xo0s (aynigan) matritsa deb ataladi.

Xos bo‘Imagan matritsalarga doir quyidagi ikkita teoremani isbotsiz
keltiramiz.

I-teorema. Xos bo‘lmagan matritsani elementar almashtirishlar
yordamida birlik matritsaga keltirish mumkin.

2-teorema. Xos bo‘lmagan matritsaga teskari matritsa mavjud va
yagonadir {teoremaning isbotlari A.G.Kuroshning «Oliy algebra kursis
kitobida keltirilgan).

Teskari matritsani topish.

Aytaylik, n-tartibli kvadrat, xos bo‘lmagan 4 matritsa berilgan
bo‘lsin:

a, 4,...4a,
A= dy Ay a.,
\anl ﬂ'.z ”.ﬂ_)

A matritsaga teskari B matritsani topish uchun, uni quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:

a, a,...a,[1 0...0

Ay Aoy ...d, 10 1...0

........ A I (1)
Gy A,5...a, |0 0...1 |

Chap tomonida berilgan 4 matritsa, o'ng tomonda £ bidik matritsa
yozilgan. Bu matritsalarning ikkalasiga bir vaqtda 4 matritsani bidik
£ matritsaga keltiradigan satrlar bo‘yvicha elementar almashtirishlar
go‘llaymiz.
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(1 0...0)5, &,...5, )

0 ["'0 b!l b!!“‘bln (2)

0 0...1 |5, b,...5

= nl " Yy )
(2) ning o‘ng tomonidagi matritsa xuddi 4 ga teng teskari B matrit-
sani ifodalaydi, ya'ni

A-B=E
bo‘ladi. A matritsa o'z navbatida B ga teskari bo‘lganligi sababli 8- 4= E
ham bajariladi.
Misol. BEI’iIgﬂn 1 -1 2

A=13 -3 7
2-3 5

matritsaga teskari bo‘lgan 4~ matritsani toping.
Yechish. Buning uchun quyidagi matritsani tuzamiz:

L~ 27100
3=-37010
2 -3 5001

Birinchi ustunni 1 ga, so‘ngra ~— 2 ga ko'paytirib, mos ravishda
ikkinchi va uchinchi ustunga go‘shamiz:
1 0 0lE1-2
3 0101 O
2-1 11006 1
Ikkinchi ustunni 2 ga va | ga ko'paytirib, mos ravishda birinchi va
uchinchi ustunga go‘shamiz:
1 0 0[31-1
3 0121 1
0-1 1|60 1
Uchinchi ustunni 3 ga ko‘paytirib, birinchi ustunga qo‘shamiz va
ikkinchi ustunni 1 ga ko'paytiramiz;
1 0 0f 6 -1-1
0 0 1|-1 -1 1
0 10-3 0 1
Ikkinchi va uchinchi ustunlami almashtiramiz:

Il 00 6 -1 -1
0 1 of-1 1-1
¢ 0-3 1 0
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Natijada A ga teskari 4~' matritsaga ega bo'lamiz:

6 -1 ~1
A'=l-1 1 -1
-3 10

*z-0°zini tekshirish uchun savollar.

1. Teskari matritsaga ta'rif bering.

2. Xos va xosmas matritsalarni tushuntiring.

3. Birlik matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?

4. Misol yordamida berilgan matntsaga teskari matritsa tuzing.

3-8§. Chiziqli tenglamalar sistemasini
matritsalar ko‘rinishida ifodalash

Bizga »n noma’lumli n chizigli tengiamalar sistemasi berilgan bo'lsin:
a, X, +a.x, +...+a x =b,

a:}lxl + anxz +- » -+a=" ! =b:,

a,x, +a.x,+...+a,x,=b, .
Bu sistema kmfﬁtsnentlandan quﬂgan matritsa quyidagicha bo‘ladi:

an ayy. . .4, W
A _ a:l a:z [ B ia:n
Ty Qpp- - -4,

Biz fagat A xos bo‘lmagan matritsa bo‘lgan holnigina qaraymiz.
(3) sistemaning chap tomonida 4 matrtsani

*1

X,

I.'rﬂ'.l
matritsaga Ko‘paytirishdan kelib chiqadigan # satrli va bir ustunli

matritsaning elementlari, sisternani o‘ng tomonida esa
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| b,

matritsaning elementlari turibdi. Shu sababli ikki matritsaning tenglik
ta’rifiga asosan, (3) ni tubandagicha

X, ] Fb, ]
(a,, a.--8, |]|x, b,
@y Qay - -8, _
Ty Ty - -G, ) .
_x"‘ ..b"-
yoki gisqacha
A-X=B 4)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglama matritsaviy tenglama (chiziqli
tenglamalar sistemasini matritsali ko‘rinishi) deyiladi. 4 xos bo‘imagan
matritsa bo‘lgani sababli, unga teskari bo'lgan A/ matritsa mavjud, shu
sababli (4) ni chap tomondan A" ko‘paytiramiz;

A7 -(A-X)=4"B, tekin A7-(4-X)=(4"-4)X=EX=X,
demak,

X=4"B
yoKi
_x: -b1
(o ) (o - ‘b )
X, d, ;. .4, b, a, b, +a,.b,+... +a,b,
_| o an -0, _| anby +ayb, +.. .+ as0,,
. Ty By -G ) | La,b +a,b,+.. . .+a b, |
-x.— hb"—

bundan esa, ikki matritsaning tenglik shartiga asosan (4) yoki (3)
ning yechimiga ega bo‘lamiz:

x,=ab, +ayb, +.. +a,b,, (i=ln). (5)
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2x, +x,+3x, =3
Tx, +2x, +5x, =1
9x, +3x, + Tx, =-3
tenglamalar sistemasini matritsaviy ko‘rinishda yozing va uning yechimini

toping.
Yechish. Berilgan sistemaning matritsasini yozamiz:

213 x, 3
A=[725| va X=|x,|; B=|1
937 x, -3
deb belgilasak, u holda sistemaning ematritsaviys ko‘rinishi
A-X=8 *
ko‘rinishda bo‘ladi. A ga teskari A" matritsa
(12 1)
3 3 3
A-l = _i _E .l_l
3 3 3
11 -i J

\
bo‘lgani sababli (*) ni chap tomondan 4~' ga ko‘paytiramiz: u vaqtda

At A-X=A"'B
yoki

X =A"". B ga egamiz, bundan 4-'.p ni topamiz:

(L2 1), ) [ 2
33 377 | 3
S [P X | PN U 1.
3 3 3 3
l 1 -1][-3 7
\ LY J \ /
Demak, tenglamalar sistemasini yechimi:
x z X =23, x; =7
i 3" 2 3 ¥ 3

O‘z-o0'zini tekshirish ucnun savollar.

I. Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsalar ko‘rinishida ifodalang.
2. Matritsalar ko‘rinishida berilgan chizigli tenglamalar sistemasini misol-
lar yordamida yechimlarini topishni ko‘rsating.
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11 BOB
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1-§. Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy ko‘rinishi.
Ikki va uch noma’lumii chizigli tenglamalar sistemasi.

Quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga n o‘zgaruvchili » ta chizigli teng-
lama sistemasi deyiladi.

r

X +3pX, + .. +a, X, =¢,
LAY +ApX; +.Hd,,X, =C,
...................................... (1)
hﬂ...xl + d.z.l': +..+ ﬂ"I, - C.

n=2,3 bo'lgan hollar uchun biz bu sistemani yechimlarini topishni
qaraymiz. n=2 bo‘lganda (1) sistemadan quyidagi ko‘rinishdagi sis-
temaga cga bo‘lamiz

X, +a,X; =0
a, X, +a,yx, =c, 2

(2) ga birinchi darajali (yoki chizigli) ikki noma’lumli ikki tenglama
sistemasi dﬁ}’i]adi, bunda X,, X, -noma’lumlar. )y @13485)1 0 €10 -
beriigan soniar.

Agar (2) sistemadagi c,,c,ozod hadlaming ikkalasi nolga teng bo‘lsa,
sistema bir jinsli sistema deyiladi, ¢, va ¢, ozod hadlarning hech
bo‘imaganda bittasi noldan farqli bo‘lsa, sistema bir jinslimas deyiladi.
(2) tenglamalar sistemasining yechimi deb sonlarning shunday (Xgs o)
juftiga aytiladiki, bu juft sistemaning har bir tenglamasini sonli teng-
likka aylantiradi.

{ﬂu-"n +da,), =€,
AXp+t a5y =¢,

tenglamalaming kamida bitta yechimga ega bo‘lgan sistemasi birgalikd-
agi sisterna, bironta ham yechimga ega bo‘lmagani birgalikda bo*‘lmagan
sistema deyiladi.
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(2) tenglamalar sistemasini yechish bu:

1) sistemaning birgalikdagi sistema ekanini aniglash;

2} agar u birgalikda bo‘lsa, u holda uning barcha yechimlarini topish
demakdir.

(2) ko‘rinishdagi sistemani yechishni o‘rta maktab kursidan bilamiz.
Buni yechishni ikki vsuli bor: o*raiga go'yish va noma’lumlarni yo*qotish.

1. Noma’lumlarni yo‘qotish usuli.

(2) ko‘ninishdagi sistemani yechishni garaymiz. Soddalik uchun
noma’lumlar oldidagi koefTitsientlarni bitta indeksli gilip olib, tuban-
dagi sistema yechimini qaraymiz:

ax+by=c,

a,x+b,y=c, (3)
bunda noma’lumiar oldidagi koefTitsientlariardan kamida bittasi noldan
fargli bo‘lsin. (3) sistemani yechishda noma’lumlami yo‘qotish usulini
go‘llaymiz. Buning uchun (3) sistema tenglamalaridan birinchisining
har ikkala qismini b, ga, ikkinchisini esa -4, ga ko‘paytirib, ularni
hadma had qo‘shib quyidagini toparniz:

(ab. -a,b)x=cb,—c,b, (4)
shundan keyin birinchi tenglamaning har ikkala qismini —-a, ga, iKkinchi
tengtarnaning har ikkala gismini a, ga ko’paytirib hadma - had go‘shib

(ab, -a.b)y=c,a -ca, (3)
ni topamiz.

Agar a,b, —a.b, # 0 bo'lsa, (4) sistemaning yechimlari mavjud bo'lib,
bu yechlm 4, (5) lardan tnplladl

_cby - c,a, =¢,a,

mpy e I by (6)

2. O‘rniga qo‘yish usuli.

(3) sistemaning istalgan bir tenglamasidan bitta noma’lumni topib,
ikkinchi tenglamaga go‘yamiz, natijada bir noma’lumli tenglamaga ega
bo'lamiz.

(3) sistema birinchi tenglamasidan y ni topamiz

_6ax
y==7 Y
(7) ni (3) sistemani ikkinchi tnng]amasiga qo‘yamiz, ya'ni
a,x+ b —4F - Cy (8)
I
c,b, —¢,b,
(8)=x-ab -a,b, )
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¢,a, —¢\a,

MG = I~

Uch noma'lumli chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy ko‘rinishi
esa tubandagicha:

(10)

ax+by+cz=d,
a,.x+b.y+c,z=d, (11)
a,x+b,y+e,z=d,

Bu sistemani yechimlari ham ikki noma’lumli chizigli tenglamalar

sistemasini yechimlari topilganday topiladi, ya’'ni yechimni topishda
o‘rniga qo‘yish, noma’lumlarni yo‘qgotish usullaridan foydalaniladi.

O'z-o'zini tekshirish uchun savollar.

1. [kki noma’lum!li tenglamalar sistemasini yechimga ega bo‘lish,
bo‘Imastigini misoliar yordamida tushuntiring.

2. Uch noma’lumli tenglamalar sistemnasini yechish usullarini aytib, mis-
ollar orgali tushuntiring.

2-§. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantiar

Ikki va uch noma’lumli chiziqli tenglamaiar sistemasini yechish
orgali ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchasiga kela-
miz.

2.1. Ikkinchi tartibli determinantlar.

[kkinchi tartibli determinant tushunchasiga ikki noma’lumli ikkita
chizigli tenglama sistemasini yechish orqali kelinadi, Aytaylik ushbu

ax+by=c,
a,x+b,y=c,

(1

chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. (1) sistemaning x va ¥
o‘zgaruvchilari oldidagi koeffitsientlaridan ushbu

al bl
a, b, ()
jadvaini tuzamiz. QOdatda bunday jadval matritsa deb ataladi.

47

www.ziyouz.com kutubxonasi



Bunday ko‘rinishdagi ifodalar matematikaning turli sohalarida ko‘p
uchrab turadi. Shuning uchun ular uchun mahsus belgilash va nomlar
kiritish magsadga muvofiqdir.

A=ab, -ab, son (2) matritsaning determinanti deyiladi va u
quyidagicha belgilanadi:

a, b

a, b
A= yoki ~ A=det , (3

a, b,

a! bl

a,,b,,a,,b, sonlar (3) determinantning elementlari deyiladi. Bu
determinantning ikkita satri va ikkita ustuni bor: a,, a, sonlar birinchi
ustunni, b,,b, ikkinchi ustunni tashkil qiladi.

Xuddi shunday birinchi satr elementlari; 4,, b, ikkinchi satr ele-
mentlari a,,b, dan iboratdir.

a va b, elementlar bosh diagonal elementlari, g, va 5 element-
lar yordamchi diagonal elementlari deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun bosh
diagonalda turgan elementiar ko‘paytmasidan yordamchi diagonalda
turgan elementlar ko‘paytmasini ayirish kerak ya'ni:

a b
a' b' =a,b, - a.b,.
Misol. Quyidagi determinantni hisoblang.
5 -4 cosa —sing
1 2 -1’ 2) sing  cosa |

Yechish. Ikkinchi tartibli determinantni hisoblashning yuqoridagi
qoidasiga ko'‘ra topamiz.

4
b _|’=5-(-1)—2-(—4)=—5+3=3.
cosa -—sina _ . . .
2) | . =cosa -cosa ~sina(-sina)=cos’ @ +sin*a =1.
sind  cosa

2.2. Uchinchi tartibli determinantlar.
ax+by+ez=d,
Ushbu {g,x+b,y+¢,2=d,

ax+by+c,z=d,
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tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Xuddi ikkinchi tartibli determi-
nantga o‘xshash, bu yerda uchinchi tartibli determinant tushunchasini
kiritamiz. Bu sistema koeffitsientlaridan tuzilgan uchinchi tartibli kvadrat
matritsa berilgan bo‘lsin:

a b ¢
a, b, ¢, (4
a, b ¢

(4) matritsaning uchinchi tartibli determinanti deb
A=ab,c, +a,bic, +abdc,-abc -abc,-a.bc, (5)
songa aytiladi. Ikkinchi tartibli determinant bo‘lgan holdagi simvolika-
dan foydalanib bu determinant tubandagicha beigilanadi:
a b a b ¢
A=la, b, c,|=detla, b, c,

a, b o a, b, c,

(5) dagi har qaysi ko‘paytma determinantning hadlari deyiladi. Hadlar
oldidagi ishoralarni esda saglash givin emas. Agar biz (5) ga kiruvchi
musbat hadiardagi uchta element ko‘paytmasini tashkil giluvchi ele-
mentlarmni punktir chiziglar bilan tutashtirsak, u holda esda saglanib
goluvchi ushbu sxema hosil bo‘ladi.

Xuddi shunday manfiy ishoralar bilan (5) ga kiruvehi ko‘paytmalar
uchun quyidagi sxemaga ega bo‘lamiz (24-chizma).

S e A e
'(\x; ;A F S \x’;'
4
-"_\:'# b N .r‘ ” "‘)( s
Jﬂ \< \.\ ‘\\ z# / y ‘.%
™ o ", x Pud S
" b - -
“/ @ O\Lr
24-chizma.

Qulaylik uchun determinantning elementlanini tkkita indeksli bitta
harf bilan belgilash gabul qilingan bo‘lib, bu indekslar element turgan
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satr va ustunlarning nomerarini: birinchi indeks har doim satr nomer-
ini,” ikkinchi indeks esa ustun nomerini ko‘rsatadi.

Masalan, a,, hadning indeksi uchinchi satring ikkinchi ustuni
elementi ekanini bildiradi. Bu belgilashlardan foydalanib, uchinchi tartibli
determinantni quyidagicha yozish mumkin:

a, b, ¢,
A=sla, by, ¢yl

ay, by, cy,

Misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantlami hisoblang.

5 2 1 b 1 b
D0 0 -, 2 -1 & 1.
4 2 sl b -1 b
Yuqoridagi sxema va (5) formulaga ko‘ra topamiz.
52 1
[0 6 -1]=5-0-5+4-2-(-1}+0-2-1-4-0-1-5-2-(~1)-0.2-5=2;
4 2 5
b 1 b
) -l b U=b-b-b+1-1-b+b-(~1)-(=1)—b-b-b+1-1.b+1-1-b=4b,
b -1 &

O‘z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Determinant nima?
2. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlami hisoblash formulalarini
yozib, hisoblash usullarini ko'rseting (misollar yordamida).

3-§. Determinantning xossalari

I. Determinantning hamma ustuniarini uning mos satrlari bilan
(yoki aksincha} o‘mini almashtirishdan determinant o‘zgarmaydi, ya'ni

a, a4z a; |4, a., a,

dy Gp auy|=|8,, a4, a;|

Gy A3 Oyl |3, Gy Oy
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Isbot. A -berilgan determinant, A° ¢sa A dan uning satrlarini
mos ustunlar bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan.determinant bo‘lsin.
A ni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chigamiz:

a, a, O

A=|a, an ax|=a, -

-

dyn Gy

dy Gy 4y
Endi A* ni birinchi ustun elementiari bo‘yicha yoyib chigamiz:

a,, d, 4ay

A =la,, 4, an|=4a,

Q3 dyp 4y

Demak, A= A
(Determinantni satr va ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblashni

mustaqgil o‘rganish talabalarga topshiriladi.)

2. Determinantning istalgan ikkita satrining (yoki ikki ustunining)
o‘rinlari almashtirilsa, determinantning fagat ishorasi o‘zgaradi. Masa-
lan, agar birinchi va uchinchi satrlarning ofrinlarini almashtirsak:

a,, 4a, 4; a, 4,
—idy dy dnl

d;, anp ay

Gy dyp 4y a, 4y 4a;
3. Ikkita satri yoki ikkita ustuni bir xil bo‘lgan determinantning

qivmati nolga teng.
4. Biror satr (yoki ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini

determinant belgisidan tashqariga chigarish mumkin.
Isbot. Aytaylik, determinantning ikkinchi satr elementlari umumiy

ko‘paytuvchiga ega bo‘lsin:
a, 4 Gy
ka,, ka, ka,|
d, 43 day
Bu determinantni ikkinchi satr elementlari bo'yicha yoyamiz:
a, @, 4a;
ka, ka, ka,i=ka,A,, +ka,Ay, +kaydy, =kA.

51

www.ziyouz.com kutubxonasi



5. Agar determinant biror ;j-satr (ustuni)ning har bir elementi
ikkita go‘shiluvchining yig‘indisidan iborat, ya’ni a,=a,+m, (k=1,n)
bo'lsa, u holda berilgan determinant shunday ikkita determinantning
yig‘indisiga teng bo‘ladiki, bu determinantlarning j -satridan boshqa
satrlari dastlabki determinantnikiday bo‘ladi, ularning biridagi ; -satr
clementlamning, ikkinchisi esa m, elementlardan iborat bo'ladi.

Masalan,
a+m ay+m, ay+m| la, a, a| |m mS* m,
b b b |=b b, b |+, b, b
¢, c, ¢, & ¢ 6|l le e ¢

6. Determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshqga ustun-
ning (satrning) bir xi! songa ko‘payttirilgan mos elementlarini go'shishdan
determinantning giymati o‘zgarmaydi.

a, a4, a,| |a,+ka, a, a,| g, 4. a,
Ay Ay Ay|=Ay +Kkay, a, ayl=la, a, a,l|+

ay, Gy ayl la, +kay a, | |95 4y Gy
43 @, ayl| |4, e, a,

+kla, a, ayl|=la, a, a.l

ty; @y Ayl |Gy a9y, ay,

Bayon qilingan xossalar yuqori tartibli determinantiar uchun ham
to‘gri.

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

l. Determinantlarmni xossalarini aytib bering.

2. Determinant xossalariden barchasini misollar yordamida to‘g‘riligini
tekshiring.

4-§. Determinantlarni ikki va uch noma’lumli chiziqli
tenglamalar sistemasini tekshirishga tatbiqi. Kramer formulasi

4.1. Ikki poma’tumli chizigli tenglamalar sistemasi.

ax+by=e,
a,x+b,y=c, )
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tenglamalar sistemasini analitik usulda tekshirishga o‘tamiz (1) sistema
yechimga ega deb faraz qilamiz. Oldingi 2-paragrafda topilganlardan
foydalanib, quyidagilami yozish mumkin:

a b c, b a ¢
ab, —a.b, = a; b; s cb, —c,b, = r:; b; 3 @Ca—0,5C, = a.l_. ;_-_:
Ushbu belgilashlarini Kiritamiz:
d.:al bl; a:=cl bl; ﬁr=ﬂl C:_ ™
a, b, c; b 7 (& o
Yuqoridagi belgilardan foydalanib (1)-sistemani yechimini topamiz:
A A,
I=—'; = — 2
i (2)

bu yerda A-(1) sistemaning determinanti deyiladi, A_ determinant
esa A ning birinchi ustun elementlarini ozod hadlar ustuni bilan
almashtirish orqali A, esa A ning ikkinchi ustun elementlarini ozod
hadlar ustuni bilan almashtirish orgali hosil gilingan.

1. Aval A0 bo‘lgan holni garaymiz. Bu holda (1) sistema har
doim yechimga ega va bu yagona yechim bo‘lib, u (2) formulalar bilan
beriladi.

2. A=0 bo'lsin, u holda yordamchi determinantlardan hech
bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo‘lsa, (1) sistema bitta ham yechimga
ega emas. Bunda (1) ning tenglamalaridan kamida biri o‘rinli bo‘lmayd.

Shunday qilib, A=0 bo‘lganda va A  yoki A, yordamchi deter-
minantlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, (1) sistema yechimga
ega emas.

Odatda bunday holda berilgan sistemaning tenglamalari birgalikda
emas deyiladi.

3. Nihoyat, A=0 va A, =A =0 bo'lsin. Bu holda birinchi 1eng-
lamaning koeffitsientlari ikkinchi tenglamaning koeffitsientlariga pro-
portsional bo‘ladi va (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.
Yuqorida aytilganlarni yakunlab, quyidagi xulosalami chigarish mum-
kin: (1) sistema yechimga ega bo'lishi uchun uning determinanti noldan
fargli bo‘lishi zarur:

a, b

A=
a, b,

20 A#0

bo‘lganda (1) ni yagona yechimi quyidagicha topiladi.
53

www.ziyouz.com kutubxonasi



¢ & q ¢

A c, b A a, ¢
x= - 2 b ; y= ¥ = 2 2 .

A |a b A la b

a, b, a, b,

Bu formulalar Kramer formulalari deyiladi.
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasining barcha yechimflarini toping.

2x+3y=5
{3:—)::2.
Yechish. Sistemaning determinantiarini topamiz:
2 3
ﬂ=‘3 _1‘=—2—9-=-11;
A=(
bo‘lgani uchun, sistema yagona yechimga ega,
5 3 2 5
ﬁ,='2 1 =-11; AJ,=3 2‘:—-ll.
Kramer formulalariga ko‘ra:
T B Y T
A =11 A -Ii

4.2. Uchk noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasi.
Uch noma’lumli uchta chizigli tenglama sistemasini tekshirish bilan
shug‘ullanamiz. Chizigli tenglamalarning ushbu

a,x+a,y+a,z=d,
VayX+ayy+ayz=d,

()

ayx+a,y+a,z=d,

sistemasi berilgan bo‘lsin. Noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuz-
ilgan determinantni A bilan belgilaymiz:

a, 4, a,
A=la, a, ay

(2)

@y, 4y, ay
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yordamchi determinantlarni tuzamiz.

d a, a, a, 4 a, a, a, d4d,

benlgan sistema X, ¥, Z yechimga ega bo'lsa,bu yechimni topish uchun
quyidagi formulalarga ega bo‘lamiz.

_&3‘- y_ﬁ-'. Z_A':
Al A’ A

Quyidagi hollar sodir bo‘lishi mumkin.

1. A=0 bu holda (3) formulalardan (1) sistema bitta yechimga ega
ekani kelib chiqadi.

2. A=0 va A, A, A determinantlardan kamida bittasi noldan
farqli. Bu holda (1) sistema yechimga ega bo‘lmaydi.

3. A=A, =A =A =0 bu holda (1) sistema yo cheksiz ko'p
yechimga ega bo‘ladi,yoki umuman yechimga ega bo‘lmaydi.

Misol. Ushbu uch noma’lumli uchta chizigli tenglama sistemasini
yeching:

3)

2x+3y+z=12
3x—y+2z=-3
dx+y-3z=4,

Yechish. Berilgan sistemaning asosiy determinanti va yordamchi
determinantlami tuzamiz.
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2 3 ]

A=[3 ~1 2[=6+3+24+4+27-4=6020
4 1 -3
2 3 |

L=F3 -l 2|=6-3+424+44-4-27=0
4 1 -3
2 2 1

,=[3 3 2|=18+412+16+12-16+18=60
4 4 -3



k-0

2 3 2
A.=|3 -1 -3=-8+6-36+8+6—36=—60.
4 1 4

Demak, A =0 bo'lgani uchun sistema yagona vechimga ega. Bu
yechim quyidagidir.

A, 0 A, 60 —§0

=T s —— =—'—=—_]!I z=£‘-i=—-=—[
A

A 60 ' 7Ta 60 0
Javob: (0,1, -1).

4.3. Uch noma’lumli uchta tenglamaning bir jinsli sistemasi.

Barcha ozod hadlari nolga teng bo‘lgan chizigli tenglamalar siste-
masiga bir jinsli sisterna deyiladi.lUU quyidagi ko‘rinishida yoziladi:

a,x+a.y+a,z=9
Ay X+ a0,y +a,yz=0 (1)
ax+a,y+a,2=0.

(1) ko'rinishdagi istalgan bir jinsli sistema hech bo‘lmaganda bitta
yechimga ega, chunonchi x=y=2z=0 yechimga, ya’ni nol yechimga
ega. Bu sisterna qachon nolga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishini
aniglash uchun ikkita holni qarab chigamiz:

1) Sistema determinanti noldan fargli, ya’ni A=0. Bu holda (I)
sistema fagat nol yechimga ega bo‘ladi: x = y=z=0.

2) A =0 bu (I) sistemaning nolga teng bo‘lmagan yechimi mavjud
bo‘lishi uchun zaruriy shart hisoblanadi. Bu holda sisterna cheqgsiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi.

a) Buni isbot gilish uchun dastlab determinantning algebraik
to‘ldiruvchilaridan (algebraik to‘ldiruvchi to‘g‘risida tushuncha beriladi)
kamida brttasi noldan farqli deb faraz gilamiz.

Masalan,

4, 4ay
dy Ay

(1) sistemaning dastlabki ikKita tenglamasini ushbu ko‘rinishda
yozamiz:

#0  bolsin.
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{ﬂux"' d Yy =—a,2

Ay X + Aoy Y = — Ay 2. 2)
. A _ all al? . . .
Endi n- bo‘igani uchun istalgan z da (1) sistema
a, ay
ushbu
=a2 4 a, —a;2
g = 1902 x| _ 4y z y= Ay —ap2| _ 4y 2 (3)
‘4]3 A!l AH Al!
4
formulalar bilan aniglanuvchi yechimlarga ega bo'ladi. Agar & =
1

deb olsak, (2) ning yechishni ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:
x=kd,; y=kAy; z=KA;,.

k —son istalgan gqiymatlarni qabul gilishi mumkin. Biz berilgan
(1) sistemaning dastlabki ikkita yechimini topdik. Bu yechimlar & ning
har qanday qiymatida (1) sistemaning uchinchi tenglamasini ham ganoat-
lantirishini ko‘rsatish mumkin. Yuqorida aytganimizdek, & istalgan
giymatlarni qabul gilgani uchun (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi. -

b) Endi determinantning barcha algebraik to‘ldiruvchilan nolga teng
deb faraz gilamiz. U holda (1) sistemaning har ganday ikkita tenglama-
si proportsional koeffitsientlarga ega bo‘ladi va demak, sistemaning har
ganday ikkita tenglamasini vlardan birining hamma hadlarini biror
ko‘paytuvchiga ko‘paytirish orqali ikkinchisiga keltirish mumkin, bino-
barin sistema bitta tenglamaga keltiriladi, qolgan ikkita tenglama bu
tenglamaning natijasi bo‘ladi. Ravshanki, bunday sistema cheksiz ko‘p
nol bo‘lmagan yechimga ega (chunki ikkita noma’lumga ixtiyoriy sonli
giymatlar berib, uchinchi yechimni esa sistemnaning birdan bir erkli

tenglamsidan topish mumkin.)
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasini yeching.

2x+y+3z=0,
x+2y—-z=0;
Ix+3y+2z=0.

57

www.ziyouz.com kutubxonasi



Yechish. Sistemada A =0 ekanini ko‘rish mumkin. Sistemaning
dastlabki, ikkita tengiamasini

2x+ y=-3z;
x+2y=z,
ko‘rinishda yozamiz.
Bu sistemani Kramer qoidasi bo‘yicha yechamiz.
2 1
1 2
Demak, berilgan sisterna cheksiz ko‘p yechimga ega ekan, chunki
z ixtiyoriy olinib, x va ¥ larning mos qiymatlarini topamiz. Masalan,
A,=-7z deb olib, A, =52z ni; z=1 deb olib, x=~7 y=5 ni
topamiz va hokazo.

A= =4-1=3.

O¢z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Tkki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini determinantiami tadbig
qilib yechishni ko'rsating.

2. Uch noma'lumli chiziqlj tenglamalar sistemasini determinantlar orgali
yechish formuiasini yozing.

3. Kramer formulalarini yozib ko‘rsating.

4. Uch noma’lumii uchta tenglamalaming bir jinsli sistemasini determi-
nantlar yordamida yechishni ko‘rsating.

5-§. Chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechish

Biz shu paytgacha tenglamalar soni noma’lumiar soniga teng bo‘lgan
chizigh tenglamalar sistemasini qaradik. Agar bunday sistemaning de-
terminanti noldan farqli bo‘lsa, u holda sistema yagona yechimga ega
bo‘lishi ma'lum.

Endi ixtiyoriy, ya'ni tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng
bo‘Imagan chizigli tenglamalar sistemasini tekshiramiz. Bunday sistema
uchun yechim yagona bo‘lmasligi yoki umuman vechim mavjud
bo‘lmasligi ham mumkin. Chizigli tenglamalar sistemasi birorta ham
yechimga ega bo‘lmasa, sistema birgalikda bo‘lmagan sistema deyiladi.
Agar chiziqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, bunday siste-
ma birgalikda deyiladi. (Agar birgalikda bo'lgan sistema yagona yechimga
ega bo‘lsa, sistema aniq sistema deb, agar yechim bittadan ko‘p bo‘lsa,
aniq bo‘lmagan sistema deb ataladi.)
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Endi koeffitsientlarn sonlardan iborat bo‘lgan sistema yechimlarini
topish uchun qulay bo‘lgan noma’lumlarni ketrma-ket yoqotish usulini,
ya'ni Gauss metodini bayon gilamiz. Quyidagi ixtiyoriy chiziqli teng-
lamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

(a,,x, + G, X, +-..4Q,X, =C,;
Ay X) + ApyXy +oc 4 Gp X, =0,
4

30X, +tdXy Tt X =C,,

(1) da a,#0 bo‘lsin deb faraz gilaylik, a,, nolga teng bo‘lishi
hamn mumkin. Bunday holda ishni sistemaning birinchi tenglamasidagi
birorta noldan fargli koeffitsientdan boshiash kerak. Dastlab birinchi
tenglamadan tashgar barcha tenglamalaridan x, ni yo‘qotib (1) siste-
mani o‘zgartiramiz. Buning uchun birinchi tenglamaning har ikkala
tomonini a, #0 ga bo'lib chigamiz. Natijada berilgan sistemaga ek-
vivalent ushbu yangi sistemani hosil qgilamiz.

.
al! X IﬂI.l: aln X = CI .
x' + A 1 +...+ [ = ' I. +"‘+ — . — .—'

a, a,, a ay

a:lxl +azx2 +1u--+ anx* +lif+ a:nxn =c!;

@, X, + ;3% +out QX +..+ A%, =C; (2)

Qo X, A Xy Fet Quu Xy T ¥ AL X, =C ]

Endi bu sistemaning birinchi tenglamsini 4,, ga ko‘paytiramiz va
ikkinchi tenglamadan ayiramiz. Bu ishni davom ettirib, birinchi teng-
lamani endi a,, ga ko‘paytirib, uchinchi tenglamadan ayiramiz va h.k.
Bu jarayonni shunday davom ettirib, ma’lum gadamdan keyin berilgan
sistemaga teng kuchli bo‘lgan quyidagi yangi sistemani hosil qilamiz:
X, +QXy ¥k @yX; o4 a) X, =C; ]

QpXy o H Ay X, + 0w X, =00

Xy F e GpXy + o HALX, =c);

(3)

A%, ¥ o + AL X, + 0 HALX, =C,.]
59

www.ziyouz.com kutubxonasi



Bu verda quyidagicha belgilashlardan foydalanilgan:

' a, . ot a, Lo e
aﬁ = laﬂ =ar‘- - a:” I":I,m, k=2,n,
a4, a,
r
C c ——
r — P . L. | . L .
cl—_,cj—ci__am, 1_2' m,
a a,

@y koeflitsientni noldan farqli deb faraz qilib, (3) sistemaning
ikkinchi tenglamasini 4,, ga bo‘lamiz va hosil bo‘lgan sistemaning
ikkinchi tenglamasini ketma-ket a,,..., @j,,...a,, ga ko‘paytiramiz
hamda navbatma-navbat sistemaning tegishli (birinchi va ikkinchi teng-
lamalaridan tashqari) tenglamalaridan ayiramiz.

Bu jarayonni davom ettirib, chap tomonidagi barcha koeffitsientlar
nol bo‘lgan, ozed hadi esa noldan fargli bo‘lgan tenglamalar sistemasi-
ga kelsak, bu sistema yuqorida ko‘rsatilganidek, birgalikda bo‘lmaydi.
Agar sistema birgalikda bo‘lsa,quyidagi sistemadan birini hosil qilamiz:

™

X, +byx, 4. +byx, +..+b x, =B;
xz +q--+bzxxx +“'+b2lxl =Bz; (4)
X, +..+0,%, =8,
yoki (bunda p<n)
X, +b,x, + ..+ b X+t x, = B; ]
Xp+otby Xy +..4b,x, =8B,
o f 5
It +...+bhxn=B*; ( )
xu =BH'J

(4)-pogonasimon (trapetsiya), (5) esa uchburchak ko‘rinishidagi
sistema deyiladi. (5) bo‘lgan holda oxirgi tenglamadan x, =B, ga
egamiz. x ning qiymatini oldingi tenglamaga qo'yib, x,., ni topamiz,
uni ¢°z navbatida oldingi tenglamaga qo‘yib, x__, ni topamiz va h.k.

Yuqorida aytilganlarni yakunlab quyidagilarni hosil gilamiz. Gauss
metodini chiziqli tenglamalarni har ganday sistemasi uchun tadbiq
etish mumkin. Bunda, agar almashtirishiar jarayonida barcha
noma’lumlarning oldidagi koeffitsientlari nolga teng, ozod hadi esa
noldan farqli bo‘lgan tenglama hosil gilsa, sistema birgalikda bo‘lmaydi;
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agar bunday tenglamaga ega bo‘lmasak, sistema birgalikda bo‘ladi. Agar
birgalikdagi sistema (5) uchburchak ko‘rinishiga kelsa, u aniq bo‘ladi,
(4) ko‘rinishiga kelsa, anigmas bo‘ladi. Aytilganlami chizigli bir jinsli
tenglamalar sistemasi bo‘lgan holga, ya'ni ozod hadlar nolga teng bo‘lgan
tenglamalarga ham qo‘llash mumkin. Bunday sistema har doim birga-
likda bo‘ladi, chunki y (0,0,..,0) nol yechimga ega. Qaralayotgan
sistemada tenglamalar soni nqma’lumiar sonidan kichik bolsin, U holda,
sistemamiz uchburchak shakliga keltirilishi mumkin emas, chunki Gauss
metodi bo‘yvicha o‘zgartirish jarayonida tenglamalar soni kamayishi
mumkin, lekin ortishi mumkin ¢mas, binobarin u (4) ko‘rinishga kel-
tiriladi, ya'ni anigmasdir.

1-misol. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini Gauss metodi
bilan yeching:

x, +2x, +3x, =};
2x, - x, +2x, =6;
I. +I1 _3x3 =?,

Yechish. Birinchi tenglamadagi x, oldida turgan Koeffitsient yor-
damida qolgan tenglamalardagi x, noma’lumdan qutilamiz. Buning
uchun birinchi tenglamaning barcha hadlarini 2 ga ko'paytirib, ikkinchi
tenglamadan ayiramiz. Birinchi tenglamaning o‘zini uchinchi tengla-
madan ayiramiz. Natijada quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga ¢ga bo‘lamiz:

X +2x,+3x,=];
=5x, —4x, =4,
-x, =6x, =6,

Ikkinchi va uchinchi tenglamalar fagat x, va x, noma’lumlarga
ega. Uchinchi tenglamaning hadlarini 5 ga ko‘paytirib, 2-tenglamdan
ayiramiz. Natijada tubandagi sistema hosil bo‘ladi:

x, +2x, +3x; =1,
=5x, =4x, = 4;
—26x, =26.

Uchinchi tenglamadan x, =-1, buni ikkinchi tenglamaga go'yib,
x, noma’lumli topamiz:

—5x, —4-(~-1)x, =4
x, =0.
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X, ¥a x, noma’lumlaming giymatlarini birinchi tenglamaga qo‘yib,
x, noma’lumni topamiz: x, +0-3=1 x, =4.
Javodb: (4;0;-1).
2-misol. Ushbu:
X +2x,43x, =T,
2x, +3x, +x, =5
2x, +4x, +6x, =14,
chiziqli tenglamalar sistemasini yeching.
Yechish. Birinchi tenglamadagi x, oldida turgan koeffitsient yor-
damida qolgan tenglamalardagi x, noma’lumdan qutulamiz. Buning
uchun birinchi tenglama hadlarini uchga, ikkinchi tenglama hadlarini
2 ga ko‘paytirib, birinchi tenglamani ikkinchi tenglamadan ayiramiz.
Natijada quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Y

(X, +2x, +3x, = 7;
1%, +0-7x, =~11;
0+0+0=0,

Uchinchi tenglama hadlari va ozod hadi nollardan iborat bo‘lgani
uchun, bu tenglamani tashlab yuborsak, tubandagi sistema hosil bo‘ladi:

X +2x,43x, =T,
x,—-7x,=-11,

Birinchi tenglamadagi x, noma’lumdan qutulish uchun 1-tenglam-
ani 2-tenglamadan ayirsak, X, ¥a x, noma’lumlarga nisbatan yechil-
adigan ushbu sistemaga ega bo‘lamiz:

{—2.7:: —10x, =-18;

x, —=7x, ==I1,

Ikkinchi tenglamadan X, ni, birinchi tenglamadan x, ni toparniz:
x,=7x,-11;
L‘z =-5x,+9.
bu yerda X, ixtiyory son.

O‘z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Gauss metodining mohiyatini tushintiring.
2. Gauss metodi yordamida misollar yechib ko‘rsating.

62

www.ziyouz.com kutubxonasi



IV BOB
VEKTORLAR VA CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI

1-§. Vektor. Nol vektor. Vektor uzunligi, giymati va
yo‘nalishi

Agar kesma oxirlarining tartibi e’tiborga olinsa, u yo‘nalgan hisobla-
nadi. Agar oldin 4 nugta keyin B nugta berilgan bo‘lsa, u holda A nugta
AR Yo'nalgan kesmaning boshi 8 nuqta esa oxiri deyiladi. 4B yo‘nalgan
kesma ustiga chiziq go'yish bilan belgilanadi. Oddiy
kesmaning uchlari teng huquqli bo‘lib, ulaming tar- L
tibini ahamiyati yo'q. Yo‘nalgan kesmada esa boshi
oxirining o'rinlari almashtirilishi bilan ularning
yo'nalishi o‘zgaradi. Yo'nalgan 4B kesmaning uzun-
ligi deb, [4B] Kkesmaning uzunligiga aytiladi va

|[4B] bilan belgilanadi. Yo'naltirilgan kesma vektor
deyiladi. Vektorlamni belgilashda biz ustiga strelka L }/

=
e \

qo‘yilgan Kichik harflardan foydalanamiz: 7, 5, &

Ba’zan vektorlar kesma oxirlarini ko* rsatuvch: u‘slw

harflar bilan ham belgilanadi. X
Masalsn, vektorni 25, 26-chizmada

ko‘rsatilgandek, 4B ko‘rinishda beigilash mumkin.

A nuqta vektomning boshi, 8

nuqta vektorning oxiri deyi- 5 D

il -3 B
ladi. Agar AB va CD f ¥
yo‘nalgan kesmalar bir xii _A[

(qarama_—hqarshi]_’ yo‘nalishli _
v

bo‘lsa 4p va D vektorlar

bir xil (qarama-qarshi)

yo‘nalishli vektorlar deyiladi.

(27-chizma.) 27-chizma.
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a vektorning absolut giymati (uzuniigi) yoki moduli deb shu vek-
torni tasvirlovehi kesma uzunligiga aytiladi. & vektorning absolut giymati
|@| bilan, 4B vektorning absolut giymati esa ’A_'B bilan belgilanadi.
Moduli birga teng bo‘lgan vektor birlik vektor deyiladi. Vektorning
boshi uning oxiri bilan ustma-ust tushishi mumkin. Bunday vektorlar
nol vektor deb ataladi. Nol vektor ustiga strelka qo‘yilgan nol (ﬁ) bilan
belgilanadi. Nol vektorning yo‘nalishi hagida so‘z yuri;ilmaydi - u
aniqlanmagan. Nol vektoming moduli nolga teng deb hisoblanadi. Noldan
farqli ikkita vektor bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g'ri chiziglarda
yotsa, bunday vektoriar kollinear vektorlar deyiladi. 5,5 vektorlarning
kollinearligi || ko‘rinishida belgilanadi. Uzunliklari teng, kollinear
va bir xil yo‘nalishli ikkita g va j vektorar teng vektorlar deyiladi va
ad=>b ko'rinishida belgilanadi. Bir tekislikka parallel bo‘lgan yoki shu
tekislikda yotuvchi vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.

O‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Vektor nima?
2. Kollinear, komplanar va nol vektorlarni tushuntiring,

2-§. Vektorlar ustida amallar

2.1, Vektorlarni qo°shish.

Ta’rif. Ikkita @ va b vektorlamning yig‘indisi deb istalgan A nugq-
tadan g vektorni go‘yib, uning oxiri Bga 5 vektorni qo‘yganda boshi
a vektorning boshi 4 da, oxiri § vektorning oxiri C da bo‘lgan AC
vektorga aytiladi. (28-chizma.)

a,b vektorlaring vigindisi g+ 5
bilan belgilanadi. Vektorni qo‘shish
ta’rifidan istalgan 4, 8 va C uch nugta
uchun

AB+ BC = AC (1)
tenglik o'rinli bo‘lishi kelib chigadi.
(1) tenglik vektorlarni qo‘shishning
uchburchak goidasi deyiladi. Ikki kol-
linear vektorni go‘shish ham shu qo-

ida bo'‘yicha bajariladi.

28-chizma.

64

www.ziyouz.com kutubxonasi



Vektorlami qo‘shish amali quyi- E
dagi xossalarga ega:

1. Qo‘shishning gruppalash (assot-
siativlik} xossasi. Har qanday g, 4, &
vektorlar uchun  (G+8)+&=a+(F+3)
munosabat o‘rindi.

Isbot. Vektorlarni go‘shishning ©
uchburqpak qoidasidan (29-chizma.): 29-chizma.

G+5 = O0d+ AB=OB:
» (G+5)+E=0B+ BC = OC:
E+E=A—}3+B_&‘=A-ET;

- - -

a+(b+c)=04+AC=0C:

bundan (d+5)+c=a+(5+Z) ekani kelib chiqadi.

Qo‘shiluvchi vektorlaming soni ikkitadan ortig bo‘lganda ulamij
qo'shish quyidagicha bajariladi. Berilgan g,35,7,..,/ vektorlarning
yig'indisini hosil qilish uchun 7 vektorning oxiriga p vektorning
boshini qo‘yish keyin, & vektorning oxiriga ¢ vektoming boshinj
qo'yish va h.k. Bu ishni oxirgi vektor ustida bajarilguncha davom
ettirish kerak. Yig'indi vektor yani G+5+&+...+! yigiindisi bo‘lgan
vektor boshi & vektorning boshidan, oxiri esa J vektorning oxiridan
iborat vektor bo‘ladi.
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Masalan, 30-chizmadagi ,4_}: vektor berilgan g, &, &, d,é vektor-

lami qo‘shishdan hosil bo'lgan vektordir.
2) Qofshishning o‘rin almashtirish {kummutatwl:k) xossasi. Har
qanday ikkita 7 va } vektor uchun a+b=>b ta tcngl:k o‘rinlidir.
Isbot. 5=04 va b= AB bo‘lsin.

|\ I b Ikki ho! bo‘lishi mumkin:
/7 a) g, b vektorlar kollinear emas.
- o Bu holda O, 4, B nuqtalar bitta to'g‘'n
a 5 ta & chizigda yotmaydi (31-chizma). Q4B
-~ uchburchakni Q4BC parallelogramm-
ga to‘ldirsak, vektorlarni qo‘shishning
0 < uchburchak qoidasiga ko‘ra:
31-chizma.

G+b =04+ AB= OB,
o b+a=0C+CB=0B,
bu ikki tenplikdan esa g+b=b+a kelib chigadi.
b) 4|4 bo'lsin. Bu hoida O,4,B nugqtalar bitta d to‘g‘ri chiziqda
yotadi. 4 to‘g‘ri chizigda yutmayd:gan C nugta olaylik, u holda

OC + CB OB (2)
a) holga ko'ta OC+CB=CB+OC.

Lekin, CB CA+AB OC OA+ AC’ bo‘lgam uchun
OB CA+ AB+OA+AC AB+ OA ; (3)

qarama-qarshi vektorlar yig“indisi ) ga teng bo‘lgani uchun (5':4+ A_;:‘ =0
ikkinchi tomondan,

OB =0A+ AB (4)

(3) va (4) tengliklardan G+) =5 +a tenglikka ega bo‘lamiz.
3) har qanday g vektorga nol vektor qo‘shilsa, a vektor hosnl
bo‘ladi, ya2’'ni a+0 d. Uchburchak qmdamga ko‘ra istalgan z— (4

vektor uchun 0,1+ Ad =04 tenglik yoki 7+0=4 tenglik o‘rinli.
4) har ganday g vektor uchun shunday z mavjud-ki, uning uchun:

a+da =0 (3

2.2. Vektorlarni ayirish.

Ta'rif. @b vektorlaming ayirmasi deb, 4 vektor bilan } vektorga
qarama-garshi —p vektorning yig‘indisiga aytiladi. Bu ta’rifdan
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ko‘rinadiki, =G5 ayirma vektomi yasash
uchun &=3+(-b) vektomni vasash kerak
ekan. Agar g,b vektorlar bitta O nuqtaga
qo‘yilgan (32-chizina) hamda G=04 va

—

b =0B deb belgilangan bolsa, u holda ] 32-chizma.

- -+ - - — -+ - -
C=0-b=04-0B=0A+OB=BO+OA = BA
a va b vektorlaming ayirmasini topish uchun boshi B

u holda
nuqtada oxiri 4 nuqtada bo'lgan B4 vektomi yasash yetarli bo*fadi.

=

2.3. Vektorlarni songa ko‘paytirish.

a#{ vektor va @ son berilgan bo‘lsin, bu yerda e R,

Ta’rif. Vektorning @ songa ko‘paytmasi deb shunday 5 vektorga
aytiladiki @ >0 bo‘lganda § ning yo‘nalishi 3 ning yo‘nalishi bitan
bir xil, <0 da } ning yo‘nalishiga teskari bo‘lib, 5 vektomning
uzunligi esa g vektorning uzunligi bilan e« son modulining
ko‘paytmasiga teng, &-ning @ songa ko‘paytmasi b =g# shaklida
belgilanadi. Bu ta'rifdan bevosita quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

a) ixtiyoriy g vektor uchun: 0.a=0

b) ixtiyoriy @¢e R son uchun: a-0=0

d) ixtiyoriy @ vektor uchun: l-a=a;(-D-a=—a

€) a va ad vektorlar o‘zaro kollineardir:

_}
33-a chizmada G vektor 4 so- a
niga ko‘paytirilgan; b =43 33-b P
L4
chizmada ¢ vektor -2 somiga >
ko‘paytirilgan; »=-2Z. Biror :.'
——
a#0 vektomi o'zining uzunligij-
] 3 -
ga teskari ]El' songa ko‘paytirilsa, «— 2
33-chizma.

shu vektor yo‘nalishidagi birlik
vektor (ort) hosil bo'ladi, ya’ni I—a""‘T:an(lﬂul:l).

Teorema. Agar G||§ (a#0) bo'lsa, u holda shunday & son
mavjudki,
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b=aa bo'ladi. (6)
Isbot. §||E bo‘lgani uchun quyidagi uch hol bo‘lishi mumkKin:

) 4715 bo'lsa, L a "—b bo‘lib, bundan b-” bu holda

|b| E -Isl |4
“"H bo‘ladi.
2) a5 bols -i:& _I%I' bolib, bundan §o_Plg; bu
Ibl 4
holda @ "'—— bo‘ladi.

Nb=0 bo iganda » =0.G bundan a =0. Demak, vektorni songa
ko‘paytirish ta'rifidan va bu teoremadan quyidagi Xulosani chiqgarish
mumkin:

a || beab=aa (xeR)

Shunday qilib (6) munosabat 7 p vektorlar kollinearligining zaruriy
va yetarli shartidir.

Vektorni songa ko‘paytinish quyidagi xosszlarga ega:

a) l-a=a,(-1)-a=-a;

b) a(f-a)={(a-f)a (gruppalash qonuni};

d) a(&'+5)=a*a+a-5 (vektorlarni qo‘shishga nisbatan tagsimot
qonuni);

e} (e+pP)ya=a-a+p-a (skalyami qo‘shishga nisbatan tagsi-
mot qonuni).

Ikkinchi xossani, ya’ni tenglikning o‘rinli ekanini ko‘rsatish bilan
chekianamiz.

. Isbot. Ma’lumki, a(83-d) va (a-S)a vektorar bir xil [a|-|ﬁ|.|a|
uzunlikka ega. Vektorni songa Ko'paytirish amali ta’rifiga ko‘ra agar

a-B>0 bo'lsa, a(f-a) va {(a-P)a vektorlar bir xil yo'nalgan,
agar a- <0 bo‘lsa, bu vektorar 7 ga qarama-qa;shl yo‘nalgan bo‘ladi.
Shunday qilib, agar @20, 820, @»0 bo'lsa, a(f-a)=(a- Pa ga
ega bo'lamiz. Agar @ =0, B=0 yoki a=0 bo‘lsa, u holda a(B-0)=0
va (a-f)a=0 bo'ladi.

0‘z-o0°zini tekshirish uchun savollar.

1. Vektorlar ustidagi amallarni geometrik nuqtayi nazandan kelib chiggan
holda tushuntirib bering.
2. Vektorning skalyarga ko‘paytmasi deganda nimani tushunasiz?
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3-§. To‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasj.
Nugqtaning va vektorning koordinatalari

3.1.Tekislikda koordinatalar sistemasinj kiritish.

Tekislikda nugqta, chiziq, kesma, shuningdek, boshga geometrik
ob’ektlarni o‘rinlarini tasvirlash uchun to'g'ri burchakli koordinatalar
sistemasi kiritiladi. Buning uchun tekislikda biror 0 nuqtada kesishuvchi
o‘zaro perpendikular ikkita o‘gni olamiz.
Bu o‘qlarning har birida ¢ nuqgtadan bosh-
lab kollinear bo‘lmagan 7, vektorlamni I |
ajratamiz.(34-chizma.)

1-ta’rif. Musbat yo‘nalishlari mos rav-
ishda 7, vektorlar bilan aniglanuvchi o‘zaro
perpendikular ikkita o‘qdan tashkil topgan
sistema tekislikda to‘g'ri burchakli koordi- 0§73 X
natalar sistemasi deyiladi va R={0,7, 7}
ko‘rinishda belgilanadi. 0 nuqta koordina-
talar boshi, 7, birlik vektorlar esa koordi-
nata vektorlari deyiladi. Ta’rifga asosan, 7,7 vektorlar ortogonal va
birdik vektorlardir: |?|=I}’|=l; F.L_}". Musbat yo*nalishlari E",}' vek-
torlar bilan aniqlangan o‘qlar mos ravishda abssissalar va ordinatalar
o‘glari deb ataladi.

Tekislikda R=1{0,7,7) koordinata sistemasi berilgan bo‘lsin. Shu
tekislikning 4 nuqtasi uchun O4 vektor 4 nuqtaning radius—vektori
deyiladi. O4 vektor uchun quidagi munosabatni yozish mumkin:

Od=xi +yj.

2-ta’rif. OA radius—vektorning x,¥ koordinatalari A nuqtaning

R={0,i,j} koordinata sistemasida koordinatalari deyiladi va u
A(x; ¥} ko‘rinishda belgilanadi. Bunda x 4 nuqtaning abssissasi, y esa
A nuqtaning ordinatasi deyiladi.

Endi vektorning koordinatalarin qaraymiz.

3-ta’ril. Vektorning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari vektorning
Koordinatlari deb aytiladi.

Vektorni Ox o'qidagi proyeksiyasi uning birinchi koordinatasi yoki
x koordinatasi, Oy o‘qidagi proyeksiyasi uning ikkinchi koordinatasi
yoki ¥ koordinatasi deyiladi.

o — '4*———&

-
3

34-chizma.
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Shunga ko‘ra a vektorning koordina-

Y talarini x,,), bilan belgilasak, u holda
R {“‘-'--“- b ta’rifga asosan,

Y "2/75 x, = pr,,d=a|-cos(@ i)
hz-*“'l —<—t Yo = Drya=al-cos(a* j).

-t } : Aytaylik, tekislikda &= AB vektori

1. ' berilgan bo‘lsin. A nuqtadar Ox o‘qiga

g hf"“"’b X parallel, B nuqtadan Oy o‘qiga parallel

' Ta ' to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz (35-chizma).

35-chizma. Ulaming kesishish nuqgtasi C bo‘lsin.

U holda
AC=x,-T, CB=y, .} va @=AB=AC+CB=x,-T+y,-] bo'ladi
Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar x_,y, lar g vektori-

ning koordinatalari bo‘lsa, 7 vektorni uning koordinatalari orgali tu-
bandagi ko‘rinishda yozish mumkin,

G=x,T+y,-J. (1)

(1} vektor tenglik ko‘p hollarda @={x,,y,} simvolik ko‘rinishda
yoziladi.

(1) tenglik tekislikdagi har qanday vektomi ikkita o‘zaro perpendikular
vektorarga yoyib yozish mumkinligini bildiradi. Umuman olganda tekislik-
dagi har ganday vektorni kollinear bo‘lmagan ikkita vektorga yoyib vozish
mumkin. Vektoming boshi va oxirini koordinatalai R={0,7, } ga nis-
batan ma’lum bo‘lsa bu vektorning koordinatalarini topishni qaraylik.

Avtaylik, R={0,7,} ga nisbatan

Y A(x;3 3, B(x,;y,) bo’lsin (36-chiz-
Bl O 80 ma). Bu holda OA=xi+yJ;
- OB=1x,i+y.,J. AB=0B-0A4,
I 4 ,.-"'f AB:'(Iz_xl)}r"‘(yz-yl)}:- |
: t! - Bundan
h '
R —
a1 x AB={x,-x;y, - }; (2)
36-chizms. ya'ni vektomning koordinatalari shu

vektor oxirining koordinatlaridan mos
ravishda boshining koordinatlarini® ayirish bilan hosil qilinadi.
Misol. R=1{0,7,7} da M(2;,—3),N(0;3) nugtalarni yasang. MN
vektoming koordinatalarini toping.
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Yechi_gh. M(2;-3) nuqtani yasash g4
uchun OM =2i —3; vektorni yasaymiz. §(0.3)
Buning uchun O nuqtadan boshlab 7
ga kollinear 27 va J ga kollinear -3
vektomi yasaymiz. So‘ngra bu vektor- . N ———
larning yig‘indisini topsak, oas vektor 3 2 _?_ 234 x

|
t

? 1
it

hogsil bo'ladi va undan izlanayotgan M o

nuqtani topamiz. Xuddi shunday N(0;3) slo - N9
nuqtani yasash uchun ON =3j vektor- ~ ’
ni yasaymiz. N(0;3), MN={-2;6}. 37-chizma.

3.2. Fazoda koordinata sistemasini kiritish.

Bitta O nugqta, kesishuvchi o‘zaro perpendikular uchta Ox, 0y, 0z
to'g‘ri chiziglarni olamiz (38-chizma).

Shunga o‘xshash qolgan ikki- =
ta tekislikni mos ravishda xOz
va yOz texisliklari deymiz.
Ox,0p,0z to'g'ri chiziglar koor-
dinata o‘glari (mos ravishda abs-

sissa, ordinata applikata), ularning S A | y
kesishish nuqtasi ( koordinata ) “ﬂr
boshi, xOz yOz va xOy tekislik-
lar koordinata tekisliklari deyiladi. :
O nuqta har bir o‘gni ikkita 18-chizma.

yarim to‘g‘ni chiziqqa ajratadi. Ul-
ardan birini musbat, boshqasini manfiy deb kelishib olamiz. Bu usul
bilan hosil gilingan Oxyz sistemaga fazoda to‘g'ri burchakli koordina-
talar sistemasi deyiladi. Qdatda Ox,0y,0z koordinata o‘qlarining birlik
vektorlari mos ravishda 7,j va i lar orqali belgilanadi. Fazodagi
to’g’n burchakli koordinatalar sistemasi R={0,7,7, k} ko‘rinishda ham
belgilanadi. Fazodagi vektorning koordinatalari deb uni koordinata
o'‘qlaridagi proeksiyalariga aytiladi. Vektorni Ox o0‘qdagi proeksiyasi
uni birinchi yoki x~koordinatasi, Oy o‘qdagi proeksiyasi uni ikkinchi
yoki y—koordinatasi, Oz o‘qdagi proeksiyasi uchinchi yoki z koordi-
natasi deb aytiladi.

Aytaylik, fazoda o'zining x_,y_,z koordinatalari bilan 5 vektori
berilgan bo‘lsin. Tekislikda vektorni koordinatalariga o‘xshash
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G=xi+yJrzk (3)
tenglikni bajarilishini isbotlash mumkin. (3) tenglik fazodagi har qanday
vektorni o‘zaro perpendikular bo‘lgan uchta vektorga yoyib yozish
mumkinligini bildiradi.

Umuman olganda fazodagi har ganday vektomni uchta o‘zaro Kollinear
bo‘lmagan vektorlarga yoyish mumkin. Vektorlarni koordinatalari ber-
ilganda vektorlaming yig‘indisi, ayirmasini va vektorni songasko‘paytirishni
ko‘rib chiqamiz. Vektorlarni qo‘shish (ayirish) va vektorni songa
ko‘paytirish xossasidan agar, & vektorning koordinatalari x,.y,.z, b
vekiomning koordinatlari x,,y,,Z, bo‘lsa, u holda

Gh=(x] ty, ]2z R (0] 2y 22,8)=(x, £, ¥ +(y, £3,) £(z, £2, ]k
ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib 74+p  vektorn
{(x, £x,)+(y, ty,)t(z, £ 2,)} koordinatalarga ega bo‘ladi, ya'ni

drb={x tx,;y, ty,:z,t2,} (4)
Aa vektorining koordinatalari esa Ax_,Ay,,Adz, bo‘ladi, ya'ni
Ad=Ax_,Ay,.Az, {5)

Demak, ikki vektorni qo‘shganda (ayirganda) ularning mos
koordinatalari go‘shiladi (ayriladi). Vektorni songa ko'paytirganda, uning
koordinatlari shu songa ko‘payadi.

Misol. @ ={2;-3;1} vektori berilgan. Unga kollinear bo‘lgan b ={x;y;4)
vektorining noma’lum koordinatalarini aniglang.

Yechish. [Ikki vektorning kollinearlik shartiga asosan
b=Aa=A{2i;-37,k} u holda (2) formulaga asosan 5={24;-32+2}.
Ikkinchi tomondan A=4 demak b ={8;,-12;4} bo‘ladi.

Endi A nugtaning koordinatalarini ko‘rib o‘tamiz. Aytaylik, fazoda
Oxyz dekart koordinatalar sistemnasi berilgan bo‘lsin. Bu sistema istalgan
A nugta uchun 0,4 vektorning koordinatalari uning radivs vektorining

koordinatalaridir. Odatda A4 nuqtaning
1 koordinatalari shu harfning yonida

kichik gavs ichida yoziladi: A(x; »,; Z)

A va B nuqtalarning Koordi.atalari

ma’lum bo‘iganda AB vektorning

koordinatalarini topishni ko‘raylik.
- l'A],rta'_sflik, A nuqgtaning koordinata-
lari (x,v,z,) B nuqtaning koordi-
natalari (x,,y,,2,) bo‘lsin. U holda
(39-chizma).
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AB=0B-OA=(x,i +p,] +2sk)-(x i +y,J+z.K)=
={xp —x )i +(¥; -y )j+(z, -—zd)j:'.

Bu yerdan AB vektor Xz —X,i¥Vp ~Y.43Z5 " 24 koordinatalarga ega
bo'lishini ko‘ramiz. Demak, vektorning koordinatalan uning mos koor-
dinatalari ayimnasiga teng:

AB:“B-J‘A;.}’E“.}’A;ZB_IA}. (6)

Misol. Agar A(2;5;1) va B(5;3;6) bo‘lsa A8 vektorming koordi-
natalarini toping. .

Yechish. Aytaylik, AB={x ;¥ 52,5} bo'lsin, u hoida (6) formu-
laga asosan:

X g =X, = Xy =5-2=3
Yaus=Ya=)» =3-5=-2
z,=2,-2,=6-1=5,

O*‘z-o°zini tekshirish uchun savollar.

1. Tekislikda, fazoda to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasini izohlang.
2. Nugtaning va vektoming koordinatalarini tushuntinng.

4-§. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

MN kesmani berilgan A, : 4, nisbatda bo‘lish talab qilinsin. Agar MN
kesmada ML masofa absolut giymatining LN masofa absolut giymatiga
nisbati A, :4, ga teng bo'lsa, L nugta MN kesmani A :A, nisbatda
bo'ladi deyiladi.Berilgan masalani hal gilish uchun MN kesmaning

ML _ 4,

LN 2,
tenglikni qanoatlantiravchi  L(x,; y,;z;)
nuqtasining koordinatalarini topish kerak
(40-chizma). Ta'riflanishiga ko‘ra L nuqta
MN kesmani A :4, nisbatda bo‘lishi uchun

‘M

_4
ML'A_'LN (1) *  40-chizma.
2
tenglikni bajarilishi zarur.
.p:ﬁ, va L—}g vektodarm o'if,(}}, va oN radius-vektorlar orgali ifoda-
laymiz. U holda (1) tenglama JL—-GF.;J=E—-(5N—5L) ko'rinishni oladi.
2
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Bundan esa

—r_ A]

OL

OM+—_ N 2

A+ A, A +A4,

kelib chiqadi.
(2) formula qo'yilgan masalaning yechimini beradi, chunki u N

kesmani berilgan 4 :A, nisbatda bo'luvchi I nuqtaning radius-vek-

torini M(x,,,y,,,z,) va N(x,,yy,Z,) nuqtalarning ragius-vcktorlari

orgali ifodalaydi.

(2) vektor tenglikka asosan quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

X, = 4 x, +— Xy
¢ A+ A4, o A,+4, o
-— ‘J’l J4’] .
yih.l,hlz y“""-k.i‘.lwl2 Vs 3
"1! il
Yu= Zyy + Zy-

A+ 4, A+ 4,

(3) formuia berilgan kesmani A, A, nisbatda bo‘luvchi I nuqta-
ning koordinatalarini topish formulalaridir. nugta MN kesmaning
o‘rtasi bo‘lgan xususiy holda (3) formula

XXy Yu T Yy dy tiy
X =——_, =-—__* ry = (4)
LTTy T L2

ko‘rinishni oladi. (4) formula kesmani teng ikkiga bo‘luvchi nugtaning
koordinatalarini hisoblash formulalaridir.

O*z-0‘zini tekshirish vchun savollar.

1. Kesmani berilgan nisbatda bo‘luvchi nuqtaning koordinatalarini hisob-
lash uchun formula keltirib chiqaring,

2. Kesmani teng ikkiga bo‘luvchi nugtaning koordinatalarini hisoblash uchun
formula keltirib chiqaring.

5-§. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Vektorlar ustida hozirgacha bajarilgan amatlar {go‘shish, ayirish,
songa ko‘paytirish) chizigli amallar bo‘lib, natijada yana vektorlar kelib
chigadi. Bu mavzuda vektorlar ustida natija skalyar {son) hosil bo‘ladigan
amalni ko‘rib chigamiz.
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Ta’rif. Tkkita & va b vektor uzunliklari bilan ular orasidagi bur-
chak kosinusining ko‘paytmasidan hosil bo'lgan son bu vektorlarning
skalyar ko‘paytmasi deyiladi. Agar ikkita vektordan birortasi nol vektor
bo‘lsa, skalyar ko‘paytma nolga teng bo'ladi.

G va p vektorlarning skalyar ko‘paytmasi G-b ko‘rinishida belgi-
lanadi, demak, _ .

a-b=al-|b|cose. (1)

Bu yerda @ berilgan g va b  vektorar orasidagi burchak. (1)
formula yordamida kuchning bir nugtadan ikkinchi nuqtagacha to‘g'ri
chizigli harakatida bajargan ishini hisoblash mumkin. Aytaylik biror
jism o‘zgarmas F kuchning tasirida boshlangich 8 nugtadan C nugta-
gacha to‘g'ri chizigli harakatlansin, u holda bajarilgan ish

A= |F I -|§€‘ cos@
bilan ifodalanadi. U skalyar kattalik bo‘lib, F va gc vektorlarning

skalyar ko‘paytmasidan iboratdir. Bu yerda ¢ - F va BC vektor

orasidagi burchak.

Misol. |a|=3; |5}=4 hamda & va b vektorlar orasidagi burchak
45° ga teng bo‘lsa, @ va b vektorlarning skalyar ko'paytmasini
toping.

Yechish. (1) formulaga asosan topamiz:

E-E=3-4-cns4$"=12-—\§—=6ﬁ.

Skalyar ko‘paytmaning xossalari:
1) Ixtiyoriy @ va p vektoriar uchun quyidagi munosabat o‘rinlidir:
g-b=b-a.
Bu xossa skalyar ko‘paytmaning kommutativiik X0s8asi deyiladi.
Isbot. Bu xossa skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita kelib
chigadi, ya’ni

=b-a.

)

E-5=|E|-|E|c05¢:r -
- - =>a-
b-a=b|-|a|cosg

b

2) Ixtiyoriy @ va b vektorlar va ixtiyoriy ke R son uchun quyidagi

tenglik ofrinlidir:
(ka)-b =k(@-b) 2
Bu xossadan vektorlarni skalyar ko'paytirishda sonli ko‘paytuvchini

skalyar ko'paytma belgisi tashqarisiga chigarish mumkin degan xulosa
kelib chiqadi.
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Isbot. Bu xossani isbot qilish uchun ikki vektor orasidagi burchak
tushunchasidan foydalanamiz. Ma’lumki, agar k>0 bo'lsa @ va §
vektorlar orasidagi burchak k@ va ) vektorlar orasidagi burchakka
teng bo‘ladi. Ta’rifga ko‘ra:

(ka)-b Hk|-|G|}b|-cosp=k-|G|-|b|-cosp=k(G-B); 2Bar k <0
bo‘lsa, @ va § vektorlar orasidagi burchak @ =180°-¢ ga teng:

(E)E#ﬁ]-lﬁl-cos(l&ﬂ“—q:):k-]&'l-IE]-cnsg::k(ﬁ-E)c:psq::k(&-g}.

3) Har qanday 4, jva ¢ vektorlar uchun quyidagi tenglik o‘rinlidir:

ib+&)=a-b+a-c. (3)

Bu xossa skalyar kn‘paytma_r_ling distri_l?utivlik xossasi deyiladi.

Isbot. Agar @ =0 bo‘lsa, a(b+2&)=d-b+a-¢ _tenglikning o*rinliligi
0°2-0‘zidan ravshan. Agar 7 20 bo‘lsa,u holda a(b+c)=d|np,(b+7).

a _
Bu yerda / o‘agi I_ET=E birlik vektori bilan aniqlangan.

Har qanday fva ¢ vektorlar uchun np(b +&)=np,b + np, mu-
nosabat o‘rinlidir.

Demak,

(b +2)=1a@|(np,b + np,&) = anp B + anp,& = Gb + aé
bundan esa G(b+&)=& b+3-¢ tenglikning o‘rinli ekani ko‘rinadi.

4) Har qanday vektorning 0°‘z-o‘ziga skalyar ko‘paytmasi bu vektor
uzunligining kvadratiga teng:

a-adal’. (4)
Isbot. Skalyar ko‘paytma ta’rifidan:
a-a=al-|da|cos(@a*ay=|al cos0’ g a|

g-a ifoda G° bilan belgilanadi va & vektorning skalyar kvadrati
deb ataladi. Bunga ko‘ra (4) tenglikdan 4 vektoming uzunligi uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz:

|d}=a®. (5)

Skalyar ko‘paytma yordamida bizga tanish ba’zi ayniyatlarni isbot-
lash mumkin. Masalan,

(GLb)* =G*+2ab+b°
ayniyatni isbot gilaylik, buning uchun ayniyatning chap tomonidan
uning o‘ng tomonini keltirib chigaramiz:

(G2b)-(Gxb)=a{a+b)+b(G+h)=G-G+5-b+a b+b.-b=a>+23b+5°,
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Teorema. Nol bo‘lmagan ikkita vektorning skalyar ko‘paytmasi nolga
teng bo‘lsa, bu vektorlar o‘zaro perpendikular bo‘ladi va aksincha.
Isbot. Faraz qilaylik, @ va & vektoriar o‘zaro perpendikuiar bo'lsin,
4 holda ular orasidagi burchak 90° ga teng, demak cos(@d”b)=0
u holda
3.5 <ad|-|b|cos(@”b)
cos(@ b)=0=a-b=0
demak, F1h=a-b=0 ikkita g va j vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa, u vektorlar perpendikulardirlar. Nol
bo‘lmagan ikkita § va p vektorlar skalyar ko‘paytmasi nolga teng
bo'lishi uchun cos(@~b)=0 bo‘lishi kerak, bu esa (@~b) burchak
90°® qiymatni gabul qilganda ofrinlidir. Demak, 5.5=0=>aLlb
Endi koordinatalari bilan berilgan vektorlarning skalyar ko‘paytmasini
qaraymiz. @ ={x,,¥.,2,} va b={x,,y,.2,} vektorlar koordinatalari
bilan berilgan bo‘lsin,
U holda 5 va p vektorlar, E:xdf+yj+zj va
b=xJ+y,J +2,k yoyilmalarga ega bo'ladi. Skalyar ko‘paytmaning
xossalaridan foydalanib, & va p vektorlarni skalyar ko‘paytiramiz:

G5 =(x,f +y,]+2. 0 (67 + 3, + 2,k =x 0,7 +xB,J+

+y JR Ay 00 X, _;z, k+y, jz 4z, kx,i+2,kp,j+ z,z,kk.
Ta'rifga ko'ra: <
2o fi=l; Beli-j=j-k=kK-j=]i=Tk=kj=0
U holda
F-b=x,X,+Y.Vs+ 242, (6)
Demak, koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko‘paytmasi
bu vektordar mos koordinatlari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.
.Koordinatalari bilan berilgan d={x,, Ya»2,] vektor uchun g-d skalyar
ko‘paytmani topaylik. 7 ni G=xj+y,j+z, ¢ ko‘rinishda yozib
olarriz.
G-d=(xJ+p,J+2kXxi+y, ]2k
(6) tenglikka asosan
G A=X X, + VYot 2420

[E|=Ja-a=\!a1=ﬁf+yf+zf. g
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Bu esa koordinatalari bilan berilgan vektorning uzunligi uning
koordinatlari kvadratlarining vig‘indisidan olingan arifmetik kvadrat ildizg:
teng ekanligini ko‘rsatadi. (7) formuladan foydalanib ikki nuqta orasi
dagi masofani topish mumkin. A(x,; Yi3z;) va B(x,;y,:z,) nugtalar
berilgan bo‘lsin. U holda

p(A,a)=[IB V=X + -y +(5-) @

r
bo‘ladi, bunda po(A4:B) — A va B nuqgtajar orasidagi masofa.
Skalyar ko‘paytmadan foydalanib ikki vektor orasidagi burchakni,
vektorlarning o°qdagi proyeksiyalarini hisoblash mumkin. Ikki vektor 3

35
va § orasidagi burchak mwéﬁ formula bo‘yicha hisoblanadi.

Agar vektorlar koordinatalari bilan beriigan bo‘lsa, ular orasidagi
burchak
NGty taz,
i +ylazl X;+y) +2]
formula bo‘yicha hisoblanadi. Agar vektorlar tekislikda berilgan bo'isa
z koordinatalari nolga teng deb olinadi.

cOSQ@ =

O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar.

I. Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Skalyar ko‘paytmaning qanday xossalari bor?

3. Koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko‘paytirish formu-
lasini keltirib chiqaring.

4. Vektor uzunligi uchun formula keltirib chigaring.

3. Ikki vektor orasidagi burchak uchun formula keltirib chigqaring.

6. Ikki vektorning o‘zaro perpendikularlik sharti nimadan iborat?

6-§. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi va uning xossalari

Ikkita @ va j vektorni bir-biriga ko‘paytirish natijasida son (son-
lar} xosil bo‘lishini ko‘rdik. @ va j vektorni bir-biriga ko‘paytirish
natijasida vektor hosil bo‘lishi ham mumkin.

Ta’rif. @ va b vektormning vektor ko‘paytmasi deb, shunday &
vektorga aytiladiki, bu vektor 3 va b vektorarga perpendikular bo‘lib,
uning moduli 4 va 5 vektorlardan yasalgan parallelogramm yuziga

18
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teng, yo'nalishi esa ¢ vektorning C uchidan qaraganda ¢ vektor atro-
fida & vektordan § vektorga eng kichik burchak bilan aylanishi soat
strelkasiga teskari bo‘lishi kerak.

Vektor ko'paytma (& b] yoki Gxb ko‘rinishda belgilanadi.
Boshgacha ta’rif ham berish mumkin.

Ikkita 7 va j vektorlaming vektor ko‘paytmnasi deb quyidagi uchta
shartni qanoatlantiradigan g vektorga aytiladi:

) &={a-b]<a||b|sin@"b); (0<(@ b)<n)

%) [4,b]13,[a,b]LE (& vektor 4,5 vektorlarga ortogonal),

3) a4, b, ¢ vektorlar ko'rsatilgan tartipda o‘ng uchlikni tashkil
qilsin.

Bu ta’rifda keltirilgan uchta shartning har birining geometrik
ma’nosini aniqglaylik.

1-shart ;7 vektorning uzunligi (|Z]-son) a va p vektorlarga quril-
gan parallelogramm yuzini ifodalovchi songa IC
teng ekanini bildiradi (41-chizma) chunki 2

@) |psin(@ " 5)%(0<@"b)<x) ifoda to-

¢ =[a,b]

monlari 5 va b vektorlardan iborat paral- B
lelogramm yuzini ifodalaydi. :

2.shart vektor ko'paytma (ya’'ni ¢ vek-
tory @ va p vektorlar bilan aniglanadigan
tekislikka perpendikular ekanini bildiradi.

3-shart vektor ko‘paytmaning yo‘nalishini
aniglaydi. 4] -chizma.

Vektor ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

1) Agar 5 va j vektorlar kollinear bo‘lsa yoki ulardan kamida biri
nol vektor bo‘lsa, ulaming vektor ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Hagiqatan ham, ||5 bo'lsa, (@~b)=0 yoki 180° bo'lib,
birinchi shartga asosan |¢]=0 bo‘ladi. Moduli nolga teng vektor esa
albatta nol vektordir.

2) [4,5]=—{b.a] ya'ni ko‘paytuvchilaming o‘rinlarini almashtirish-
da vektor ko‘paytmaning ishorasi o‘zgaradi.

Ishot. Haqgigatan ham, vektor ko‘paytma ta’rifining 1) va 2) shart-

lariga asosan, [&, 5] va [b, &) vektorlarning uzunliklari teng va ikkalasi

= A
a
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| w&E JL& ek
IRTRY SRS 1T
- O J"E it
L) [y
< 3 T
a) b)
v
42-chizma. t 5.5
d}

ham bitta tekislikka perpendikular, vo'‘nalishlari esa uchinchi shartga
asosan, ¢ vektor tomonga garab eng qisga yo'l bilan soat strelkasi
harakatiga teskari bo‘lsa, 7 va b vektor tomonga qarab qisqa yo'l
bilan burilish esa soat strelkasi harakatj bo‘yiclla bo‘lib goladi, demak
yo‘nalish avvalgiga o‘xshash bo‘lishi uchun (@, b] vektor [b, 7] vektor-
£a nisbatan qarama-qarshi yo'nalgan bo‘lishi kerak (42-a, b, d chizma).

3. {ad, b)=[a, ab]=ala, 4] bu yerda o istalgan haqiqiy son
(skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan assotsiativiik qonuni).

Ishot. [a@, b]va afa, 5] vektorlarning modullari teng, yo‘nalishlar;
esa o >0 bo'lganda (g, b] vektor bilan bir xil, < 0da esa [4,5] ning
yo'nalishiga garama-qarshi (42-a, b, d chizma).

4) [a+a'b)=[a,b]+(3,b]; [a,b+b')=[a,b1+[a,5"].

Bu xossalardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

[a&+ﬁ5,y§+§3] =ay[&,&'] + ﬁr[E,E]+ a&[ﬁ,ﬁ] +ﬂ§[5,3].

Vektor ko'paytmadan foydalanib, uchburchakning yuzini hisoblash
uchun formula chiqaramiz. Aytaylik, ABC uchburchak R={0,F,},I:}
to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan uchlarining koordi-
natalari bilan berilgan bo‘lsin: A(x,; Y2 B(xy33,32,), Clxy59y32,)

Vektor ko'paytma ta’rifidagi I-shartga ko‘ra uning moduli paralielo-

grammning yuzini beradi. Uning yarmi esa uchburchakning yuziga teng.
Shuning uchun

l — -
§ e =—|| AB,AC
o 21[ ]l @
ega bo‘lamiz.
30
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_ Agar 4p va 4C vektorar koordinatalari bilan berilgan boisa, ya’ni
AB={x, = XY1 = P2 =2 i AC={x,-x;y,-¥:2,~2}. U hol-
da 4p va 4C vektorlami vektor ko'paytmasi tubandagicha ifodalanadi.

[EB;C]':[(J:: _xt)?'i'(}’z '_yl)..-; "'(zz —Z) )1::[(13 ~X) )?"‘(Y:i _yx)} "'{23 _zl) ;]=

={x, —x Nx; —x,}i- (X, =X, Xy; =y, )i j+(y, ~ WXz, —2) j k+

Hzy =2 Xx; = X)) k- i+ (2, =2, Xy, ~ ¥, )k j+(2, -z, Xz, — 2, k- k+

- - = - —p
+(-1':——’fl)(zg-z.)f'**"(}’:'—y.)(xg ~-Xx)J i+{y,-y,)(y3-y,)j-f;
Vektor ko‘paytma ta’rifiga asosan

i7|=0, [}-}’]=n, [3-1’}:0

]-457) (-7

bo‘lgani uchun

]
L

_[1 ;]

[AB*AC] =(X =X, s =y Y+ (x, = x, X2y ~ 2} j= (¥, = ¥, X%, — x )bk +

‘1'(}’3 —yl)(zl _zl)i_(z: "f:)(xa 'Il)j_(zz "zl)(yj _J’|)f;
Demak,

-+ -+ -
I i J k
S=E Xo=X Vo= N Z;—

Xy =X, YVs— W Z,-2

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Tkki vektorning vektor ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Vektor ko'paytmaning qanday xossalari bor?

3. Vektor ko‘paytmaning geometrik ma’nosi nima?

4. Vektor ko‘paytma 1a’rifidan foydalanib, uchburchak vuzini hisoblash
uchun formula keltirib chiqaring.
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V BOB. d
ANALITIK GEOMETRIYA ELEMENTLARI

1-§. Tekislikda chiziq tenglamasi

1.1. Ikki o‘zgaruvchili tenglama va uning grafigi.
Chiziq tenglamasi.
Aytaylik,

F(x;,y)=0 (1)
tenglama X,y o‘zgaruvchilarni bir—bif bilan bog‘lovchi biror tenglama
bo‘lsin. Bu tenglama o'zgaruvchilaridan birini, masalan ¥ ni ikkinchisi-
ning funksiyasi kabi aniglaydi. U holda (1) ni y ga nisbatan yechsak

y=1(x) (2

(bu yerda a<x<5) tenglama hosil bo‘ladi. (2) da x€[a,b] kesmada
o‘zgarganda f(x) funksivani uzluksiz ravishda o‘zgaradi deb qaraymiz.
Dastlab f(x) bir qiymatli funksiya deb garab, x va y lami R ={0;7; j}
koordinatalar tekisligidagi biror M nuqtaning koordinatalari deb faraz
gilamiz. U vaqtda x ning har bir giymati uchun (2) tenglama ¥ ning
yakka bitta qiymatini aniqlaydi. Demak, x ning har bir giymatiga tek-
islikning koordinatalari (x; f(x)} bo‘lgan birgina nuqtasi to‘g‘ri keladi.
Agar x uzluksiz ravishda o‘zgarib turli qiymatlar olsa, x nugta {0;}";_}’}
koordinatalar tekisligida x va y ning qiymat-
lariga qarab o‘mini o‘zgartira boradi va biror
geometrik o‘rinni tasvirlaydi. Bu geometrik
o‘rin chizig deb ataladi. Agar f(x)} funksiva
ko'p qiymatli bo‘lsa, yani x ning har bir
giymatiga » ning bir necha y,;y,;..;»,
qiymatlari mos kelsa, u holda x ning har bir
giymatiga {0;7;7} tekislikda M ;M,;M,
X nuqtalar to‘g’ri keladi. Masalan, y= f(x)
43-chizma. funksiya ikki giymatli bo‘lsin.
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Bu holda x ning har bir giymatiga ¥ ning Y, = f(x,) va 2 = f(x, )
qiymatlari mos kelib, {0; i;J} koordinatalar tekisligida x ning X, qi-
ymati bilan ikkita M, (x;)) va M,(x,;y,) nuqta aniglanadi (43-
chizma). [a;b] kesmada x uzluksiz o‘zgarganda M, va M, nuqtalar
ham o‘rinlarini uzluksiz ravishda o‘zgartiradi va chiziq deb atalgan
geometrik o'rinni tasvirlaydi.

Ta’rif. Agar chiziq ixtiyoriy nuqtasining x va ¥ koordinatalar (1)
tenglamani qanoatlantirsa, va aksincha, by tenglamani qanoatlantiradi-
gan har bir jult (x;y) givmat chizig nuqtasini tasvirlasa, u holda (1)
tenglamaga chiziqning oshkormas tenglamasi deb ataladi. Analitik ge-
ometriyada ikki xil masala qaraladi:

1) berilgan geometrik xossalariga ko‘ra chiziq tenglamasini tuzish;

2) tenglamasiga ko‘ra koordinatalari tenglamani ganoatlantiruvchi
nuqtalaming geometrik obrazini yaratish.

Misol. Koordinata burchakiari bissektrisalarining tengiamalan tu-
zilsin.

Yechish, Dastlab, bissektrisaga xos-geometrik xossani ifodalaymiz.
Burchak bissektrisasi bu burchak ichida yotuvchi va uning tomonlari-
dan barobar uzoqlikdagi nugtalaming geometrik o‘rnini ifodalaydi. By
xossaga asoslanib I va HI koordinat bur- 4
chaklarining bissektrisasi tenglamasini tu-
zamiz {(44-chizma).

Agar OM birinchi koordinat burchag- u M xsy)
ining bissektrisasi bo‘lib, M({x;y)uning
ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, xossaga Ko'ra:

|M M| M M| yoki y=x- (3)

Agar M(x.y) uchinchi koordinat bur- T
chagining bissektrisasidagi ixtiyoriy nuqta—7g
bo‘lsa, x ham ¥ ham manfiy son bo‘lib,
ularing absolyut giymatlari bir-biriga teng
bo‘ladi va biz yana (3) tenglamaga kela-
miz. Shynga o‘xshash II va IV koordinat burchaklarining bissektrisasi
tenglamasi

44-chizma.

y=-x ~ 4

ekanligini Ko‘rish mumkin.
Endi chizigning (1) tenglamasiga ko‘ra yasash masalasini qaraymiz.
x,¥ koordinatlarni bog‘lovchi biror tenglamaning tekislikda qanday
chizigni tasvir etishini bilish uchun chizigni shu tenglamaga asoslanib
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yasash kerak. Tekislikdagi nuqta esa o‘zining (x, ¥} koordinatalari
bilan aniqlanadi. Shyning uchun (1) tenglamadagi x ga X5 Xy o3 X,
qgiymatlami bersak,

Fi(x;)=0; Fy(x,;3)=0;..;F (x,;¥)=0 4
y

tenglamalar hosil bo'ladi. Bu teng-
lamalardan x ning x; x,;..; x, qi-
ymatlariga mos bé&‘lgan y ning
Yis Ya3 -3 ¥, Qiymatlarini topamiz,
natijada koordinatalari (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi
X0 )s (5 9.) o (X500 (5)
x nuqtalarga ega bo‘lamiz. Bu nuq-
talarni koordinatalar sistemasiga joy-
lashtirib, ularni tutash chiziq bilan
43-chizma. birlashtirsak (1) tenglamani tasvir etu-
vehi chiziq hosil bo‘ladi. Bu chizigga
ikki o‘zgaruvchili (1) tenglamaning grafigi deyiladi.
Misol. y=x" tenglama tasvirlaydigan chiziq yasalsin. Yasask.
Tenglamadagi x ga we=3-2-1,0;1,2,3;... qiymatiami beramiz va shunga
mos ¥ ni giymatlarini topamiz. Buni jadval shaklda yozamiz.

X -3 -2 -1 1] 1 2 3
y 9 4 | 0 1 4 9

Natijada w(=3,9%(=2;4); (=1, 1);(0; 0); (5 1);(2;4);(3;9);.... nugtalar
hosil bo‘ladi. Bu nugtalami {0;7;} sistemada joylashtirib, ulami bir-
lashtirsak, y=x* funksiyaning grafigi ya’ni parabola chizig' hosil bo*ladi
(45-chizma).

1.2. Quth koordinata sistemasi. Nugtaning dekart va qutb koordi-
natalari orasidagi bog‘lanish.

Matematikada bir necha xil koordinatalar sistemasi bilan bir qator-
da qutb koordinatalar sistemasi ham qo‘llaniladi: Oriyentatsiyali tekis-
likda biror O nuqta, [OR) nur va [OR) nurda yotuvchi O0A=7 birik
vektorni olamiz. (Tekislikda olingan R={0;7;7) koordinata sistemasi
i vektorini O nuqta atrofida ; vektor ustiga tushirish uchun qisqa
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vo‘l bo‘yicha burish soat strelkasi harakatiga teskari bo‘lsa, koordinata
sistemasi musbat oriyentatsiyali, tekislikn: esa onyentatsiyalangan dey-
iladi.) Hosil qilingan geometrik obraz qutb koordinatalar sistemasi
deyiladi. (46-a chizma.)

Y 9
¥y W
£/
19
£ 48
a T l_h B 0 T B ;_ ) X
a) b)
46-chizma.

Uni R={0;i} ko‘rinishda belgilaymiz. 0 nuqta qutb boshi, [OR)
nur esa qutb o'qi deyiladi. pAs nugtaning tekislikdagi holati ikki son:
biri [OA4] masofa, ikkinchisi {OR) nur [OM) numing ustiga tushishi
uchun burilishi kerak bo‘lgan @=j~OM burchak bilan to‘la aniqla-
nadi. Qutb o‘qini [OM) nur ustiga tushgunga gadar burish soat strel-
kasi yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda bajarilsa, @ - musbat deb, aks
holda ¢ — manfiy deb hisoblanadi.

p={OM|, P ni jfnuqtaning qutb radiusi, @ - ni A nuqtaning qutb
burchagi 2,9 lami j¢ nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi va
M{p,p) ko'rinishida belgilanadi. @ nuqta uchun p=0 bo‘lib, ¢
aniqlanmagan hisoblanadi. Agarp va @ burchak 0<pso; 0<S@<2n
oraligda o‘zgarsa, tekislikning har bir nuqtasi qutb koordinatalarn bilan
mos keladi. .

Har bir qutb koordinata sistemasiga musbat oriyentirlangan to'g‘ri
burchakli koordinata sistemasini mos qo‘yish mumkin. Bunda ¢ nuqta
{qutb) koordinatalar boshi bo'lib xizmat qiladi. Faraz qilaylik o, ¢ lar
A nuqtaning qutb koordinatalari, X,y esa Af nuqtaning to'‘g'ri
burchakii koordinatalar sistemasidagi koordinatalari bo‘lsin {46-b chiz-
ma.):

X= pcos@,

y=psine.
85
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M nuqtaning qutb koordinatalari £ va @ma'lum bo‘lsa (6) dan
XY ni topish mumkin. (6)=

x*+y’=p > p=yxt+y? (7)

Agar p;tﬁ bo‘isa (6}1(?} =

_ X . oo ¥
M = 0 nuqtaning to‘g‘ri burchakli dekant koordinatalari X,¥ ma’lum
bo‘lsa, (7), (8) dan p va ¢ lami topish mumkin. Demak, (6), (8)
formulalar dekart va qutb koordinatalari sistemnasini bogl’ovchi formu-
lalardir. Tekislikda qutb koordinata sistemasi berilgan bo‘isin. Bu sis-
temada biz pyoki @ lardan birini o‘zida saglovchi  f(p;@) ifodani
olaylik. Bu ifoda tekislikda bir qQancha figurani ifodalashi mumkin.
Masalan, figura f(p;p)= o ~4 munosabat bilan aniglangan bo‘isin.
U holda:
a) F,={M(p;gr)]p=4} (markazi O qutbda va radiusi p=4 ga
teng bo‘lgan aylana)
b} F, ={M(p;¢)|p—4:-0} (F, aylanadan tashqaridagi nuqtalar
to‘plami);
v) F3={M(p;¢)[p-4c0} (0 markazli p=4 radiusli ochiq
doira.);
B) Fi=\M(p;p)lp-420{ (FUR);
d) F,={M(p;p)|p—-4<0! (p=4 radiusli doira);
e) Fo={M(p:0)|p-420}=(F,UF);
S{2;9)=0 tenglamani figuraning berilgan qutb koordinata siste-
masidagi tengiamasi deyiladi.
Qutb koordinata sistemasining tanlanishiga qarab bitta figurani
ifodalovchi tenglama turli xil bo‘lishi mumkin.
Masalan, qutb koordinata sistemasining
qutbi aylana markazida joylashsa
P = a{a ~const) (%)
p tenglama markazi qutbda radiusi a ga teng
bo'igan aylanani ifodalaydi.
Agar qutb aylanada yotib, qutb o‘gi esa
_ aylana markazidan o‘tsa, tenglama boshga
47-chizma. ko‘rinishda bo‘ladi (47-chizma).
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p=2acos@. (10
(9) va (10) tenglamalarni guyidagicha o‘zgartirib yozamiz:
p-a=0 (1)
p~-2acosp=0. (12)
(11), (12) tenglamalar bitta aylanani ifodalaydi, lekin tenglamalar
har xil. Bittasi o‘zida o ni saqlasa, ikkinchist £ va @ ni o‘zida
saqlaydi (chunki koordinatalar sistemasi har xil).

O*z-o'zini tekshirish uchun savollar.

1. Chiziq tenglamasini keltirib chiqaring.

2. Nuqtaning qutb koordinatalarini tushuntiring.

3. Nuqtaning qutb va dekart koordinatalari orasidagi boglanishni ifodalovchi
formulani yozing.

2-§. Tekislikda to‘g'ri chizigning turli tenglamalari

Ta’rif. To‘g‘ri chizigga parallel yoki shu to'g‘ri chizigda yotuvchi
har ganday vektor uning yo‘naltiruvchi vektori deyiladi. Quyida biz
to‘g‘ri chiziqning berilish usullariga garab uning tenglamasini keltirib
chigamiz.

2.1. To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalari.

To‘g'ri chiziq a biror {0;7 j} koordinata sistemasiga nisbatan
o'zining biror M {x,;y,) nuqtasining va yo‘naltiruvchi

a={a,;a,} vektorining berilishi bilan aniqlanadi. To‘g‘ri chiziqda
ixtiyoriy M(x;y) nugta olamiz. U holda MM vektori & vektori
bilan kollinear bo‘ladi. U holda shunday ¢ soni topiladiki

MM=1; teR (N y
munaosabat bajariladi (48-chizma).

Aksincha, biror pf nuqta
uchun (1) munosabat o‘rinli
bo'lsa, u holda M M||a demak
(1) munosabat fagat to‘g'n chiz- -
igqa tegishli p# nugtalar uchun- 31
gina bajariladi. M, M nuqtalar- 0
ning radius vektorlarini mos ra-
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vishda 7,7, bilan belgilasak ya'ni, 7 =OM, 7, =0OM, bo'lsa, u holda
MM =F -7, bo'ladi. (1) tenglikdan
F=r +td (2)
Bu tenglamaga 4 to'g'ri chizigning vektorli tenglamasi deyiladi. f ga
turli giymatlar berib, @ ga tegishli nuqtalarning radius vektorlarini hosil
gilamiz; (2) tenglamaga kirgan ¢ o'zgaruvchi parametr deyiladi. Endi
(2) ni koordinatalarda yozaylik, u holda quyidagi tenglamalar hosil
bo‘ladi:

x=x,+at,
Y=Yo tasl. ©)
Bu tenglamalar to‘g’ri chizigning parametrik tenglamalari deb ataladi.
Agar a to'g'ri chiziq koordinata o‘glaridan birortasiga ham parallel
bo‘Imasa, ya’ni aa, =0 shart bajarilsa, (3) dan quyidagi
XX _Y~ Yo
a a,

4)

tenglamani hosil qilamiz.
Bundan
ax—ay+(-a,x,+ay,)=0. (5
Bu yerda shartga ko'ra a,,a, nng bittasi noldan farqli, shy sababli
(5) birinchi darajali tenglamadir. Bundan esa har ganday to‘g‘ti chiziq
birinchi darajali tenglama bilan ifodalanadi degan muhim xulosaga
kelamiz.
Misol. M (5;-3) nuqta orqali o‘tuvchi va yo*naltiruvchi vektor
d={2; -1} bo‘igan to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra
X =5, Vo=-3; a,=2; a,=-1 (3) formulaga asosan
x=5+2f; y=-3-¢ tenglamalarga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar biz
izlagan to‘g'ri chizigning parametrik tenglamalaridir.
2.2. Ikki nugta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
Bizga ma'lumki ikki nuqta orgali yagona to'g'ri chiziq o‘tadi. Agar
M, va M, nuqtalaming {0;7;7} sistemaga nisbatan koordinatalari ma’lum
bo‘lsa shu nugtalar orgali o‘tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini topamiz.
Aytaylik M (x,; y,); M,(x,; y,) bo'lsin. Izlanayotgan a to‘g‘ri
chiziqda ixtivoriy M(x; y) nuqta olamiz.
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Agar M M, =(x,=-x; y,~,) vektori M\M =(x-x,; y—-y,)vek-

toriga kollinear bo‘lsa, A nuqta to‘g‘ri chizigda yotadi, bu deganimiz
quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

MM=tMM, (6)
(6) munosabatda vektorlami tengligiga asosan
x—x, =t(x,—%) va y-y, =y,-y,) (N
ga ega bo‘lamiz.
Bundan esa
xX—x, _Y=X
Xa=X, Y= {8)

(8)—tenglama berilgan ikki nugta orqali o‘tuvchi to‘g'ri chiziq teng-
lamasi deyiladi. Bu tenglama x, -x, #0 va y,—y, # Obo‘lganda o‘rinii.
Agar x,-x,=0 bo‘lsz, u holda to'g‘ri chiziq (Oy) o'gga parallel]
bo'lib, tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.

x=x,=0 yoki x=x,

Misol. ABC uchburchakning uchlarining koordinatalari berlgan:
A(13; 4), B(10;-6), C(13;12) AB va BC tomonlarining tenglamas-
ini tuzing.

Yechish. 1) AB tomonini tenglamasini tuzamiz. (8) formulaga
murojaat qilamiz.

x-13_y-4
3 -10 (4B)
—10(x—-13)=-3y—-4); —10x+130=-3y+12; 10x-3y—-118=0.
Endi BC tomonini tenglamasini tuzamiz.

x-10 _y+6, x-10_»+6 igr_180=3y+18; 18x—3y-198=0. (BC)
3-10 1246 3 18 °

2.3. To‘g‘ri chizigning koordinatx o‘qlaridan kesgan kesmalari
bo‘vicha tenglamasi.

a to'g‘ri chizigni aniglovchi M, va M, nuqtalar koordinata o‘qlari
(Ox) va (Oy) da yotsin.

Aniqlik uchun M (a;0) (Ox) o‘qda, M,(0;b) (Oy) o‘qida
yotsin (49-chizma). Bu holda (8) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.
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x~-a y-0 Xy
0—a 50 yoki ;+b_l' (9
(9) tenglamaga to‘g'ri chizigning koordinata o‘glaridan kesgan kes-
malani bo‘yicha tenglamasi deyiladi, bu yerda a va 3 lar to‘g'ri
chizigni mos ravishda (Ox) va (Oy) o‘qlaridan kesgan kesmalarini
ifodalaydi.
Misol, To'g'ri chiziq tenglamasi 2x-8y—16=0, uging koordinata
o‘glari bilan kesishgan nuqtalarini toping.

y Yechish. Kesishgan nuqtalarning
koordinatalarini topish uchun, berilgan
to'g‘ni chiziq tenglamasini to‘g*ri chiz-
iqning koordinata o°‘qlaridan ajratgan
kesmalarga nisbatan tenglamasi (9)

M. Cers ko‘rinishiga keltiramiz.

T o — N X, x y

aQ N A

g8 2
Demak, koordinata o‘glari bilan
kesishish nuqtalari: A(8; 0)va B(0;-2).

49-chizma.

2.4. To'g'ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi.

Dastlab to'g'ri chizigning burchak koeffitsienti tushunchasini kiri-
tamiz.

Ta’rif. & vekior {f;;} bazisda @,,a, koordinatalarga ega va a, =0
bo‘lsa, u holda a./a, =k son & vektorning burchak koeffitsienti dey-
iladi. To‘g'ri chizigni burchak koefTitsientli tenglamasini keltirib chigar-
amiz. 1zlanayotgan to‘g‘ri chizigni bitta nuqtasi va burchak koefTitsienti
tekislikda shu to‘g'ri chiziq vaziyatini to‘la aniglaydi. (Oy) o‘qga par-
allel to‘g‘ri chiziglar uchun burchak koeffitsient mavjud emas. Shyning
uchun (Oy) o‘qqa parallel bo‘imagan a to‘g‘ri chizig M (x,;5,)
nuqtadan o‘tsin va k burchak koeffitsientga ega bo'lsin. 4 to'g'ri
chiziq tenglamasini tuzamiz. (4) ga asosan a, =0 shartda

J"‘)’u=%(-’f--1‘u) bu verda Lo

t a,

demak,
Y—yo=k(x—x,) (10)
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yoki y=kx+b (11)

bu yerda b=y, -kx,
(11 tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi
deyiladi. M (x,;y,) va M,(x,;y,) nuqtalar orqali o‘tgan to‘g'n chiz-

Y- . . .
igning burchak koeffitsienti, k= ‘. —x formula bilan aniglanadi.
1 1

To'g'ri chizigning bunday berilishi, to‘g‘ri chiziq Oy o'qiga parallel
bo‘lmagan holda to‘g‘ridir. ¢ ni yani burchak koeffitsientni geometrik
izohlaymiz (50-chizma). M M,N uchburchakdan, burchak koeffitsient
k=tga ekanligi ko‘rinadi,bu yerda a —(Ox) o'qini soat strelkasi
yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda burib, a to‘g'ri chiziq bilan ustrma-ust
tushgunga qadar burish burchagi, shuning uchun ham k- burchak
koeffitsienti deyiladi.

1-misol. M (4;2) va M,(5;3) nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g'ri
chizigning burchak koeffitsientini toping.

3-2
Yechish. (10) formulaga ko'ra k=;——4=l bundan k=rga=1
Demak, a=45".

2-misol. (Ox) o‘gqi bilan 45° y
burchak tashkil etib AM(2; -3)nuqgta
orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tengla- %
masini tuzing (50-chizma). ,‘1

Yechish. Izlanayotgan to'g‘ri chiz- -
igning burchak koeffitsienti )

k=1ga=(g45°=1ga teng. (10) //

. X

tenglamaga x, =2; y, =-3 qiymatlar-

ni qo‘yib quyidagi tenglamaga cga

mtlﬂmiz. 50-chizma.

y+3=x-2 yoki x—y-5=0.

2.5, To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi.

Yugqoridagi tenglamalarning barchasi uchun xarakterli bo‘lgan narsa,
ularning birinchi damjali bo‘lishligidir.
Shuning uchun, tubandagi birinchi darajali
Ax+By+C=0 (12)
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tenglama to‘g'ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. (12) umumiy
tenglama bilan berilgan to'g'ri chizigning koordinata o‘glariga nisbatan
joylashuvida, tubandagi hollar bo‘lishi mumkin:

a) agar C =0 bo'lsa, (12)—to“g‘ri chizig koordinata boshidan o‘tadi;

b) agar A=0, C#0 bo'lsa (12) to'g'ri chizi Ox o‘qiga, agar
8=0,C=0 bo'lsa (12) to'g'd chiziy Oy o‘qiga parallel bo‘ladi.

To'g'ri chiziq umumiy tenglamasidan burchak koeffitsienti % ni
topaylik. k=-A4/B=a,/a demak, to'g‘ri chiziq 5 yo'ntiruvchi vek-
torining koordinatalari sifatida -B, A sonlarini gabul gilish mumkin,
ya’ni umumiy tenglamasi bilan berilgan to‘g‘ri chizigning yo*naltiravchi
vektori sifatida:

i={-B; 4) (13)
vektorni olish mumkin.

Tekislikning (x; y) koordinatali barcha nuqtalarining (12) to‘g‘ri
chiziqdan bir tomonda joylashishi uchun Ax+ By+C>0 yoki
Ax+ By + C <0 tengsizlikni bajarilishi kerak. M, (x,; y) va M,(x,; ».)
nuqtalarning to‘g'ri chizigning turli tomonida joylashishlari uchun
Ax, +By,+C>0 va Ax,+By,+C<0 lar turli xil ishoraga ega
bo‘lishlari zarur va vetarlj.

1-misol. 5x~2y+4=0 to‘g'n chizigning normal vektorini Ko'rsating.

Yechish. Normal vektor J_V'--{A ; B} ko‘rinishda bo‘lgani uchun
berilgan to‘g'ri chiziq tenglamasida 4=5; B=-2.

Shuning uchun N ={5;-2}.

2-misol. 2x+y-4=0 va x—y+1=0 to'g'ri chiziglami kesishish
nuqtasi orqali o‘tib x+ y-5=0 to‘g‘rl chizigqa perpendikular bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Dastlab ikki to'g'ri chiziqni kesishish nuqtasini topamiz, buning
uchun kesishish nuqtasini koordinatalarini x,; ¥, deb olamiz. U holda,
2x,+y,~4=0;

{x, -n+1=0

sistemadan x, =1; y, =2 ga ega bo‘lamiz.

Izlanayotgan to'g‘ri chizigni yo‘naltiruvchi vektori g sifatida
x+y-5=0 to‘g'ri chizigning normal vektorini olsa bo'ladi. N={1;1}
¥ holda izlanayotgan to'g‘'ni chiziq tenglamasi tubandagicha bo‘ladi.

Kx-1}+Ky-2)=0 yoki x+y-3=0.
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0O*z-0'zini tekshirish uchun savollar,

1. To'g'ri chizigning turli ko‘rinishdagi tenglamalarini yozing.
2. To'g'ri chizigning umumiy tenglamasiga ko‘ra tekshiring.

3-§. Tekislikda ikki to‘g‘ri chiziqning o‘zaro joylashuvi
Tenglamalari bilan berilgan d, va d, tog‘ri chiziglamni olaylik.
d: Ax+By+C,=0 ey

d,: A,x+B,y+C,=0 (2)
Bu to'g‘ri chiziglaming tekislikda o‘zaro joylashuvini tekshirish uchun
(1) va (2) ni sistema qilib tekshirish kerak. Sistemani tekshirish esa
chiziqli tenglamalar sistemasini tekshirishda ko‘rib o'tilgan edi. 4, va
d, to'g'ri chiziglarning o‘zaro joylashuvida ushbu hollar bo‘lishi mum-
kin: a) d, va d, to'gri chiziglar kesishadi (sistema yagona yechimga
ega); b) d, va d, to‘g'ti chizigiar parallel, bu holda
A /A, =B, [B, bo'ladi; v) agar A/A=B/B=C/C, bo'lsa, d, va
d, to'g'r chiziglar ustma-ust tushadi.
Misol. 3x—4y-2=0 va x+y-3=0 to'g'n chiziglarning tekislik-
da joylashuvini tekshiring .
Yechish. Tekislikda joylashuvini tekshirish uchun tubandagi sistem-
anj tekshiramiz
3x-4y-2=0;
{x +y-3=0.
By sistemadan kesishish nuqtasini topamiz: (2;1)
Demak, to'g‘ni chiziglar kesishadi.

O*z-0*zini tekshirish uchun savollar.
L_Tekislikda ikki to‘g'ri chizig joylashuvini tushintirib bering.

4-§. Ikii to‘gri chiziq orasidagi burchak

d, va d, to'g'd chiziglar orasidagi burchak deganda, bu to'g'n
chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi (P
burchak ¢° dan 90° gacha oraligda o‘zgaradi).

d, va d, to'g'ri chizigiar quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin
(51-chizma.):

d Ax+By+C =0, (1
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d,:A,x+B,y+C,=0. (2)
d, ={-B;4) vektor d, to'g'ri
chizigning 32={—82;A2} vektor d,
to'g'ri chizigning yo‘naltirmuvchi vek-
toridir. U holda ta’rifga asosan d, va
* d, to'g'ri chiziglar oragidagi burchak
quyidagi formuiadan aniqlanadi:

d-d, _ _AA,+BB,
|d||"d:| A'lz+.Bl1 \/A: +Bz2

51-chizma.

cos@ = cos(d, » d,)=

(3)
Xususiy holda,
d 1d,< AA,+BB,=0. Y
(4) tenglik ikki to‘g‘ri chizigning perpendikulardik sharti hisoblanadi.
{0;7,]} sistemada Oy o'qqa paralle! bo‘'lmagan d, va d, to'g'ri chiziglar
burchak koeffitsientli tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin (51-chizma).
d:y=kx+b;
dy:y=k,x+b,.
Bu holda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak tubandagi formula
bilan ifodalanadi:

gp=—2%, 5
1+kk,’ (5)

ctgp = + Kk,
_k (6)

@ — bu yerda ikki to‘g’ri chizig orasidagi burchak (35) formula to'g'ri
chiziglar perpendikular bo‘lmagan holda ishlatiladi. (5) va (6) formula-
dan k, =k, to‘g‘ri chiziglaming paralleilik, k %k, ==1 to'g'ri chiziglaming
perpendikularlik shartlari kelib chigadi.

Agar to'g‘ri chiziglar umumiy tenglamalar bilan berilsa, u holda

A, A,
gp=—12 7
A A, + B,B, )
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To'g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u holda

A B,
%73, ®
ikki to‘g‘ri chiziqning paralleilik sharti,
A4, +BB,=0 (9)

esa ikki to'g‘ri chizigning perpendikulariik sharti hisoblanadi.

0O*z-o0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak uchun formula keltirib chiqaring.
2. [kki to‘g'ri chiziqning perpendikularlik va parallellik shartlari nimadan
iborat?

5-§. Nugqtadan to‘g‘ri chiziqgacha masofa

{0;7;7) koordinata sistemasida Ax+By+C=0 d to'g'ni chiziq va
M (x,;y,) nuqta berilgan bo'lsin. M, nugtadan 4 to‘g‘ri chizigga
perpendikular o‘tkazamiz va ularni kesishgan nuqtasini H bilan belgi-
laymiz (52-chizma). -

_ ) " q

HM vektorning uzunligini M, nug- o
tadan 4 to‘g'ri chiziggacha bo'lgan
masofa deyiladi va p(M,,d) ko'rinishda
belgilanadi. #={A4,B8} vektor berilgan "
to'g‘ri chizigning normal vektori. Agar
M, nuqta d to‘g‘ri chizigni nuqtasi 7|
bo‘lsa, p(M,,d)=0 bo‘ladi. Agar M, ~,
nugta 4 to‘g‘ri chizigqa tegishli 59_chizma.

bo‘lmasa, u holda p(M,,,d)=IHMD|,

% N,

IHM,, va j vektodar kollinear, chunki 5 vektor 4 to'g'n chizigning
normali. U holda nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa tubandagicha bo‘ladi:

pM d)=|”_“‘ﬂ (1)
* | 7|

Agar H nuqtaning koordinatalari x,;y, bo‘lsa, u hoida
HM,={x,-x;y,~»} boladi. H nugta 4 to‘gri chiziqga tegishli
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bo‘lgani uchun Ax+By+C, =0, u holda (1) formula quyidagi

Ko‘rinishni oladi.

HM, -ii= Ax, ~x,)+ B(y, =W)=Ax,+ By, —(4x, +8%,)=Ax,+ By, +C=0 (2)
Shu bilan birga |7ij=v4? + B* ekanini nazarda tutsak (1) formula

quyidagi ko‘rinishni oladi.

Ax, +Bx, +C
oM< —t ' ¢ (3)
A +B
(3) berilgan M, nuqtadan bedlgan J to'gri chiziggacha bo‘lgan
masofani hisoblash formulasidir.

O'z-0°zini tekshirish uchun savollar.

1. Tekislikda nuqtadan to‘g*n chiziqgacha bo'lgan masofa formulasini keltirib
chigaring.

6-§. To‘g'ri chiziglar dastasi

To“g*ri chiziglar dastasi ikki xil bo‘ladi: kesishuvchi to‘g'ri chiziglar
dastasi va parallel to‘g‘ri chiziqlar dastasi. Agar 4-§ dagi (1) va (2)
tenglamalar bilan ifodaianuvehi to‘g‘ri chiziglar biror nugtada kesishsa,
U nuqgta orqalt o‘tuvchi to‘g'ri chiziglar kesishuvchi to‘g'ri chiziglar
dastasini tashkil giladi. Shu nuqta dasta markazi deyiladi,

Agar (1) va (2) to'g'ri chiziglami yo'naltiruvchi vektorlari parallel
yoki ustma-ust tushsa, u holda shu yo'nalishdagi to‘g‘ri chiziglar pa-
rallel to‘g‘ri chiziqlar dastasini ifodalaydi. Kesishuvchi to‘g'ri chiziglar
dastasining markazi orqali o‘tuvchi to'g‘ri chiziq quyidagi tenglama
bilan aniglanadi:

cz(A,x+B,y+C,)+ﬁ(A2x+Bzy+Cz)=0;
bu yerda, @ va S lar bir vaqtda nolga teng bo‘imagan har xil qiy-
matlami gabul qiladi. Agar kesishuvchi to'g‘ri chiziglar dastasi marka-
zining koordinatlari (X5;¥,) berilgan bo‘lsa, u holda dasta tenglamasi
tubandagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.
a(Ax,+ By, +C )+ BlAx, + By, +C,) =0. (1)

Misol. To'g'ri chiziglar 2x+3y+10=0 va 4x=5y-5=0 teng-
lamalar bilan berilgan. Shu to'g’ri chiziglar va M(2; 3) nugta orqali
o‘tuvchi to‘g'ri chizig tenglamasi tuzilsin.
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Yechish. Dastlab berilgan to‘g'ri chiziglardan o‘tuvchi to‘g'ri chi-
ziglar dastasi tenglamasini tuzamiz.
2x+3y+10+ A(4x-5y-5)=0. (*)
Bu to‘g‘ri chiziglar dastasidan AM(2; 3) nugtadan o‘tuvchi to‘g'ri
chizigni ajratib olishimiz kerak. Biz izlayotgan to'g'ri chizig tenglama-
sinti M nuqta koordinatalari ganoatlantirishi kerak. Shuning uchun M
nugta keordinatalarini (*) tenglamaga qo‘yamiz.

4+9+10+ A(4-2-5-3-5)=0 z:%”-.

Bu giymatni (*) tenglamaga qo‘yib izlanayotgan to‘g‘ri chizig tengla-
masini olamiz. |16x-79y+5=0.

O¢‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Kesishuvchi to'g'ri chiziglar dastasini tushuntiring.
2. Parallel to‘g'ri chiziqlar dastasini ta’riflang.

7-§. Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziglar

Bizga ma’lumki, tekislikda to‘g‘ri burchakli Dekant koordinata sis-
termnasida har ganday birinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili tenglama ya’ni
Ax + By +C =0 Kko‘rinishdagi tenglama (4 va B koeffitsientlar bir vaqt-
da nolga teng emas) to‘g‘ri chiziq tenglamasi edi. Endi ikkinchi tartibli
ikki o‘zgaruvehili tenglamani qQaraymiz. Bunday tenglama bilan ifo-
dalanuvchi chiziglar ikkinchi tartibli egri chiziglar deyiladi. Ikkinchi
tartibli egri chiziglarni turlari bilan tanishamiz.

7.1. Aylana.

R(0;7; j)ykoordinata sistemasi
berilgan bo‘lsin. Bu sistemaga nis- ,

batan C(a;b) markazli va R radi- Y }-——~——— W Caxy)
usli aylana tenglamasini tuzamiz. [~ ———-— '

Aylananing har bir nuqtasi
berilgan C(a;b) nuqgtadan baro-
bar teng uzoqda yotgan tekislik -+
nuqtalarining geometrik o‘rni e
bo‘lishi ta’rifidan foydalanamiz i
(53-chizma). 33-chizma.
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M(x; y)—aylananing ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. Ta'rifga ko‘ra

MC=R=\(x-a)’ +(y-5)" yoki (x-a)+(y-b)=R>. (1)

(1) tenglama markazi C{a;b) nuqtada va radiusi R ga teng ayla-
naning kanonik tenglamasi. Agar aylana markazi koordinatalar siste-
masi boshi bilan ustma-ust tushsa, tenglama quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi.

x}+y* =R ¢ (2)
Egri chiziq parametrik ko‘rinishdagi tenglamaga ham ega. Aytaylik
M nuqta egri chiziq bo‘ylab harakatlansin va biror 7 vaqtda
x=@(1), y=y(t) koordinatalarga ega bo‘lsin.
U holda

{x=.p(:)

3
y=y(l) %)
tenglamalar sistemasi egri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi,
bunda t parametr hisoblanadi. Masalan,

x = Rcost
tenglamalar aylananing parametrik tenglamalaridir. Agar egri chiziqning
parametrik tenglamalari ma’lum bo'lsa, undan foydalanib, egri chiziq-
ning oshkormas ko‘rinishdagi tenglamasini keltirib chiqarish mumkin.
Oshkormas tenglama ba'zi hollarda chiziq tenglamasini ifodalamasligi
ham mumkin. Boshqacha aytganda chiziqqa tegishii bo‘lmagan nugtan-
ing koordinatalari oshkormas tenglamani qanoatlantirishi mumkin. Agar
(4) sistemadan t parametmi chigarsak, x°+y®=R’ tenglamaga cga
bo‘lamiz.

Misol. C(-1;1) nuqtada, radiusi

2 birlik bo'lgan aylana yasang.

Yechish. Shartga ko‘ra aylana
markazining koordinatalari a=-I;

b=1 va radiusi uzunligi R=2
bo‘lganligidan (x—af +(y—b)’ =R for-
=8 mulaga ko‘ra aylana tenglamasi

(x+1D?+(y-1)*=4* bo‘ladi (54-
54-chizma. chizma).
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7.2. Ellips.

1-ta’rif. Ixtivoriy nuqtasidan
fokuslari deb ataluvchi berilgan
ikki F, va F, nugtagacha
bo‘lgan masofalar yig‘indisi
o‘zgarmas migdor 2g ga teng
bo'‘igan tekislikdagi barcha nuq-
talar to‘plamiga ellips deb ata-
tadi.

O‘zgarmas miqdor 2a
fokuslar orasidagi masofadan
katta deb olinadi. Ellips tengla-

H(K;"h\)
1,
/fl )
Fcc;o) O T F.( <;0) ke
55-chizma.

masini tuzish uchun koordinatalar sistemasini tubandagicha kiritamiz.
Berilgan ikki nuqtani birlashtiruvchi to'g'ri chiziqni abssissalar o0'qi deb
qabul gilamiz, koordinatiar boshini esa berilgan nuqualar o‘rtasida olamiz.

Berilgan F, va F, fokuslar orasidagi masofani 2c bilan belgi-
laymiz. U holda F,, F, nugtalarning koordinatlari mos ravishda (c;0)

va (-¢:0) ga teng boladi.

Ta’rifga ko'ra 2a > 2c yoki a>c¢. Ellips ixtiyoriy nuqtasini M(x; y)

bilan belgilaymiz (55-chizma).

Ellipsdagi ixtiyoriy af nuqianing F, va F, fokuslaridan maso-
falarini uni fokal radiuslari deyiladi va r,.r, bilan beigilanadi, ya’ni
r,=p(F,,M) va r,=p(F,, M) ellipsning ta'rifiga ko‘ra

P(F,, M)+ p(F,, M)=2a. (*)

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

'F,,.J’M"|=J{Jc:—ic)lz +y°;
IFI, M|=Jix+r:): +y7

**)

**) =:>\f(.a|:-wr:)2 +y° +\({.r+nr:)2 +y’ =2a
Bu tenglamani 1-chi hadini o‘ng tomonga o‘tkazib, hosil bo‘lgan
tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak

XK H2ex+ct T =da” —daf(x—c) + ¥  +x° =2ex 4y

bundan 2cx = —da\f(x—¢)* + y* +4a” - 2cx.
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Bu ifodani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamapa ega
bo‘lamiz.
(@’ -c* W +a’yt =a(a® ~¢c?).
Tenglamaning ikkala qismini a*(a® —¢?) ga bo‘lib, quyidagini hosil

1 2

qilamiz. :,"' ,y =1 a>c¢ bo‘lgani uchun a?-¢? musbat mig-
aq =-C
dordir, uni p? bilan beigilasak tenglama ¢
x.‘l yl
AT <5>

ko‘rinishni oladi. (5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyila-

1 2
X

di. Ellipsning —:+_y_=.=1 (5) kanonik tenglamasiga ko‘ra shaklini
o‘rganamiz. a” b

1) (5) tenglama bilan aniqlangan elfips koordinatlar sistemasi o*qlariga
nisbatan simmetrikdir. Hagqigatan (x;p) shu ellipsning biror nugtasi
bo'lsa, ya’ni X,y sonlar (5) tenglamani ganoatlantirsa, u vaqgtda (5)
tenglamada o'zgaruvchi X,y ning faqat kvadratiari gatnashgani uchun
bu tenglamani (—x;y),(x;—¥) va (—x;—y) nuqtalaming koordinatalari
ham qanoatlantiradi (56-a chizma).

e={

b)
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Shuning uchun koordinata o‘qlar ellipsning simmetniya o'qlandir.
Simmetriva o‘qlarining kesishgan nuqtasi ({0;0) ellipsning markazi
deyiladi, fokuslar yotgan o'qi uning fokal o‘qi deyiladi.

2) Ellipsning koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalarini topamiz.
Masalan (Ox) o‘q bilan kesishgan nugtalami topish uchun ushbu
tenglamatarni birgalikda yechamiz.

I 1
x
—==]

;’_ ) (6)

I‘*-ﬁ

(L]

(6) sistemaning ikkinchi tenglamasidan y=0 ni binnchi tengla-
masiga qo‘ysak, x =z+g hosil bo‘ladi. Shunday qilib ellips (Ox) o‘qini
A4,(a;0) va A.,(-a;0) nuqtalarda kesadi. Shu singari ellipsning (Oy)
o'q bilan kesishgan B,(0;5) va B,(0;-b) nuqtalari topiladi. Demak,
ellipsning barcha nuqtalari tomonlari 24,2b bo'lgan to'g‘ri to‘rtburchak
ichiga joylashgan (56-d chizma).

Shu bilan birga ellips chizigidan tashqarida joylashgan nuqtalarni

ellips tenglamasini ganoatlantirmasligini ham ko‘rsatish mumkin. Faraz

a b
gilaylik eilips chizigiga tegishli bo‘lmagan N [5,5) nugta ellips chiz-
igiga tegishli bo‘lsin. U holda bu nuqta ellips tengiamasini ganoatlant-

irishi kerak, ya’ni
} - 1
5) G)
2 2 =1

a’ ¥ b?
I |
tenglik bajarilishi kerak. Ammo biz :+:¢l ga ega bo'lamiz. Demak
a b _
farazirmiz noto‘g'n. N EE nuqta ellipsga tegishii emas.
2-ta’rif. Ellipsning fokuslari orasidagi masofani katta o‘gining uzun-
ligiga nisbati ckssentrisiteti deyiladi va ¢ harfi bilan belgilanadi.

Ta’rifga ko‘ra

c
e=""==. (7)
a

Hamda c<a= 0O<e<l.
Ellipsning ckssentrisiteti uning shaklini aniqlashda muhim rol o'y-
naydi. Hagigatan ham ¢ =¢” - 5>, shuning uchun
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a’ a a a
ckssentrisitet e 1 da b/a=>0 bo'lib, p kichiklashadi va ellips (Ox)
0‘qqa qisila boradi, aksincha, ¢ = ¢ bo‘lsa bu holda ellips aylanaga
yaqinlasha boradi. Xususiy holda a=5 bo'lsa, u aylanadan iborat
bo‘ladi (56-b chizma).

Ellipsning koordinata o‘glari (simmetriya o‘glari) t:'ilan kesishgan
nuqtalari uning uchlari deyiladi. Ellipsning 4 ta uchi bor, (chizmada
ular 4,,4,,B,,B, bilan belgiiangan) [4,4.) kesma va uning uzunligi
2q ellipsning katta o'qi [04,] kesma va uning uzunligi ¢ esa eliip-
sning katta yarim o'gi deyiladi. [B.B,] kesma va uning uzunligi 25
ellipsning kichik o‘qj, [OB,] kesma va uning uzuniigi p esa ellipsning
kichik yarim o'qi deyiladi. Ellips chegaralangan chizig. (5) tengla-
madan ko‘rinadi-ki, uning chap tomonidagi ifoda doimo musbat bo‘lib,
har bir hadi quyidagi shartni qanoatlantirishi kerak.

: h)

. _
<t -il,-sl bunden |x|Sa; |yi<b.
g

Misol. M(0;3) nuqta orqali o‘tuvchi, fokuslari orasidagi masofa 4
ga teng bo‘lgan ellipshing kanonik tenglamasini tuzing va ekssentrisitetini
toping.

Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz.

X H

E—;+%=l shariga ko'ra M(0;3) nugta ellipsga tegishli, shuning

2 Cl ﬂz—bz bz b -
R =I_[‘_z] bundan —=+vl-e”

9
uchun E:;=l bundan 32_9. Endi 4 parametmi topish qoldi.

a’=b*+c?
¢ - fokuslar orasidagi masofaning yarmi bo‘lgani uchun, shartga
ko'ra ¢=2 U holda a’ =9+4=1]3.

2 F)

I 4
mak, —+—=1
De 3 9

Tuzilgan tenglamaga ko‘'ra g=+13, =3 bulardan foydalanib, ¢

ni topamiz.
c=va'-b2=2; e=
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7.3. Giperbola

3-ta'rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki
£ va F, nuqiagacha bo‘lgan masofalar ayirmasining absolyut qQiymati
o‘zgarmas miqdor 2g ga teng bo‘lgan tekislikdagi barcha nuqtalar
to‘plamiga giperbola deyiladi.

O‘zgarmas miqdor 2, fokuslar orasidagi masofadan kichik deb
olinadi.

Giperbola tenglamasini keltirib chiqarish uchun belgilashiarni, chiz-
mani oldingi ¢llips tenglamasiga o‘xshash qilib olamiz. Berilgan fokuslar
orasidagi masofani 2¢ bilan belgilaymiz. U holda F,,F, nuqtalarning
koordinatlari mos ravishda (—;0) va (c;0) ga teng bo‘ladi. Ta’rifga
ko'ra 2g<2¢ yoki a<c.

Giperbola ixtiyoriy nuqtasini M(x;y) bilan belgilaymiz (55-chiz-
ma).

Giperboladagi ixtiyoriy M nugtaning F, va F, fokuslaridan maso-
falarini uni fokal radiusian deyiladi va r,7, bilan belgilanadi, ya'ni

n =p(F,,M) va r =P(F:=M)'
Giperbolaning ta’rifiga ko‘ra:
|7 M|~y b =20 *)
Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

|F M| = f(x-c)’ + y%;
]F:,Mi = J(x-l-c)z +y?;

**

**), :J(x—c): +y° -—J(JH«:*)2 +y* =2a.
Bu tenglamani ikkinchi hadini o‘ng tomonga o‘tkazib, hosil bo‘lgan
tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak:

x> =2ex+c’ +y° =4a° +4aJ(x+c): +y  +xt +2ex 47 + 3%

bundan -2¢x = 4a\/(x +¢) +y? +4a° +2cx.

Bu ifedani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamaga ega
bo‘lamiz.
(Cz —a’)x: -a’y*=a’ («:‘2 ——az).
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Tenglamaning ikkala qismini @*(c* ~a°) ga bo'lib, quyidagini hosil
gilamiz.

1 )]
x y=I

2 2 2
a c —a

¢<a bo'lgani uchun ¢*-4* musbat migdordir, uni 4? bilan belgi-
lasak tenglama;

1 [
=1 (8)

}
X
'_1—

o |

a
ko‘rinishni oladi. Bu tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi
deyiladi. Giperbolaning (8) tenglamasiga ko‘ra shaklini aniglaymiz.
Buning uchun giperbola tenglamasidan ham ellips tenglamasi ustida
olib borilgan muhokamalarni takroriab, giperbolaning tarmoqlari koor-
dinatalar boshi va koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligi aniglana-
di. Giperbola (Ox) o‘qni A4 (a;0) va A.(—a;0) nuqtalarda kesadi (57-
chizma). (8) tenglama bilan aniglangan giperbola (Oy)o‘q bilan kes-
ishmaydi. Hagigatan (8) tenglamaga x=¢ ni qo‘ysak, y* =-4* bo‘ladi,
holbuki bu tenglik haqigiy sonlar sohasida o‘rinli bo'lmaydi. A4, 4,
nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. Giperbolaning uchlari orasidagi
2a masofa uning haqigiy o‘qi deyiladi.

Ordinatalar o‘qida (0 dan » masofada turuvchi B, (0;6) va B,(0;—b)
nugtalami belgilaymiz. |B,B,]=25 ni giperbolaning mavhum o'qi dey-
iladi. Agar M(x;y) nuqta giperbolada yotsa uning uchun (8) tengla-
madan |x[>a demak x=%4 to'g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
—a<x<a sohada giperbolaning nuqtalari yo'q. (8) tenglamani y or-
dinata o‘qiga nisbatan yechamiz.

y=:|:£d.r3 -a’. (9)

a
Bu tenglamadan ko‘rinadiki, x migdor @ dan + oo gacha ortganda
va —a dan —op gacha kamayganda y migdor —~o0 < y < 4o —
oraliqdagi qgiymatlami qabul giladi. Demak, giperbola ikki gismdan
iborat bo‘lib, ular giperbolaning tarmoqlari deyiladi. Giperbolaning bir
(o'ng) tarmog‘i x> a yarim tekislikda, ikkinchi (chap) tarmog‘i x<—a
yanm tekislikda joylashgan.
Agar giperbolaning fokuslari ordinatalar o‘gida joylashgan bo‘lsa,
uning kanonik tenglamasi
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2 2
ko'‘rinishda bo‘ladi. Giperbola asimptotalarga ega. Agar tekis chizigning
nuqtasi shu chiziq bo‘ylab harakatlanib borganida uning 4 to‘g‘ri chizig-
gacha bo‘lgan masofasi nolga intilsa, 4 tog‘ri chiziq egri chizigning
asimptotasi deytladi.
2 b
y=£x; y =—Ex to‘g‘ri chiziglar %-;—zﬂ giperbolaning

a a
asimptotalaridir (57-chizma).

§7-chizma.

Yarim o‘glari teng bo‘lgan giperbola teng tomonli deb ataladi.

2 2
X

?-f-;ﬂ tenglamada a=4 bo‘lganda:
x'—yl=h. (11)
Teng tomonli giperbola asimptotalarining tenglamalan y=x, y=~x
ko‘rinishda bo‘lib, ular o‘zaro perpendikular bo‘ladi. Bu asimptotalarni
vangi koordinata o‘glari sifatida qabul qilsak, teng tomonli giperbola
tenglamasi o‘rta maktab kursida ko‘riladigan ixcham ko‘rinishni oladi.
Giperbolaning fokuslari orasidagi masofani haqiqiy o'gining uzun-
ligiga nisbati giperbolaning ekssentrsiteti deyiladi va ellipsdagidek ¢
harfi bilan belgilanadi:
2c ¢

== —-

2a a’
Giperbolada ¢>a=>e>1 ekssentrisitet giperbolaning shaklini aniq-

lashda muhim rol o‘ynaydi. Haqgiqatan ham e=c¢/a dan ¢=ea buni

b
br=¢1—a? ga qo'ysak, b*=al(e?—1) yoki E=\/ez — 1bo‘lib, bundan
ko‘rinadiki, ekssentrisitet e qanchalik kichik, ya’ni e=>1 intilsa, b/a
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shunchalik kichik, 4/a — 0, ga intiladi, ya’ni giperbola o‘zining ha-
qigiy o‘giga siqilgan bo‘ladi, aksincha, e kattalashib borsa b/a ham
kattalashib, giperbola tarmoglari kengayib boradi.
1-misol. Giperbolaning haqigiy o'qi 18 ga fokuslari orasidagi masofa 24
g4 teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing va ekssentrisitetini toping.
Yechish. Shartga ko‘ra 24=18=>a=9 v 2e=24=>c=12 Endi » ni

2 2

topith qoldi #=ci~a? = 63, Demak, %-;’—3-= T,
i s
2-misol. %—;—Uﬂ giperbolaning asimptota tenglamalari tuzilsin.
Yechish. Berilgan tenglamada a?=5, 5=20, bundan a=3, =2.75.
b b
Asimptota tenglamalari y=;x; y= -;x ko‘rinishda edi. Demak,
245
¥ =_-._/_5_ yoki y=2x.
245

'—-—Tg- yoki y=—2x.

7.4. Parabola

4-ta’ril. Ixtiyoriy nuqtasidan berilgan nuqtagacha va berilgan to‘g‘ri
chiziqgacha bo‘lgan masofalari o‘zaro teng bo‘lgan tekislikning barcha
nuqtalari to'plami parabola deyiladi. Berilgan nuqta parabolaning foku-
si, berilgan to'g'ri chiziq esa parabolaning direktrisasi deyiladi.
Parabolaning fokusini F, direktrisasini & bilan, fokusdan direktrisa-
gacha bo‘lgan masofani p bilan belgilaymiz.
Parabola tenglamasini ta’rifidan foy-
Y dalanib, uning kanonik tenglamasini kel-
K —# Y,‘HJ tirib chigaramiz. Buning uchun koordina-

talar sistemasini tubandagicha kiritamiz.
L T l F nuqtadan o‘tuvchi va d to‘g‘ri chiziqqa
4 perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chizigni

"; ! T F(%i") X abssissalar o'qi deb gabul gilamiz.
Abssissalar o'gini 4 to‘g'ri chiziq bi-
lan kesishgan nuqtasi L bo‘lsin. Ordina-
taiar o'qini [FL) kesmaning o‘rtasidan
o'tkazamiz (58-chizma).
Tanlangan koordinata sistemasiga nis-

106

58-chizma

www.ziyouz.com kutubxonasi



batan direktrisa x=-§ tenglamaga, F fokus esa (%:'JJ koordinatalarga
ega bo'ladi.

Parabolaning ixtiyoriy nuqtasi M(x;y) bo‘lsin. M nuqtadan direktri-
saga tushirilgan perpendikularning asosini K bilan belgilaylik. U holda
parabolaning ta’rifiga ko‘ra, '

|KM|=|MF]| *)
Ikki nugta orasidagi masofani topish formulasidan foydalansak,

kM= Jax+ pr2s: **)

|MF| = Jtx-pr2)* + y*;

-

2 2
*). (*)=> [1 = -g') +yt = [JH' %) gavslarni ochib ixchamlaymiz.

) "
-

‘:+y2=x’+px+‘: yoki y?=2px (12)

(12) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi deyiladi. Parabola
shaklini uning (12) tenglamasiga ko‘ra tekshiramiz. y? >0 va p>0 bo‘lgani
uchun (12) tenglamada x20 bo‘lishi kerak. Bundan esa (12) tenglama
bilan ifodalanuvchi parabolaning barcha nugtalari o‘ng yarim tekislikda
joylashganligi kelib chigadi. x=0 da (12) =>y=0 bo‘lib, parabola koor-
dinatlar boshidan o‘tadi. Koordinatalar boshi parabolaning uchi deyi-
ladi. x ning har bir x>0 giymatiga y ning ishoralari qarama-qarshi,
ammo absolyut migdorlari teng bo‘lgan ikki giymati mos keladi. Bun-
dan esa parabolaning (Ox) o‘qga nisbatan simmetrk joylashganligi
ko‘rinadi. (Ox) o'‘gi simmetriva o‘qi. (12) tenglamadan ko‘rinadiki, x
ortib borishi bilan |y| ham ortib boradi. Demak, yuqgoridagi xossalarga
ko‘ra parabolaning shaklini tasavvur
qilish mumkin (59-chizma). Agar pa- | 1Y
rabola koordinatalar sistemasiga nis-
batan (60-a, b, d) chizmadagidek
joylashgan bo‘lsa, ularning tenglama-
lari mos ravishda x¥*=2py, y'=—2px, # ’ e
x¥=—2py ko'‘rinishda bo‘ladi. Misol:
x+4=0 to‘g’i chiziq va F(—2; 0)
nuqgtadan bir xil uzoqlikda joylash-
gan nuqtalar geometrik o‘rnining
tenglamasini tuzing 59-chizma.
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60-chizma.
Yechish. K(x;y) nuqta biz izlayotgan geometrik o‘rinning ixtiyoriy
nuqtasi bo'lsin. Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasiga asosan

]FKJ= ,f(,a.:+2)2 +y? masala shartiga ko‘ra x+4=0 to‘g'ni chizig K(x; y)
nuqtadan |FK|=x+4 masofada bo‘ladi.

Shuning uchun (J(x+2)’ + ylr =(x+4) yoki
1
(x+2)+y=x248x+16=> pi~4x+12 = 0 yoki y2=dx+12; .:vr=zy2 -3
Bu esa Ox o'giga nisbatan simmetrik bo‘lgan parabola tenglamasidir.

7.5. Ellips va giperbolaning direktrisalari.

5-ta'rif. Ellips (giperbola) ning berilgan F fokusiga mos direktrisasi
deb uning fokal o‘giga perpendikular va markazidan shu F fokusi

yotgan tomonda E masofada turuvchi to‘g'ri chizigni aytiladi.

Bu yerda a & ellips (giperbola)ning (hagiqiy) yarim o‘qi,
e — ekssentrisiteti.

F, va F, ga mos direktrisalarini d, va d, bilan belgilaymiz. Ta’rifga

a a
ko‘ra direktrisalar 4: x _? =0, d;: x t- =0 lcnglamalarga ega

bo‘ladi. Ellips uchun c<l-> e ~d, giperbola uchun c>l-> z<a bun-
dan esa ellipsning ham g:perbolanmg ham direktrisalari ulaml kes-
masligi ko'rinadi (61-a, b chizmalar). Ellips (giperbola)ning direktrisa-
lari uchun quyidagi mulohaza ham o‘rinlidir. Ellips (giperbola)ning
ixtiyoriy nuqtasidan fokusgacha bo‘lgan masofani o‘sha nugtadan shu
fokusgacha mos direktrisasigacha bo‘lgan masofasiga nisbati 0‘zgarmas
miqdor bo‘lib, ellips (giperbola)ning ekssentrisitetiga teng. :
Misol. Katta o'qi 12 ga teng bo'lgan ellipsning x=+ 16 to'g'ri
chiziglar direktrisalari bo‘lsa, shu ellipsning tenglamasini tuzing.
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! 9

S
>

61-chizma.

Yechish. masala shartiga ko'‘ra

4
1

A

a c
2a=12=>a=6 ya'ni i§=116 bundan - = 16 ammo E=~;
2 2
a a 36 l
—_— j (== =2
u holda . 16 yoki ¢ TRT Rt
ellips uchun
81 495
2 pl—pl = =
b at—e¢ 6 6= 16
s 2
LY
Demak, 25+‘!?§ [,
16

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Qanday chiziq ellips deyiladi? Uning kanonik tenglamasini keltirib
chigaring.

2. Qanday nuqtaga ellips markazi qanday nuqtalarga ellips uchlari deyiladi?

3. Qanday chiziq giperbola deb atsladi? Uning kanonik tenglamasini kel-
tinb chigaring.

4. Giperbolaning markazi va uchlari deb gqanday nuqtalarga aytiladi?

5. Ellips va giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi? Ulami ifo-
dalovchi formulalarni yozing.

6. Giperbolaning direktrisasi nima? Giperbolaning fokusiari qayerda yota-
di?

7. Giperbolaning asimptotalari nima?

8. Parabolaga ta’rif bering. Uning kanonik tenglamasini yozing?

9. Parabolaning fokusi va direktrisasi nima? Ular ganday xossa bilan

bog'langan?
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VI BOB d

FAZODA TEKISLIK TO‘G‘RI CHIZIQ VA IKKINCHI
TARTIBLI SIRTLAR

1-§. Tekislik. Tekislikning berilish usullari
1.1.Tekislikning normali va bitta nugtaga ko‘ra tenglamasi.

Tekislik o‘zining biror M (xy;¥,:2,) nuqtasining va normalining
beritishi bilan fazoda bir qgiymatli aniglanadi. Tekislikka perpendikular
bo‘lgan 720 vektomni tekislikning normali deyiladi. Tekislik teng-
lamasini aniglash uchun Dekart koordinatalar sistemasini tanlaymiz.
{4,B,C}—# normalning shu sistemadagi koordinatalari, (x,;y,:2,)
esa i tekislik M nuqtasining shu sistemadagi koordinatalari bo'lsin.
M(x;y,z) fazoning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin. M nuqiani z tekislikka
tegishli bo'lishi uchun M Af vektor 7 vektorga perpendikular bo‘lishi,
ya'ni MM-i=0 bo‘lishi zarur va yetarli. MM vekior
tX— X4, ¥— o2 —12,} koordinatalarga ega bo‘lgani uchun,

MEM-E=A(x—x°)+B(y—y“)+C(z—-zn)=0.
Demak, 7 tekislik M nuqtasining koordinatalari
A(x = X;)+ B(y~ po) + C(2 —2,) = 0; (1)

tenglamani qanoatlantiradi.

7iz0bo'lgani uchun 4?4 B24+¢C?2¢0. Endi (1) tenglamani har
qanday x,;y;;z, yechimi x tekislikning biror nuqtasini aniglashini
isbotlaymiz. Hagiqatan ham M, nugta x;y .z, koordinatalarga ega
bo'lsin, u holda M M, vektor {x,—x,;y, - y,:2,—z,} Koordinatalarga
ega bo'ladi va (1) munosabat o‘rinli bo‘lgani uchun MM, vektor 7
vektorga perpendikular bo‘ladi.
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1.2, Tekislikning bitta nuqtasi va unga parzllel ikkita nokolinear
vektoriarga ko‘ra tenglamasi.

Tekislik o‘zining biror M,(x,;y,:z,) nuaqtasining va tekislikka
parallel bolgan ikkita nokollinear p={a;8;7,} §={(a,;B,;7.} vek-
torlarni berilishi bilan aniglanadi.

Tekislikda ixtiyoriy M(x;y;2) M,
nuqtani olamiz. U holda M M F
vektor 5,4 vektorlar bilan kom- )
x

planar bo‘ladi, demak, bu vektor-
lar chizigli bog‘lig bo‘lib, bundan
ulaming koordinatalaridan tuzilgan 62-chizma.
uchinchi tartibli determinant nolga teng bo‘lib chiqadi (62-chizma).
Vektorlarni koordinatalarda yozaylik.
MM ={x~x3,y - Y3z —2,};
2=ta; By} d={a;h7.);
u holda quyidagi tenglama hosil bo‘ladi;
X=Xy Y=VYo 2—2,
Q, ﬁ| 'g =0. (2)
a, B, Y2
Aksincha, (2) shart bajarilsa, M nuqta 7 tekislikka tegishli bo‘ladi. Demak,
(2) x ning tenglamasi. Bu tenglama berilgan nutadan o‘tib, berilgan nokol-
linear ikki vektorga parallel bo‘lgan tekislikning tenglamasi deb ataladi.
MM, p,g — vektorlar bir tekislikda yotgani uchun, ular chizigli
bog‘ligdir. Ya’ni,

MM=tp+njit,neR; &)
bu yerda f, n sonlar parametrlardir, (3) dan,
x=x,+at+a,n, '
Y=y, + B+ Byn {4)
Z=Zaty i+ y,m,
(4) — tekislikning parametrik tenglamalari deyiladi.

1.3. Uchta nuqta orqali o‘tgan tekislik tenglamasi.

Bir tekislikda yotgan uchta nuqta tekislikning vaziyatini to‘la anig-
laydi. Aytaylik, uchta M (x;¥52)), My(x,; v.52,), M,(x,; v, 2,)
nugtalar berilgan bo'lsin.
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Agar biz M,=M,; p=MM,; §=M[M3 desak hamda
MIM.?={x2_xl;}'z‘yl;zz"zl}* M|M3={I3—I|;y3—yl;23—zl} ni
e’tiborga olsak, (2) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.

X—~X  ¥Y-=¥ Z—Z
=X WY 232,

r
(5) uch nuqtadan o‘tgan tekislik tenglamasini ifodalaydi.

X2=X Yo=Y Z,-2)|=0. (5

1.4. Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi.

Tekislik o‘zining koordinata o‘qlaridan kesgan kesmalari a, 5, ¢
laming berilishi bilan aniglanadi. Aytaylik tekislik koordinatalar bo-
shidan o‘tmasin va u (Ox),(Oy), (0z2) o‘gqlarini mos ravishda
M (a,0,0), M.(0,5,0), M,(0,0,c) nugtalarda kessin.

U holda (5) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

xX-a y z
-a b 0}=0,

-a 0 ¢

bundan

xX vy z
-+ =4 —=], 6
a b ¢ (©)
{6) — tenglama tekislikning koordinata o‘glaridan ajratgan kesmalari

bo'yicha tenglamasi deb ataladi.

1.5. Tekislikning umumiy tenglamasi,

Yuqorida ko‘rib o‘tilgan tekislik tenglamalari birinchi darajali bo‘lib,
Ax+By+Cz+ D=0 (7)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shuning uchun (7) ko‘rinishdagi tenglamaga
tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi. Bunda A,B,C lar bir vaqtda
noiga teng emas.

Tekislikning umumiy tenglamasi (7) ga ko'ra tekislikning koordina-
ta o'qlariga nisbatan joylashuvi to‘g‘risida fikr yuritamiz:

a) agar D=0 bo‘lsa, (7) tekislik koordinata boshidan o‘tadi;

b} agar 4=0 bo'lsa, (7) tekislik (Ox) o‘giga parallel, B=0 bo‘lsa,
(Oy) o'qiga parallel, C=0 bo'lsa tekislik (Oz) o'giga paralle] bo‘ladi.
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Shuningdek,

A=07||(0x),A=D=0 1 D(0x);
B=0ox||(Oy),B=D=0o 7 >(0y);
B=0o7||(02),C=D=0 12(02);

d) agar A=B=0, C=0 bo'lsa, 7(|(x0y). Jumladan, D=0 bo'lsa,
z=0 va’ni xOy tekislik tenglamasiga ega bo‘lamiz. Shunga o‘xshash
x=a yOz tekislikligiga paraile] x tekislikni ifodalaydi. x=0, »Oz
tekislikning o‘zint ifodalay- z
di. =5 esa #||(x0z) tek- K
islikni, y=0 bo'lsa xOz
tekislikning o‘zini ifodalay-
di (63-a, b, d chizmalar).

1-misol.  M(2;4;,—-6)
nugta orqali o‘tuvchi va
n={3;,~1;6} vektorga per-
pendikuiar bo‘lgan tekislikn-
ing tenglamasi tuzilsin. X,

Yechish. Bizga ma’lum-
ki, berilgan M (x:y,;z,)
nuqtadan o‘tib 5 ={A4, B,C} vektorga perpendikular bo‘lgan tekislikn-
ing tenglamasi A(x-x}+ 8(y—y,)+C(z—-2z,)=0 ko'rinishda edi. Ma-
sala shartidan x =2;y =4;z, =-6; A4=3;B=-1.C=6 Bulami teng-
lamaga qo'ysak,

3{x=-2)-1-(y-4)+6-(z+6)=0;
Ix-6-y+4+62+36=0;
Ix-y+6z+34=0.

Bu izlangan tekislik tenglamasi.

2-misol. Tekislik A4(3;4,3) nuqtadan o‘tib, p={2;1;2},
g =1{3; 4, 2} vektorlarga parallel bo‘lsin. Shu tekislikning parametrik va
umumiy tenglamalari tuzilsin.

Yechish. Berilganlami (2) tenglama bilan solishtirsak,

X,=3 Yo=4 zo,=3

Q, =2, ﬂ| =1 'f =2;

a,=3;, B.=4 7,=2

larga ega bo‘lamiz.

(4) ga asosan parametrik tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo'ladi

63-chizma.
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x=3+2r+3p;
y=4+t+4p;
z2=3+2t+2p;
(2) ga asosan: x=3 y—4 z-3
2 1 2 |=0.
3 4 2
Uchinchi tartibli determinantni ochib ixchamlasak, tekistikning
umumiy tenglamasiga ega bo'lamiz.
6x-2y-5z+5=0.
Bu tenglama — izlangan tekislikning umumiy tenglamasi.
3-misol. 3x+y—6z-18=0 tekislik berilgan. Bu tekislikning koor-
dinata o'glari bilan kesishish nuqgtalarini koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani tekislikning koordinata o*qlaridan kesgan
kesmalari bo‘yicha tenglamasi ko‘rinishga keltiramiz.

3x W2 62 . Xy z
18 18 I8 6 18 3
Demak, tekislik (Ox) o'gini (6;0;0) (Oy) o‘gini (0;18,0), (O2)
o‘qini {0;0;3) nuqgtalarda kesadi.

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

I. Tekislikning normal vektori nima?

2. Tekislikning normali va bitta nuqtasiga ko‘ra tenglamasini keltirib chigar-
ing.
3. Tekislikning bitta nugta va unga paralle] ikkita nokolleniar vektorlarga
ko‘ra tenglamasini chigaring.

4. Tekislik tenglamasidagi hadlarga qarab, u koordinata o‘glariga nisbatan
qanday jovlashadi?

2-§. Fazoda jkkita va uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi

2.1. Fazoda ikkita tekislikning o‘zaro joylashuvi.

Aytaylik, Dekart koordinata sistemasida ikkita x, va zx, tekisliklar
o‘zlarining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin.

7. Ax+By+Cz+D =0; (1)
7y: Ax+B,y+C,z+ D, =0. (2)
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Bu ikki tekislik to'g‘ri chiziq orqali kesishadi, yoki ular o‘zaro
parallel bo‘lib, umumiy nugtaga ega emas, yoki ustma-ust tushadi (64-
a, b, d chizma). Bu hollaming qaysi biri yuz berishini bilish uchun x,,
7, ga tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu matritsalar
yordamida tekshiriladi).

" ’_—n-l-—-—--

4 4
‘ /
/
n
"". A 1 7
A

Y ~ /=
a) b)
/ o= Ay /
d)
64-chizma.

2.2. Fazoda uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi.

Aytaylik, Dekart koordinata sistemasida uchta tekislik o'zining teng-
lamalari bilan berilgan bo'lsin.

a7, Ax+By+Cz+D =0 (3)
n.: A x+ B.y+C.z+ D, =0 4
Z,: Ax+B,y+C,z+ D, =0 (5)

Bu uchta tekislikning fazoda ozaro joylashuvida 8 ta hol ro'y
berishi mumkin (65-chizma).

1) Uchta tekislik bitta umumiy nuqtaga ega;

2) Tekisliklar juft-juft kesishadi, ammo umumiy nuqtaga ega emas;

3) Uchta tekislik bitta to‘g'ri chiziq bo'yicha kesishadi;

4) Ikkita tekislik o‘zaro parallel bo'lib, uchinchi tekislik ularni
kesadi;

5) Uchta tekislik o‘zaro parallel joylashgan bo‘ladi;

6) lkkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ulami kesadi;

7) 1kkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekistik ularga parallel
bo‘ladi;

8) Uchta tekistik ham ustma-ust tushadi.

Bu hollardan qaysi biri yuz berishimi bilish uchun » 7. 71, ga
tegishii tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu ham matritsalar
yordamida tekshiriladi).
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d)

/

//_ / A =7y .’7!
Za =7 It

65-chizms.

Misol. x+2y+z=6, 2x+3z=10 va 3p-2:=— tekisliklaming

kesishmasi aniglansin.
Yechish. Bu tekisliklaming kesishmasini aniqlash uchun quyidagi

sisterani yechimini aniglaymiz;

X+2y+-=6;
2x+3:z=]0;
Jy-2z=-I.
Bu sistemalar uchun quyidagi determinantlarni tuzamiz va uni
hisoblaymiz. [ 2 1
A=[2 0 3{=6-9+8=5.
0 3-2
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6 2 1

a,=ho o 3=70-60=10; x=%=%=2
13 -2
1 6 1 \
a,=[2 10 3=27-22=5, y==r=2=l
413 -2
1 2 6
A, =[2 0 10{=40-30=10; z=9;-=-'-s9-=2
0 3 -1

Demak, tekisliklar (2; 1; 2) nuqtada kesishadi.
0*z-o‘zini tekshirish uchun savellar.

1. Ikkita tekislikni fazoda o‘zaro joylashuvini tushintiring.
2. Uchta tekislikni fazoda o'zaro joylashuvini tushintiring.

3-§. Ikki tekislik orasidagi burchak

Fazoda Dekant koordinata sistemasida kesishuvchi ikki tekislik
o‘zining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin.

z,: Ax+By+Cz+D =0; (1)
s Ayx+By+Coz+ D, =0. (2)

Ikki tekislik kesishganda to‘rtta
ikki yoqli burchak hosil bo‘lib,
ulardan o‘zaro vertikal bo‘lganlari teng
{66-chizma).

Demak, ikkita har xil burchak hosil
bo‘lib, ularning biri ikkinchisini
to‘ldiradi. Shuning uchun shu ikki
burchakdan birini topsak yetarli. lkki
yoqli bu ikki burchakdan birining
chizigli burchagi berilgan tekislikning 66-chizma.

i, ={A;;B;C,} va n,={A,:B,;C,}
normal vektorlari orasidagi burchakka teng bo‘ladi. n, va »n, orasidagi
burchakni ¢ desak,

—

|5Ii:

w3}

-

COSP = COS{#\ A #2) =

(3)

3.
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(3)-formuladan xususiy holda ikkita tekislikning perpendikularlik
sharti kelib chiqadi, ya’'ni 7,7, =0 bundan esa
A A, + BB, +CC,=0 ikki tekislikning perpendikuladik sharti:
4_58_6
AI_B_.!—C: yoki A, :B,:C,=4,:B,:C, (4)
esa ikki tekislikning parallellik shartlarini ifodalaydi.
Misol. Berilgan ikki 3x+2y-2z+4=0 va 2x+2y+52-3=0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.
Yechish. Ikki tekislik orasidagi burchak

AA,+BB +CC,

cos@= 2 L 2 2 2 2
-.JA,‘ + 8+, JA; +8,+C;

formula yordamida aniglanadi. Beriigan tekisliklarda
A4,=3, B, =2 C,=-2va A4,=2, B,=2 C,=5
Demak,

3-24+2.2-2.5 6+4-10

COS (P = ———= = T e =
424 (V2 42745 J9+ded-Ja+4+25

= 0 =0 cosp=0; @,—E

17433 ’ 2
Demak, berilgan ikki tekisiik o‘zaro perpendikular.
O°z-0‘zini tekshirish uchun savollar.,

l. Ikkita tekislik orasidagi burchakni hisoblash uchun formula keltirib
chiqaring.
2. Ikkita tekislikning parallellik va perpendikulariik shartlari nimadan iborat?

4-§. Nugtadan tekislikkacha
bo‘lgan masofa

Fazoda Dekart koordinatalar siste- Mo
masida M (x,,»,.2,) nugta va
Ax+By+Cz+ D=0 tekislik berilgan :
bo’lsin. M, nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan o
‘masofani hisoblash talab qilinsin. Buning A~ T ’
uchun berilgan M, nugtadan tekislikka y
tushirilgan perpendikulaming asosini g7
bilan belgilaymiz (67-chizma). e 67-chizma.
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|[HM,|=d biz izlayotgan masofa bo'ladi. 7i={4;B;C} tekislik
normal vektorini o‘tkazamiz. HAf, vektor y vekiorga kollinear. HM,
va #n vektorlarni skalyar ko‘paytmasini topamiz.

H M. —ﬁ=|H MD|~|E|-cos(H Mﬂ,nﬁ)=d~|ﬁ|*(i])
Bundan esa

|HM. - 7|

d=
|7

(D
(1) formulani koordinatalarda hisoblaymiz. Aytaylik A nuqtaning
koordinatalari (x,;»,:2,) bo‘lsin. U holda

HM -n=A(x,—x )+ B(y, -3 )+Clz,—2,)=
= Ax, + By, + Cz, = (Ax, + By, + (z,)

bo‘ladi. H nugta berilgan tekislikda yotgani uchun Ax, + By, +(z, + D=0

bo‘ladi, bundan esa HM, -ii= Ax, + By, +Cz, + D; i=JA,+B,+C,
ekanini ¢’tiborga olsak,

|Ax, + By, +Cz, + D)

COSP = — 2
AR+ B+ CF (2)

formulaga ega bo‘lamiz. Bu formula nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan
masofani hisoblash formulasidir.

1-misol. M(1,-2;3) nuqtadan 2x+3y-4z+4=0 tekislikkacha
bo‘lgan masofani topjing.
Yechish. (2) formulaga ko'ra

X,=) yo=-2; z,=3, A=2, B=3;, C=-4; D=4,
1-2+43-(-2)+(4)-3+4| _

-Jz +3% +(~4)? J_ _\/=

u holda d= {birlik).

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Fazoda nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa formulasini keltirib
chigaring.
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5-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq. To‘g‘ri chizigning berilish usullari

3.1.To'g'ri chizigning biror nuqtasi va yo‘naltiruvchisiga
ko‘ra tenglamasi.

z To'g‘ri  chiziq o‘zining  biror
M (x,,¥,,2,) nuqtasi va shu to'g‘ri chiz-
iqni yo‘naltiruvchi vektori ¢={¢ ;¢,;¢,}
ning berilishi bilan aniglanadi (68-chizma).
To'g'ri chizigning ixtiyoriy M(x, y,z) nug-
tasini olay!ik; M A va Z vektorlari kol-
lincar bo* Igani uchun
MM=t-¢ (teR) (1)
OM,=F,, OM=F desak, hamda
MM =0M -0OM, ni hisobga olsak, (1)
2 68-chizma. ni quyidagicha yuzish mumkin:
F=F, 41 2
(2) tenglama to‘g‘ri chizigning vektorli tenglamasi deb ataladi.
MM={x-x;y-y:2-2,} va (1) dan
x=x,+¢[1,
y=y,+&, (3
z=z,+ 4.,
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi to‘g‘ri chizigning parametrik teng-
lamalari deyiladi.

5.2. To'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi.

(3) — tenglamadan parametr t ni chigarib
X=X, =}'—}’u=2—3¢
6, ¢, ¢, )
ega bo‘lamiz. Bunga to‘g'ri chizigning kanonik tenglamalari deyiladi.

5.3. Ikki nuqta orqali o‘tgan to‘g'ri chiziq tenglamasi.

ikkita M (x; y,:2) va M,(x,; y,; z,) nuqtalar orqali o‘tuvchi
to‘g’ri chiziq

x-xl - y_yl z-xl

- (3)

X=Xy, Ya—), %2
tenglamalar bilan ifodalanadi (bu tenglama birinchi punktdagi M

nugta o‘miga Af va £= M M, deb olinsa, (1) munosabatdan kcllb
chiqadi). Yoki
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x, =X, + (X, — x5

=+ (Y= nk (6)
z, =z, +(z, -z, )1

(6) tenglamalar sistemasi to‘g‘ri chizigning parametrik ko‘rinishdagi
tenglamasidir.

To‘g'ri chizig ikkita =, va «, tekisliklaming kesishish chizig'i sifati-
da ham berilishi mumkin, ya'ni d=x,Nx,

m,: Ax+By+Ciz+D =0,
7, Apx+By+Cyz+ D, =0. M

Bu tenglamalar sistemasi 7, =1, = A4,:B,:C = 4,:8,:C, shatt
bajarilgan to‘g'ri chizigni aniqlaydi (69-chizma).

{-misol. (3; 2; 1) nugtadan o‘tgan va
yo‘naltiruvchi vektori = {l; 2; 3} bo‘lgan
to‘g'ri chizig tenglamasi yozilsin.

Yechish. (4) tenglamadan foydalan-
amiz. Masala shartiga ko‘ra,

Xo =3 ¥o=2; 25 =1
¢, =L¢,=2¢,=3.
x=3 y=-2 z-1

U holda, BT T

2-misol. A(-2;1;4) va B(6;,-2,6) 4
nugtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq teng- 69-chizma.
lamasini tuzing.

Yechish. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
(5) formula yordamida aniqlanadi. Bu formulaga berilgan nugtalarning
koordinatalarini qo‘ysak

x+2_y-l_:-4 i x+2_y-1__z-4
612 21 6.4 5§ T 372
to'g’ri chiziq tenglamasiga ega bo‘lamiz.

4

s

>

6-§. To‘g'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak
Aytaylik, R={0; i; j; k} Dekart koordinata sistemasiga nisbatan
¢ to‘g'ri chiziq o‘zining
x=x,+8,
y=y,+&,4 (1)
z=z,+ 8,8
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parametrik tenglamasi, x tekislik
Ax+By+Cz+ D=0; (2)
tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin. To‘g'ri chiziq bilan tekislikning o*zaro
joylashuvini tekshirish uchun tubandagi tenglamani tekshiramiz.
(A€, + B, +C )t +(Ax, + By, +Cz,)=0.
Bunda quyidagi hullar bo‘ladi;
a) agar Af, + BE,+CE,#0 bo'lsa, ¢ to'g'n chmq tekislik bilan
kesishadi.
b) agar
Al +8L,+Ct, =0
Ax,+ By, +Cz, 20 )
(3) bajarilsa ¢Nxr =2 bo'ladi.
Aé +Bt,+CE,=0

AxD+Byu+C‘z =0

c) agar

} bo'lsa, ¢ 7 bo‘ladi.
To'g'ni chiziq bilan tekislik ora-

sidagi burchak deb, to'g‘ri chizig
bilan uning tekistikdagi ortogonal
proyeksiyasi orasidagi burchakka ayti-
ladi. (1) to‘g‘ri chiziq bilan (2) tekis-

lik orasidagi burchak (70-chizma).

|A;.+BL+CJ |

Vv
sind =
TG'Chiﬂna. A +B +C- ’tl +!=+€: (4)

formula yordamida topiladi.

A, + B, +CE. =0 (3)
berilgan tekislikning bcnlgan to‘g’ T chmqqa parallellik,
A B
—.=-_——_ 6
4 4, ¢, ©)

esa perpendikulariik shartlandlr Endi tekislik va to'g’ri chizigga doir
mashglar bajarishda zarur bo‘lgan tenglamalami keitirib o‘tamiz:
1) Berilgan M (*;;3:2)  nuqtadan  o'tib,  berilgan

X=X, Y-y, -z

£ fy £

¢ to‘g'ri chizigqa parallel bo‘lgan to'g'ri chizig

x—-x,=y-—y,=z-—z[ N
£, ’, !
tenglamalar bilan aniglanadi,

3
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2) Berilgan M (x;y.:z) nuqtadan o‘tib, berilgan
Ax+ By+Cz + D=0 tekislikka perpendikular bo‘igan to‘g'ri chizigning
tenglamas:

X% _y-» _2-2 @)

A B C

ko‘rinishda aniglanadi.
3) Berilgan M, (x,;y,;z,) nuqtadan o'tib, berilgan Ax+By+(z+D=0
tekislikka parallel bo'lgan tekislikning tengtamasi:
Ax—x Y+ B(y-y,)+C(z=-2)=0 (%)
ko‘rinishda bo‘ladi.
4) Berilgan M (x,;y,;z,) nuqta orqali o‘tuvchi va
=% _Y-n_z-Z%

‘ ‘ ‘) to‘g’ri chizigga perpendikular bo‘lgan tekislik
tenglamasi tubandagi ko‘rinishda bo‘ladi:
L(x=x)+8,(y-y)+t,(2-2,)=0 (10)
x+2 _Y -3 _2- 4

Misol. Berilgan to‘g'ri chizig va

2 1 -2
3x+ y—4z—-8=0 tekislik orasidagi burchak va ularning kesishish nu-
qtastni toping.

Yechish. To‘gri chizig va tekislik orasidagi burchak
_ et ect| .
Jasmi st m formula yordamida aniglanadi.
Shuning uchun A=3, B=1, C=—4
=2 {£,=1, &,=-2

3-241-14(-2)-(-4) 6+1+8 15 3

siné@ = —-— e e
;23’+|’+(-41‘-:iz‘+|‘+(-2}’ Vo+1+16-Va+isd 263 V26
(5426

@ = arcsin
26

sinf =

]aamsinumﬁz??“z?'

Endi ulaming kesishish nuqtasini topamiz, uning uchun to‘g'no
chiziq tenglamasini parametrik ko'‘rinishga Keltiramiz.
x+2 y-3 z-4

L x=2x-2
2 | -2
={+ .
.r+2_r_ y—3_r z—4_r y 34 (@)
N T R e
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Buni tekislik tenglamasiga go‘yamiz.
32t-2)+ (1 +3)-4(-22+4)-8=0;
6/ -6+1+3+8-16-8=0;

15t 27 = 0;
27
==
_ 15
Buni (a) ga qo'ysak,
r
54
=—-—2=£;
15 15
yl, 3P
15 5’
54 6 2
2= Eo—
15 15 5

2472\ (2 _ _ .
Demak, ((E]’(E)'(ED nuqgta to'g'n chiziq va tekislikning
kesishish nuqtasi.

O'z-o0'zini tekshirish uchun savollar.

l. Fazoda to°g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori nima?

2. To'g'ri chizigning kononik tenglamasini keltirib chiqaring.

3. To'gri chiziq umumiy terglamasi bilan berilgan bo‘lsa, uni yo‘naltiruvchi
vektorini qanday aniglash mumkin?

7-§. Fazoda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

Ikkita to'g'ri chiziq R={0;7:7;k} Dekart koordinata sistemasida
o‘zining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin.

E,_.‘.!r-—::rn _ Y=Y, _z-z,

)

Er. I—x." - y-y‘n - z_z'u
. f.t ) f..‘! ) E.I
Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak deb, bu to'gri chiziglarni
yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.

¢ to'g'rnt chizigning yo'naltiruvchi vektori _Tf:{f”f:,fs} ' Lo'g'ri
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chizigning yo‘naltiruvchi vektori {'={¢" ./'..(",} bo'lib, 7 va P
vektorlar orasidagi burchak ¢ desak 7 va.§r vektorlar orasidagi bur-
chak chiziglar orasidagi burchakni beradi. Shuning uchun ikki to‘g'ni
chiziglar orasidagi burchak

f ‘r1+f " +{:‘,f'

1.7
“l 1 Jr +f +r-
formula yordamida aniglanadi.

(1) formuladan esa quvidagi kelib chiqadi;

(L0 & (-('=0= (- + 6,0+ £6,.0,=0

Misol. Yo‘naltiruvchi vektorlari mos ravishda # ={7.2:5}.
1, ={3:10:4} bo'lgan to'g‘ri chiziglar orasidagi burchak topilsin.

Yechish. Bu vektorlar orasidagi burchak to'g'ri chiziglar orasidagi

burchakka teng. Demak. berilgan to'g‘ri chiziqglar orasidagi burchak,
(1) formulaga ko'ra:

cOsP =

(1)

cospo ATt L 13421045 61 5l _oels
1] V7T o5 3 e10i0d® V8IS SNEVE

@ =arccos{ 0.618) = 5134’

O‘z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Tog'ri chiziq va tekislik orasida burchakni qanday tushunasiz?

8-8. Ikkinchi tartibli sirtlar
Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamasi.

Biror Dekart koordinata sistemasida koordinatalari quyidagi tengla-
mani qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plami ikkinchi tartibli sirt deviladi.
N ALY+ a, s #2000+ 20 0+ 20,07 + 2o v+ 20,0+ 20, s a, =00 (1)
bu tenglamadagi a,,.4...a,;.4,..4,;.a., koeflitsiventlarning kamida bit-
tasi noldan farglh bo'lishi kerak. Agar biror sirt dekant sistemasida 2-
darajali tenglama bilan berilgan bo'lsa, boshqga sistemada ham 2-daraja
bilan beriladi. Biz oddiv ko‘rinishdagi ikkinchi darajali tenglamalaming
ba'zilarini qQarayvmiz.
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8.1. Sfera tenglamasi. Sferik sirt.

Sferik sirt deb, berilgan nuqtadan bir xil uzoglikda joylashgan nuqtalar
to‘plamining geometric o‘rniga aytiladi. Boshqacha aytganda, sharning
chegarasi shar sirti yoki sfera deb aytiladi.

Sferaning Oxyz to'g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasini tuzamiz. Aytaylik, S(a;b:c) nugta sferaning markazi, R
€sa uning radiusi bo'lsin (71-chizma). ¢

i;_z M(x.y:z Sferaning ixtiyoriy nuqgtasi M(x;y;z)
~ uning markazi bo‘lgan nugtadan ® maso-
fada joylashish xossasidan foydalansak,
sfera tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

¢l |;L|r SM=R =(x—-a) +(y-b)" +(z—0)’ =Rk (2)

0 : {: f,!i;.._ (2) tenglamaga markazi S(a;b:c) nu-
—- - -.}?:’.v_ o qtada va radiusi R ga teng bo‘lgan sfera
S Pl ./ tenglamasi deviladi. Agar g=p=0=0

(a;5) bo'lsa, (2) tenglamadan markazi koordi-
natalar boshida radiusi £ ga teng bo‘igan
sfera tenglamasiga ega bo‘lamiz.

x*+y*+zi=R*

Endi (2) ni quyidagicha yozamiz.
2+ yi 2 - 2ax—2by-2cz+at + b v =R =0 (3
(3) dan: 1) Sferani ikkinchi tartibli sirt ekanini ko‘ramiz. 2) (3) da

xy;2x;yz ko‘paytmalar qatnashgan hadlar yo'gligini: 3) x*;y%z% ol-

didagi koeflitsientlarning tengligini ko'rib turibmiz.

Endi (1) da g, =a,; =a,,=0 va a, =a,, =a,, deb olinsa, u holda

71-chizma.

a,x'+a,y +a,z* +2a, x+2a,y+20,z+a, =0 (4
tenglama sferani ifoda qgiladimi degan savolga javob beraylik.
(4) ni a, =0 ga bo'lib yuborib

ﬂ:A; =B; _2.5:’."_:(:“

dy a, ay, a,

2ay )

=D

belgtlashlarni Kkiritsak,
X+’ +2° + Ax+ By+Cz+ D=0 (5)

ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz. (5) tenglamani ham biroz shakl
o‘zgartirishlardan keyin ushbu ko‘rinishda yozamiz.
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2 2 cyY 1. . :
(r+—] +[y+— + :+E =;(A + B +(C" —-4D) (6)

- -

AY By C :_ NS ]
(.\'-E--z-] +[y+;] +(-+;] _[EJA +B +C 4D) N

(7) dan ko‘rinadiki, 4*+B8°+C?-4D20 bo‘lganda (7) tenglik
o‘rinli bo'ladi. Bu deganimiz 42+ B?+C?-4D>0 bo'lsa (7) tenglama
A B C 1 3 2 n
markazi (-3;-?_3) nugtada va radiusi R=EJA‘+B'+C'—4D
ga teng bo‘lgan sferani ifodalaydi.
Agar A+ R +C—-4p=0 bo‘lsa {7) tenglama

( AY BY cY o , ,
x+; + y+5 + Z+E =0 ko'rinishda bo‘lib, u faqat bitta
\

(4 B C o _
;;-"5\";} nuqtani ifodalaydi.

Demak, (5) tenglama faqatgina 4% + B +(C?-4p > sharida sferani
aniqlaydi.

Misol. x*+y? +z% -2x+4y+82+6=0 sferaning markazi va radi-
usi topilsin. Berilgan tenglamani (x-a)’ +(y—8)° +(z—c) =R*
ko‘rinishga Kkeltiramiz.

Buning uchun tenglamada x; y; z li hadlami olib ularni to‘la
kvadratga keltiramiz.

v =2+ dy+82+6 = (x=1) +(y+2F +(z+4)" +6-1-4-16=0

(=1 +(y+2F +(z+4)P =15 yoki (x=1Y +(y+2)’ +(z+4) =(/15)*

Demak, sferani markazi (1;-2:—4) nuqtada, radiusi esa R =15 ga teng,
8.2 Ikkinchi tartibli silindrik sirt.

Biz vasovchilari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan silindrik sirt-
larni garaymiz. Biror o'qqa paralle] holda biror L chizigni kesib o'tuvchi
to'g’ri chizigning uzluksiz harakatianishidan hosil bo‘lgan sirt silindrik
sirt deb ataladi.

Xarakatlantiruvchi to'g‘ri chiziq yasovchi, berilgan [ chizig esa
yo‘naltiruvchi deb ataladi.
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Yasovchi Oz o‘qqa parallel, yo‘naltiruvchi L chiziq esa Oxy tek-
islikda yotadigan va

F(x;y)=0 (8)
tenglama bilan aniglanadigan holni garaymiz (72-chizma).
2z Sirtning yasovchisida ixtivoriy M(x;y,z)

nuqgta olamiz, uning birinchi ikkita koordi-
natasi N(x,y,0) koordinatalari bilan bir xil
v Dbo'ladi. Shu sababli silindr sirtining
M(x,y;z) nuqtasining koordinatalari

X w [rgs, vo‘naltiruvchi chizigning (8) tenglamasini

72-chizma. ganoatlantiradi.

Demak, (8) tenglama yasovchilari Oz
o'qqa parallel silindrik sirtning tenglamasidir. Shunday gilib, z koordi-
natani o'z ichiga olmagan va fazoda qaralayotgan (8) tenglama, yasovchi-
lari Oz o'qqga parzliel va L yo'naltiruvchisi Oxy tekislikda (8) tenglama
bilan aniglanadigan silindr sirtini aniglaydi.

Shunga o‘xshash agar tenglamada x Koordinata gatnashmasa
F(y,z)=0 tenglama, agar tenglamada y koordinata gatnashmasa
F(x,z)=0 tenglama mos ravishda yasovchilari Ox va Oy o‘qlariga
paralle] bo‘lgan silindrik sirtlarni aniglaydi.

F-misol. x? + y*® = R? tenglama bilan aniqlanadigan sirt silindrik sirt
bo'lib, u doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o'qqa par-
allel, yo‘naltiruvchi esa Oxz tekislikdagi radiusi R va markazi koordina-
talar boshida bo‘lgan x* + y* =R? aylana tenglamasidir (73-chizma).

2 -

2-misol. x—,+{7=l tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt

a
elliptik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari O o‘qqa parallel,
yo‘naitiruvchi esa Oxy tekislikdagi yarim o‘glari g va b bo‘lgan el-
lipsdir {(74-chizma).

2 2
X

3-misol. -—,-:—,=l tenglama bilan aniglanadigan silindirik sirt
a
giperbolik silindr deb ataladi. Uning vasovchilari Oz o'aga parallel,
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yo‘naltiruvchi esa Oy tekisiikdagi haqigiy o‘qi ¢ va mahxum o‘qi b
bo‘lgan giperboladir (75-chizma).

4-misol. x?=2pz tenglama bilan aniqlanadigan silindrik sirt para-
bollik silindr deb ataladi. Uning vasovchilari Oz o‘qga parallel,
yo‘naltiruvchisi esa Oxgz tekislikdagi paraboladir (76-chizma).

8.3. Aylanma sirtlar.

Faraz qilaylik yOz tekisligida Oy o‘gini kesmaydigan biror L chizig

F(Y,Z2)=0 9

tenglama bilan beriigan bo‘isin (77-chiz- I

ma). Bu chizigning Oy o‘qi atrofida ay-

lanishidan hosil bo‘lgan sirtni tenglama-
sini topamiz.

Bu sirtning ixtiyoriy M(x;y;z) nug-
tasini olamiz. Bu nuqta orgali (Oy) o'qga
perpendikular tekislik o‘tkazamiz. Tekislik
sirt bilan kesishib, aylana hosil giladi.
Uning markazi aylanish o‘qida yotgan
N(o;y;0) nuqta bo‘ladi. M va N nuqta- 77-chizma,
larning ordinatalan bir xil, ya’ni Y=y

Aylananing MN radiusi M va N nuqtalar orasidagi masofadan iborat
bo'ladi, ya’'mi Z=+x*+z* ga teng. MN va M N — aylana radiuslari
bo‘lgani uchun

MN=MN=2Z
Demak, berilgan (9) tenglamada

Y=y, Z=Vx*+2’
Y va Z larning ifodalarini (9) tenglamaga qo‘ysak aylanma sirt
tenglamasiga ega bo‘lamiz.

F(y; yx*+2%) =0, (10)

Agar L chizigning hamma nugtalari uchun z>( bo‘lmasa, z<0

bo'lishi mumkin u holda MN=-Z yoki Z=-Jx?4z?
Bu holda aylanma sirt tenglamasi

Fly,—Jxt+2%)=0. (11)

Ikkala holni birlashtirib, yoz tekisligidagi I chiziqning Oy o'q

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma sirt tenglamast quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi
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Fritvxt+2%)=0. (12)

Boshga koordinatalar tekisligidagi tekis chiziglarning biror koondi-
nata o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma sirt tenglamasi
ham shu qoidaga asosan tuziladi.

F4 ¥
F 4

Misol. -T+:—,=1 ellipsning (Oy) o'q atrofida aylanishidan hosil
[

bo‘lgan aylanma sirt tenglamasi tuzilsin:
Echish: Ellips tenglamasidagi z ni +Jx?+2z* bilan elmashtiramiz.
}’: . x4zt =1
. b cl
Bu esa izlangan sirt tenglamasi 5 =c bo‘lsa bu sirt sferaga aylanadi.
8.4 Ikkinchi tartibli konus sirt.

Fazoda L— ikkinchi tartibli chizig berilgan bo'lsin. Qo‘zg‘almas
biror nuqtadan o‘tib, L chiziq bilan kesishgan holda uzluksiz harakat
qgiluvchi to‘g‘ri chiziqning chizgan sirti konus sirt deb ataladi. To'g'ri
chiziq konusning yasovchisi, L chiziq konusning yo‘naltiruvchisi,
go‘zg‘almas nuqta konusning uchi deyiladi.

I! 1 z!

a,+i’,-c,=0. (13)
tenglama to'g’ri burchakli Dekart sistemasida uchi koordinatalar bosh-
ida bo‘lgan ikkinchi tartibli konusni ifodalaydi.

Agar biror M(x,; y,; z,) nuqta (koordina-
talar boshida yotmasligi kerak) (13) sirtda yot-
sa, koordinatalar boshi va M(x; y;z) nug-
tadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning har bir nugqtasi
ham (13) sirtda yotadi.

Hagiqatan ham N(x; y;z) nuqta OM
to'g'ri chiziqda yotgan ixtivoriy nuqta bo‘lsin.
(78-chizma). Bu holda N nugtaning koordi-
natalari x=x/t; y=yt; z=z¢ (to'g'ri chi-

78-chizma. Ztqning pa_ramctnk tenglamalari) tenglamalarni
qanoatlantiradi.

M(x;;¥:;2,) nugta (13) sirtda yotgani uchun (13) tenglamani
ganoatlantiradi.

xlz+yll __zlz =0

at B
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Endi {I3) tenglamaga N nuqtaning koordinatalarini qo‘ysak
(xl?’ +(y.i)’ _(z.?’ } x: REARErY
a b c a » o
hosil bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, ¥ nugtaning koordinatalari ham (13)
tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni sirtda yotadi.

8.5. Ellipsoid.

Biror to‘g‘ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

xl yl z:

a’+b’+c1 L (14)
tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o‘rni ellipsoid
deyiladi.

(14) tenglama ellipsoidning kanonik tenglamasi bo'lib, a, b, ¢ lar
ellipsoidning varim o‘qlaridir.

Ellipsoid uchun koordinata tekislik-
lari simmetriya tekisliklari bo‘lib xizmat
qiladi. Simmetriva o‘qlari ellipsoidning
o‘qlari deyiladi.

Ellipsoidning o‘qlari bilan kesishish
nuqtalari uning uchlari deyiladi. Sim-
metriya markazi ellipsoidning markazi
deyiladi (79-chizma).

Agar, ecllipsoidning xQOy tekisligiga
parallel bo‘lgan 7 =4 tekislik bilan kes-

sak, kesim tubandagi tenglama bilan ifo- 73-chizma.
dalanadi:
2 2 .
5‘: + y—-. ==,
a b c”

bunda, agar |[M{<c bo‘lsa, kesim ellipsni, agar |4 > cbo‘lsa, kesim
bo‘sh to‘plamdan, agar |#j=c bo‘lsa, kesim ellipsoidning uchini ifoda-
laydi. Shunga o'xshash, ellipsoidni x(z va y(0z koordinata tekisliklar-
iga parallel tekisliklar bilan kesish (kesimda) natijasida ellips, bo‘sh
to‘plam yoki ellipsoid uchi hosil bo‘lishini ko‘rish mumkin.

Misol: Yarim o‘qlani mos ravishda 3,5,9 ga teng bo‘lgan ellipsoid
tenglamasi tuzilsin.

Yechish, Masala shartida berilganlarga ko‘ra a=3; b=5; ¢=9. U

2 2

1
holda ellipsoid t i Z+2Z 12 21 po'ladi.
olda ellipsoid tenglamasi PRPYRPT adi
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8.6. Giperboloidlar.
1. Biror to'g'ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalar

1 2 2

X Z

a*+:=_c==l' (15)
tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o'mi bir pallali
giperboloid deyiladi. (15) ko‘rinishdagi tenglamaga bir pallali giperbo-
loidning kanonik tenglamasi deyiladi. (15) tenglamadan ko'finadiki, koor-
dinata tekislikiari bir pallali giperboloidning simmetriya tekisliklari hisobla-
nadi. (Ox) va (Oy) o‘glari bir pallali giperboloidni kesadi va uning
haqiqiy o‘qlari deyiladi. (), 0'qt esa bir pallali giperboloid bilan kesish-
maydi, shuring uchun unga mavhum o’q deyiladi. Bir pallali giperbo-
loidning o‘glari bilan kesishish nuqtalari uning uchlari deyiladi. Koordi-
nata boshi 0 nugta bir pallali giperboloidning simmetriya markazi bo'lib,
uning markazi deyiladi. a, b-sonlari bir pallali giperboloidning hagigiy
yarim o‘qlari, ¢ esa mavhum yarim o‘qi deyiladi (80-chizma).

Giperboloidning xOy tekislik bilan kessak, kesimda
2

. v Z +£ =]
a b
z=10)
ellips hosil bo‘ladi. Shunga o‘xshash, giperboloidni

x0z, YOz tekisliklar bilan kessak, kesimda

x! 2 .!f’1 zi__
——-—=] —_—-==]
2 F F Y 2
a ¢ va 18 ¢
y=0 x<0

giperbolalar hosil bo‘ladi. Agar giperboloidni x(;
tekislikka parallel bo‘lgan z=# tekislik bilan

.t'! :
i * yh* =1
kessak, kesimda 14 b+23) b 1+%5) ellips
A

2=
hosil bo‘ladi. Bu ellips yarim o‘glari:
- 4 ~ b
a=- R b=—£_— ¢ +h'; h=0 bo'lsa, ellipsning yarim o‘glari
0‘zining minimal qiymatiga ega bo‘ladi, ya'ni d=a,b =5
132

www.ziyouz.com kutubxonasi



Bir pallali giperboloidni (Oy) va (Ox) o'qiga perpendikular bo‘lgan
tekisliklar bilan kessak, (x=#; y=h) kesimda »' va »" lar hosil bo*ladi:

[ 2 2 2
x h Y _z
~=1-= 2_'1 2

IS e b IV LI T o' Agar, | 2alh=8 bo'lsa,
y:h ~x=h

u holda »* va y" iar giperbolalami ifodalaydi. Agar, || =>5bo'lsa, u holda
y' - kesishuvchi to'g'ri chiziglar juftini, |H=a bo'lsa,
y" - kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini ifodalaydi.
2. Biror to'g‘ri burchakli Dekant koordinata sistemasida koordinatalari

S |
P T

az-bz“cz=l- (16)
tenglamani ganoatlantiruvchi nu-
gtalarning geometrik o‘rni ikki v
pallali giperboloid deyiladi. '

(16) — tenglamaga ikki pallali
giperboloidning kanonik tenglama-
si deyiladi (81-chizma).

(16) tenglamadan ko‘rinadiki,
koordinata tekisliklari ikki pallali 81-chizma.
giperboloid uchun simmetriya te-
kisliklari hisoblanadi. (Ox) o'qi sirtni ikki haqigiy nuqtada kesadi,
shuning uchun unga haqiqiy o‘q deyiladi.

(Oy),(0z) o'qlari ikki pallali giperboloid bilan hagiqiy nuqtalarga
ega emas, shuning uchun ularga mavhum o‘qlar deyiladi. Ikki pallali
giperboloidni o‘glar bilan kesishish nuqtalari, uning uchlari deyiladi. U
ikkita haqiqiy uchga ega.

a — son ikki pallali giperboloidda haqiqiy yarim o‘q, b va ¢ lar
mavhum yarim o'qlar deyiladi. Ikki pallali giperboloidni ((Ox) o‘qqa
perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kessak, kesimda
(P I T
. y_.l..'z_:.."?__l
Yy & o
h=x

hosil bo‘ladi.

agar, |h>a bo‘lsa, »” ellipsdan iborat bo‘ladi.
agar, (hl<a bo'lsa, u holda y"=@
agar, b’ =g bo’lsa, y" nugtadan iborat bo‘ladi.
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Shunga o‘xshash, ikki pallali giperboloidni mavhum o‘glariga per-
pendikular bo'lgan tekisliklar bilan kessak, kesimda giperbola hosil
bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.

Misol: 4°+3y° 62" +24=0 tenglama bilan qanday sirt tasvianadi.

Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini 24 ga bo'lib, uni tubandagi

1 2 2
L} " r x z - -
ko‘rinishga keltiramiz. +J; - p ==1 bu tenglama yarim o‘qtari

a=6,b=22,c=2 bo‘igan uch o'qli ikki pallali giperboloidni tasvir-
laydi.

8.7. Paraboloidiar.
1. Biror to'g'ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

). b
¥y _
;+?—-22. (]?)
_\1_ tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar-
' ning geometrik o‘mi elliptik paraboloid
i L WLLA S s deyiladi (82-chizma).
' (17) tenglamadan ko‘rinadiki, yOz va
L X% x0z tekisliklari elliptik paraboloid uchun
/ _simmetriya tekisliklari hisoblanadi. (07
V Yo'qi elliptik paraboloidning simmetriya
* oqi hisoblanib, uning o‘qi deyiladi. Koor-
82-chizma. dinata sistemasining boshi elliptik parab-
oloidning koordinata o‘glari bilan kes-
ishgan nugtasi bo‘lib, uning uchi deyiladi. Elliptik paraboloidni uning
o‘giga perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kessak, kesim tubandagi
tenglama bilan aniglanadi;

J,-: aI bl
z=h

agar h>(Q bo'lsa, y -cllips, agar ;<0 bo‘lsa y=@ agar h=0 bo‘lsa,
¥ kesim O uchdan iborat bo‘ladi.

Elliptik paraboloidni (Ox), (Oy) o'qlariga perpendikular bo‘lgan
x=h va y=h tekisliklar bilan kessak, kesimda parabola hosil bo‘ladi.

2. Biror tog'n burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari
2 2
—E;-—fz—=22. (18)
tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o‘mi giperbolik parab-
oloid deyiladi. (I8) tenglama esa uning kanonik tenglamasidir (83-chizma).
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Giperbolik paraboloidni xOy
tekislikka parallel bo‘igan z=#A
tekislik bilan kessak, kesim quyi-
dagi tenglama bilan aniqlanadi;

2 1

x ¥
——=2h
a &
z2=h
h>0Q bo‘lganda, bu chiziq
haqiqly o‘qi z=#h tekislikda va 23 -chizma.

(Ox) o‘gqga parallel giperbolani,
h<( bolganda esa, haqiqiy o'gi (Oy) o‘qqa parallel giperbolani tas-
virlaydi. #=0} bo‘iganda, kesim ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar jufti-
ni aniglaydi. Shunga o‘xshash giperbolik paraboloidni (Oy) va (Ox)
o‘qlarga perpendikular tekislik bilan kessak, kesimda parabola hosil
bo‘lishini ko‘rish mumkin.
1-misok: 4x?+3y® =12z tenglama bilan berilgan sirt shaklini aniqlang.
Yechish. Sirt shaklini aniqlash uchun tenglamani har ikkala to-

Fi 2

monini 6 ga bo‘lamiz. U hoida T*"y?:zz ko‘rinishidagi tenglamaga

2 2 »

I + X
ega bo‘lamiz. Bu tenglamani ham [ JE] (‘E) ko'rinishida yoz-
2

ish mumkin. Bundan ko‘rinadiki, berilgan tenglama elliptik paraboloid-
ni tasvirlar ekan.

2-misol: x*-y* =4z tenglama bilan berilgan sirtning shaklini
aniglang.

Yechish. Berilgan sirt tenglamasini 2%~ (;5)1 - (jf): ko'rinishida

yozish mumkin. Demak, berilgan tenglama giperbolik paraboloidni
tasvirlar ekan.

O'z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Silindrik sirt ta'rifini aytib bering.

2. Uch o‘qli cllipsioidning kanonik tenglemasini yozing va uni kesimlar
usuli bilan shaklini tekshiring.

3. Bir kavakli va ikki kavakli giperboloidni kanonik tenglamalarini yozing
va ulami shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

4. Giperbolik, elliptik paraboloidlarni kanonik tenglamalarini yozing va
ularming shakllarini kesimlar usuli bilan tekshiring.
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L 4

VII BOB
DIFFERENSIAL VA INTEGRAL HISOBI

1-§. Funksiya tushunchasi. Sonli funksiya.
Funksiyaning berilish usunllari

1.1. Funksiya.

Atrofimizda uchraydigan hodisalarni (fizik, biologik va h.k.)
o‘rganganda bu hodisani tavsiflovchi va unga tegishli o‘zgaruvchi kat-
taliklami bittasini boshqasiga (ixtivoriy ravishda o‘zgaradigan) bog'liq
ravishda o‘rganish magsadga muvofiq.

Masalan, zarracha harakatida bosib o‘tilgan yo'l, o‘rmondagi
«yirtgichslar sonining osishi va hokazolar vaqtga bog‘liq holda o‘rganiladi.

Shular orqali biz funksiya tushunchasiga kelamiz.

Funksiya bu tirik va o'lik tabiatdagi mavjud qonuniyatlarni ifo-
dalovchi usullardan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi matematik tushunchalarning asosiylaridan bin
sanaladi. Bu tushuncha matematika bilan turli real hodisalar orasidagi
bog‘lanishni ochib beradi. Funksiya tushunchasi ikki to‘'plam element-
lari orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.

Masalan, sinfdagi partalar (ikki o‘rinli) to*plami A bilan o‘quvchilar
to’plami B orasidagi bog‘lanishni olib qaraylik: 1 partaga 2 ta o‘quvchi,
2 partaga 4 ta o‘quvchi, 3 partaga 6 ta o‘quvchi va hokazo mos keladi.
Boshqacha aytganda A to‘plam elementlari bilan B to‘plam elementlari
orasidagi biror gonunga mos funksional bog‘lanish o‘rnatiladi.

Ta’rif. Agar biror fgonunga ko‘ra X to‘plamning har bir x clemen-
tiga Y to‘plamning yagona y elementi mos kelsa, u holda X to‘plamda
/(x) funksiya berilgan deyiladi va y=f(x), xe X ko‘rinishda beigila-
nadi, bunda x funksiyani argumenti, ¥ esa funksiya qiymati deyiladi.
X to'plam funksiyani aniglanish sohasi, y to‘plam esa funksiyaning
giymatlar sohasi deyiladi. Ko‘pgina adabiyotlarda funksiyaning aniglan-
ish sohasi D(f) ko‘rinishida belgilanadi. Funksiyalami belgilashda fagat
y=f(x) harfidan emas, balki boshqa harflardan ham foydalanish
mumkin.
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Masalan, y=y(x), y=g(x), y=4(x), y=F(x} va boshqalar.
Agar yuqoridagi funksiya ta'rifida X va Y to‘plamlar XeR, YeR
bo‘lsa, funksiva sonli funksiya deyiladi. Biz bu kursimizda sonti funk-
siyalar bilan ish ko‘ramiz va uni bundan keyin gisgacha funksiya deb
ishlatamiz.

1.2. Funksiyaning berilish usullari.

Agar X va Y to‘plamlar hamda ulaming funksional bog‘liq gonuni
berilgan bo‘lsa, finksiya berilgan hisoblanadi. Funksiya asosan quyidagi
usullarda berlad::

a) Analitik usul. Bu usulda o‘zgaruvchilar orasidagi bog'liglik for-
mulzlar yordamida beriiadi.
1

Misol. y=(l—I:)5 funksiya; aniglanish

sohasi D{f)=[-1;]] kesmada, giymatlar
to‘plami [0;1] kesmada bo‘lgan funksiyani
aniglaydi.

Ayrim hollarda funksiya funksiyaning
aniglanish sohasidagi oraliqlarga qarab turli
formulalarda berilishi mumkin.

Masalan,
_ x’ x<0 _
y x+3 x>0 (84-chizma.) 84-chizma.

b) Jadval usulida:

Funksiya jadval usulida berilganda funksiya argumentlari va unga
mos keluvehi funksiya giymatlari jadvalda keltiriladi.

Masalan,

1) To'rt xonali maternatik jadvallar.

D x 0 0.2 | 04 3 0.5 4
¥y -2 3 3 8 2 1,5

Jadvaldan ko‘rinadiki, funksiya- ¥ 1
ning aniglanish schasi argumentning T

8§ ta qiymatida bo‘lib, unga funksiy- i .
aning ham 8 ta giymati to‘g‘rl kel- ‘
gan. Jadvaldagi giymatlar tajribalardan 1

voki tajriba natijalarini matematik
hisoblashlar natijasida olingan bo‘lishi
mumkin.

d) Grafik usulda:

Bu usul asosan, funksiyalami anai-
itik usulda berish giyin bo‘lgan hol- 85-chizma.
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larida uchraydi. Ko'pincha tabiatda ro‘y beradigan hodisalami o‘rganish
jarayonida apparaturalar yordamida egrilar olinib, ularni o‘rganishga to‘g‘ri
keladi. Masalan, ostsilografni, elekirokardiogrammalarni ko‘rsatishlari
funksiyani grafik usulida berilishiga misol bo‘la oladi.

¢) funksiya nuqtalar yordamida berilishi mumkin (bunday berilish
eksperiment natijasida olinadi, 85-chizma).

Bu yerda xe X element o‘zaro kesishgan chiziglar bilan belgilanadi.

1.3. Funksiyalarni ‘monotonligi, juft-togligi va dapriyligi.

¥=f(x) funksiya biror D(f)=[a,b] sohada aniglangan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar y= f(x) funksivada har bir x uchun shunday M soni
mavjud bo‘lib,

S sM ()
tengsizlik bajarilsa, y= f(x) funksiya chegaralangan deyiladi. (1) teng-
sizlik geometrik nuqtai nazaridan chegaralangan funksiyani grafigi koor-
dinata tekisligida ——Af < y < M gorizontal polasada joylashishini bildiradi.

Masalan, y=x-|x|, x€ R funksiyaning grafigi butunicha 0 < y<l
polosada joylashgan. Shuning uchun bu funksiya chegaralangan. y=x°
funksiya chegaralanmagan. (86,87-chizmalar)

2-ta’rif. Agar f(x) funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita
x,€D, x,eD qiymatlari uchun x, <x, shartda f(x )< f(x,) (yoki
S(x)> f(x,)) tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya D sohada o‘suvchi
{yoki kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar funksiya argumentining ixtivoriy ikkita x,€D, x,eD
qiymatlari uchun x <x, shartda f(x)< f(x,) (yoki J(x)2 f(x.)
tengsiziik bajarilsa, f(x) funksiya D sohada kamaymaydigan
(o‘smaydigan) deyiladi.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning p sohadagi ixtiyoriy x qiymati
uchun f(-x)= f(x) tenglik bajarilsa, y= f(x) funksiya juft funksiya

*ru \ [
S

1-¢

86-chizma. 87-chizma.
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deyiladi. Agar D sohadagi ixtiyoriy x qiymati uchun f(-x)=—f(x)
tenglik bajarilsa, y = f(x) funksiya toq funksiya deyiladi. y= x?, xeR
funksiya juft funksiya, chunki y=(-x)’=x*; y=x", xeR funksiya
toq funksiya, chunki y=(-—x)3 =~-x?,

5-ta’rif. Agar f{(x) funksiya uchun shunday 7 >0 son mavjud
bo'lib funksiyaning aniglanish sohasidan olingan ixtiyorly xe I f) va
x+T e D(f) uchun f(x+T)= f(x) tenglik bajarilsa, u holda y = f(x)
davriy funksiya deyiladi. T ning eng kichik musbat giymati T, mavjud
bo'lsa unga f{x) funksiyaning davri deyiladi. y=sinx, y=¢0sx,
y=tgx, y=cigx funksiyalar davriy funksiyalar.

1.4. Sodda elementar funksiyalar.

Sodda elementar funksivalar deb quyidagi funksiyalarga aytiladi:
Darajali funksiya, y=x" bunda aeR; ko‘rsatkichli funksiya: y=a"
bunda g1, musbat son; logarifmik funksiya: y=log, x bunda g1
musbat son; trigonometrik funksiyalar, y=sinx, y=cosx, y=IgX,
y=cigx, y=secx, y=cosecx va teskari trigonometrik funksiyalar
y=arcsinx, y=arccosx, y=arcigx, y=arccigx, JY=arcsecx,
y=arccosecx Bu asosiy elementar funksiyalar o‘rta maktab kursida
o‘tilgan bo‘lsa-da, ulami ustida gisqacha to‘xtalib o‘tamiz.

1) Dargjali funksiya.

y=x* (« -haqiqiy son) & -darajali funksiyaning ko‘rsatkichi. Umu-
man darajali funksiya R, da to’la aniglangan. o -irratsional son bo‘lganda
funksiya logarifmlash va potensirlash yo'li bilan hisoblanadi, bu yerda
x> 0. Shuning uchun funksiyani aniqlanish sohasi (0;+w) deb olamiz.
x>0 da a@=0 bo‘lsa, x* =] bo'ladi. a#0 bo'lsa, dargjali funksiy-
aning giymatlar to‘plami hagiqiy sonlar (0;+) intervaldan iborat bo‘ladi.
88, 89-chizmalarda darajali funksiyaning a>1 va a <0 qiymatlandagi
tasvirlari berlgan.

88 -chizmadan ko‘rinadiki, darajali funksiya musbat ko‘rsatkichlarda
o‘suvchi, manfiy ko‘rsatkichlarda kamayuvchidir. Shuning bilan birga
darajali funksiva @ ning giymatlariga qarab aniglanish sohalari har xil
bo‘lishini eslatish kerak:

{ ¥
| d| '
* ¥ ¥ ;"-.
L e
7 A
7 x : ¥ ] x W
a) b) dj ¢)

88-chizma.
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Fax
fax

r 4 " - x ¥ x
a) J
b) d)
v

‘ 89-chizma.

a) @ -butun musbat son bo‘lsa, funksiya (—oo;+w0.) intervalda ani-
glangan;

b) a -butun manfiy son bo‘lsa, funksiya x ning x=0 dan boshga
hamma giymatlarida aniglangan;

88 a,b-chizmalarda « -ning butun musbat son giymatlarida grafik-
lar tasvirlangan;

88 v,g- chizmalarda ¢ ning butun manfiy son qiymatlari uchun
grafiklar tasvirlangan;

89 a,b,v chizmalarda o ning ratsional kasr giymatiari uchun grafik-
lar tasvirlangan.

2} Ko‘rsatkichli funksiva y=g", g>0 va g=]. Bu funksiyaning
aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plami g dan iborat. Bu
funksiva g»1 da o'suvchi, 0<g<1 da kamayuvchi. Ikkala holda
funksiya chegaralanmagan (90-chizma).

3) Logarifmik funksiya. y=log x, a>0 va gz1. Bu funksiya
musbat soniar to‘plami ya'ni, R, da aniglangan. Bu funksiyaning qi-
ymatlar to‘plami esa haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat (91-chizma).
Ko'rsatkichli va logarifmik funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar.

ey fow e Y
F:i(ﬂplx
VL T
-2 .4 ’ { £ X
% -chizma., 91-chizma.
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4) Trigonometrik funksiya- v
lar. Trigonometrik funksiyalar
barchasi davriydir. y=sinx,
y=cos x, xe R funksiyalar-

ining davri 2x ga teng; Sinx 2 .

funksiyasi togq, cosx funksiyasi Y

juft funksiyadir. Bu funksiyalar L getwsx_

x ning barcha giymatlarida an- i\ / \

iglangan. Bu funksiyalarning Sr SN 372 w "

grafiklari chegaralangan bo‘l- e
by

gani uchun -1<y<1 polosa-
da joylashadi (92-chizma).
92-chizma.

y=igx, xeR, x;tg-+ﬁk, keZ
y=cigx; xeR, x+rk, kel

Yelg ¥ yl y:{rfg x
I .

e B R R —

[
|
I
!
!
]
|

L S e S s Sy sr—
- S Seey WTET I SR S ks e

93-chizma.

Tangens va kotangens funksiyalari tog, chegaralanmagan, davriy
bo‘lib davri » ga teng (93-chizma) y=secx funksiya xeR,

xae-z-wrk, keZ y=cosecx, xeR, x#ak, keZ, (94-chizma).

141

www.ziyouz.com kutubxonasi



L.5. Teskari funksiya.

Bizga y= f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning aniglan-
ish sohasi 4 to‘plamdan, funksiyaning giymatlar to‘plami 8 to‘plamdan
iborat bo'lsin. Agar f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsa, A to‘plamidan ol-
ingan x, va x, giymatlarni qarasak, o‘suvchi funksiya ta’rifiga ko‘ra
x, <%, {(y,=f(x),y,=f(x,)) bo‘lsa, u vaqtda y, <y, bo'ladi.

Demak, ikkita har xil x, va x, qiymatlariga funksiyaning ikkita y,
va y, qiymatlari mos keladi. Buni teskarisi ham to‘g'rd, ya’ni agar
<y, (¥ =f(x),y,=f(x,)) bolsa, o'suvchi funksiya ta’rifidan

v 4

x, <x, kelib chiqadi. Shunday
giliv x ning qgiymatlari bilan y
ning ularga mos qiymatlari orasi-
da o‘zaro bir qiymatli moslik
o‘'matiladi. ¥ ning bu giymatlarini
argumentning qiymatlari deb x

05-chizma.

»X ning qgiymatlarini esa funksiyaning
giymatlari deb qarab, x ni ¥ ni
funksiyasi sifatida olamiz. x =g(y)
bu funksiva y= f(x) funksiva
uchun teskari funksiya deyiladi.
Shunga o‘xshash kamayuvchi funk-
siva uchun ham teskari funksiya
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mavjudligini ko‘rsatish mumkin. Agar x=¢(y) va y= f(x) funksiya-
larni grafiklarini yasasak, bitta chiziqdan iborat bo‘ladi. x=g@(y) teska-
ri funksiva y=f(x) tenglamani x ga nisbatan yechish yo‘li bilan
topiladi. Odatda, teskari funksiyaning argumentini, ya’ni x bilan, funksiya-
ni esa y bilan belgilab, grafik chizilsa, u holda ikkita har xil grafik
hosil bo‘ladi. Grafiklar birinchi koordinata burchaginning bissektrisasi-
ga nisbatan simmetrik bo‘lishini ko‘ramiz.

Masalan, y=sinx funksiyasiga teskari y=arcsinx funksiyasini
grafigini qaraylik (95-chizma).

1.6. Grafikni o‘zgartirish (almashtirish).

Aytaylik,
y=f(x). (1)
funksiya grafigi ma’lum bo‘lsin
1-da’vo: ~
y=f{x+a) (bu yerda a>0) {(2)

funksiyaning grafigi (1) funksiya grafigini Ox o‘gi bo‘yicha & bidik
chapga surish natijasida hosil bo‘ladi.
Isbot.
fx+a)=f(x) (3)
deb belgilaymiz. Aytaylik, (x,,y,) nugta (1) funksiya grafigiga tegishli
bo'lsin. U holda funksiya grafigiga asosan y, = f(x,) bo'lib, (x,-a,y,)
nuqta y= f(x+a) funksiya grafigiga tegishii bo‘ladi. Haqiqatan ham (2)
dan f(x,-a)= f(x,~a+a)= f(x,)=y, bo'ladi, dernak da’vo o‘rinli.
21-da’ve:
y=f(x)+bh, b>0 (4)
funksiya grafigi (I) funksiya grafigini Oy o'qi boyicha p birlik yug-
origa surish natijasida hosil bo‘ladi.
3-da’ve:
y=f(k) )
funksiya grafigi (1) funksiya grafigini Ox o‘qiga 4 marta siqish, nat-
ijasida hosil bo‘ladi.
4-da’vo:
y=K(x) ©)
funksiya grafigi (1) funksiya grafigining Oy o‘qi bo‘vicha 4 marta
cho‘zish, natijasida hosil bo*ladi.
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2,3,4 da’volami to‘g‘riligi 1-da’vo isbotiga
o‘xshash tarzda isbot qilinadi.

Izoh. (1) funksiya grafigini (2) formula
yordamida o‘zgartirishda, uning shakli
saqlanib grafigini joylashish holati o‘zgaradi.

Misol. y=(x-2)?+3 parabolani grafi-

- gi y=x? parabola grafigini sziﬂik o‘ngga
" va 3 birlik yuqoriga siljitish natijasida hosil
bo‘ladi (96-chizma).

1.7. Murakkab funksiya, algebraik va trantsendent funksiyalar.

Murakkab funksiyalar. Bizga ikkita y=F(u) va u=gp(x) funksiy-
alar berilgan bo‘lsin. Boshqacha aytganda y u ning funksiyasi bo‘lib
u €sa o'z navbatida x o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘lsa, y ham x ga
bog'lig bo‘ladi, ya’ni y= Fg(x)] funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya
murakkab funksiya deyiladi.

y=F[@(x)] funksiyaning aniqlanish sohasi u=p(x) funksiyaning
aniglanish sohasi yoki » ning F (v) funksiya aniqglanish sohasidan
tashqari chigmaydigan giymatlarida aniglanadigan qismi bo‘ladi:

Misol. y=|-x?, y=+u bo'lsin u holda murakkab funksiya
y=1/1_ x?, bo‘ladi. Bu funksiyanj aniqlanish sohasi [-1;1] kesmadan
iborat.

Ko‘phadlar: P (x)=a,x"+ ax" +a,x" + wta, x+a  xeR,
a#0 Kko‘rinishidagi funksiya n-darajali ko‘phad yoki butun ratsional
funksiya deyiladi.

Bu yerda a,a),a,,..,a, koeffitsientlar deb ataladigan o‘zgarmas
sonlar, ne N; n- ko‘phadning darajasi deyiladi. Ko‘phadlar alfavitning
bosh harflari 2, R, Q... bilan belgilanib, uning pastida indeks bilan
ko'phadning darajasi ko‘rsatiladi.

Masalan, uchinchi damjali ko‘phad P,(x)=ayx* +5x; Birinchi
darajali ko*phad. FA(x)=a,x+a. Ikkinchi darajali ko‘phad esa kvadrat
uchhad deb ataladi. P,(x)=a,x’ +a,x+a,; ko‘phadlar chegaralanma-
gan davriymas funksiyalar bo‘ladi. Ayrim ko‘phadlargina toq va mo-
noton funksiyalar bo‘lishi mumkin.

Ratsiona! funksiyalar,

Bu funksiya ikkita ko‘phadning nisbati kabi aniglanadi.
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n =l
P(x) ax +ax +..+a _x+a,

Q. (x) bx" +bx"'+..+b_x+b_ -

Bu funksiya aniglanish sohasi sonlar o‘qining kasrni maxrajini
nolga aylantiradigan nuqtalaridan boshga barcha nuqtalar to‘plamidan
iborat. Agar ratsional kasrning suratidagi ko‘phadning ko‘rsatkichi
maxrajidagi ko‘phadning ko‘rsatkichidan kichik bo‘lsa , to'g‘ri ratsional
kasr, aks holda noto‘g‘nt ratsional kasr deyiladi. Noto‘g‘ri ratsional
kasrni to‘g‘ri ratsional kasr bilan ko‘phadning yig‘indisi shaklida ifo-
datash mumkin.

y:

x* 43 +3x 41

Masalan, 5 - - suratni maxrajga bo‘lamiz. Natijada
x° +1
4 J+ +
=x +3J.; 31 I=(x=+3x—l)+ :
ga ega bo:lamiz x' +1| X +l

Algebraik fanksiyalar. Transendent funksivalar.

1-ta’rif. Funksiyani aniqlovchi formuladagi argument x ustida fagat
algebraik amallar {qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga
ko‘tarish) bajarilgan bo‘lsa, u funksiyaga algebraik funksiya deyiladi.
Algebraik funksiyaga ko‘phadlar va ratsional kasrlar misol bo‘ladi.

2-ta’rif. Algebraik funksiyada ildiz chiqarish amali ham qatnashsa
u irratsional funksiya deyiladi.

Masalan,

)= 2x* +x°
4x +J3x°

3-ta’rif. Algebraik bo‘lmagan boshqa barcha funksivalar transsen-
dent funksiyalar deyiladi.

107, log_x, sinx, cosx va hokazo.
Elementar funksiyalar.

Ta’rif. Elementar funksiya deb y = f(x) ko‘rinishidagi birgina for-
mula bilan berilishi mumkin bo‘lgan funksivaga aytiladiki, bunda o‘ng
tomonda turuvchi ifoda chekli sonda qo‘shish, ayirish ko'paytirish,
bo‘lish va murakkab funksiya elementlari yordamida asosiy elementar
funksiyalardan va o‘zgarmaslardan tuzilgan.

Masalan,

y=xl+53ﬂ]4x; y=5¢05x; xeR.

y=log,(cosx); y=cos(5"); xeR.
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0O‘z-0'zini tekshirish uchun savollar.

). Sonli funksiya deganda qanday funksivani tushunasiz?

2. Funksiya nima? *

3. Funksiyaning juft-toqligi, davriyligi qanday aniqlanadi?

4. Funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchiligi, chegaralanganligi, monotonligi
qanday aniglanadi?

5. Sodda elementar funksiyalarga qaysi funksiyalar Kiradi?

6. Ko‘phad deb nimaga aytiladi®

7. To’g'ri va noto‘g'ri ratsional kasrlamni ta'riflang? v

8. Algebraik va transsendent funksiyalar deganda gqanday funksiyalami
tushunasiz?

2-§. Funksiyaning Limiti, uzluksizligi, elementar funksiyalarning
uzloksizligi, ajoyib limitlar

2.1. Sonli ketma-ketliklar. Chegaralangan monoton ketms-
ketlikiar.

I-ta’rif. Natural sonlar to‘plami N da aniqlangan a= f(n)
funksiya sonli ketma-ketlik deyiladi.

Sonli ketma-ketlik {x} yoki {f(n)} ne N ko‘rinishida belgilanadi.
Agar n ga 1,2,3,.. va hokazo qiymatlar bersak, funksiyaning xususiy
qiymatlarini olamiz.

x, = f(hx;, = f£(2),..., x, = f(n).

Bu qiymatlarga sonli ketma-ketiikning hadlari yoki elementlari dey-
iladi. Ketma-ketlikning »-hadi uning umumiy hadi deb ataladi. Umu-
miy had ma’lum bo‘isa, ketma-ketlik berilgan hisoblanadi.

I-misol. x =3" pne N funksiya quyidagi sonlar ketma-ketligini
beradi:

{x.}={3"}={3,9,27,...,3",...}.

2-misol, x, =+ CY’

beradi:

, ne N funksiya quyidagi sonli ketma-ketligini

{x,) ={”(2" ”'}={0,1,0,|,...}_

Misollardan ko‘rinadiki, barcha ketma-ketliklar cheksiz ketma-ket-
liklar bo‘lib, ularning har birida ohirgi had mavjud emas.

Barcha hadlari bir xil giymat gabul giladigan {x,} ketma-ketlik
o'zgarmas ketma-ketlik deb ataladi.
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Agar ketma-ketlikning »-hadi ya’ni umumiy hadi ma’lum bo‘isa
uning hadlarini hisoblash mumkin.

3-misol. x,=( 3) berilgan. Bu ketma-ketlikning birinchi 7 ta
n
hadini hisoblang.

1 =2 8 3’ 27
x,=ﬂ=—- (-l) ! - &1 x?__( B’ __

FERPYU U S 7 343
Ketma-ketlik berilishini rekurrent wsuli ham mavjud. Bu usulda
ketma-ketlikning umumiy hadini, oldingi hadiardan foydalanib hisob-
lash qoidasi beriladi.Ketma-ketlikning umumiy hadini oldingi hadlari
orqali hisoblash formulasi rekurrent munosabat deyiladi. Rekurrent
munosabatga misol qilib quyidagi formulani ko‘rsatish mumkin.
X,=X,,+3x_,

Bu formula ;=1 va p=2 qiymatlarda ma'noga ega emas,chunki
bu giymatlarda x,,x, hadlar hosil bo‘ladi, ketma-ketlikda esa §,-1
nomerii hadlar yo'q. Shumng uchun berilgan ketma-ketlikda x, va x,
hadlamni boshlang‘ich hadlar deymiz. Shularga asosan keyingi hadlarni
x, dan boshlab topamiz. Aytaylik, x, =1, x,=2:

Xy =X, +3x, =5 X, =X;+3x,=5+6=1];
X, =x,+3x;, =11+15=26, X, =Xy +3x, =26+33=59.

Shunday qulib 5, 11, 26, 59, ... ko‘rinishdagi ketma-ketlikga ega bo'ldik.

2-ta'’rif, Shunday musbat M soni mavjud bo‘lib, barcha ne N
uchun |x, [<M tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ket chegaralangan
deyiladi. Aks holda chegaralanmagan deyiladi.

] l
4-misol. X, =— ketma-ketlik chegaralangan, chunki 0<|—=1<1.

3-ta’rif. Agar 1stalgan neN uchun x <x, tengsizlik bajarilsa,
{x,} ketma-ketlik o'suvchi deyiladi. Agar x_ <x_,, tengsizlik bajarilsa,
{x.} ketma-ketlik monoton o'suvchi ketma-ketlik deyiladi.

2n-1
.= » neN kamaymaydigan, chunki

n
2n+i 2n 1 1
x"l-xﬂ= 01:
n+l n n{n 1)

4-to’rif. Agar istalgan neN uchun x, 2x_, tengsizlik bajarilsa,

X
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{x,} ketma-ketlik kamayuvchi deyiladi. Agar x_>x,. tengsizlik bajar-
ilsa, {x,} ketma-ketlik monoton kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi,

1 1 1
P p— - : J 1 i < .
X, m ketma-ketlik o‘smaydigan, chunki D)

2.2 Ketma-ketlikning limiti.

I
x.n=l-- nelN (1)
n

- 1
xu=t+; neN (2)

ketma-ketliklarni garaylik. Bunda (1) ketma-ketlik n ning o°sib borishi
bilan o'suvchi bo'lib, (2) ketma-ketlik esa n ning o'‘sib borishi bilan
kamayuvchi ketma-ketlik bo‘lib 1 ga yaqinlashadi. Buni matematik
nuqtai nazaridan ta’riflash uchun quyidagi savolga javob izlaymiz. n
ning qiymati ganday bo‘lganda x_ —1 ayirmaning absolut giymati 0,001
dan kichik bo‘ladi?

i
1=

bo‘lganidan |x, ~1{<0,001 tengsizlik ixtiyoriy »>N=1000 da baja-
riladi.
U holda ixtivoriy musbat ¢ soni uchun (3) tengsizlik ixtiyoriy

1
n>N =[;] uchun bajariladi,

Mana shunday bo'lganda (1) va (2) ko'rinishidagi ketma-ketliklar-
ning limiti 1 ga teng deyiladi va tubandagicha yoziladi.

Iim(l—-l-]=l lim[l+—l-]=l.
Y H e 44 n

Endi ketma-ketlik limitiga ta'rif beramiz. o o‘zgarmas son va {x,}
kctma-ketlik berilgan bo‘fsin.

Ta'rif, Agar istalgan ¢ ( son uchun shunday N = N(&) son mavjud
bo‘lsaki, barcha ;> N lar uchun |x, —aj< & tengsizlik bajarilsa, 4
o'zgarmas son {x } ketma-ketlikning limiti deyiladi va quyidagicha
yoziladi;

imx, =a.
=5

Yuqoridagi misollardan ko‘rinadiki, N natural sonini tanlanishi
oldindan berilgan musbat ¢ soniga bog‘liq. Bu bog‘lanish N =N(&)
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yoki N = N¢ ko‘rinishida yoziladi. Agar ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa,
u yaginlashuvchi, limitga ega bo‘lmasa, uzogltashuvchi deyiladi.

2.3, Cheksiz kichik va cheksiz katta sonli ketma-ketliklar.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat A soni uchun (4 ni qancha katta
gilib tanlamaylik) shunday ¥ nomer mavjud bo‘lib, »» N qivmatlarida
|x,}> A tengsizlik o‘rinli bo'lsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz katta de-
yiladi. .

Masalan, {n°} ketma-ketlik cheksiz katta. Shuning bilan birga
chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lmasligi
ham mumkin.

Masalan, 1,2,1,3,1,4,..,1, 21, n+],.. ketma-ketlik cheksiz katta
emas, chunki 4>1 qiymatida |x,|> A tengsizlik n ning tog giymat-
larida ma’noga ega emas.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat ¢ soni uchun (g -etarlicha qilib
tanlanganda ham) shunday N nomer mavjud bo‘lib, »» N qiymatlar-

ida |x,,|-::£ tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ketlik cheksiz kichik ket-
ma-ketlik deyiladi.

]
» <€ tengsizlik-

1
Masalan H cheksiz Kichik ketma-ketlik [X.|=

]

1
dan n}; ga ega bo‘lamiz. Agar N=[
s

] bo'lsa, u holda ixtiyoriy

]
n> N uchun |x,|<¢ bajariladi (£=Ta uchun N =[10)=10 ni olamiz).
Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketiikiar orasidagi bog‘lanishni
quyidagi teorema aniqlab beradi:
Teorema. Agar {x,} ketma-ketlikning barcha hadlari noldan fargli

1
bolib, ya'ni x, cheksiz katta ketma-ketlik bo'isa (ﬂ.)=[;] ketma-

ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi va aksincha.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi xossalarga cga:
1) Ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar yig'indisi va ayirmasi chek-
siz kichik ketma-Ketlik.
|, £ 8,|<¢.

2) Ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar ko‘payimasi cheksiz kichik
ketma-ketlik

lo,-B,|< €.
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3) Cheklangan ketma-ketlikni cheksiz kichikka ko‘paytmasi yana
cheksiz kichik ketma-ketlik

lx, Bl<e.

Agar {x,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lib,uning limiti & ga
teng bo‘lsa, u holda |x, —a|={x,} ayirma cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘ladi, chunki ixtiyoriy {a,} son uchun shunday {5} nomer topila-
di-ki, |x,|=|x, -a|<& tengsizlik bajariladi. Bundan esa yaqinlashuvchi
ketma-ketlik biror @ limitga ega bo‘lsa, uning ixtiyorif¥ elementini
x, =a+a, ko‘rinishida yozish mumkin degan natijaga kelamiz.

Yaqginlashuvchi sonli ketma-ketliklarning limitlarini hisoblashda
vig'indini, ayirmani, ko‘paytmani va bo‘linmani limitlaf to‘g risidagi
quyidagi teoremalardan foydalanishga to'g‘ri keladi (bu teoremalar
arifmetik xossalar deb ham yuritiladi).

I-teorema. Agar {a,} va (b} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'lsa,ularning yig'indisi bo‘lgan {a,+b,} ketma-ketlik ham yaqin-
lashadi va yig'indining limiti qo‘shiluvchilaming limitlari yig‘indisiga
teng bo‘ladi.

lim(a, +5,) = lima, + limb__

A n—sn

Isboti. Aytaylik lima,=a limb, =5 bo'sin. U holda a, =a+a,,
b,=b+f, deb yozamiz. Bu yerda @, va B, lar n—> o da nolga
intiladi. a,+b, =(a+b)+(a,+f,}); noo da a, 0, B, -0 ga
intiladi, bundan

lim(a, +b,)=(a+b)=lima, +limb,

2-teorema. Agar {a_ } va {6 } ketmna-ketlikiar yaginlashuvchi bo‘lsa,

ularning ko‘paytmasi ham yaginlashadi va ko‘paytmaning limiti,
ko‘payuvchilar limitlari ko‘paytmasiga teng.
lim(a,b,)=(lima Xlimb,)

1-natija. O‘zgarmas ko*paytuvchini limit belgisidan tashqariga chiqar-
ish mumkin,

2-natija. Agar {a,} va {5 )} ketma-ketlikiar yaginlashuvchi bolsa,
ularning ayirmasi {a, -5 ,} ham yaginlashadi va ayirmani limiti lim-
itlar ayirmasiga teng bo‘iadi.

Eﬂ(a_ —b,)=limg, ~limb,.
3-teorema. Agar {a,} va {b,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa,
va b, =0 bo'lsa, ularning bo‘linmasi {g /b } ketma-ketlik ham yagin-
150

www.ziyouz.com kutubxonasi



lashadi va uning limiti, limitlar bo‘linmasiga teng bo‘ladi.

- al El_.n:' a.
{im =

—el b | Timb, -

Misol. limo—>"

w7 —4n

_3
.

Monoton ketma-ketlik ta’rifi.

ABar x, <x,<x,<..<x,<Xx,. <.. bo‘lsa, {x} ketma-ketlik
o‘suvchi, agar x, Sx,<x,<..$x, €£x,,, <... bo'lsa, {x } ketma-ketlik
kamaymovchi, agar x, >x,>x, >..>x, > x,,, >... bo'lsa, {x } ketma-
ketlik kamayuvchi, agar x,2x,2x,2..2x, 2x,, 2... bo'lsa, {x)}
ketma-ketlik o‘smovchi deyiladi.

Bu ketma-ketlikiarning barchasj birlashtirilib, monoton deyiladi.
O‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar gat’iy monoton deyiladi.

Berilgan ketma-ketlikni monotonlikka tekshirishda x,,,>X, ni
x

[ |

X

bajarilishi yoki ga nisbati 1 ga tagqoslanadi.

1-misol. x, = — umumiy hadga ega bo‘lgan ketma-ketlik mo-
noton o‘suvchi ekanligini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy » uchun x,, >x, ekanligini ko‘rsatamiz. Bun-
ing uchun » ni p+] ga almashtiramiz.

n+l

X =
™ ip+ed

taqqoslash uchun bitta umumiy maxrajga keltiramiz.

3’ +4n+1 3n' +4n
I.H-l = . xl = .
(3n+4H(3n+1) (Bn+4)3n+1)
3n® +4n+1>3n* +4p bo'lgani uchun x _, >x,.
2-misol. Umumiy hadi x_ =n/5" ga teng bo'lgan ketma-ketlik
monoton kamayuvchi.

IFH'
Yechish. » uchun x_l nisbatini tekshiramiz. Quyidagi nisbatni

olamiz. :
x 1+—
X,, n+l n={n+l)-6 =J':+l_l= "5%{1_

x, 66 6"-n n 6 6
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Monoton ketma-ketliklar hech bo'lmaganda bir tomondan chekian-
gan bo‘lishini eslatish kifoya.

Teorema (isbotsiz keltiramiz). Monoton chegaralangan ketma-ketlik
limitga ega.

2.5. O‘zgaruvchi miqdorning limiti.
Cheksiz katta o‘zgaruvchi miqdor,

Biz tartiblangan o‘zgaruvchi migdorlarni tekshiramiz. Bundan keyin
o‘zgaruvchan miqdomi o‘zgaruvchi x ning deb ishlatamiZ.

1-ta’rif. Agar har bir oldindan berilgan kichik £>0 son uchun x
ning shunday qiymatini topish mumkin bo‘lsa-ki, x ning keyingi Gi-
ymatlarida x-g<g tengsizlik o'rinli bo‘lsa, o‘zgarmas «ag» son
o'zgaruvchi x ning limiti (oxirgi marrasi) deyiladi. (« |y » - qisqartirilga-
n, lotincha limes so‘zidan olingan bo‘lib, marra (chek) degan so‘zdir).

Agar a son o‘zgaruvchi X ning limiti bo‘lsa, u holda x o*zgaruvchi
¢ ga intiladi deyiladi va limx=a ko‘rinishda yoziladi.

Geometrik nuqtayi nazardan limit ta’rifini quyidagicha ifodatash
mumkin: Markazi a nuqtada va radiusi £ bo‘lgan oldindan berilgan
ixtiyoriy har qancha kichik atrof uchun x ning shunday qgiymati topil-
saki, o‘zgaruvchining keyingi qiymatlariga tegishli barcha nuqtalar shu
atrofda bo‘lsa, o‘zgarmas @ son o‘zgaruvchi x ning limiti bo‘ladi

(97-chizma).
28

Ix-a\

L

97-chizma,

Misol. O‘zgaruvchi migdor x ketma-ket quyidagi giymatlami gabul
qiladi;

| o
X =3+, x.,=3+5!-1—, =3+ %, =3+-;;.

Bu o‘zgaruvchi migdoming limiti 3 ga tengligini isbotlaymiz. Qu-
vidagi tenglikni yozamiz;

1 ]
Xy =3 =i 34— |=3=—,
l L ﬂ ’( 2!] ’ 2]
Har ganday g uchun o‘zgaruvchining n nomeridan boshlanadigan
1 |
barcha keyingi qiymatlari (bu yerda — <& yoki ”ﬁ) x, -3 <&
n

i52

www.ziyouz.com kutubxonasi



tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu esa talab qilingan isbotdir, ya’'ni

tim(3+—'-]=3,
—e 2°

Q‘zgarmas miqdoming limiti shu o‘zgarmas miqdorning o‘ziga teng,
chunki ¢ har ganday bo‘lganda ham |x—s|=|s—s|=0<¢ tengsizlik
bajariladi. Limitning ta’rifidan o‘zgaruvchi x ikkita limitga ega bo'la
olmasligi kelib chigadi. Hagiqatan ham, agar limx=a, limx=5 (a<b)
bo‘lsa, u holda g ixtivoriy kichik bo‘lgan holda x birdaniga ushbu
ikkita tengsizlikni qanoatlantirishi lozim: |[x-aj<e va [x-bl<& bu

b-a - : :
esa E*-'l—z-- bo‘lgan holda bo‘lishi mumkin, bu ¢sa mumkin emas
(98-chizma).

1% -0
}\— = %
\a 1} W,
2s Is

O

98-chizma.

2-ta’rif. Agar oldindan berilgan har bir A >0 son uchun x ning
shunday qiymatini topish mumkin bo‘lsaki, o‘zgaruvchining shu giyma-
tidan boshtab, barcha keyingi giymatlari uchun |x]> M tengsizlik o‘rinii
bo‘lsa o‘zgaruvchi x cheksizlikga intiladi deyiladi.

Agar o‘zgaruvchi x cheksizlikga intilsa, u cheksiz katta o‘zgaruvchi
miqdor deyiladi va x 5« ko‘rinishida yoziladi. Misol, o‘zgaruvchi
miqdor x

x,=-lix,=4;x,=-9;x,=16,...x, =(-1)" n’,....,
giymatlarni gabul qilsin. Bu cheksiz katta o‘zgaruvchi migdor, chunki
ixtivoriy Af »( da o‘zgaruvchining biror giymatidan boshlab, hamma
kevingi giymatlari absolut migdor bo‘yicha M dan katta bo‘ladi.

2.6. Funksiyaning noqtadagi limiti.

Endi x argument biror a limitga yvoki cheksizlikga intilganda
funksiva o‘zgarishini garaymiz.

I-ta'rif. Agar, y= f(x) funksiya a nuqtaning biror atrofida aniq-
langan bo‘lib, { x=a nugtaning o‘zida aniqlanmagan bo‘lishi mumkin)
musbat ¢ son uchun shunday musbat p sonni ko‘rsatish mumkin
bo‘lsa-ki, x ning a dan fargli va |[x-a|<& tengsizlikni ganoatlanti-
radigan barcha x g nugtalar uchun | f (x)-b|-::s tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, x argument o ga intilganda (x—a), y=f(x) funksiya b
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nmitga intiladi (y—5) va b son funksiyaning x=a nuqtadagi limiti
deyiladi.

Agar p son funksiyaning @ nugtadagi limiti bo‘lsa, quyidagicha:
llmf(-’f) b yoki x—>a da f(x)—=>b deb yoziladi. Agar x—a da
f (x)—}b bo‘lsa, u holda y= f(x) funksiyaning grafigida bu quyida-
gicha tasvirlanadi (99-chizma). |x—a|<d tengsizlikdan I f (I)-bl*‘-’.&‘
tengsizlik chigar ekan, u holda bu, a nuqtadan § yiroq bo‘lgan maso-
fada turuvchi barcha x nuqtalar uchun y= f(x) funksiya grafigining M
nuqgtalari y=b-¢ va y=58+¢ to'g'r chiziglar bilan chegaralangan,
eni 2¢ bo'lgan yo'l (polosa) ichida yotadi (99-chizma).

fed (W) uﬂu 3, ;I:

y

5 17 - et 155
. L
.. Vpppzzy iz @ lzj

7 25 a a8 " =

99-chizma. 100-chizma.
l-eslatma. Agar x biror g sondan kichik giymatlamigina gabul
qilib, shu & songa intilganda f(x)} funksiya b, ga limitga intilsa, u
holda lim f{x)=d deb yoziladi va &, ga f(x) funksiyaning a
nuqtadagi chap limiti deyiladi. Agar x funksiva g dan katta giymat-
larnigina qabul qilsa, u holda ;Eﬂnf (1)=b; deb yoziladi va b,

funksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi.
Agar o‘ng va chap limitlar mavjud bo‘lib 4 =4, =b bo‘lsa, u holda
limitning ta’rifiga ko‘ra @ nuqtada limitning o‘zi bo‘ladi (100-chizma).

Misol. li_l_l}(o?x +1}=5 ekanini isbotlaymiz. Hagigatan ixtiyoriy £ >0

berilgan bo‘lsin; ushbu |(2x+1)-5|<e tengsizlik bajarilishi uchun
quyidagi tengsizliklarning bajarilishi zarur:

[2x-4<e, |(x—2)|c;,-5-:x-2-c:-g- ,
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Shunday qilib, istalgan £da x ning |x-2|<:-§-=5 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha qiymatlari uchun 2x+| funksiyva qgiymatining
3 dan farqi ¢ dan kichik bo‘ladi. Bu esa x — 2 da intilganda funksiya-
ning limiti 5 demakdir.

2-eslatma. Funksiyaning limiti x-3»g da mavjud bo‘lishi uchun
funksiya x=ga nuqtada aniglangan bo‘lishi talab qilinmaydi. Limitni
topishda g nuqtaning o dan fargli atrofida funksiyaning giymatiar
qaraladi.
. x'-4

Misol. lim

2 p® = 2x

Bu yerda funksiya x=2 da aniqlanmagan. Ixtivoriy ¢ da & shun-
day topiladiki, agar [x-2|<& bo‘lsa,

=2 ekanini isbotlaymiz.

x*-4
x?—2x
tengsizlik bajarilishini isbotlash kerak. Ammo x=2da (1) tengsizlik

](x—2)(x+2)_2 (x+2) ,

| .r(x—2) b 4
yoki [x~2|<e (2) tengsizlikga ekvivalentdir.
Shunday qilib, ixtivoriy ¢ da (2) tengsizlik bajarilsa, (1) tengsizlik

bajariladi (bunda £=4J). Buning o‘zi berilgan funksiya x—>2 da 2
sonidan iborat limitga ega demakdir.

-2

<&, ()

_x=2

—
—

X

2.7. Cheksizlikka imtilavchi fanksiyalar.

Endi argument o‘zgarganda y = f(x) funksiya cheksizlikka intilgan
holni qaraymiz. :

I-ta’rif. Agar f(x) funksiva g nuqtaning biror atrofida aniglangan
va istalgan Af » 0 son uchun shunday son topish mumkin bo‘lsa-ki, x
ning |x—a|<& shartni ganoatlantiradigan barchz xza lar uchun
| f (x)l::-M tengsizlik o‘rinli bo'lsa, x—a da f(x) funksiya chek-
sizlikka intiladi deyiladi (ya’'ni x > 2 da funksiya cheksiz katta migdor
bo‘ladi).

Agar x—a da f(x) funksiya cheksizlikka intilsa va bunda faqgat
musbat yoki manfiy giymatlar gabul qilsa, mos ravishda bunday yoziladi;
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lim f(x)=+e0, lim f(x)=—o.

Misol. lim—=c ckanligini isbotlang.

I
Yechish. f (x)=m funksiyani qaraymiz. Ixtivoriy M > sonini

l+x

olamiz. |f(x)|>M ni almashtiramiz. >M bo'lsin. Bundan

! 1
pe+3{<— bo'lishi kelib chigadi. Agar &=— deb olinsa, [x+][<d
tengsizlikni ganoatlantiradigan x lar uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

! }l=M yoki ! M.
l+4x| & | l+x
Bundan esa x—-1 da f (x)=r—>m bo‘lishi kelib chiqadi.
X

Agar x— e da f(x) funksiya cheksizlikka intilsa, u holda bunday

yoziladi: lim f(x)=c va jumladan, lim f(x) =, lim f(x)=c,

=2

lim f(x)=—© po'lishi mumkin.

X =4

Masalan, lim x° = +o0; lim x* =—0 va shunga o‘xshash.
X =i

Xy et

Eslatma. x >4 da yoki x5 da y= f(x) funksiya chekli lim-
itga yoki cheksizlikka intimasligi ham mumkin.

2.8. Cheksiz kichik funksiyaiar.

Endi argumentning biror o‘zgarishida nolga intiluvchi funksiyalarni
tekshiramiz.

Ta'rif. Agar lim f{x)=0 yoki lim f(x)=0 bo‘lsa, x—a da yoki

I—+5

x—»o0 da f{x) funksiya cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, va’ni lj_lg f(x)=0 bo‘lsa, bu oldindan ber-
ilgan har qanday ixtiyoriy kichik £>0 son uchun shunday §-0 son
topiladi-ki, x ning Jx~a|<& shartni qanoatlantiruvchi x ning barcha
giymatlari uchun [f(x)|<# sharti o'rinli bo‘ladi.

Misol. 1. f(x)={x-1)* funksiva x —» | da cheksiz kichikdir, chunki
lim f(x}=lim(x - 1)’ =0 (101-chizma).
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5 1 & X
101-chizma. 102-chizma.

]
2. a’=;~ funksiya x— wda cheksiz kichikdir (102-chizma).
1-teorems. Agar y= f(x) funksiya o‘zgarmas son p bilan cheksiz
kichik funksiya @(x) ning yig‘indisi
y=b+a(x). (1)
ko‘rinishda berilsa u holda, x 54 yoki x—+w da limy=} bo‘ladi.
Aksincha, agar limy==5b bo'lsa, y=b+a(x) deb yozish mumkin,
bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya.
Isboti. (1) tenglikdan: | y—b] =|a(x)| kelib chigadi. Ammo ixtiyoriy
& da, biror qiymatdan boshlab, x ning barcha giymatlari la(x)|-=:£
munosabatni ganoatlantiradi, demak, biror qiymatdan boshlab, y ning
barcha giymatlari uchun | y-b[ < £ tengsizlik qanoatlantiriladi. Buning
0zt limy=5 demakdir.
b 1 .
Misol. y=1+— funksiya berilgan bolsin, u holda limy=1 va
4
aksincha, limy=1 bo‘lgani uchun o'zgaruvchi ¥ ni { bilan cheksiz kichik
funksiyaning yig'indisi ya'ni y=1+a(x) ko‘rinishda yozish mumkin.
2-teorema. Agar x — g da (yoki x > da) o =a(x) nolga intilsa-

cheksizlikka intiladi.

yu, lekin nolga aylanmasa, u holda y= )
alx

3-teorema. Ikki, uch va umuman ma’lum sondagi cheksiz kichik
funksiyalarning algebraik yig'indisi cheksiz kichik funksiyadir.
4-teorema. Cheksiz kichik a=a(x) funksiyaning cheklangan
z=z(x) funksiya bilan ko‘paytmasi x - g da (yoki x — « da) chek-
siz kichik migdordir.
157

www.ziyouz.com kutubxonasi



2.9 Limitlar hagida asosiy teoremaslar,

1-teorema. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining limit:

ou funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng.
lim(U, +U, +...+U,)=limU, +limU, +....+ limU,.

Isboti. Isbotni ikki qo‘shiluvchi uchun keltiramiz, qo‘shiluvchilar
soni har gancha bo‘lganda ham isbot o‘z kuchida qoladi.

Aytaylik, limU, =b; lim¥U, =5, bo'lsin. U holda 2.8 mavzudap’
1-teoremaga asosan, U, =b, +a,(x), U,=b,+a,(x); ¢, (x), a,(x) lar
cheksiz kichik miqdorlar, Demak, U, +U,=(b +b,)+(a, +a,).
(b, +b,) — o‘zgarmas miqdor, (a, +a,) esa cheksiz kichik miqdor

lim(U, +U,)=b,+b, =limU, +limU,.
Misol.

4 3
lim =% =1i:n(1+3]=lim1+1im1=1+0=1.

el x = x A .I'-i"ﬂx
2-teorema. Chekli sondagi funksiyalar ko‘paytmasining limiti bu
funksiyalar limitlarining ko‘paytmasiga teng.
imUU,.. .U, =limyU, limU,..limU,.
Isboti.
limU, =§, limU, =8,
U =b +a, U,=b, +a,
UU,=(b +a,)b,+a,)=bb +ba, +b,a, +aa,
bo‘lsin. b5, ko‘paytma o‘zgarmas miqdor.

Demak, limU U, =limU, imU,.

Natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit ishorasidan tashqariga chiqa-
rish mumkin. limeU, =climU,. Agar limU, =5, ¢ —o‘zgarmas.
limc=c, "

lim(cb,)=limc-limb, =climb,

3-teorema. kkita funksiya bo‘linmasining iimiti, maxraj limiti noldan
fargli bo‘lsa, bu funksivalar limitlarining bo‘linmasiga teng.

- ssa. Tim Y <0

Agar limV #0 bo'lsa, lunV-“mV.

Isbotl, limU/=aqa, limV =20,

Demak, =g+ , V=0+L, bu yverda ¢ va # cheksiz kichik
migdoriar.
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U a+a a+[a+a a] a ab-af

—_— — ——
V b+f b \b+8 b) b Mb+p)
U oa lmU
lim= =2 =0
¥V & LimV

4-teorema (teorema isbotsiz keltiriladi). Agar uchta f,(x), f,(x)
va ¢(x) funksiyalaming giymatlari orasida f, (x) <@(x)< f,{x)) teng-
sizliklar bajarilsa, bunda x > @ da (yoki x 5> da) f(x), va f,(x)
birgina p limitga intilsa, u holda x—a da (yoki x »>wda) @(x)
ham shu limitga intiladi, ya’'ni limg(x)=4§ bo‘ladi,

Bu teorema omaliq funksivaning limiti haqida teorema deyiladi.

sin x
2.10. x50 da ~ funksiyaning limit;,

i ¥
Teorema. 5_1:_.: funksiya 4

x—=0 da |1 ga teng limitga ega. e

sin x _

Isboti. T funksiva x=0 da
aniglanmagan, chunki kasrning surat
va maxraii nolga aylanadi. Bu fun-
ksiyaning x-— (0 limitini topamiz.
Radiusi i bo‘lgan aylanani qaraymiz |
(103-chizma). o b A

Markaziy burchakni x bilan 103-chizma.
belgilaymiz.

Bunda \Q{x*:% chizmadan quyidagilar chigadi:

-2

AMOA yuzi <MOA sektor yuzi <ACOA Yuzi;

AMOA yuzi S=%OA-5£B =%*l4sinx=%5inx;

1 v o] |
MOA sektor }'UZI S=EOA‘M=;-]-x=;x;

ACOA yuzi S=-;—OA-AC=%*1*ng=-;-rgx_

Demak, sinx<x<tgx.
Hamma hadlarni ginx ga bo‘lamiz.
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x | x 1
l« —<« yoki 1>—> . Bu tengsizliklarni x>0 deb
5I0x COsSXx SMmXx COsX

chiqardik.

sin(——x} sinx

. cos(~x)=cosx ekanini ¢'tiborga olsak, x<0 bo'lsa

ham tcn,mzhk to'g'ri bo‘lib chiqadi.
luncosx-l liml=1 ¢
r~l
sin x
Demak, Y Junksjya shunday ikki funksiya oraliqidaki, ular-
ning ikkalasi ham birgina limitga intiladi va u limit 1 ga teng

(104-chizma).
Fy
: -

104-chizma.

Sll'l X
lim——=1,
-0 x

Misol, lim——=lim =3lm lim

(g3x Isin3x 1 . sin3x , 1 _31__3
a0 x 0 3x cos3x v 3y cosdx |

2.11. e-soni.
Teorema. [1+iJ." o‘zgaruvchi - da 2 bilan 3 orasida
yotuvchi limitga ega, yani 1'_1{11“(1+i)”=ﬂ'.
Ta’rif. (“‘i). o‘zgaruvchini n# — oo dagi limiti ¢ soni deyiladi

e=lim(l+-—l-) .

=tz n ¥

e soni irmatsional son. ¢=2.71828184..

MM#
w5 " 5
lirn(1+i) =(1+1J (1+-'-] cel=¢
L n n n )
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[zoh. Asosi e bo‘lgan ko'rsatkichli funksiya y=e* matematika
kursida juda ko‘p qo‘llaniladi. Bu funksiyani ko‘pincha eksponental
funksiya deb vuritishadi.

2.12. Natural logarifmiar,

Asosi e=2,7182818284.,. sondan iborat logarifmlar natural log-
arifmlar deyiladi. U In N bilan belgilanadi. Demak, ¢’ = bo‘lsa, vy
ga x ning natursl logarifmi deyiladi va y =log, x o‘miga y=Inx
bilan yoziladi (105-chizma).

!
Eré_l
LY /
4 4)) lpso=!
& v & % 18 X

105-chizma.

Endi biror x sonning o‘nli va natural logarifmlari orasidagi mun-
osabatni aniqlaymiz. y=Igx yoki y—10” bo‘lsin. Bu tenglikning o‘ng
va chap tomonlarini e asosga ko‘ra logarifmlaymiz.

Inx=ylnl0.

Inx , L . .
Bundan )'=']aa yoki ¥ ning giymatini o‘rniga go'yib
]

]B-T=‘l—lﬂx; M=——=0,434294;
Int0 In10
M — soni natural logarifindan o*nli logarifimga o‘tish moduli deyiladi.
lgx=M"Inx; x=e deb farez gilsak Ige=M (lne=1)
lnx=-l—lgx in=lr:.'2.3025;,
M M
Shunday qilib, Inx=2,3025]gx.
2.13. Funksivalarping uzluksizligi.

1. Funksiyalarning uzluksizligi.
y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin. x, €({a,b)
nugtada, unga funksiyaning y,= f(x,) qiymati to‘g‘ri kelsin. Boshqa
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i ‘ biror xe(a,b) nuqtani olaylik.

Agar x biror musbat yoki manfiy
N (fargi yo‘q) Ax orttirma olsa
Mo gy x=x,+Ax qiymatga ega bo‘lib
W golsa, u holda y funksiya ham
biror Ay orttirma oladi.
P Funksiyaning yangi orttirilgan
° qiymati y,+4Ay=Mx,+Ax) bo'-
ﬁ“—x\l ladi (106-chizma) Ax=x- X, ar-
a3 X Xo+aX = Xgument orttirmasi, funkslyamng
' orttirmasi esa Ay-—f(xw&r)-f(x,,)
106-chizma. formula bilan ifodalanadi.

Ta'rif. Agar y= f(x) funksiya x, nugtada va umng atrofida an-
iglangan bo‘lib, hm LAy =0 yoki llmtf (xo+&x)-f In)] 0 bo'lsa,
x=x, (Qiymatda (yoki X, nuqtada) funksiya uzluksiz deyiladi. Uzluk-
sizlik shartini bunday yozish mumkin.

lim f(x, + Ax}= £(x,) (1
yoki lim f (x)=f(x,) amma X, = llmx yokl (1) tenglikni tubanda-

gicha yozish mumkin. ,_,, f(x)=sCT } ya'ni x—»x, da uzluksiz
funksiyaning limitini topish uchun ﬁmksnyamng ifodasida argument x
o‘rniga uning x, qiymatini qo‘yish kifoya.

Berilgan nuqtada funksiya uzluksizligining geometrik tasviri shuni
bildiradiki, agar faqat |Ax| yetarii kichik bo‘lsa x,+Ax va X, nugta-
larda funksiya grafigi urdmatalannmg ayirmasi absolut giymat bo‘yicha
ixtiyoriy kichik bo‘ladl

Misol. y=3x* funksiyaning ixtiyoriy X, va x,=2, nugtada uzluk-
sizligini ko‘rsating.

Yechish.

8) Yo=X3; ¥, +8y =(x, +&x)’; &y =(x+Ax) ~x2 =2x,Ax + Ax’;
x istalgan usul bilan noiga intilganda (107-4, b chizmalar).

lim Ay = lim (2x,Ax + Ax*)=2x, lim Ax + lim Ax- lim Ax=0;
Ax=+p A =0 Ax~ep Ak by Ar=bo
¥o=2"=4; Ay=(2+Ax)’ -4;
b) Ay=4+4Ax+(Ax) —4=44x+(Ax)’;
lim Ay = lim (4Ax + (Ax)?} = 4 lim Ax + lim Ax- lim Ax =0,
Axr—ro Ax—»a Ax—o

Ar=ba
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Yt sxro;apso gl Axco; 8y
A :l . \
iy
2 N ) it e | Yo g
a b)

107-chizma.

1-teorema. Chekli sondagi funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa
unda ularning yig‘indisi ham x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

2-teorema. Har ganday elementar funksiya o'zi aniglangan har bir
nuqtada uzluksizdir.

wd(x)md
il \xF

108-chizma. 109-chizma.

]
1-misol. .P=-; funksiyva x=0 nuqtada uziluvchidir. Hagigatan
ham x=0 da funksiya aniglanmagan.

.1 .
lim —=+0  lim —=—w
s—+0+0 ¥ 2=+0-0

Bu funksiva x 0 qiymatda uzluksiz ekanligini ko‘rsatish oson.

1
2) y=2; funksiva x=0 nuqtada uziluvchi. Haqgigatan ham
!

! 1
hm 2* = lim 2*=0; x=0 da funksiya aniqglanmagan (108-chizma).

=40 X=20-0
X
3 J (-")=H funksiyani uzluksiziikga tekshiramiz.

163

www.ziyouz.com kutubxonasi



X

x<0 da H=-1 bo‘ladi.
X

x>0 da H=l bo‘ladi.

Demak, i, /()= im ==t Jim, £(x)= lim

x=0 da funksiya aniglanmagan. x=0 da funksiya uziluvchi (109-
chizma). r

2.14, Uzluksiz fonksiyalarning ba’zi xossalari.

Xossalar quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi.

I-teorema. Agar y= f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
holda {a,5] kesmada funksiya o‘zining eng kichik va eng katta giymatiga
crishadi, ya'ni shunday x,,x, € (@,5) nuqtalar mavjudki, barcha xe(a,b)lar
uchun f(x,)=f {x) va f(x,)< f(x) tengsiztiklar o'rinli bo‘ladi.

Funksiyani f(x,) qiymatini y= f(x) funksiyaning [a,5] kesmadagi
eng katta qiymati deb, f(x,) ni esa eng kichik giymati deb ataymiz.
Bu teorema gisgacha bunday ifodalanadi. Kesmada uzluksiz funksiya
hech bo‘lmaganda bir marta eng katta js qiymatga va eng kichik
qgiymatga erishadi (110-chizma).

y] "

=5
f H.ﬂiltlﬂ

. . =0
|
t ¢ |
771 S N A IR ™ b

e b]
110-chizma. - 111-chizma.

-

2-feorema. Agar y= f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
bu kesmaning uchlarida turi ishorali giymatiarni gabul gilsa, u holda
[a,b] kesmada hech bo‘lmaganda shunday bir x=¢ nuqta topiladiki,
bu nuqtada funksiya nolga aylanadi f(c)=0; g<c<p (11l-chizma).

Misol. y=x'-2 funksiya berilgan. Bu funksiya [1,2] kesmada
uzluksiz. Demak, bu kesmada y=x*-2 nolga aylanadigan nugqta
mavjud. Haqgiqatan ham ;-3 da y=0 (112-chizma).
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D J"'-
-1 ‘

/!
/T_t
!

1i2-chizma. 113-chizma.

3-teorema. y= f(x) funksiva [a,b] kesmada aniglangan va uzluk-
siz bo‘lsin. Agar kesmaning uchlarida funksiya teng bo‘lmagan f(a)= 4,
f(b)=B qiymatlami qabul gilsa, v holda funksiva 4 va g sonlar
orasidagi barcha giymatlarni gabul giladi. U holda A< u< B shartni
qanoatlantiradigan ixtivoriy 4 son uchun kamida bitta c¢€[a,b] nugta
mavjudki, unda f(c)=u tenglik to‘g'ri bo‘tadi {113-chizma). 2-tco-
rema bu teoremani xususiy holi, chunki 4 va g lar turli ishoralarga
ega bo‘lsa, u holda # ni o‘rnida O ni olish mumkin.

(*z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Sonli ketma-ketlikiar deb nimaga awtiladi?

2. Ketma-ketliklaming berilish usullarini ayting va misollar keltiring.

3. Qanday ketma-ketliklar yuqoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi?
Misollar keltiring.

4. Qanday ketma-ketliklar monoton o‘suvchi (kamayuvchi, o‘smaydigan,
kamaymaydigan) deb ataladi?

5. Ketma-ketliklarmning limiti ta’rifini aytib bering.Yaginlashuvchi ketma-
ketlikka miso! keltiring.

6. Yaqginlashuvechi sonli ketma-ketliklamning limitlari hagidagi teoremalarni
aytib, isbotlab bering.

7. O‘2garuvchi miqdorning limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang va
uni geometrik nuqtayi nazardan tushuntiring.

8. Funksiyaning x — g dagi limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang
va uni geometnk nugtayi nazardan tushuntiring.

9. Qanday holatda o'zgaruvchi x migdor cheksizlikka intiladi deyiladi?

10. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari nima?

11. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar orasida qanday bog'lanish bor?

12. Limitga ega bo'lgan funksiya bilan cheksiz kichik funksiya orasida
qanday bog'lanish bor?

I3. Funksiyalar yig'indisining, ko‘paytmasining limiti hagidagi teoremalar-
ni isbotlang.
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14. Bo'linmaning limiti haqidagi teoremani isbotlang.
15. Oraliq funksiyaning limiti haqidagi teoremani aytib bering,

. Sin
16. im—=1 formulani isbotlang.
¥=pl x

4 1 \*

17. .'.L"lk“';) =¢€ formulani isbotlang.

. 1Y

18. lim l+; =€ formulani isbotlang. .
=i )

19. Natu}al logarifm ta’rifini ayting. Natural sistemadan o'nli sistemaga va
aksincha, qanday o‘tiladi?

20 y=f (x) funksiyaning X, nuqtadagi vzluksizligi ta'rifini keltiring va

geometrik talqin eting.
21. Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalarini ta’riflab bering.

3-§. Hgsila

3.1 Hosila tushunchasiga olib keladigan masals.

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar jumlasiga gattiq jism-
ni to’g’ri chiziqli harakatini, yuqonga vertikal holda otilgan Jismning
harakatini yoki dvigatel silindridagi porshen harakatini tekshirish kabi
masalalarni Kiritish mumkin. Bunday harakatlami tekshirganda jism-
ning konkret o‘lchamlarini va shaklini e’tiborga olmay, uni harakat
giluvchi moddiy nuqta shaklida tasavvur qilamiz.

Harakat tezligi masalasi. Aytaylik, A/ moddiy nuqtaning to‘g‘ri
chizigli harakat qonuniga ko‘ra uning {=t, paytdagi tezligini (oniy
tezligini) topish talab qilinsin. Nuqtaning £, va 7, +Ar (Ar=0) vaqtlar

orasidagi bosib o‘tgan yo'li AS = f(1,+As)- f (t,) bo‘ladi. Uning shu

AS _ f{t +a1)-f(1,)
Al

vaqtdagi o‘rtacha tezligi ga teng.

AS
Ma'lumki, Ar ganchalik kichik bo‘lsa, -a_: o‘rtacha tezlik nuqta-

ning t, paytdagi tezligiga shunchalik yaqin bo‘ladi. Shuning uchun nug-

. AS
taning t, paytdagi tezligi quyidagi limitdan iborat. ¥(f,)= lim —.

A= Al

3.2. Funksiyaning hosilasi.

y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin. (a,5) inter-
valga tegishli x, va X, + Ax nuqtalarni olamiz.
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Argument biror {(musbat yoki manfiy — bari bir} Ax orttirmasini
olsin, u vaqtda y funksiya biror Ay orttirmani oladi. Shunday qilib
argumentning x, giymatida y, = f(x,) 82, argumentning x, +Ax giy-
matda y,+ Ay = f(x,+Ax) ga ega bo'lamiz. Funksiya orttirmasi Ay
ni topamiz.

Ay = f(x, +Ax)- f(x,). (1)

Funksiga orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz.

Ay - f(I, +M)"f(xn)
Ax Ax '

Bu — nisbatning Ax— ¢ dagi limitini topamiz.

Agar bu limit mavjud bo‘lsa, u berilgan f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi hosilasi deyiladi va f'(x,} bilan belgilanadi. Shunday qilib,
ta'rifga ko'‘ra

(2

; . A R . x, +Ax)- fix,

Flro)=tm® yoki f(xp)= i LB ST
Demak, berilgan y = f(x) funksiyaning argument x bo‘yicha hosilasi
deb, argument orttirmasi Ax ixtiyorly ravishda nolga intilganda funksiya
orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga nisbatining limitiga aytiladi.
Umumiy holda x ning har bir giymati uchun f*(x} hosila ma’lum
giymatga ega, ya’ni hosila ham x ning funksiyasi bo‘lishini qayd qil-
amiz. Hosilada f '(.x) belgi bilan birga boshgacha belgilar ham ishla-

titadi. V' Vo %; Bular birinchi tartibli hosilalar. Agar birinchi tartibli
hosiladan yana bir marta hosila olinsa ikkinchi tartibli hosila topiladi.

" 1

d
Ikkinchi tartibli hosila ', ¥, » dxf ko‘rinishda belgilanadi.

Hosilaning x=a dagi konkret giymati f'(a) yoki Y|
belgilanadi.

Berilgan f(x) funksiyadan hosila topish amali shu funksiyani dif-
ferensiallash deyiladi. Funksiya hosilasini hosila ta’rifiga ko‘ra hisob-
lashni ko‘rsatamiz.

Misol. y=x* funksiya berilgan, uning:
1) ixtiyoriy x nuqtadagi va 2) x=3 nuqtadagi hosilasi ' topilsin.
Yechish.

1) argumentning x ga teng giymatida y=x’ ga teng. Argument

x+Ax Qiymatida y+Ay=(x+Ax)’ ga ega bo'lamiz.

bilan
=q
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A
Ay =(x +Ax)’ ~x* =3x? (Ax) + 3x(Ax)? + (Ax), ﬁ nisbatni tu-

Zamiz.

ﬂy=3xt(ﬂx)+3x(ﬂr)l+(&)l =3x2+3x(ﬂx)+(ax)z
Ax Ax *

Limitga o‘tib, berilgan funksiyadan hosila topamiz.
¥ = lim 2 = lim(3x? + 3x(Ax) + (Ax)*)

Ar—} Ax Ax—0

v
Demak, y=x’ funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi hosilasi y =3x?

2) x=3 da 3=3-3==21r.
X=

3.3. Hosilaning geometrik ma’nosi.

Harakat qiluvchi jismning tezligini tekshirish nattjasida, ya’ni me-
xanik tasavvurlardan chigib borib, hosila tushunchasiga keldik. Endi
hosilaning geometrik ma’nosini beramiz. Buning uchun avval egri chiz-
igga uning berilgan nugqtasida o‘tkazilgan urinmani ta’riflab berishimiz
kerak. Biror egri chiziq va unda tayin M, nuqgta berilgan bo‘lsin. Egri
chizigda bir M, nuqtani olamiz va MM, kesuvchini o‘tkazamiz. Agar
M, nugta egri chiziq bo‘yicha M, nuqtaga cheksiz yaqinlasha borsa, u
holda M M,, kesuvchi M M|, M M! va hokazo turli vaziyatlami oladi.

Agar nuqta egri chiziq bo‘yicha istalgan tomondan M, nuqtaga
cheksiz yaqginlasha borganda kesuvchi ma’lum M,I tog'n chizig
vaziyatini egallashga intilsa, u holda bu to‘g‘ri chiziq M, nugtada egri
chiziqgqa urinma deyiladi (114-chizma).

N

“. /Af/ X Y -+

114-chizma. 4 115-chizma.

To'g'ri burchakli koordinatalar sisternasida ¥ = f(x) ga mos egri chizigni
qaraylik, x ning biror giymatida funksiya y= f(x) qiymatga ega. Egri
chizigda x va y ni bu qiymatlariga M, (x,y) nuqgta to'g'ni keladi. Argu-
ment x ga orttirma beramiz. Argumentning vangi x + Ax orttizilgan qiy-
matiga funksiyaning orttirilgan y+ Ay = f (x+Ax) qiymati to'g‘ri keladi.
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Egri chizigning bunga mos nuqtasi M x+ Ax, y + Ay) nuqta bo'ladi.
M, M, kesuvchini o‘tkazamiz va uni Ox o*qining musbat yo‘nalishi

A
bilan hosil qilgan burchagini @ bilan belgilaymiz. ;” nisbatni tuzamiz.

A
Shakldan: ;y=tg¢? ekanligi ko‘rinadi. Agar Ax nolga intilsa, v holda
kesuvchi M, nugta atrofida aylanadi (115-chizma).

Agar Ax—>0da ¢ burchak biror ¢ limitga intilsa, u holda M,
nugtadan o‘tuvchi va abssissalar o‘qining musbat yo‘nalishi bilan a
burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziq izlangan urinma bo‘ladi. Uni
burchak koeffitsientini topish qiyin emas.

. . Ay L. ]
Demak, fgo=lim fg@’—}:ﬂ'ﬁ—x-f (x)ya’ni argument x ning
berilgan giymatida f°(x) hosilaning giymati f(x) funksivaning grafigiga
uning M(x,y) nuqtasidagi urinmaning OX o‘gining musbat yo‘nalishi
bilan hosil gilgan burchak koeffitsientiga teng ekan.

3.4. Funksiyaning differensiallanuvchaaligi.
Ta'rif. Agar y=f(x) funksiya x=x, nuqtada chekli hosilaga ega

im 2. = i £Ge * 88~ (x)
Ax—0 Ay  Aro0 Ax
berilgan x=x, qiymatda funksiya differensiallanuvchi yoki hosilaga ega
deyiladi. Agar funksiya biror [a,b] kesmaning yoki (a,b) intervalining
har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya kesmada
yoki intervalda differensiallanuvchi deyiladi.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya biror x=x, nugqtada differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksizdir.

Isboti. y=/f(x) funksiya x, nugtada differensiallanuvchi bo‘lgani

bo‘isa, ya'ni mavjud bo‘lsa, v holda

., Ay )
uchun H&;=f' (x,)— chekli son.
Limitga ega bo‘lgan funksiya o‘zgarmas va cheksiz kichik funksiya
yig'indisiga teng bo‘lgani uchun quyidagicha yoza olamiz:
Ay

== f(x0)+7 bu yerda Ax =0 da y nolga intiluvchi funksiya, u

holda Ay=jf'(x,)Ax+yAx bo'ladi. Bundan Ax—0 da Ay—0, bu
esa x, nuqtada f(x) funksiva uzluksiz demakdir.
Shunday qilib, vzilish nugtasida funksiya hosilaga ega bo‘la olmay-
di. Teskari xulosa to‘g‘ri emas, ya'ni biror x= X, nugtada y=f{(x)
funksiya uzluksiz bo‘lishidan bu nugtada u differensiallanuvchi ham
169

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo‘ladi degan xulosa chigmaydi, x, huqtada funksiva hosilaga ega
bo‘imasligi ham mumkin.

3.5. O'zgarmas miqdorning bosilasi. O‘zgarmas miqgdor bilan
funksiya ko‘paytmasining hosilasi, yigindining, ko‘paytmaning,
bo‘linmaning hosilasi.

1..O'zgarmas miqdorning hosilasi nolga teng, ya'ni agar y=¢ bo‘lsa
{e=const) y'=0 bo‘ladi. v

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila ishorasidan tashqgariga chiqarish
mumkin y=cu(x) bo‘lsa ¥ '=cy’(x) bo‘ladi.

3. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyajar yig‘indisining
hosilasi shu funksiyalar hosilalarining yig‘indisiga teng.

y=U(x)+V(x)+#(x); y'=U'(x)+ V'(x)+W'(x)

4. Ikkita differensiallanuvchi funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi
birinchi funksiya hosilasining ikkinchi funksiya bilan ko‘paytmasi plyus
birinchi funksiyaning ikkinchi funksiya hosilasi bilan ko‘paytmasiga teng.

y=ul bo'lsa y'=¢'G+u9.

3. Kasming hosilasi kasrga teng bo‘lib, uning maxraji berilgan kasr
maxrajining kvadratidan, surati esa maxrajining surat hosilasi bilan va
suratning maxraj hosilasi bilan ko‘paytmalari orasidagi ayirmadan ibo-

'§~ud'
rat. Agar y=::; bo‘lsa y=" 3:‘

3.6. Oshkormas funksiya va uni differensiallash.

Ikkita x va y o‘zgaruvchilaming giymattari o‘zaro biror tenglama

bilan bog‘langan bo‘lsa, uni tubandagicha belgilaymiz.
Ax, y)=0. (1)

Agar y= f(x) funksiya biror (a, b) intervalda aniglangan bo‘lib, (1)
tenglamada y o‘miga f{x) ifoda go‘vilganda tenglama x ga nisbatan
ayniyatga aylansa, u holda y=f(x) funksiya (1) tenglama bilan aniglan-
gan oshkormas funksiya bo‘ladi.

Masalan, x*+y*—a'=0 tenglama quyidagi

y=vai-x* sy =— fa:_xz

elementar funksiyalarni oshkormas tarzda aniglaydi. Oshkormas funk-
siyalarni oshkor tarzda, ya'ni y=f(x) ko‘rinishida ifodalab bo‘lavermaydi.

Masalan, yg -yz -x=0.

Endi shu oshkormas funksiyalardan hosila olishni ko‘rsatamiz.
I-misol. x?+y?—a?=0 funksiyani xosilasini toping.
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Buni ikki tomonini x bo‘yicha differensiallab, (murakkab funksiyani
differensiallash qoidasidan foydalanib) shuni topamiz.

2x+2y)' =0 y'=—-£;

y

2-misol. y° -y*-x’=0.
Buni x bo‘yicha differentsiallaymiz.
9y°y' -2 -3x7 =0
Y (9y* -2y)=327
. 3x?
9y® -2y’

3.7. Murakkab funksiysning hosilasi.

Aytaylik, y=F(u) murakkab funksiya bo‘lsin, ya'ni y=Fu), u=g(x)

yoki y=F [;p(x)], u—o‘zgaruvchi, oraliq argumenti deyiladi. y=F(u)

va u=g(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini keltirib chigaramiz.

Teorema. Murakkab F{u) funksiyaning erkli o‘zgaruvchi x bo‘yicha
hosilasi bu funksiyaning oraliq argumenti bo‘yicha hosilasining oraliq
argumentining erkli o‘zgaruvchi x bo‘yicha hosilasiga ko‘paytmasiga
teng, ya’'ni

Yo =F(u)-u(x). (N

Misol. y= (.x" +3x7 +5x% + 4)6 funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. berilgan funksiyani murakkab funksiya deb qaraymiz ya’ni
y=u®, w=x"+3x+5x*+4 (1) formulaga asosan

¥, =y, -y =((x" +3x +5x¢° +4)“)' =f5(x:Ir +3x° +5x° +4)5 -(?xﬁ +9x* +10x])

3.8. Teskari funksiys va uni differensiallash.

Aytaylik biror [a,b] kesmada aniqlangan o‘suvchi yoki kamayuvchi

y=J(x) (D

funksiya berilgan bo‘lsin. Shu bilan birga f{a)=c; f{b)=d bo‘lsin (116-chizma).
m
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Aniqlik uchun vya’ni o‘suvchi
funksiyani tekshiraylik. [a, 5] kesmaga
tegishli ikkita har xil X, va x, giymat-
lami garaymiz.

o O'suvchi funksiya ta’rifidan, agar

= R

|
]

!y

] <2
I <x, va  y=f(x) y, =f(x.)
d { . bo'lsa u vaqtda <y, bo'lishi kelib
el T x — ¥ chiqadi. Shunday qilié, X ning qiy-
matlari bilan y ning uMrga mos qiy-
116-chizma. matlari orasidagi o‘zaro bir giymatli

moslik aniglanadi.

y ning giymatiarini argumentning qivmatlari deb, x ning giymat-
larini esa funksiyaning qiymatlari deb qarab, x ni y ning funksiyasi
sifatida olamiz.

x=g(y). (2)
Bu funksiya y=f(x) funksiya uchun teskari funksiya deyiladi. y=f¢x)

funksiya ham x=g(y) funksiya uchun teskari funksiya ekanligi ravshan.

Xuddi shuningdek, kamayuvchi funksiya ham teskari funksiyaga ega
ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Teskari funksiya y=f{x) tenglamani x ga nisbatan yechish yoli bilan
topiladi. Bu funksiyaning grafiklari ustma-ust tushadi. Agar teskari
funksiya argumentini yana x bilan, funksiyani esa y bilan belgilasak va
ulami bir koordinata sistemasida chizsak, u holda ikkita har xil grafik
yechim boladi. Grafiklar birinchi koordinata burchagining bissektrisa-
siga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Endi teskari funksiyaning hosilasini bilgan holda y=f(x) funksiya
hosilasini topishga imkon beruvchi teoremani ko‘rib o‘tamiz.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya uchun tekshiriladigan y nuqtada
noldan farqli ¢’(y) hosilaga ega bo‘igan x=@(y) teskari funksiya

|

mavjud bo‘lsa, u holda tegishli x nugtada y=f(x) funksiya y =_—q:'(y)

, 1
ga teng bo'lgan f{(x) hosilaga ega bo‘ladi. ya'ni /' (¥)= 76}

Ishoti. Ay orttirmani olganimizda Ax=¢(y+Ay)-@(y) (2) ga
asosan @(y)- monoton funksiya bo‘lgani uchun Ay«

ay 1
Ushbu ayniyatni yozamiz. s,  Ax uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun
Ay

172

www.ziyouz.com kutubxonasi



. : | .
Ay—+0 da Ax—>0Ay—>0 da limitga o‘tamiz. y,=— yoki

xr
L4

()=l
o

3.9. Ba’zi bir elementar funksiyalarning hosilalari.
1) Logarifmik funksiyaning hosiiasi.
1
l-teorema. y=Ilog_x funksiyaning hosilasi ';IOS,E ga teng ya’'ni

, 1
agar y=log_x bo‘lsa, ¥ ='x—|05, e bo‘ladi.
Isboti. x ga Ax ga ortirma beramiz, u hoida y ham Ay orttirma
oladi; ya'ni y+Ay=log,(x+Ax);
Ay=log,{x+Ax)-log, x= lug“[ﬂ) =log, [l+£].
X

X

Tenglikning har ikkala tomonini Ax ga bo‘lamiz.

Ay 1 Ay Ay 1 x [ ax) 1 ( m)i
—-—=—| l+—|: —==:log_ [1+—|==] [+—
Ax Ax og,( x) Ax x Ax Ba X,/ x OB x

Ax _ Ay 1 1l
—=a belgi iz. —=—-log ({l+a)«
" bilan belgilaymiz " g ( )

Ax f .1 - !
—=a bo‘igani uchun, y'=km—log, (1+a)= =—log, e bo'ladi.
¥ a—+l} y X

i I 1
log e=— y'=—n |
& Ina Y xIna

1 .oyl
Agar y=Inx bolsa Y =; bo'ladi. ¥y =;

2) n butun va musbat bo‘lganda y=x" funksiyaning hosilasi.
2-teorema. y=x" funksiyaning hosilasi (bunda n butun rmusbat)
nx"'ga teng, ya'ni y=x" bo'lsa y'=p-x"" ga teng.

1) y+Ay=(x+&x)'.
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2) Ap=(x+4&x) =x" =x" +%x"'lﬂr+-”—(i’%)x"'z(ax}z +ot (Ax) ~ x”

yoki Ay=rx™t ax+ 20D or (a2 L (ary

]1-2
3) i: ""+—l"(l";l x"AX ... +(M)'_l

v
b AY M) L. 1 P
4) ¥ =£ﬂ;=iﬂ_ﬂm[nx +—(]_2—)x Ax +....+(Ax) ]=

Demak, y'=nx"". Bu formulani n kasr va manfiy bo‘lgan holda
ham to'g'riligini ko‘rsatish mumkin.

3) y=sinx, y=cosx funksiyaning hosilalari.

3-teorema. cosx ning hosilasi -sinx, ya'ni agar y=cosx bo‘lsa
y'=-sinx ga teng.

Isboti.

y+4y=cos(x+Ax)

&y=cos(x+Ax)—msx=25in-x—+ﬁ;J--sin%x_—x

. 2x+Ax Ax \ Ax} . Ax
= 2sin sin [———) =-25In (.x + -—]sm —_—
2 2 2 2

2sin(m:+-‘:“f'i]sin.E sin &%
Ay _ 2 2

= =_ 2 Sin x+m]
Ax Ax Ax 2
2
sinE
. A . _ Ax
]un—y=-—hm 2 . lim sm[x+—-J
Ar=0 Ay Ar-0 Ax a0 2
2
. Ax
sin —
am, sz =! votlgani uchun ¥’ = limsin x+ 2 | = —sinx
-voar g Ar=s() 2 ’
2

4-teorema. sinx ning hosilasi (sinx)'=cosx ga teng.
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Isboti. (Yuqoridagiga o‘xshash isbot gilinadi, isbot qilish talabaiarni
o‘zlariga topshiriladi).

o
S.teorema. tg x ning hosilasi (tgx) =y A teng.
X

, 1
6-teorema. ctgx ning hosilasi (ctgx) =T 8a teng.
Bu teoremalarni mustaqil isbot qilish ham talabalarning o‘zlariga
topshiriladi.
3.10. Teskari frigonpomefrik funksiyalar va wlarning hosilalari.
1) y=arcsinx funksiyasini qaraylik. i
Buning uchun ushbu x=siny funksiya-

ni olamiz. Bu funksiya —w0<y<+w
intervalda aniqlangan (117-chizma).

x r
"3 Sys Py kesmada funksiya o‘suv-

chi, uning giymatlan -1<x <1 kesmani
to‘ldiradi. x=siny funksiyaga teskari fun-
ksiya mavjud. Bu funksiva -1 x <1 kes-
mada aniqlangan, uning qiymatlari

T T
_E Sys E kesmani to‘ldiradi. 117-chizma.

. 1
1-teorema. arcsinx funksiyaning hosilasi ¥ = s’ ga teng.

Isbot.. x=siny, x,=cosy Teskari funksiyani differensiallash qoi-

| "
dasiga binoan ¥',=—=——; cosy=y1-sin’y=v1-x* bolga-
:

nidan y:=¥=1 ga teng
-X
Ildiz oldida plyus ishora olinadi, chunki y=arcsinx funksiya

x x
-3 < yﬁ; kesmada qgiymatlar gabul qiladi. Demak, cosy>0.
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, H
2-teorema. arc cosx ; ¥ =_—l\/-—_—; ga teng.

1
1+x?

]
1+ 5 B2 len8.

¥ a '
Yuqoridagi teoremalarni mustagil isbot qilish talabalarga topshiriladi.

3-teorema. arc tgx ;: y'= ga teng.

4-teorema. arc cigx ; ) =-

3.11. Differentsiallashning asosiy formulalari jadvali.

0!dingi mavzularda chiqarilgan barcha formulalar va qoidalarni
tubandagicha jadval gilamiz.

1) y=const ; y'=0.

) y=x*; y=ax"
N 1

3) y=vx; Y=—pr.

) Vo

1 ]
4 y=—;, y=-—r.

x x
3 y=a*; y'=a"ina.

6) y=£:; y.r=er'
7) y=log,x; y’=llﬂg.,e'-
X

8) y=hux; r=l.
X
9 y=sinx; y =cosx

10) y=cosx; » =-sinx.

1) y=igx; y'=—m.
COs X

12) y=ctgx; Yy =-e—r.,
sin’ x

13) y=arctgx, y'= =.
1+x
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|
l+xt

|
1-x?

1

16) ¥ =arccosx; y'=—T=;-.
l-x

Differentsiallashning umumiy qoidalari.
1) y=cu(x);y =cu's, (c=const).

14) y=arccigx; y =-

15) y=arcsinx, y'=

2) ysutv+w;y=u'+v+w,

3) y=u-v; y'=u'-viu-v.

4) Jf‘=j;; y= e
5) :;g:))};y'-f;(")'",(x)

6) y=u"; y=vu"'t'+w'Inu.

0'z-0'zini tekshirish uchun savollar.

}. Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi ta’rifini bering.

2. Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasining geometrik ma’nosi nimadan
iborat?

3. Hosilaning mexanik ma’nesi nimadan iborat?

4. Funksiya differensiallanuvchanligini zaruriy sharti nimadan iborat?

5. O'zgarmas sonning hosilasini keltirib chigaring.

6. Yig'indi, ko'paytma va bo‘linmaning hosilasini hisoblash formulalarini
keltirib chiqaring.

7. Oshkormas funksiyani differensiallash formulasini keltirib chiqaring.

8. Murakkab funksiyani differensiallash formulasini keltirib chiqgaring.

9. Qanday funksiya teskari funksiya deyiladi?

10. Teskan funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

11. Logarfmik funksiya hosilasining formulasini keltirib chigaring.

12. Ko'rsatkichli, trigonometrik funksivalar hosilalari uchun formulalar
chiganng. -

13. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chiqaring.
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4-§. Hosilani funksiyalarni tekshirishga tatbiqi
4.1. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi.

Hosila tushunchasini funksiyani o‘sishi va kamayishini tekshirishga
tadbiq etamiz.

I-teorema. 1) agar [a; b] kesmada hosilaga ega bo‘lgan f(x) fun-
ksiya shu kesmada o‘suvchi bo‘lsa, uning hosilasi [a; 5] kesmada manfiy
bo‘imaydi ya'ni f*(x)20. ¢

2) agar f(x) funksiya [a; 5] kesmada uzluksiz (a,b) oraligda diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa va a<x<é uchun f(x)>0 bo‘lsa, bu finksiya
[a; &) kesmada o‘sadi.

Isboti. Teoremaning birinchi gismini isbotlaymiz,

f(x) funksiya [a; ] kesmada o‘sadi deb faraz qilamiz x ga Ax

orttirma beramiz /(**+8x)- /() nisbatini tuzamiz.
Ax
9 f(x) o'suvchi funksiya shunga ko‘ra

goi Ax>0Q bo‘lganda f(x+Ax)> f(x).
Ax <0 bolganda f(x+Ax)< f(x).

) ) Ikkita holda ham f(””z“f(x)}o.

Demak, lim [x+89)- 1) 5 0 enai
Ar—+ Ax

118-chizma. ikkinchi gismini isbotlaymiz. [a; 3] oraliq-

da £(x)>0 deb faraz gilamiz. [a; b] kes-

maga tegishli ikkita ixtiyoriy x, va x, {x,<x,) qiymatini ifodataymiz.
Lagranjning chekli orttimmalar haqidagi teoremasiga ko'ra

f(xz)"f(xl)=f'(‘f)(xz'xt) X <E<x,.

Shartga ko'ra, f'(£)>0 demak, f(x,)-f(x)>0 bu esa fix)
o‘suvchi funksiya demakdir. Agar f{x) funksiya [a;b]Jkestada kamaysa
shu kesmada f'(x)}<0 bo‘ladi. Agar (a,b) oraliqda f'(x)<0 bo'lsa
[a;b] kesmada f{x) kamayadi.

Funksiya fagat kamayuvchi yoki fagat o‘suvchi bo‘ladigan interval-
lar monotonik intervallar deyiladi.

Misol. y=x* funksiyaning o‘sish va kamayish sohalari topilsin.
Hosilani topamiz. x>0 bo‘lsa y' >0 funksiya o'sadi. x<0 bo‘lsa y’' <0
funksiva kamayadi (118-chizma).
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4.2. Funksivaning maksimumi va minimumi,

1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x, nuqtasidagi giymati x, ni 0°z
ichiga olgan bironta intervalning hamma nugqtalardagi q:ymat!andan
katta bo'lsa f{x) funksiya x, nuqtada maksimum (max) ga ega bo'ladi.
Boshgacha aytganda, agar absolut miqdori bo‘yicha yetarli darajada kichik
bo‘lgan har qanday musbat {voki manfiy) Axuchun f(x, +Ax)< f(x,)
bo‘lsa, f(x) funksiya x=x, nuqtada maksimumga ega bo‘iadi. 119-chiz-
mada y=f(x) funksiva x==x nuqtada maksimumga ega.

2-ta’rif. Agar absolut tqunn bo‘yicha yetarli darajada kichik bo‘lgan
har qanday Ax uchun f(x,+Ax)> f(x,)bo'lsa f(x) funksiya x=x,
nuqgtada minimumga ega bo‘ladi.

Masalan, y=x* funksiya x=0 da minimumga cga.

Maksimum va minimum ta’riflaf munosabati bilan quyidagi hol-
larga e’tibor berish kerak.

1) kesmada aniglangan funksiva x
ning faqat qaralayotgan kesmaning
ichidagi giymatiarida maksimal va min-
imal giymatliariga yetishi mumkin;

2} funksiyaning maksimumi va min- ﬂ\ /

¥ r Y= dta}

imumini qaralayotgan kesmada uning
eng katta va eng kichik qiymatiari deb
garash xato bo‘ladi. Funksiyaning mak-
simum va minimumiari funksiyaning
ekstremumlari yoki ekstremal giymat-
lari deyiladi. Ekstremal qiymatlar topish
usuli quyidagicha:

1-teorema. (Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti). Agar diffe-
rensiallanuvchi y=f(x) funksiya x=x nuqtada maksimumga yoki min-
imumga ega bo‘lsa uning hosilasi shu nuqtada nolga ay]anad: ya'ni
f'(x,)=0 bo'ladi. Agar f¢x) funksiya maksimum va minimem nugta-
farda husﬂaga ega bo'lsa, y=f(x) egri chiziqning shu nuqtalariga
o‘tkazilgan urinma Ox o‘qiga parallel bo‘ladi.

Hac;lqatan ham, f'(x,)=igp=0 tenglikdar, (bu yerda ¢ unnma
bilan Ox o‘qi orasidagi burchak) ¢=0 ekanligi kelib chiqadi. l-teore-
madan bevosita ushbu natija kelib chiqadi.

Natija: agar argument x ning qaralayotgan hamma qiymatlarida f{x)
funksiya hosilaga ega bo'lsa, u holda funksiya x ning faqat hosilani
noiga aylantiradigan giymatiarida ekstremumga ega bo‘ladi.

Bunga teskari fikr to‘g‘ri emas. Hosilani nolga aylantiradigan har
gqanday giymatda ham maksimum yoki minimum bo‘lavermaydi.

Masalan, y=x’.

¢ ax X X

119-chizma.

y'=3x"; x=0.
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¥y gu x° Funksiya hosilasi x=0 nuqtada nolga
teng bo‘ladi, ammo bu nuqtada funksiya
maksimumga yoki minimumga ega emas
(120-chizma).

— Funksiya hosilasi mavjud bo‘lmagan
e nuqtalarda ham funksiya ekstremumga ega
bo‘lishi mumkin.

Agar biror nuqtada hosila mavjud
bo‘lmasa, shu nuqtada hosjla uzilishini
ko‘ramiz. Argumentning hﬂéla nolga ay-
lanadigan yoki uziladigan giymatlari kritik

120-chizma.

qiymatiar deyiladi.

Har ganday kritik qiymatda funksiya maksimum yoki minimumga
ega bo‘lavermasligi mumkin. Funksiyaning ekstremumini topish uchun,
hamma kritik nugtalar topiladi, so‘ngra har bir kritik nuqtani ayrim
tekshirib, u nuqtada funksiya maksimum yoki minimumga ega bo‘lishi,
yoki bo‘lmasligi aniglanadi.

2-teorema. (Ekstremum mavjudligini yetarli sharti.)

f(x) funksiya kritik nuqta x ni o'z ichiga olgan bironta intervalda
uzluksiz va shu intervalning hamma nuqtalarida differensiallanuvchi
bo‘lsin, agar shu nugtaning chap tomonidan o'ng tomoniga o‘tishda
hosilaning ishorasi musbatdan manfiyga o‘zgarsa funksiya x=x, nuqtada
maksimumga cga bo‘ladi, ya’ni

x<x, fix)}>0
agary . Y, fi(x)<0 bo‘lsa funksiya x, nuqtada maksimumga ega

x<x; fix)<0 o _
agar |, % f(x)>0 bolsa x, nugtada minimumga ega bo‘iadi.

Agar funksiya hosilasi ishorasini o'zgartirmasa u maksimumga ham
minimumga ham éga bo‘lmaydi, u o‘sadi yoki kamayadi.

4.3. Differentsiallanuvchi funksiyani birinchi va ikkinchi hosila
yordamida ekstremuomga tekshirish.

1. Funksiyaning birinchi hosilasini, ya’ni f'(x) ni topamiz.

2. Argument x ning kritik qiymatlarini topamiz. Buning uchun:

a) birinchi tartibli hosilani nolga tenglaymiz va haqiqiy ildizlarini
topamiz.

b) x ning f'(x) hosila uzilishiga duchor bo‘ladigan qgiymatiarini
topamiz.

3. Hosilaning kritik nugtadan chapdagi va o‘ngdagi ishorasini tek-
shiramiz. Ikkita kritik nuqta orasidagi intervalda hosilaning ishorasi
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o‘zgarmaydi. Shunga ko‘ra, masalan: x, kritik nuqtaning chap va o‘ng
tomonidagi hosila ishorasini tekshirish uchun, hosilaning o va p nuqta-
o S X, <a <X,
lardagi ishorasini aniglash kerak. x,<f<x, )’
4) Argumentning kritik qiymati x=x, da funksiyaning giymatini
hisoblaymiz.

kritik nuqta x; dan o‘tishda kritik nuqtaning
f '(x) hosilaning ishorasi xarakteri
x<X X=Xy XXy
+ S(x)=0 _ :
yoki uziluvchi | = maksimum nuqtas:
N f(x)=0 + minimum nugtasi
Y1 ore)=0 | . funksiya o‘sadi
- f(x)=0 - funksiya kamayadi

Funksiyani ekstremumini ikkinchi bosila yordamida tekshirish.

y=f(x) funksiyaning hosilasi x=x, nuqtada nolga aylanadi, bundan
tashqari f'(x) mavjud va x nugtaning biror atrofida uzluksiz bo‘lsin.

Teorema. f'(x,)=0 bo'lsin, u vagtda f"(x,}<0 bo'lsa, funksiya
x, nuqtada maksimumga ega bo‘ladi, f*(x,)>0 bo‘lsa, funksiya x,
nuqtada minimumga ega bo‘ladi. Agar kritik nuqtada f“(x,)=0 bo'lsa,
x=x, nugtada yo maksimum yoki minimum bo‘lishi yoki bo‘lmasligi
ham mumkin.

Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari.
1) funksiyaning kesmada hamma maksimum va minimumlari topi-

ladi;
2) kesmaning boshi va oxirgi nuqtalarida funksiyaning qiymatlan

aniqlanadi:
Ra); f(b);
3) funksiyaning yuqorida topilgan hamma giymatlari orasidagi eng
kattasi tanlab olinadi, ana shu giymat funksiyvaning berilagan kesmadagi
ceng katta giymati bo'ladi

4.4. Egri chizigning qavarigligi va botigligi.
Differentsiallanuvchi f{x) funksiya grafigini garaymiz.
1-ta’rif. Agar (a,b) intervalda egri chizigning hamma nugtalari

uning har qanday urinmasidan yuqorida bo‘lsa, egri chiziq gavarigligi
bilan pastga vo‘nalgan, shu intervalda egri chizigning hamma nuqtalari
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¥l ~uning har qanday urinmasidan
- pastda bo‘lsa, egri chiziq qavar-
borah iqligi bilan yuqoriga yo‘nalgan
deyiladi (12]-chizma).
I-teorema. Agar (a; §) in-
tervalning hamma nugqtalarida
f(x) funksiyani ikkinchi hosilasi
» , manfiy ya’ni £’(x)}<0 bo‘lsa shu
22 4 ¢ intervalda y=/(x) ggri chizign-
ing qavariqligi yuqoriga qaragan
bo‘ladi (egri chiziq qavariq
bo‘ladi).
2-teorema. Agar (b, ¢} intervalning hamma nugtalarida A% funksiyani
ikkinchi hosilasi musbat va’'mi £’(x)>0 bo'lsa shu intervalda y=fx) egn
chizigning qavarigligi pastga yo‘nalgan (botig) bo‘ladi. (121-chizma).

vy

3

——

p ——
e -

121-chizma.

7}
] P S

o=
/I—‘
_ . _— 0 -

-2 /-J a i% 2 - ]
Yug-xt \

122-chizia, [23-chizma,

2-Ta’rif. Uzluksiz egri chizig qavariq gismini botiq gismidan ajrat-
gan nuqta egri chizigning burilish nuqtasi deb ataladi ( 121-chizma).
3-teorema. Egri chizig y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin.
Agar f*(a}=0 bo‘lsa yoki f*(x) mavjud bolmasa va x=g nugqtadan
o'tishda f"(x) ning ishorasi o‘zgarsa, egri chizigning abssissasi x=a
bo‘lgan nuqtasi burilishi nugtasi bo‘ladi.
4.6 Asimptotalar. -

Ko‘pincha y=f{x) egri chizigning shaklini tekshirishga to‘g‘ri keladi.
Buning uchun esa o*zgaruvehi nugqta abssissasi yoki ordinatasi bir vaqt-
da cheksiz o'sganda tegishli funksiyaning o‘zgarish xarakterini tek-
shirishga to‘g’ri kelad;j.

Ta'rif. Agar egri chizigning nuqtasi cheksiz uzoqlashganda uning
biror I to‘g'ri chizigdan masofasi s nolga intilsa / to'g'rti chiziq egri
chizigning asimptotasi deyiladi.

Vertikal (ordinata o‘qiga parallel) va og‘ma asimptotalamni bir-biri-
dan farq qilamiz.
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Vertikal asimptota ta’rifidan, agar lim_ f(x)=0 yoki :Edm_uf (x)=00
yoki lim f(x)=c bo‘lsa, u holda x=a to‘g‘ri chiziq y=fx) egri chi-
g

zigning vertikal asimptotasi deyiladi.

Demak, vertikal asimptotani topish uchun abssissaning shunday
x=g qiymatlarini topish kerakki, x shu sonlarga vaginlashganda y=f{x}
funksiya cheksizlikka intilsin. Bu holda x=¢ to‘g‘ni chiziq berilgan egri
chizigning vertikal asimptotasi bo‘ladi.

7
Misol. y=; egn chiziq x=4 vertikal asimptotaga ega, chunki

x—>4 bo‘lganda y=w bo'ladi (i123-chizma).

4.7. Og'ma asimptotalar,

Og‘ma asimptota tenglamasi y=kx+b
bo‘lsin, k va b sonlamni aniglaymiz. MP &Y
= M nuqtadan asimptotagacha bo'lgan

e fix)

masofa }EMP:Q Ox o‘qqa og‘ish
burchagi @ bo‘lsa NMP uchburchakdan

MP

cos
bo‘lmagan) burchak shuning uchun
limNM =0 (124-chizma).

NM =(OM - ON)=|y - ¥|=| £ (x) -~ (kc + b))

MN =

Vs
@ o'zgarmas (E ga teng

.l.iﬂ[f ()~ kx—b] =0 124-chizma.
. -
lim x f(x)-k—£]=0,
X—hHG | x X
Birinchi ko‘paytuvchi x cheksizlikka intitadi.Shuning uchun ushbu
N (@ 8.
tenglik bajarilishi kerak. lim = k2 =0 b o‘zcarmas bo‘lgan
holda lim2 =0
Iﬂfﬂ-x
Demak, Hm [f(x)—k]=ﬁ k= lim /(z) :
X ennfp el X X—ht X

b

Misol. y=-f-—2 funksiya grafigini yasang.
lx‘—--

Yechish. 1) Funksiyaning aniqlanish sohasini topamiz.
183

www.ziyouz.com kutubxonasi



D'(y)=(-0,2)U(2,+).
2) Berilgan funksiya juft ham, toq ham davriy ham emas.
3) x=0 da y=0, ya'ni grafik koordinatalar boshidan o‘tadi.
4) Jim f(x)=1 bolgani uchun x=2 to'g'ri chiziq grafigini
vertikal asimptotasi bo‘ladi. Endi quyidagilarni topamiz.
2
k= lim [ f(x)- kx] = lim =1.

I—+4x Xt I( X - ) 4

b=lm[f(x)- kr]— llm':—z——x] lim 2% =2,

Xt =iy ) K=pt )
Demak, y=x+2 to'g‘ri chizig funksiyaning og‘ma asimptotasi
bo‘ladi.
5) Hosilani topamiz.
_2x(x=-2)-x' x(x-4)
S (x-2 (x-2y
y' hosila x=0 va x=4 nuqtalarda nolga aylanadi. x=2 da
uzilishga ega. Bu nuqtalar son o‘qini 4 ta oraliqga ajratadi:
(—5;0), (0;2),(2;4) va (4;+ ).

Har qaysi oraligda j’ning

! ishorasini tekshiramiz. Hosila

¥ (—0;0) va (4;+x) oraligdagi

musbat (funksiya o‘sadi}, (0,2) va

(2,4) oraliglarda manfly (funksi-

n ya kamayadi). x=0 nuqtadan
o'tishda hosila ishorasini musbat-
dan manfiyga o‘zgartiradi, yani bu

~ nuqta maksimum nuqtasidir.

i x=4 nuqtadan o‘tishda esa
hosila ishorasini manfivdan mus-
batga o‘zgartiradi, ya’ni bu nugta
minimum nuqtasidir.

=y(0)=0,  y,,=y4)=8
6) Ikkinchi tartibli hosilani
topamiz.

o (2x-4)x—-2)° -2x-2Kx’-4x) 8

(x-2)* {x-2)°
184
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Ikkinchi tartibli hosila hech qayerda nolga aylanmaydi va x=2 da
uzilishga ega bo'ladi. (—0;2.) craliqgda y" <0, ya'ni bu oraliqgda egri
chiziq pastga qavariq. Burilish nuqtalari yo‘q.

7) Topilganlarga asosan funksiva grafigini yasaymiz (125-chizma).

4.8. Funksiyaning differensiali

Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,6] kesmada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Shu funksiyaning [a,b] kesmaga tegishli biror x nuqtasidagi

. A
hosilasi fim ﬁ=f (x) bo'lsin, Ax >0 da nisbat ma’lum songa inti-
ladi. Bundan ko‘rinadiki, Ay = 0 nisbat f'(x) hosiladan cheksiz kichik

miqdorga farq giladi, ya'ni %=f (x}+a buni ikkala tomonini Axga
kKo‘paytirsak

Ay= f(x)Ax+aAx; (1)

Bunda, f'(x)Ax,Axga nisbatan birinchi tartibli cheksiz kichik

miqdor, a-Ax,Axga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik migdor,

chunki
lim 22 = lim & =0.
a0 Ay  Ax-0
Demak, Ay orttirma ikki gismdan iborat. Birinchisi bosh gismi,
S (x)-Ax(f'(x) # 0} ko’paytma funksiyaning differensiali deyiladi va u
dy bilan belgitanadi.

dy = f(x)Ax. (2)
Bundan foydalanib yugornidagi ifodani quytdagicha yozish mumkKin.
Ay=dy+aAx. (3)

Funksiyaning orttirmasi funksiya differensialidan Ax ga nisbatan
yuqori tartibli cheksiz kichik miqdorga farg qiladi.

Agar f'(x)#0bo'lsa, u holda @-Ax ko‘paytma dy ga nisbatan
ham yuqori tartibli cheksiz kichik miqdordir.

lim 2 =1+ lim ~22 =1+ lim 2 —=1. "
sedgy &m0 f(xar &0 f(x)

Shuning uchun taqgribiy hisoblarda Ay =dy deb olinadi.
Misol. y=2x’ funksiyaning dy differentsiali va Ay orttirmasi topilsin.
1) x va Ax qivmatiarda; 2} x=10, Ax=0,1 giymatlarida;

Yechish. 1) Ay=(x+Ax)’ —x’ =3x?Ax+ 3x(Ax)? + (Ax)®.
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dy=(x’)Ar=3x%Ax.
2) agar x=10,Ax=0,] bo‘lsa,
Ay =3-10%.0,1+3-10-(0,1)* +(0,1)’ = 30,301
dy=3-10%-0,1=30.

Ay ni dy ga almashtirganda natija 0,301 ga farq qgiladi. Hosilaga
tegishli teoremalar va formulalar differensiallar uehun hag o‘z 'kuchini
saqlaydi.

Misol. y=ctg’x; dy=—-2ctgx

|
—dx.

sin” x
Differensialning geometrik ma’nosi.

Ay y=f(x) funksiya va unga xos egri
chizigni qaraylik. Egri chizigni ixtiyoriy
D M(x,y) nugtasini olib, unga shu nugtada
\:? urinma o‘tkazaylik, urinmaning Ox o‘qining
musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan bur-
chagini « bilan belgilaymiz. x ga Ax
dy orttirma beramiz, u holda Ay=f(x+Ax)-f(x)
bo'ladi. 126-chizmada Ay=M B; A nugq-
ta esa A(x+ Ax; f(x+ Ax)) yoki
3 A(x+Ax;y+Ay) AMBA dan: AB=AMBigex ;
ga=f'(x); MB=Ax; BA=f(x)Ax bo‘lga-
126-chizma. nidan differensial ta’rifiga asosan dy= fi(x)Ax.
Shunday qilib BA=dy (126-chizma).
Bundan ko‘rinadiki, S(x) funksiyaning x va Ax ning berilgan
qiymatlariga mos keluvchi differensiali ¥ = f(x) egri chizigga x nuqta-
da o‘tkazilgan urinmaning ordinatasi orttirmasiga teng ekan.

g o
// X XX

4.9. Funksiyaning differensialini taqribiy hisoblashlarga tathiqi,

Oldingi mavzudagi (3), (4) formulalarga asosan tagribiy hisoblash-
larda

J(x+Ax)— f(x)= f(x)Ax (1)
tengiikdan foydalaniladi. (1) formulani quyidagicha yozamiz.
Sx+Ax) = f(x}+ fi(x)Ax. ()
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1-misol. {4,325 ni hisoblang.
Yechish., (2)-formuladan foydalanamiz.
1 0,325
J4,325 = V4 + ——(4,325-4) =2+ 2222 = 2 +.0,081 = 2, 081.
2/ ( ) p 2,
2-misol. cos48°ni hisoblang.
Yechish. f(x)=cosx bo'lsin, u holda f'(x)=-sinx (2) formulaga

T
asosan cos(x + Ax) = cosx —sinxAx . I=I deb olamiz.

Ax=3°=—?£—-3 : I+M=£+3i ;

180 4 180
cos48° =cos[£+3—”]mcus£-3—”-sin£= \E—-ﬁ 37 =
4 180 4 180 4 2 2 180

=0,7071+0,7071-0,052 =0,7071+ 0,037 = 0,7441.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kesmada o‘suvchi va kamayuvchi funksiva ta’rifini izohlab bering.

2. Funksiyaning o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarlik
shartlarini isbotiab bering.

3. Funksiyaning ekstremum nugtalarini, funksivaning ekstremal qiymat-
larini ta’riflang.

4. Ekstremumning zaruriy va yetarlik shartlarini isbotlang,

3. y=f(x) funksiya grafigining qavariglik va botiglik ta’rifini hamda bur-
ilish nuqtalarini ta'riflab bering.

6. y=f(x) funksiya grafigining gavarigli va botiqli intervallari va burilish
nuqtalari qanday topiladi?

7. Vertikal va og‘ma asimptotalamning mavjudlik sharti qanday va ular
ganday topiladi?

8. Funksiyani umumiy tekshirish va grafigini yasash sxemasini bayon qiling.

9. Funksiya differensiali deb nimaga aytiladi?

10. Funksiyaning differensiali uning hosilasi orgali qanday ifodalanadi?

11. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi nimadan iborat?

12. Qanday funksiyalar uchun differensial aynan orttirmaga teng bo‘ladi?
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5-§. Aniqmas integral va uning xossalari

5.1. Boshiang‘ich funksiya tushunchasi.

Biz F(x) funksiya berilganda uning hosilasini yoki differensiali
f(x)=F'(x) ni topishni ko‘rdik. Endi esa teskari masalani qaraymiz.
fix) funksiya berilgan: shunday F(x) funksiyani topish kerakki, uning
hosilasi f(x) ga teng bo‘lsin, ya’'ni F'(x) = f(x) (1) bo‘lsin.

Ta’rif. Agar [a,b] kesmada aniglangan f(x) funksiya uchun bu kes-
maning barcha nuqtalarida F’(x)=f(x) tenglik bajarilsa, "F(x) funksiya
shu kesrnada f(x) funksiyaga nisbatan boshlang‘ich funksiya deb ataladi.

Misol. f(x)=x' funksiyaga nisbatan boshlang‘ich funksiya topilsin.

x!

Boshlang‘ich funksiya ta’rifiga asosan F(x)=? funksiva boshlang‘ich

H
ekani kelib chigadi, chunki (55—) =x*

Agar f(x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya mavjud bo‘lsa, u
boshlang‘ich yagona bo‘lmasligini ko‘rish oson.
Masalan,

5 3

F(x)=x?+8;F(x)=x?+9,

3
F(x):—'x;—+c lar ham f{x}=x* funksiya uchun boshlang‘ich

funksiyaiardir.

Agar F (x) va F,(x) funksiya f(x) funksiyadan (ag,b] kesmada
boshlang‘ich funksiyalar bo'lsa, ular orasida ayirma o‘zgarmas songa
teng bo‘ladi. Agar berilgan f(x) funksiya uchun ganday bo‘lmasin bir-
gina F(x) boshlang‘ich funksiva topilgan bo‘lsa, f(x) funksiya uchun har
qanday boshlang‘ich funksiya F(x)+C ko‘rinishga ega bo‘ladi.

5.2. Aniqmas integral va uning xossalari.

Ta'rif. Agar F(x) funksiya biror kesmada f(x) funksiya uchun
boshlang'ich bo‘lsa, F(x}+C ifoda F(x) funksiyadan aniqmas integral

deb ataladi va ushbu I)" (x)dx ko‘rinishda belgilanadi. Ta’rifga ko'ra
F'()=f(x) bo'lsa, [f(x)dx=F(x}+c bo'ladi.
Bunda f(x) funksiya integral ostidagi funksiya, f(x)}dx integral osti-
dagi ifoda, | — belgi integral belgisi deb ataladi.
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Shunday qilib, aniqmas integral y=Fx)+C funksiyalar to‘plamidan
iborat. Geometrik nuqtayi nazaridan qaraganda anigmas integral egri
chiziqlar to‘plamidan (oilasidan) iborat bo‘lib, ulaming har biri egn
chiziglardan bittasini 0'z-0‘ziga parallel holda yuqoriga yoki pastga,
ya'ni Oy o'q bo'ylab siljitish yo‘li bilan hosil bo‘ladi. Har ganday f{x)
funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya mavjud bo‘laveradimi? Tek-
shirishlar har ganday funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya mavjud
bo‘lavermasligini ko‘rsatadi. Agar ffx) funksiya {q, 5] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, bu funksiva uchun boshlang‘ich funksiya mavjud bo‘ladi. Be-
rilgan fx) funksiya bo‘yicha uning boshlang‘ich funksivasini topish f(x)
funksiyani integrallash deyiladi.

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega:

1. Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,
va'ni F(x)=f(x) bo‘lsa, u holda:

([rdx) =(Fy+c) = £
2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng.

d( [f )= f(x)a
3. Biror funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan ixtivoriy o‘zgarmas sonining yig‘indisiga teng.
[dF(x)=F(x)+c.
4. Biror funksiyaning hosilasidan olingan aniqmas integral shu fun-
ksiya bilan ixtiyvoriy o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya’ni
[F'(x)de=Flx)+ec.

3. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining anigmas inte-
grali, shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig‘indisiga teng.
100+ £ ax = [ £+ [ £(x)dx.

Haqiqatan ham bu tenglikning chap va o‘ng tomonlarining hosila-
larini topsak.

I/ + £,0]dx) = £, + £2(2)

(A + [rax) =([f00dx) +{[00) = £,(0+ ).

ga ega bo'lamiz. Demak, tenglikning chap, o‘ng tomonlarining hosila-
fari o‘zaro teng, ya'ni chap tomonda turgan har ganday boshlang‘ich
funksiyaning hosilasi o‘ng tomonda turgan har qanday funksiyaning
hosilasiga teng.
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6. O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral ishorasi ostidan chigarish mum-
Kin, ya'ni a=const bo‘lsa, qu (x)dx = aj'f (x)edx

Buni isbotlash uchun ham hosila olamiz. | j@r(.x)dr) =af(x)

¥

(o 7o) =af [£) =ar (e

Anigmas integrallami hisoblaganda quyidagi qoidalarni nazarda tutish
foydali: ¢

. Agar [f(x)dx=F(x)+c bo'isa [£(an)dx = LF(@)+c bo'ladi.
Hagiqatan ham, .

F

([ (ar)dx) = f(ax);

F

[lF(ax)] = 1(Fla) = F(a)a Flay=fa)
a Fi | /]
2. Agar [f(x)dr=F(x)+c bo'lsa [f+b)dr=F(x+b)+c.

3 Agar [f()ds=F(x)+e botlsa [/(@r+b)ds =2 Fax+ )+,
Misol.

) j(s:‘-scusx+4&]¢x=jsx‘dx- J‘scusxdx+ [4xax =

w1 Sot

x : . .
=5——-3sinx+4= +c=x5-3smx+-§-x x+c;
4+ 3
—+1
- dx | : l
2) ==In(2x+5)+¢; 3) Ism&.rctr=——c058x+c;
*Ax+5 2 8

4) .'cns{3x —5)dx = %sin(fi.r -3 +c.

Asosiy formulalar jadvali.

Aniqmas integralning ta’rifi, xossalari, shuningdek differensiallash-
ning asosiy formulalaridan foydalanib, eng sodda elementar funksiya-
laming integrallarini jadvalini tuzamiz:
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. "]
2) x%dx == l+c(cr¢—l); 12)Irg:rdx=—ln|cusx|+c;
‘ a+
de 1 - :
N |5=——+¢ 13) crgxabr=ln|smx|+c;
Jy ¥ .
4) -—‘E=2\E+f; 14) [ dxl = arcigx +c;
J; “1+x
5) '£=in(.r)+c; 15) ' ,‘k * =larcrg£+c;
X Ya +x a a
6) 'a’dr=.a_+c; 16)_[ la& - = : m|”+xl+c;
. Ina a*~-x" 2a |a—x|
 x ¥ dix .
Nie'dr=e" +¢; 17) = arcsinx +¢;
' l-x2
8) 'sinxcir=—cosx+c; 13)I & =m'csin-{+c;
- }al_xl a

Q)Icosxd.r=sinx+c; 19) IJTdr_I=ln|x+Jx’ia3|+c.
: x ta

dx
10
)IC{ISII
Yuqoridagi formulalarning to‘g‘riligi differensiallash yo'li bilan is-
botlanadi.

=tgx+c;

5.3. Integrallash metodlari.
1) O‘zgaruvchilarni almashtirish usuli bilan yoki o‘miga qo'yish
usuli bilan integraliash. )
_[ J(x)dx ni hisoblash talab qilinsin. Ayrim hollarda x o‘zgaruvchini

yangi o‘zgaruvchiga almashtirish yordamida, ya'ni x=g(s)deb olib,
integral ostidagi ifodani soddalashtirish mumkin.

dx =g@'(t)dt;
[£Gdx = [1letip'(t)at.
Integrallashdan so‘ng t o‘miga uning x orqali ifodasi qo‘yiladi.
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(Jfed) = fex)
O‘ng tomonini x bo‘vicha murakkab funksiya kabi differensial-
& _
laymiz. t oraliq argument -7 (£)teskari funksiya differensialiga asosan
&__1
& @'(t)
g\ ) wn L "
([N o) =([floweerar) == flele ()= Spi0)= 1)
integrailashda o‘zgaruvchini almashtirish ba’zan x=¢{f) ko‘rinishda
emas, balki 1=y(x) ko‘rinishda qulayroq bo‘ladi.

Agar integral

mashtirish bajaramiz.

x)dx
) ko'rinishda bo‘lsa, quyidagi ko‘rinishda al-

w(x)=1; p'(x)dx=dr.

v _ edt _ _
e -[T =nlf+c=Infp(x)+ec.

| 2
Misol. [—e“dx integral hisoblansin

1 1
Yechish. x=o deb olamiz. U holda dx=-—,df;
I

J'r [-—]dt—-f 'dt=—e'+c=-e*+c,

2) bo‘laklab integrallash.
Ko'paytmaning differentsiali fonmulasiga ko‘ra:

d(u8)=ud 9+ Sdu; u8= [ud9+ [9du;
[ud9=u8- [9du;
bu formula bo‘lakiab integrallash formulasi deb ataladi.
Misol. {xsinxdx integral hisoblansin.
Yechish.
u=x,du=dx,d%=sinxdx; $=-cosx,
Ixsinxcﬁr= ~XCOS X + Icosxdx =—-XCOSX+S5inx+c.;
Ix' sin e ,Ix‘ cos axdx, {x*edx , Jx* In xdx,
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kabi va teskari trigonometrik funksiyalar ishtirok qilgan ba’zi integrallar
bo‘laklab integrallash yordami bilan hisoblanadi.

Misol. Iarcctgxdx integral hisoblansin

dx

: d9=dx;, $=ur.
l+x

z'!

y=arcctgx; du=-

X

' Iarcctgxdx=xarcctgx+l dx=xarcctgr+%ln|l+x=|+c.

1+ x?

O*z-o0‘zini tekshirish nchun savollar.

1. Boshlang'ich funksiya deb nimaga aytiladi?

2. Berilgan funksiyaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?

3. Anigmas integralning xossalarini aytib bering.

4. Aniqmas integralda o‘zgaruvchilamni almashtirish usuli nimadan ijborat?
5. Aniqmas integralda bo‘laklab integrallash formuiasini keltirib chigaring.

6-§. Aniq integral
6.1. Aniq integral va uning xossalari.

Aniq integral matematik analizning asosiy tushunchalaridan bir
bo'lib, matematika, fizika, mexanika va boshqga fanlarda tekshirishning
eng kuchli quroli hisoblanadi.

Fgri chiziglar bilan chegaralangan yuzalarni, egri chiziq yoylari
uzunliklarini, hajmlarni, ishiarni, tezliklarmi, yo‘llarni, inersiya mo-
mentlarini va hokazolarni hisoblash ishlarining hammasi aniq integralni
hisoblashga Keltiriladi.

¥} Fedix)
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Aniq integral tushunchasiga olib keluvehi masala, [a, b] kesmada
y=f(x} uzluksiz funksiya berilgan bo‘lsin (127-chizma). Berilgan y=f{x)
funksiva grafigi, abssissa o'qi, x=g va x=b vertikal to‘g’ri chiziglar
bilan chegaralangan aABb tekis figura egri chizigli trapetsiya deyiladi.
Shu egri chiziqli trapetsiva yuzini topamiz. Buning uchun y=fx} fun-
ksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini mos ravishda

b-a.

M va m bilan belgilaymiz. {g; b] kesmani x, =a+ h i=0,1,.,n
v

nuqtalar bilan n ta kesmachalarga ajratamiz, bunda x,<x<x<. . <x
deb hisoblaymiz va x,—x=4x x—x=4x,, x-—x  =Ax deb faraz qi-
lamiz, so‘ngra f{x) funksiyaning eng kichik va eng katta giymatlarini:
[x; x,] kesmada m, va M bilan;
[x; x;,] kesmada m, va M, bilan;

[x,,:X,] kesmada m va M_bilan belgilaymiz.
Endi quyidagi yig'indilarni tuzamiz:

n
$, = mAx,t+ max,+. . .+ mnﬂxfszﬁxs;

- jul

E" M1M|+ MaAx+. . .+ MHMH=ZMJM|1 .

iwl

Bu yig‘indilar integral yig‘indi deyilib, mos ravishda ichki va tashgqi
chizilgan zinasimon shaklni siniq chiziq bilan chegaralangan yuziga
teng bo‘ladi. Bundan esa s, <S5, S5, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar
[a;b] kesmalamni vana ham kichiklashtirib bo‘lakiarga ajratsak, n yetar-
lik darajada bo‘lganda S, va g_lar bir-biridan kam farq qiladi va egri
chiziqli trapetsivaning yuzini aniqlaydi.

Ta'rif. Aytaylik, y=fix) xe{a; b] manfiy bo‘lmagan, uzluksiz fun-
ksiya bo'lsin. Bu holda, agar {s,} va {s,} ketma-ketlikiar limitlari
mavjud bo‘lib, bir-biriga teng bo‘lsa, limitning qiymati egri chiziqli
trapetsivaning yuzi deyiladi.

6.2. Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifi.

Endi [x; x], [x;; x], -, [x,,, X,] kesmalarning har birida bittadan
nuqgta olamiz. Bu nuqtalarni £,,¢£,,...,&, bilan belgilaymiz.
Bu nuqtalami har birida f(£,), f(£,),.-f(&,) qiymatlami hisob-
laymiz,
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s.=f(&)Ax + £(§:)Ax, +..+ £(&,)Ax, Zf(é JAx,

yig'indini tuzamiz.
Bu yig'indi [a; b] kesmada f{x) funksiyvaning integral yig‘indisi deb
ataladi.

[x,; x] kesmaga tegishli bo‘lgan har qganday £, nugta uchun
m, < f(£,)SM,vabarcha Ax, >0 bo‘iganda m,Ax, < f(¢& )Ax, < M Ax,

demak, Zm,s&x 52)"(5;)5?‘ SZMMJYD}U 5,55, <s,

l-l .f-] ]-l

Bundan ko‘rinadiki, yuzi s, ga teng bo‘lgan shakl ichki va tashaqi
chizilgan siniq chiziq bilan chegaralangan yuzalar orasida yotadi. s,
yig'indining giymati [a; b] kesmani [x ; x] kesmalarga ajratish usuliga
hamda hosil gilingan kesmani ichida £ nuqtalarni tanlab olishga bog‘liq.
Endi max[x ,; x} bilan kesmalami eng vzunini belgilaymiz va max([x, ; x]
nolga intiladigan holni qaraymiz. Har bir ajratish uchun £ ning mos
qiymatini tanlab S, =Zf (£,)Ax, integral yig‘indisini tuzamiz.

fu]
n —» wintilganda max Ax, — 0 bo‘ladigan 5 ketma-ketlikni garaymiz
va U biror limitga ega bo‘lsin.
lim s, =_lim Zf(cf,)é.x =5

Mﬂl () .lll
1-ta’rif. Agar [a; b) kesma max Ax, -» Oshartni ganoatlantiradigan
har ganday bo‘laklarga ajratilganda va [x ; x] kesmada £, ni istaigan-
cha tanlab olganda S-F'Zf (S,)Ax, integral yig'indi birgina limitga

intilsa, v holda,bu limit [a; # kesmada fx) funksiyaning aniq integrali

[
deb ataladi va If {x)dx bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra:

_lim zf(r:,)ax jf(x)dx

0 )

a — son integralning quyi chegarasi, & — son esa integralning yuqgori
chegarasi deyiladi. [a; &) integrallash kesmasi, x esa integrallash
o‘zgaruvchisi deyiladi.
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2-ta’rif. Agar f(x} funksiya uchun yuqoridagi limit mavjud bo‘lsa,
u holda funksiya [4; §] kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar integral ostidagi y=fx) funksiyaning grafigini chizsak f(x)20

]
bo‘lgan holda If (x)dx integralning son giymati y=f{x) egr chiziq,

x=a, x=b tn‘g‘;'i chiziglar hamda Ox o‘gi bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiva yuziga teng.
6.3. Integralning mavjudligi haqidagi teorems,

Teorema. (isbotsiz keltiramiz). Agar ftx) funksiya [a; 8] kesmada
uziuksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada integrallanuvchidir.
Uziluvchan funksiyalar orasida integrallanuvchi funksiyalar va integral-
lanmovchi funksivalar ham bo‘lishi mumkin.

Eslatma. 1. aniq integral fagat f(x) funksiyaning turiga va integral-

ning chegarasiga bog'liq, ammo har qanday harf bilan belgilanishi
mumkin bo‘lgan integrallash o‘zgaruvchisiga bog'liq emas.

b & »
[reas=[rwt=..= [fz).

b
2. [f()dr aniq integral tushunchasini berishda a<h deb faraz
qildik. Agar 5<a bo‘lsa, ta'rifga ko'ra :
& a 0 &
[fede=~ [fx)dx; Misol f'dx=~[r'ax
a b & 0

3. Agar a=b bo‘lsa, ta’riflarga ko‘ra, har ganday funksiya uchun
tubandagi tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Jfdr=0,
6.4. Aniq integralning asosiy xossalari.
y=f(x) funksiya [a; b) kesmada aniglangan va uziuksiz bo‘lsin.
B
U holda [f()& mavjud va quyidagi xossalar o'rinli.

1-x0ssa. C;‘zgarmas ko'paytuvchini aniq integral belgisining tashga-
risiga chiqarish mumkin, agar C=const bo‘lsa, u holda

foreote=cfrons.

196

www.ziyouz.com kutubxonasi



Isboti.

Jof e = _lim ZCf(s‘ )Ax, =

!-I

=Clim Y f(£)Ax CIf(x)dr

2-xossa. Bir necha funksiyalar algebraik yig md:smmg aniq integrali
qo'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘indisiga teng. Masa-
lan, ikkita qo‘shiluvchi bo‘lgan hol uchun yozib isbotlaymiz.

U@+ 13 = ]f. (x)dx +]°f, (x)dx.

Isboti. JL/i(x)+ f,(x)}dx = im Z[f.(é,)+f=(§,)]m =

=_lim [Zf.(:: )Ax, +):f(¢,)ax] lim Zf,@,)an

Ja) jm] f-l

+_lim Zf(f,)ax jf(x)m Ifz(x)dr

l-l

Qo‘shiluvchilar soni har qancha bo lganda ham shunday isbot
qilinadi.

3-xossa. (Bu xossa g>p bo‘lgandagina bajariladi). Agar {a, b
(a<b) kesmada f(x)va @(x) funksiyalar f(x)<e@(x) shartni qanoat-

lantirsa, u holda If (x)dx < I@(I)dt o*rinli.

Isboti. Tubandagl aylrman: qaraymiz:

_[w(x)dt If(x)dr I[t;o(-r) fENds=_lim ZWJ JE&ax,;

h-l

bunda: g(£)-f(£)20 Ax,20;

demak, butun yig'indi manﬁy emas va uning limiti ham manfiy emas,
ya’'ni

& b b
flotx) - £ 20 yoki fp(x)dx~ [f(x)dx 0.
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4-xossa. Agar M va m sonlar f(x) funksiyaning fa;b] kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlari bo‘lib, a<b bo‘lsa, u holda

-]
m(b-a) S [f(x)dx<M(b-a) bo'ladi.
Isboti, Teoremaning shaftiga ko‘ra:
ms f(x)<M.

] 4 ) ] b
3-xossaga ko‘ra Imd"ﬁ _[f (x)dx s J'de bunda I’"drf Iﬂ&ix ning

o » o a 5 J J
qiymatlari mos ravishda [mdv=mb-a) va [Mibr=M(b-a) ga teng
Agar f(x)20 bo‘lsa, u holda bu xossani geometrik usulda tasvir-

lasak, egri chiziqli a4Bb trapetsiyaning yuzi, ad ABb va ad Bb to'gri
to‘riburchaklar orasida yotadi (128-chizma).

71

L2

128-chizma.

5-xossa. (O‘rta givmat haqgida teorema). Agar fix) funksiva [a; ]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu kesmada shunday bir ¢ nuqgta
&
topiladiki, bu nugta uchun If (x)dx=(b~a)f(c) tenglik o‘rinlidir.
Isbot. Aniglik uchun a<babo‘lgan holni qaraymiz. Agar m va M lar
f(x) ning [a, 5] kesmadagi eng kichik va eng Katta qiymatian bo‘lsa,
- b‘ - ‘

|
u holda oldingi xossaga ko‘ra S P I(f (<M  bundan
» a

|
b—a-[f (x)dx=4 bo'ladi. msu<M bunda fix) uzluksiz funksiya
bo‘lg;ni uchun m va M orasidagi hamma oraliq giymatlarni qabu}

qiladi. Demak, biror ¢ (a<c<b) giymatda y=f (¢) bo‘ladi, ya’ni

[£(x)ds = f(eXb - a).
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6-xossa. Agar quyidagi uchta integralning har biri mavjud bo‘lsa,
u holda har ganday uchta a,4,c son uchun

b ¢ b
[7dx= [ 7oy + [ £y,
tenglik orinli bo‘ladi. ﬂ a c

6.5. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral.

]
If ()& aniq integralning quyi chegarasi a yuqori chegarasi b
o‘zgaruvchan bo'lsin. U holda integral yuqori chegarasining funksiyasi

bo‘ladi. If (f)dt ko'rinishdagi integralni hosil gilamiz. ¢ o‘zgarmas son

bo‘lganda bu integral yuqori x chegarasining funksiyasi bo'ladi. Bu
funksiyani ®(x) bilan belgilaymiz.

D(x)= ]f ()ds. (1)

Agar f(1) >0 bo'lsa, u holda ®(x) funksiyaning son qiymati egri
chizigli aAXx trapetsiyaning yuziga teng (129-chizma).

Bu yuz x o‘zgarishi bilan o‘zgarib boradi. (1) aniq integraldan
yuqori chegaraga nisbatan hosila olamiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya {a; ] kesmada uziuksiz funksiya va

@)= [£Od vo'lsa, u holda @'(x)= f(x) tenglik o'rinli bo'ladi.

Boshqacha aytganda, aniq integraldan yuqori chegarast bo‘yicha
olingan hosila integral ostidagi funksiyaga teng bo‘lib, unda integrallash
o'zgaruvchisini o‘rniga yuqori chegaraning qiymati qo‘yilgan.

Isbot. x argumentga musbat yoki manfiy orttirma beramiz, v holda

x+Ax X+Ax

D(x+Ax)= J'f(r)dr=Tf(r)dr+ § fioa.

o

®(x} funksiyaning orttirmasi.
I+Ax

AD=d(x+Ax)-B(x)= [f(dr+ [ sy~ [f eyt
X+Ax ? * e

yani a®= | f(r)ar
Oxirgi integrafga o'rta giymat haqidagi teoremani tatbig etamiz.
AP = f(GXx+Ax—x) = f(£)Ax;
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bunda & ning giymati x bilan x+Ax orasida yotadi.

AP _ f(£)Ax
Ax Ax

=J().

Demak, ©'(0)= im 5= lim/(¢).

Ammo, Ax—0 bo‘lganda ¢ —>x bo‘lgani uchun bu holda
_ ¢
/(¢ )=£,’_E}f () Jekin f(x) funksiya uzluksiz bo'lgani uchun
lim/ (€)= £(x),

Shunday qilib, @'(x)= f (x) teorema isbotlandi.
Teorema geometrik jihatdan quyidagini ifodalaydi:
AD = f(£)Ax
orttirma bir asosi Ax bo‘lgan

lim
Ax -0

| L -
cgri chizigli trapetsivaning
. yuziga teng bo‘lib,
D'(x)= f(x) hosila x kes-
maning uzunligiga teng (129-
g X 4 At x chizma).

Izoh. Isbot etilgan teore-
madan, xususiy holda har qanday uzluksiz funksiya boshlang‘ich fun-
ksiyaga ega degan natija kelib chigadi.

6.6. Nyuton-Leybnits formulasi.

Teorems. Agar f{x) funksiya [a; ] kesmada uzluksiz va Fx) uzluk-
siz f{x) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda,
[}

Jf(0)ax=Fy-F(a).

formula o‘rinlidir. Bu formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
Isbot. F(x} funksiya f{x) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi

bo’lsin, 6.5-mavzudagi teoremaga muvofig ff (dt funksiya ham )
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi boladi. Ammo, berilgan funksiy-
aning har ganday 2 ta boshlang‘ich funksiyasi bir-biridan o‘zgarmas C*

qnislﬁluvchj bilan farq QIIﬂdi. ;'.f(f)df = F(I)-PC ]
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O‘zgarmas C'ni aniqlash uchun x=a deb olamiz.

[f()dt=F(a)+C"; 0=F(a)+C"; C'=-F(a); demak,
[£(t)dt=F(x)-F(a) x=b deb olsak, Nyuton-Leybnits formulasi
? s
hosil bo'ladi. If(r)dt=F(b)—F(a) ¢ ni x bilan almashtirsak

b a b b

If(.r)dx=F(b)-F(a); If(x)dx=F(x)L=F(b)—F(a}

) Integral ostidagi ﬁmhifaning boshlang‘ich funksiyasi ma’lum bo‘lsa,
u hoida Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash uchun
juda qulay.

6.7. Aniq integralni hisoblash metodlari.

1) Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish.

Aniq integralni hisoblashda ham anigmas integratni hisoblashdagi-
dek o'miga go‘yish metodi yoki o‘zgaruvchini almashtirish metodidan
keng foydalaniladi.

Teorema. f(x) funksiya [a;b]kesmada berilgan va uzluksiz
& '
bo‘lsin. If (x)éx integraini hisoblash talab qilinsin. x=¢(1)
ozgaruvchini kiritamiz. U holda, agar p(r) funksiya quyidagi shart-
lami qanoatlantirsa:
1) ¢(r) funksiya [a;B] kesmada aniqlangan va uziuksiz;
2) pla)=a o(B)=b:
3) o(t) funksiya [a; ] kesmada uzluksiz ¢'(¢) hosilaga ega bo‘lsa,
u holda
’ g
Jf(x)as=[flo()]e'()at... ()
bo‘ladi.
Isbot. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich fun-
ksiyasi bo‘lsa, quyidagi tenglikni yozish mumkin:
[f(x)dx=F(x)+C; 2
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Jrle®]e (e = o))+ c. )
Keyingi tenglikni to’griligi uni 2 tomonini ¢ bo‘yicha differentsi-
yallash bilan tekshiriladi. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra:

[/ (a)ee=F (0 = F(0)- F(a).

Bunga asosan:

3)= :rf [2(1)]e'(1)at = F[gp(r)]’f ;
=Flo(B)]-Flo(a)]=F(b)- F(a);

ekani kelib chiqadi. Keyingi ifodalarming o‘ng tomoni teng bo'igani
uchun chap tomoni ham teng. Aniq integralni birinchi formula bilan
hisoblagandan keyin eski o‘zgaruvchiga o‘tish zaruriyati yo‘q.

Misol. [Vr*-x’a% integral hisoblansin.
¥
Yechish. o‘zgaruvchini almashtiramiz. x=rsint,dx =rcostd! inte-
grallashning yangi chegaralarini topamiz. x=0 bo‘lganda t=0, x=r
bo‘lganda f=§. Demak,

x
r 2
Ix/rz ~xide= J'Jr’ ~risin’trcostds =
1] i)

x£
5 T

3 : L 2
=rz_'(—l-+lcc)52:)dt=r2[l+-———5m2‘r:l “E
A2 2 2 4 4

0

2) Bo'laklab integrallash.

Aytaylik, u=u(x) va 8= 8(x) funksiyalar [a;b] kesmada aniglan-
gan, uzluksiz #'(x} va $'(x) hosilalarga ega bo'lsin.

U holda [u x}& x] =u'(x}.9(x)+ u(x)S'(x) bo‘ladi.

Bu yerda, u{x .9{.::; funksiya u'(x)8(x)+u(x)#(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi. Nyuton-Leybnits formulasiga asosan bu ayni-
yatning ikkala tomonini g dan b gacha chegaralarda integrallaymiz.

}(uﬁ)' dx = }u'sdn ]’us'dx_
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b o'rinli.
a

’ b '
Lekin, [(18) dx=u8+C bo‘lgani sababli [(uS) d=u$

b Tﬁdu.

a ,

Demak, w8

b & A b

= [Sdu+ [ud9 yoki [ud$=u$
a & a a
Bu tenglik aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi deyiiadi.

Misol. [*e*dx integralni hisoblang.

G

Yechish. Belgilashlar kiritamiz u=x, d8=e¢'dx, du=dx; 9=¢";
u holda bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra

n=23+1 ga ega bo'lamiz.

1
Ixe’dr =Xe'
+]

| |
e'dc=e+e”*
u*!

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.
1. Integral yig'indi deganda nimani tushunasiz?
2. Aniq integralga ta’rif bering.
3. Aniq integral xossalarini aytib bering.
4. Aniq integralni hisoblash metodlarini aytib bering.
5. Nyuton-Leybnits formulasini keltirib chiqaring.

7-§. Aniq integralni geometriyaga va mexanikaga tatbigi
7.1. Tekis figura yuzasini hisoblash.
1} To‘g’ri burchakli koordinatalar sistemasida yuzlamni hisoblash.
Bizga ma’lumki, musbat uzluksiz y=f{x) funksiyadan olingan aniq
integral y=f(x) egri chizig, Ox o‘q, x=a va x=b (a<h) to'g‘ri chi-
ziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini ifodalaydi.
]

s= [f(x)dx. (1)

]
Agar [a, b] kesmada f(x)<0 bo‘lsa, u holda _[f (x)dx aniq integral

ham manfiy bo‘ladi. Absolut giymatga ko‘ra bu dintegral tegishli egri
chiziqli trapetsiyaning § yuziga teng.

b
s=-[f(x). )
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Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada ishorasini chekli son marta
o‘zgartirsa, u holda integralni butun [a,b) kesmada qismiy kesmachalar
bo‘yicha integrallar yig‘indisiga ajratamiz. Qayerda f(x)20 bo‘lsa, shu
kesmada integral musbat, qayerda f(x)<0 bo'lsa, shu kesmada inte-
gral manfiy bo‘ladi va yuza (1) va (2) formulalarga ko‘ra;

i

L]
| s= |/ (x)a. &)

Misol. 0<x<27 bo‘lganda.
il | y=sinx sinusoida va Ox o‘q bilan
7 = QI IF x chegaralangan § yuza hisoblansin
(130-chizma).

Yechish. 0<x<x bo‘lganda
sinx20,7<x<2r bo'lganda

Paslyy

130-chizma. esa SiﬂxS'ﬁ botlganl Sﬂbﬂb]i
x 2x x
$= Isinxdx+ _[sinm&/ = Ilsinx|dx;
0 x Q

Isinxdr= -cosxl o=—(cosx -cos®)=—-1(-1-1)=2;
0

r
J'sinxd:r=—cnsx ol =—]cus2rr-cusn|=-—2.
0

Demak, s=2+|-2|=4. Agar murakkabrog, ya’ni egri chizigli tra-
petsiyadan murakkabroq tekis figuraning yuzini hisoblash talab qilinsa,
uni bir qancha egri chiziqli trapetsiyalar yig‘indisi ko‘rinishida bo‘laklarga
ajratamiz. Keyinchalik yuzani ana shu egri chizigli trapetsiyalar yuza-
larini yig'indisi ko‘rinishida hisoblaymiz:

& c L
s= [fix)de+ [£(x)de + [ £, 00 )

Misol, y=\/; va y=x? egri chiziglar bilan chegaralangan yuza
hisoblansin (131-chizma).
Yechish. Egrilamni kesishgan nuqtalarni topamiz:

Ular Vx=x? = x=x* tenglamadan topildi. x,=0; x,=1:
| 1
5= I«.de-szdr=l_
0 ? 3
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Misol. y=2x*-4x+3, x=-1 x=2
chiziqlar hamda abssissa o‘qining [—1; 2)
kesmasi bilan chegaralan tekis shakl yu-
zasi hisoblansin (132-chizma).

Yechish, (3)—formulaga ko‘ra bu yuza:

2

S = J'(Zxz ~4x+3)dx =
-1

_2:1 2

L
Endi egri chiziq tenglamalar para-

metrik ko'rinishda berilgan bo‘lsin:
y=p@), y=y(t) ast<f va

@(B)y=>4 egri chiziglar bilan chegaralan-
gan egri chizigli trapetsiya yuzasini hisob-
laymiz. Yuqoridagi parametrik tenglamalar
biror [a, b] kesmada, y=#(x) funksivani
aniglaydi deb faraz qilamiz. U holda egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasi:

20 [} 435 [} =122

= I f(x)dx = I ydx gateng. Bu integralda

o‘Zgaruvchini almashtiramiz.
x=@(t), dx=¢'(t)dt;
y=f(x)=floO]=y(o).

]
s= fp@)p'(ar.

Bu tenglamalari parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig bilan
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasini hisoblash formula-
sidir. - :
Misol. x=gcost; y=bsint ellips bilan chegaralangan sohaning yu-
zasi hisoblansin.

Yechish. x ning giymati — ¢ dan + g gacha f ning giymati » dan
0 gacha o‘zgaradi.

Demak,

4] 1) x
§ =2 [(bsint)(-asinsdr) = - 2ab [sin® tdt = 24 [sin” rdt =
x x 0

5in 2¢
4

1-cos2:?
2

=2ab di =2ab[é-— 1=nab.
Q
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2) Qutb koordinatalar sistemasida egri chizigli sektorning yuzi.
Qutb koordinata sistemasida egri chiziq r = f(¢) tenglama bilan
benlgan bo'lsin. Bu yerda f(p) funksiya a<@< B kesmada uzluksiz.

r = fle) egri chiziy ¢=a va ¢=5b radius vektorlar bilan chega-
ralangan egri chizigli OAB sektor yuzini topamiz. [a; 8] kesmani

f-a

n
nuqtalar yordamida [ﬂsﬂ]a[‘ﬂr%]:-u,[ﬂ.;;ﬂ]
bo‘lakiarga bo‘lamiz. O‘tkazilgan radius
*W. vektorlar oralaridagi burchaklarni
. Ap, Ag,..Ap,deb belgilaymiz (133-chiz-

L (=012,..n)

@, bilan p, orasidagi @, burchak-

ka mos radius vektor uzunligini ,, orqali
-5 belgilaymiz. Radiusi ,, va markaziy bur-

133-chizma. chagi A, bo'lgan doiraviy sektorni

. . : 1 . e as
qaraymiz, uning yuzi ﬂS=-2-?} Ap, ga teng. Ushbu yig‘indi
| 1 < a
M) =52 7 Ag, =£Z[f (.89, «Zinapoyasimons sektorning yuzini

im] fm]
beradi. Bu yig‘indi a<p</f kesmada r’=[f (Ju:)]2 funksiyaning

.|
1% »
integral yig'indisi bo‘lgani sababli giymati MaxA@, 0 da > [r'dp
aniq integralga teng. Bu burchak ichida r, qganday vektorni olishfmizga

bog'liq emas. Bu limit shakining izlangan yuzi uchun gqabul qilinishi
tabiiydir. Shu sababli OAB sektorning yuzi:

!"2 17 2
=5 Jrdo yoti s==[r{(9)] dp-

Misol. r=a,/cns 2¢ lemniskata bilan chegaralangan yuza hisob-
lansin.

Yechish. Agar ¢ burchak 0 dan % gacha o'zgarsa, chegaralangan
yuza izlanayotgan yuzaning choragini chizadi.

x

SRT L, a' sin2pl~ a

-S==|r*dp==a" [cos =— |4 =

4 2! 72 ,,I P ‘

Demak, leminskata bilan chegaralangan yuza § = a2 ga teng.
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7.2. Tekis egri chizig yoyining uzunligini hisoblash.

Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chizig
y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bu funksiya [a, 5] kesmada
uzluksiz va differensiallanuvchi.

Bu egri chizigning x=a va x=b vertikal to‘g‘ri chiziglar orasidagi
yoyining vuzunligini topamiz. Buning uchun fa, ] kesmani

X, =.4::l+b-ﬂ4l.F (f=0,l,2....,ﬂ) nuqta- g4 H/b
"
lar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz. “Vl'y_*_‘ 1
Bo'linish nuqtalaridan ordinata “ in

o‘qiga parallel to‘g'ri chiziglar
o‘tkazamiz va ulami egri chiziq bilan A
kesishish nugtalarini M bilan belgi-

laymiz. Ml nuqtalarni vatarlar bilan
tutashtiramiz. U holda AR yoy ichida
A M, M M, ..M B sinig chizig ¥| ¢ % %%, % |
hosil bo‘ladi {134-chizma). 134-chizma.

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasidan foydalanib sinig
chiziq perimetrini hisoblaymiz:

L =J(Il - x, ) +(f(x,)—-f(xu))= -+-\f(.1r2 —Jc,)2 +(f(x2)-f(x, ))z +...
*“+J(x.t+l -x*)z +(f(::l:l‘_‘“)-_,f'(.n.‘,r))2 +...
+\/(*"n _xH)z +(f(x,)-f(x,_,))z

Bundan AB vyoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri

L =:Z::GJ(xm —-X; )2 +(f(xg+.)-f(1}))z ga teng. Bunda x, = a; x =b,

Ax; bo‘laklarning eng katta uzunligini maxAx, deb beigilaymiz.
Ta’rif. AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrf

L= Z J((xh-t ~x, ) +(f (X4} - f(x,))* max Ax, —» 0da chekli limit-
ga e‘g'g bo‘lsa, 47 uzunlikka ega deyiladi va bu limit

tm L= lim .Z::;\/(xm‘xx):'*(f(-‘m)“f(xt))z

mex ix,_ o Ay, —+0 Ny

AB yoyning uzunligi deyiladi.
Biz f(x) funksiya [a,5] kesmada uzluksiz va f'(x) hosilaga ega
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degan edik. Shu sababli f(x) funksiya har bir [x,,x,,] oraliqda
Lagranj teoremasini shartlarini ganoatlantiradi.

Lagranj tcoremasiga ko‘ra: f(x,,)-f(x,)=f (§,Xx,, —x;) bu

yerda X, <&, <x,,, o‘zgaradi.
Bularga asosan, AB yoyga chizilgan siniq chiziq perimetri

L= ZJ(IIH xi) +(f(x,+,) f(‘xl)) = ¥

=Z'J(x.t+l "“It)l +f*z(§)(xt+| -xl)z =
'S e e

-ZJ1+f (&) (%00 - xt)-z\lnf (£,)-Axy;

f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz f'(x)hosilaga ega bo‘lganligi
sababli quyidagi \f1+ f(x)funksiya ham uzluksiz bo‘ladi.” Shuning
uchun m, funksiyaning integra! yig‘indisi :Jl"'f ($:)Ax,
maxAx, >0 da Jl+f"(x)dx ga intiladi ya’'ni
m ST I\/l+f""(::r)aEr
Natijada 45 =/ uzunhgl uchun tubandagl formulaga ega bo‘lamiz:
l=le+f'I(.x)dx.

Misol. x*+y°=r? aylana uzunligi hisoblansin.
Yechish. Dastlab, aylananing bir chorakda yotgan chizig‘ining uzun-

ligini hisoblaymiz. U hoida 4B ning tenglamasi y=+/r? -x? boladi.
Demak,

r

-f IJH—dx dx=ramsini|

X
-y —
rle 2

ar
ri-x’ 2
Butun aylana uzunligi !=2.rrr.
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7.3. Aylanish jismining hajmini hisobiash.

Uzluksiz manfiy bo‘lmagan y=f(x), x€[a,b] funksiya, (Ox) abs-

sissa 0°'gi. x=g va x=b& to'g‘ri chiziglar bilan chegaralangan a4ABb egri
chizigli trapetsiyaning ( Ox) o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘igan jism
hajmini aniqlaymiz. Buning uchun [a,5] kesmani

b~
X, =a+e—i;i=012,..1n °

-n . . .
nuqtalar yordamida bir xil
uzunlikdagi  kesmachalarga

bo‘lamiz. Har bir [x,_;x,] kes-

machada ¢ e[x,_;x,| nuqta

tanlaymiz (135-chizma).
Integral yig'indi tuzamiz

m (&) Ax + 7 () A%, +. 47 f(&,)Ax -:erz(g,)ax (n

=l
bu yerda Ax,=x,-x,, (1) ni har bir qo'shiluvchisi doiraviy silindr
hajmiga teng.
Butun yig‘indi esa zinapoyasimon jismga mos hajmni beradi. Uzluksiz
f(x), xe[a,b] funksiya uchun n— oo da (1) integral yig'indi aylanma
jismning hajmini beradi.

v =nlimy £1(E)ax rff (x)ax.

I=l

Misol. y=x? egrini x=0 dan x=2 gacha kesmada abssissa 0‘gj
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang.

12
V= fr_[x‘dx Pall _32_::_
5|, s

7.4. Aylanish jismning sirtini hisoblash.

Oldingi mavzudagi chizmada aylanish jismi berilgan. AB egrini
abssissa o‘qt atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini hisoblash

talab qilinsin. y=f(x), xe[a;b] funksiya [a;5] kesmada uzluksiz va

b-a
differensiallanuvchi bolsin. [a;4] kesmani x, 'ﬂ+—1 i=01,..n

nuqtalar yordamida n ta bo‘lakga bo‘lamiz. Bu nuqtalardan ordinatalar
o‘tkazib, uni egn chiziq bilan kesishgan nuqtalanni M, bilan belgi-
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laymiz. M, nuqtalarni vatarlar bilan tutashtirib AM M,..M,_B siniq

chiziq hosil qilamiz. Bu siniq chizigni abssissa o°‘qi atrofida ayla-
nishidan kesik konus yon sirtlari hosil bo‘ladi. Bu sirtlarning yuzasini

S, bilan belgilaymiz. U holda {5,} ketma-ketlikni limiti aylanish jismi

sirtini yuzasini beradi. S=£u23_ AM M, .M_ B siniq chiziq ayla-

nishidan hosil bo‘ladigan sirt yuzasi

5, =3 2n Ll 75), =23 [ f(xa)+ 7 (x,)]JH(J’"{é)):ﬁra (1)
im] 2

inl

yig'indini n 9 o da limiti esa aylanish jismi sirtining yuzasini beradi.
§=limS, =xlim Y[ f(x)+f(x )]Jl + (f’(g))’ax, =
rul

- 20t 37N+ 85, =25 [ Wi (7 ()

Demak,

b
§ =27 [fW1+ (f () ek 2

Misol. x?+y?=R? aylanani abssissa o'qi atrofida aylanishidan
hosil bo‘lgan jism sirtining yuzini hisoblang.

Yechish. Sirt yuzini S =27 [f (x)J 1+(f'(x)) dx formula bo'yicha

hisoblaymiz. f(x)=\ji.lt’-_;;2 ga teng. To'la sirtni hisoblashda

f(x)=vR*~-x* egrini koordinatalar sistemasining birinchi choragi-

dagi qismini aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini hisoblab ikkiga
ko‘paytiramiz.

R 3 R b
-:j—=2:r JR’—J::JH X _dx=2x dR’—xzq.‘-}—z—;F—:dx:
L1 0 - X

R -x?

R
R .
=25‘IR¢£:=2#R:0 =27 R S=4xR".
Q
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7.5. Ishni aniq integral yordamida hisoblash.

F kuch ta’sini ostida M moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha har-
akat gilsin, bunda kuchning vo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan bir xil
bo’lsin. M nuqta S=a holatidan S=5 holatga ko‘chganda F kuchning
bajargan ishini topish talab qilinsin.

Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:

1) agar F kuch o‘zgarmas bo‘lsz, u holda A4 ish F kuch bilan
o'‘tilgan yo‘l uzunligi ko‘paytmasiga teng bo‘ladi, ya’ni:

A=F(b-a).

2) F kuch moddiy nuqtaning olgan o‘rniga qarab uzluksiz o‘zgaradi,
va’'ni 0<S<p kesmada F(.5) uzluksiz funksiyani ifodalaydi deb faraz
qilamiz. [a,b] kesmaning uzunliklari AS,,AS,,..,AS, bo‘lgan n ta ix-
tiyoriy bo‘lakga bo‘lamiz. Keyin har bir qismiy kesmada ixtiyoriy £ nuqta
tanlab olamiz va F(s) kuchning As =(i=1,2,..,n) yo'lda bajargan ishi-
ni F(& )As ko'paytma bilan almashtiramiz.

Bu esa bir gism kesmada F kuchni o‘zgarmas miqdor deb qabul
gilishimizni bildiradi.

Bunday holda F(& )As,ifoda As, etarli kichik bo‘lganda F Kuchning
As, yo'lda bajargan ishining taqribiy giymatini beradi, yig‘indi

A, =) F(&)As, esa F kuchning butun [a, 5] kesmada bajargan ishi-
ning taqribiy qiymati bo'ladi. ‘

A vyig'indi [a, b) kesmada F=F(s5) kuch uchun tuzilgan integral
yig'indi. Bu yig'indining maxAs, — 0 dagi limiti mavjud va u F(s)

kuchning S=a nuqtadan S=) nuqtagacha bo‘lgan yo‘lda bajargan

b
ishini ifodalaydi, 4= [F(s)ds.

Misol. Vint prujir:asining § qisilishi unga ta’sir etuvchi kuchga
proporsional. Agar prujinani 1 sm gisish uchun 3 kg kuch kerak bo‘lsa,
F kuch prujinani 20 sm gisish uchun gancha ish bajarish kerak bo'‘lishi
hisoblansin.

Yechish. Shartga ko'ra F kuch va § siljish F=kS munosabat orqali
bog'langan, bunda Kk o'zgarmas son. § ni metr bilan £ ni kg bilan
ifodalaymiz. §=0,01, F=3 bo'lganda 3=K 0,01 bo‘ladi. X=300; F=300 §.

0.2 402
A= [300sds=300—{ =6 kem.
0 2|
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7.6. Egri chiziq va tekis shaklning statik momentlari.

Biror / o'qdan r masofada bo‘lgan m massali moddiy nugtaning /
o‘qiga nisbatan statik momenti deb, m, =mr migdorga aytiladi. Tek-
islikdagi / o'qdan r,,r,,...,r, masofada bo‘lgan mos ravishda m,,m,,...m,
massali # ta moddiy nuqtalaming / o‘qga nisbatan statik momenti deb,

M, =Zm,r,; (1)

iml L 4
miqdorga aytiladi. (1) formuladan ko‘rinadiki, statik moment additiv
migdor, ya'ni uni gismlarga ajratib yig‘indisini hisoblasak ham migdor
o‘zgarmaydi. Shu sababli statik momentni hisoblashda aniq integraldan
foydalansa bo‘ladi.

a) Egri chitigning statik momenti.
Aytaylik, A8 moddiy egri
¢ chiziq xOy tekisligida

3
______,_?_q,!w" y=f(x)(a<x<h) tenglama bi-
lan berilgan bo‘lsin. Egri chiz-
igning har bir nuqtasidagi chiziq-

|

|

|

! li zichlik y=y(x)ning uzluksiz

| | — , funksiyasi bo‘lsin. Berilgan egri

2] a Ay chizigning Ox o‘qiga nisbatan
136-chizma. statik momenti M_ ni hisoblash

uchun uni »n ta kichik

bo‘lakchalarga bo‘lamiz: AJ,,Al,.,Al. har bir kichik Al(i=1,n)

bo‘lakchada ixtiyoriy P(x, y) nuqta tanlaymiz (136-chizma). Har bir

kichik Al bo‘lakchada zichlikni o‘zgarmas va uning P nuqtadagi qi-

ymatiga teng deb, massasi dm. bo‘lgan 4l bo‘lakcha uchun quyidagi

taqribiy ifodani yozamiz: Am, =~ y(x,)Al,. U holda A8 egri chizigning

massasi m uchun quyidagini hosil gitamiz: |

mmi}'(x,)ﬁf; =iy(x,)*Jl+[%]:ﬁx, ,

ful 4] !

Bu tenglikning o‘ng tomonida J’(x)‘*h"' ¥'*(x) funksiya uchun
integral yig'indi turibdi. Shuning uchun maxAx, -0 da limitga o‘tib
moddiy AB egri chiziq massasining aniq qiymatini hosil gilamiz:
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m= I
e Ax, —w)

m_ 3 7(x )AL, = [r(dl;
yoki

m= [yl = [r(x)-1+y* ().

Endi egri chizigning statik momentini topamiz. Har bir 4/
bo‘lakchaning massasi 4m. bo‘lgan moddiy P nuqta bilan almashti-
ramiz. Bu P nuqtaning Ox o'qiga nisbatan statik momenti 4/
bo‘lakchalaming statik momentining taqribiy gqiymatini beradi;

(Mx), = A‘m: zyly(xf)'Mr-

AB egri chizigning M_statik momenti A/, bo'lakchalarning statik

momentlarining yig‘indisiga teng bo‘lgani sababli M uchun quyidagi
tagribiy tenglikni yozamiz:

)
” n A
M, = zr('xf)yrml =Zy(xi)y.i \,I +{§} Ax,;

fm] d=i |

Hosil gilingan tenglikning o‘ng tomonida J"(-")J’"*h"' y'I(x) fun-

ksiya uchun integral yig‘indi turibdi. maxAx, ~»0 da limitga o‘tsak,
egri chizigning Ox o‘giga nisbatan statik momentini hosil qilamiz:

2
g = Ay, ' _
M, —JLT%;?(I;)J’,JH[EJ Ax,;

yoki
A
M, =[xy y-1+y7dx

Bu formuiani gisqacha Juyidagicha yozish mumkin:

M, = [r(x)yd @

bu yerda di AB egri chizigning uzunligi, di=\(dx)®+(dy)’ =

=Jl+y"dx a<x<b. Yuqoridagi kabi mulohazalar asosida A8 egn
chiziqgning Oy o‘giga nisbatan statik momenti

.}
M, = fr(x)xd; (3)
bo'lishini ko'rish qiyin emas. Agar moddiy egri chiziq bir jinsli bo‘lsa,
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uning zichligi o‘zgarmas son bo‘ladi, ya’ni Y(x)=y shu sababli statik
momentlar uchun (2) va (3) formulalar quyidagi ko'rinishni oladi:

b
M, = y]ydf; M, =y fxd.

b) Tekis shaklning statik momenti.

To'g’ri burchakli koordinata sistemasida y=f{x) egri chizigq, Ox
0'qi va x=a, x=b to‘g'ri chiziglar bilan chegaralangan, egri chizigli
trapetsiya berilgan bo‘lsin. Bu tekis shakining zichligi har bir nugtada
y(x} bo'lsin (uzluksiz funksiya). Berilgan shaklning Ox ogiga nisbatan
M, statik momentini topish uchun uni Oy o‘qiga paralle] chiziglar bilan
n ta kichik As,,As,,..,As, yuzchalarga bo‘lamiz (yuzchalaming keng-

ligi mos ravishda Ax,Ax,,..,Ax,),
Har bir 4s, yuzchaning zichligi o‘zgarmas va u berilgan zichlikning

Y .. . : :
P;[Iu—z-} nuqtadagi giymatiga teng deb hisoblasak, 4s. yuzchaning

massasi uchun quyidagini hosil gilamiz: An, = y(x,)As, bunda
As, = y,Ax,. U holda egri ¢hizigli trapetsiyaning massasi m quyidagicha

bo‘ladi: M= Z":?(x. JAS, = ir(x, )y, Ax,

im} FI |
Bu yerda tenglikning o‘ng tomonida y(x} y? funksiya uchun inte-
gral yig'indi mavjud. Shuning uchun max Ax, — 0 da limitga o'tib, egri
chizigli trapetsiva massasi uchun aniq giymatini hosil gilamiz:

" " .}
m=, Jm 3 r(x)a5, = B DTV, yoki m=!r(x)ym.

max Axr —+0)

Endi egri chizigli trapetsiyaning statik momentinj hisoblashga o‘tamiz.

Y,
Har bir AS, yuzchani massasi Am, bo‘lgan moddiy 2, (x.;—z“] nugqta

bilan almashtiramiz.

Bu nuqtaning Ox o‘qiga nisbatan simmetrik statik momenti AS,
yuzchaning statik momentining tagqribiy giymatini beradi:
2

(M), = 2-am, = p(x ) 2o, ~7(x,)==Ax,. Egi chiziqli trapetsiy-
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aning M, statik momenti AS yuzchalaming statik momentlarining
yig‘indisiga teng bo‘lgani uchun quyidagini hosil qilamiz:

M, mz;r(x) y' —-Ax,. Bu yerda tenglikning o‘ng tomonida —J’(I))'

fu]

funksiya uchun mtr.:gral yig'indi mavjud. Shuning uchun max Ax, -0

da limitga o'tib egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘giga nisbatan statik
momentini hosil qilamiz:

&
1
= hm ZJ’(I )' , yoki M, =—IJ’(-")'}’=- (4)
Yuqoridagi kabi f kr yunt:b egri chizigli trapctswanmg Oy o'qipa
nisbatan statik momentini hisoblash uchun quyidagi:
M, = I ¥(x)x- yex; )

formulani hosil qilish mumkin. Agar egri chiziqli trapetsiya bir jinsli

bolsa, zichlik p{x})=p o‘zgarmas son bo‘lsa (4) va (5) formuialar
tubandagi ko‘rinishga ega bo‘ladi;

| . b
M,=5y!-y dx MJ,:;«;[.xydx.
Masala. ET 1—

¥ -1 ellipsninig abssissa o‘qi yuqorisidagi yoyining
a
abssissa o‘giga nisbatan statik momenti topilsin.

Yechsh.

M, 7]ydf r]NHydr *)

formuladan foydalanamiz, bu holda y=1;

wil =yl + y2dx = \fy* + 3y .
Ellips tenglamasidan quyidagilarni topamiz;

2
b
y=b’(l-§;), »'=-=x u holda

1 + 2 2
ydf=Jb=(1-i,)+bTx1dx 2@ -x+ ity
a a ﬂ a’
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1 1
=£\/ﬂz -2 ,b xide=2a? ~e’x"dx;

a a

bu yerda e — ellips ekstsentrisiteti:

¢
€=

a a
(*) formulaga asosan:

M, = Tydlz—b— ]Jaz —e’x*dx.
- a_,

Integraini hisoblash uchun quyidagi almashtirishlami bajaramiz.
ex = asint, edx=acost dt;
x=0 da t=9;
X=a da ¢=arcsine;

- o4 wemne - 2ab | wesn
el =22 J Ja’—-a’s:n’r-fcusrdr=——(f+—5m2‘ b =
a ; € ¢ 2

- - b » - "
=£(arcsme+edl —g" )= 2 arcsine+5* = b(b+ f—arcsme).
€ e ¢

1.7. Og‘iflik markazining koordinxtalari.

To'g'ri burchakli xOy koordinatalar tekisligida massalarj m, m,, .., m_
bolgan P (x,y, h P (%3, 5,005 P,(x,,y,) moddiy nuqgtalar sisternasi ber-
tlgan bo'lsin. x_ va ¥, orgali berilgan sistemaning og‘irlik markazi koor-
dinatalarni belgilaymiz. xm,; y,m, ko‘paytmalar m massaning Ox va Oy

o‘gqlarga nisbatan olingan statik momentlari deyiladi. Bu holda moddiy
sistema markazining koordinatala:i‘

2%m,

Y= S (1)
Yym
Ye =4—i )

S,
inl
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formulaiar bilan aniglanishi mexanikadan ma’lum. Bu formuladan tudi
shakl va jismlarning og‘irlik markazlarini topishda foydalanamiz.

a) tekislikdagi chizigning og'irlik markazi.

AB egni chiziq y=f(x) tenglama bilan berilgan (asx<b) va bu
egn chizig moddiy chiziq bo‘lsin. Bu moddiy egri chizigning chizigli
zichligi y deb faraz gilamiz. Chiziqni uzunliklar AS|,AS,,..,AS,
bo‘lgan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘laklaming massalari ularning
uzunliklari bilan zichlik ko‘paytmasiga teng. Am, = yAS,; AS, yoyning
har bir bo'lagida abssissasi £ bo‘lgan ixtiyoriy nuqta olamiz.

Endi AS,yoyning har bir bo‘lagini massasi MS,; bo‘lgan
Pl&; f(;])] moddiy nuqta deb qarab (1) va (2) formulada x o‘miga
¢, qiymatnt y; o‘miga f(£,) qiymatni m, o‘riga ( AS bo‘laklar massasi)
yAS, qiymatni go‘ysak, yoyning og‘irlik markazini aniglash uchun tagribiy
formulalar hosil qilamiz;

v L2 T IEwas,
© Dy as, 2y A,
Agar y=flx) uzluksiz funksiya bo‘lsz va uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,
u holda har bir kasming suratidagi va maxrajidagi yig“indilar max AS, >0
mos integral yig‘indilarining limitiga teng bo‘lgan limitlarga ega bo‘ladi.

Yoy og'irlik markazining koordinatalari tubandagi aniq integrallar bitan
ifodalanadi.

]ms ]x 1+ £ (x)dx ] f(x)ds ]’ LW+ £ (x)de
xr = 'l = db s yc - £ :
fas  [is f2)a

I ¥

]’ds j,/1+ [ (x)x

I-misol. Ox o‘gning yuqorisiga joylashgan yarim aylana x?+ y*= R
(-R<x<R) ogiik markazining koordinatalari topilsin.

y= RI_IL‘_#_=_ X s = l+(ij:ﬁ..
,dl‘ T_': ry M

R}-x?
]‘ R -x'. R R]'dx ,
y _ ~R Rz—_‘rl -8 ZR ZR
¢ Ta xa xR x

Yarim aylana Ox o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lgani uchun x,=0;
b) Tekis shaklning og'irlik markazi.
Berilgan shakl y=f,(x), y=/f,(x), x=a, x=»b chiziglar bilan che-
garalangan bo‘lib, moddiy tekis shakldan iborat bo‘lsin, sirt zichligini,
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ya'ni sirt birlik yuzining massasi shaklning hamma bo‘laklari uchun
o'zgarmas va & ga teng deb hisoblaymiz.

: : b-a, . s . :
Berilgan shaklni x=x, =H+Tl {(i=0,l,...n) to'g'ri chiziglar bi-
lan kengligi Ax,,Ax,,...,Ax_bo‘lgan polosalarga ajratamiz.
Har bir polosa massasi polosa yuzi bilan zichlik ko‘paytmasiga teng
bo‘ladi. Agar har bir polosaning asosi Ax, va balandligi f, ‘(g,)— fi(€)

+Xx
bo‘lgan (bunda ¢, = o= > ) to‘g‘ri to‘rtburchak bilan almashtirsak, u

holda polosaning massasi taqriban Am,=5[fz(§,)— f,(f,)]dx, (i=12...7)
teng bo‘ladi.

Bu polosaning og‘irlik markazi taxminan tegishli to'g'ri
+£(8)
2

[ /

to'rtburchakning markazida bo'lsa, (x,), =¢, (), _£i)
bo‘ladi.

Endi har bir polosaning massasi tegishli polosaning rnassasiga teng
bo‘lgan va polosaning og‘irlik markaziga to‘plangan nugta bilan

almashtirib,butun shak! og'irlik markazi koordinatalarini hisoblash uchun
taqribiy formulani olamiz:

2 £8[1, ()~ fuE)]ax,

Y S[h(E)- €A,

) %Z[fz(s‘,)*“f.(s‘.)]"‘[ﬁ (£)-71¢)]ax,

2.8[1,(&)- £,&)]ax,

Ax, -0 da limitga o'tib, berilgan shakl og‘irlik markazining koor-
dinatalarini topamiz:

Ve

(5L () o)

X =

[

hfz (x)_fl(x)]‘ﬁ |

1@ s} ol 7 r)e
y.=—* '

6= 50
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Bu formulalar har qanday bir jinsli ”
tekis shakllar uchun o‘rinli bo‘ladi.
Misol. y3=2px parabolaning x=a
to‘g'ri chiziq bilan kesishishidan hosil
bo‘lgan segment og‘irlik markazining koor-
dinatalari aniqlansin (137-chizma).
Yechish. Berilgan holda:

f2x)=2px; fi(xy=-2px ;

137-chizma.
- 2 ol
2[e2pe e 22p %50 SaVa
= 2 = l".= =—{
e s 2 5
ZI-.,}prdr 2 zp,j_x: Eﬂ\/;
a

X

¥.=0 (chunki segment (Ox) o‘qga nisbatan simmetrik).
O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar.

l. y=f(x) egn chiziq Ox o'qi, x=g va x=b (a<b) to'g'ri chiziqlar
bilan chegaralangan tekis shakl yuzi ganday hisoblanadi?

2. Egri chiziq tenglamalari parametrik ko*rinishda berilgan tekis shaklning
yuzi Dekart koordinatalarda ganday hisoblanadi?

3. Qutb koordinatalar sistemasida egri chizig bilan chegaralangan egri chiziqli
sektorning yuzini hisoblash formulasini yozing.

4. Tekis egri chiziq yoy uzuniigini Dekart koordinatalar sistermnasida hisob-
lash formulasini yozing.

5. Aylanish jismining hajmini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

6. Aylanish jismining sirtini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

7. Egri chizigning koordinata o'qlariga nisbatan statik momentini hisob-
lash formulasini yozing.

8. Egri chiziqli trapetsiyaning abssissa o'qiga nisbatan statik momentini
hisoblash formulasini yozing.

9. Tekislikda moddiy nuqtalar sistemasining og'irlik markazi koordinata-
larini hiscblash formulasini yozing.
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Vill BOB
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

1-§. Differensial tenglama tushunchasi va uning xossalari.
Ba’zi bir birinchi tartibli differensial tenglamalarni yechish
metodlari

1.1. Differensial tenglamaga olib keluvchi masalalar,

Atrofimizda sodir bo‘layotgan ko‘pgina hodisalar va jarayonlar hodisa
yoki jarayonni tavsiflaydigan noma’'lum funksiya va uning hosilasi qat-
nashgan tenglamalar orqali ifodalanadi.

Bu tenglamadan noma’lum funksiyani topish masalasi qo‘viladi.
Misollar keltiramiz.

1-masala. Massasi m bo‘lgan jism biror balandlikdan yerga tashlab
yuborilgan. Bu jismning tushish tezligi 9 ganday gonun bilan o‘zgaradi?
3=9(t) munosabatni topish talab gilinadi.

Yechish. Nyutonning ikkinchi qonuniga ko‘ra.

ma=F; (*
bu yerda m — jism massasi; a — jism tetlanishi; F — tasir etuvchi
kuch. Bunda ikki hol bo'lishi mumkin:

a) jismga havoning qarshiligi hisobga olinmagan hol;

Jismga havoning qarshiligi hisobga olinmasa, jism fagat og‘irlik
kuchi ta’sirida harakatlanadi, ya’ni F =mgga teng bo'ladi.

U holda (*) dan quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz.

mﬁ*m oki Ly **)
a8 YoKI =8

(**) ~ tezlikga nisbatan birinchi tartibli differensial tenglama.

b) jismga havoning tezligiga proportsional bo‘lgan garshilik kuchi
ta'sir etgan hol.

Bunda F ... =% bo'ladi. Bu yerda — p proportsionallik koefTit-

sienti, 8 — jismning tezligi.
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Bu holda jismga F=mg—F__ ... kuch ta’sir etadi. U holda (*) dan:

md—'g-—m - &
i g = P,

yoki

ds
—=g-£3 (***) ga ega bo‘lamiz.
dt m

Biz yana birinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo‘ldik.

2-masala. Massasi m ga teng
bo‘lgan yukni k bikirlikka ega pru-
jinadagi to'g'ri chizigli tebranma ha-
rakatidagi holati x (uning koordi-
natasi x ga bog'liq, boshqacha ayt-
ganda x=x(f)), ya'ni x=x() fun-
ksiya aniqlansin.
Yechish. Prujina erkin (cho‘zilmasdan turgan) holatdagi yukning
turgan nuqtasini koordinata boshi 0 deb belgilab olamiz (138-chizma).
U holda prujina cho‘zilganda uzunligi f bo‘lsa, prujinaning mahkam-
langan ikkinchi uchining koordinatasi / bo‘ladi. Shunday qilib yukning
koordinatasi son jihatidan prujina uzunligining o‘zgarishiga teng bo‘ladi.
Prujinaning uncha katta bo‘lmagan cho‘zilishida prujinaning yukga
ta’sir kuchi Guk qonuniga ko‘ra tubandagicha ifodalanadi:
F=<kx;
bu yerda “~” ishorasini olinishiga sabab, kuch yo‘nalishi prujinaning
cho‘zilishi (qisilishi) yo‘nalishiga qarama-qgarshi, tezlik ta’rifiga ko‘ra:
dx

F=—.
dt

Bu holat uchun Nyutonning ikkinchi gonuniga ko‘ra tubandagi
tenglamani yoza olamiz:

138-chizma.

2 2 d%x &
F=ma, azf—x; m£=—kx yoki ;+—-x=0;
@t &? @t m

bu esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.

1.2, Differensial tenglamaning ta’rifi va vning umumiy yechimi.

1-ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi x, noma'lum funksiva y= f{x) va uning
y,y"....y"" hosilalari qatnashgan tenglamaga differensial tenglama de-
yiladi.
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Differensial tenglama simvolik ravishda tubandagicha yoziladi:
F(x,3,¥, "%, y")=0,

X im)
Floy2 22 420
& ae

yoki

Agar izlangan funksiya y= f(x) bitta erkli u‘zgamvc}ﬁning fun-
ksiyasi bo'lsa, u holdz differensial tenglama oddiy deyiladi. Agar izlan-
gan funksiva y= f(x) ikki yoki undan ortig o‘zgaruvchilarga bog‘liq
bolsa, bunday differensial tenglama xususiy hosilali differensial teng-
lama deyiladi.

2-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamaga kirgan
hosilaning eng yuqgori tartibiga aytiladi.

y'-5xy*+y+3=0— birinchi darajali,
y*+ky'-sy—~cosx=0 — ikkinchi darajali differensial tenglama.
3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb dif-
ferensial tenglamaga y, ', y*... laming o‘miga qo‘yganda uni ay-
ntyatga aylantiradigan har ganday y=g@(x) funksiyaga aytiladi.
2

d
Misol. _;:i +y=0 differensial tenglamaning yechimlari y=sinxva

y=cosx funksiyalan bo‘ladi.
Bulami tenglamaga qo‘yamiz. y'=cosx; y"=—sinXx; —sinx+sinx=0

xuddi shuningdek, y'=-sinx; y"=-cosx; —cosx+cosx=0.

1.3. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Ushbu F(x,y,¥)=0 tenglama birinchi tartibli differensial tengla-
ma deyiladi.
Agar uni y" ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa uni y'= f(x,y)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu holda differensial tenglama hosilaga
nisbatan yechilgan deyiladi.

Differensial tenglamaning yechimiga oldingi mavzuda ta’rif berdik.
Ammo, misollardan ko‘rinadiki, differensial tenglamaning yechimi bitta
funksiya bo‘lmasdan funksiyalarning bir butun to‘plami bo‘lishi mum-
kin. Shuning uchun umumiy yechim to‘g‘risida so‘z yuritamiz.

Teorema. Agar y'= f(x,y) tenglamada y= f(x) funksiya va un-
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dan y bo'yicha olingan % xususiy hosila xOy tekislikdagi nuqtani o'z
ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,u holda berilgan
tenglamaning x=x, bo‘lganda y =y, shartni qancatlantiruvchi birgina

yechimi mavjuddir. x=x, bo‘lganda y funksiya berilgan x, songa teng
bo'lishi kerak degan shart boshiang'ich shart deyiladi. Bu shart ko*pincha

Yzez, = Yo ko‘rinishda yoziladi.

I-ta’rif. y'=f(x,») tenglamaning boshlang‘ich shartni ganoat-
lantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Z2-ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
deb go'yilgan shartlami ganoatlantiruvchi y=@(x,c) funksiyaga ayti-
ladi: bunda —¢ ixtiyoriy o‘zgarmas son.

a) bu funksiya ¢ o‘zgarmas miqdorning har qanday konkret qiy-
matida ham differensial tenglamani qanoatlantiradi;

b) x=x,bo‘lganda y=p, boshlang‘ich shart har qanday bo‘lganda
ham, ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ ning shunday ¢, qiymatini topish mum-
kinki y=@(x,c) funksiya boshlang‘ich shartni qanoatlanlantiradi, ya’ni
Yo =P(X5:€,)-

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko‘pincha
y ga nisbatan yechilmagan F(x,y,c)=0 ko‘rinishidagi munosabatga
duch kelamiz.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi F(x,y,c)=0
ko‘rinishidagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

3-ta’rif. Ixtiyoriy ¢ o'zgarmas miqdorga ma’lum c=¢, Qiymat
berish natijasida y=g@(x,c,) umumiy yechimdan hosil bo‘ladigan har
ganday funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda F(x,y,¢,)=0
munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Umumiy integral geometrik nuqtayi nazardan koordinatalar tekis-
ligida bir ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ miqdorga bog‘liq bo‘lgan egri chiziglar
oilasini ifodalaydi. Bu egri chiziglar berilgan differensial tenglamaning
integral egri chiziqlari deyiladi. Xususiy integralga bu oilaning tekislikda
berilgan biror nuqta orgali o‘tuvchi bitta egri chizig‘i mos keladi.

Tengiamaning yechimi deb, fagat tenglamani ganoatlantiruvchi
y=@(x, ¢,) funksiyanigina tushunmasdan, balki unga mos integral egri
chizigni ham tushunish kerak.

Differensial tenglamalarni yechishning yagona usuli mavjud
bo‘lmaganligidan differensial tenglamalaming ayrim turlarini va ular-
ning yechimlarini topish usullarini qaraymiz.
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1.4. O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar.

1. Eng sodda birinchi tartibli differensial tenglama quyidagi
ko‘rinishda bo‘lib, bunga o‘zgaruvchalari ajralgan differensial tenglama
deyiladi.

Mdx + Ndy = (. (1)

Bu tenglamaning umumiy integralini hadlab integrallash orqali
topamiz: [Mdx+ [Ndy=c. ¢

Misol. xdx + ydy =0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish. xdr+ ydy=0 tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan birinchi
tartibli differensial tcnglama Uni integrallab, umumiy integralni topamiz:

fudc+ [ydy=0; = ”?=E 2% =c* deb belgilab, x?+y?=c®

ga ega bo‘lamiz.
Bu markazi koordinatalar boshida, radiusi ¢ ga teng bo‘lgan kon-
sentrik aylanalar oilasidan iborat.

2.
M, (x)x N, (y)dx + M,(x)x N, (y)dy =0, (2)
%aﬂ(x)m(y); 3)

ko‘rinishidagi tenglamalar ham o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar
deyiladi.
(2) tenglamani M (x)- N,(y)#0 ga bo'lib, uni o'zgaruvchilari ajral-
gan tenglamaga keltiramiz.
M@, L)
M, (x) N
Buni integrallab, umumiy integralni topamiz. (3)—ko‘rinishidagi
tenglamani o‘ziga xos tomoni, tenglamaning o‘ng tomoni har bir bitta

x yoki y o‘zgaruvchiga bog'lig bo‘lgan ko‘paytuvchilarga ajralgan.
(3) — tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozamiz;

dy = f,(x)x f,(y)dx,

bundan f,(x)=0 deb quyidagi ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz.

dy
——= fi{x)dx By ifodani integrallab, umumiy integralini topamiz.

o)
I—ﬁd}m [fidrsec.
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Misol. y'=xy” tenglamaning umumiy integrali topilsin.

Yechish, )’ ni % ga almashtiramiz;

=xy"; bundan dy=xy'dx y#0 deb quyidagini hosil gilamiz:

e &S

=xdx ; buni integrallaymiz;

& |
5 I v 2 bundan

e,

2
y=—;+2c; 2¢, ni ¢ deb belgitasak, umumiy integral quyidagi
ko'rinishni oladi.

2

y=——+c.
o2

1.5. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar.

I-ta’rif. Agar # ning har qanday giymatida f(ux, uy)=p" f(x, y)
ayniyat to‘g‘ri bo‘lsa, f(x,y) funksiya x va y o‘zgaruvchilarga nis-
batan 7-—o'lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

I-misol. f(x, y)=1fx’ —y* funksiya bir o'lchovli bir jinsli funksiya

Slux, uyy=J(ux) —(uy) = px* - y° = uf(x,y).

2-misol. f(x, y)=x*-y*—y* funksiya to‘rt o‘lchovli bir jinsli
funksiya

Sux, py) = (ux)* (uy)? - (ux)* = w*(x*y* - y*).

II+2

Xy

S-mﬂl. f (x‘.l y ) =

funksiya nol o‘lchovli bir jinsli funksiya.

2-ta’rif. Agar birinchi tartibli differensial tenglamada ya’ni

%w’ (x, ¥) 4

da f(x, y) funksiya x va Y ga nisbatan nol o‘lchovli bir jinsli

funksiya bo‘lsa, (4) o‘zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli tenglama
deyiladi.

Bir jinsli tenglamani vechish.
Agar tenglamaning o‘ng tomonida f(x, ) funksiya nol o‘lchovii
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i

bir jinsli funksiya bo'lsa, unda #=— desak F(x, »)=f(, L) ga epa
X

bo‘lamiz. Bu holda (4) tenglama *

LAY N :
;"f(l: ;), (4)
ko‘rinishda bo‘ladi.
O'zgaruvchilarmmi almashtiramiz. z=X yoki y=2x, Y holda,
X
dz
-—=z+—x;
dx
Hosilaning ifodasini (4') ga qo‘ysak o‘zgaruvchilarga ajraladigan

az
z+x—;=f(l, z) tenglama hosil bo‘ladi. O‘zgaruvchilami ajratib yo-
Zamiz:
& _ @@ @ d&
g T vk T
Buni integrallaymiz.

d& _ pd _ _ &z
J'Jvf(l,;:}'—i.f-rx € yoki !"M'I -z ¢

Integrallagandan keyin z o‘rniga -f nisbatni go‘ysak (4') tengla-
maning umumiy integrali hosil bo‘ladi.

& xy
Misol: e =x, +y? tenglamani umumiy integralini toping.

Yechish, y=2zx almashtirishni bajaramiz.

& & L :
—=z+—x, buni yuqoridagi tenglamaga qo‘yamiz. U holda tenglama
_(-2)r &
1 2
yoki : *
oot
z z - 4

ko‘rinishga keladi.
Tenglamani integrallaymiz

l
Ez"l" lﬂ'Z' = ].lllII + ll'llC].
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Z ni o'riga z=2 ni qo‘yib, berilgan tenglamani umumiy echimini
X
topamiz,

o

1.6. Bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamalar

Quyidagi
vy  ax+by+c
= - (5)
d&c ax+by+c,
ko‘rinishdagi tenglama bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Agar c= ¢, =0
bo‘lsa, (5) tenglama bir jinsli tenglama. Endi ¢ va ¢, (yoki buiardan
bittasi) noldan farqgli bo'lsin.

O'zgaruvchilarni almashtiramiz. x=x,+h, y=y, +&

u holda
dy dy

P ©®

X, ¥y va % larning ifodalarini (5) tenglamaga qo‘ysak
&,  ax +by +ah+bk+c
d, ax+by +ah+bk+c,’

(7)
h va k ni
ah+bk+c=0;
{a,h +hk+c, =0, ®)
tenglamalar o'rinli bo‘ladigan qilib tanlaymiz. Bu shartda (3) tenglama

aj"l = I‘II| +byl .
dx, ax +by,
bir jinsli tenglamaga aylanadi.
Bu tenglamani yechib, so‘ngra (6) formulaga ko‘ra x va y larga
o‘tsak (5) tenglamaning yechimini hosil gilamiz.

Agar ab —ab=0 bo'lsa (8) sistemani yechimi yo‘q. Ammo bu

b
holda %=F',ya’ni a, = pa, b = ub desak (5)—tenglama:
@y _ (x+bw)+e
dx  pax+b)+ ¢, ' ®

ko‘rinishga keladi.
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Bundan:

Z=ax+by; (10)
almashtirish yordamida tenglama o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglarnaga
keltiriladi, ya’ni:

& & _1& a
&' & b & b (th
(9) tenglamaga (10) va (11) ifodalarni qo‘ysak:

—=a+b

tenglamani hosil gilamiz.
Bu esa o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglama (5) ni integrallashga
o'xshash holda tubandagi tenglamani integrallaymiz.

ay = b ax+by+c I
dx a,x+b.y+c,l‘

Miso, 2=ty 3 : L T
sol. & x-2y-4 tenglamaning umumiy integralini toping.

Yechish, Buni bir jinsli tenglamaga keltirish uchun o‘zgaruvchilarni
almashtiamiz. x=x, +# y=y, +k.
& 2x,+y +2h+k-3 [2h+k-3=0
i =x,-2y,+a-n-4 {h—2k——4=0 h=2, k=-1.
dy, _2x+y Y, I-2u p dx,

Uu=—.

. . u
a, x -2y x,°’ Y =1 2(1+u4°) X,

-i;arcfgu-%lnll+u’|= In(x,)+Inlc|; arctgu= ZInIct, Vl+u?

1

—m
xVl+u =t
Y

bu yerda y o‘rniga - ni qo‘yib:

ni hosil gilamiz.
Nihoyat x va y o‘zgaruvchilarga o‘tib, natijada

el

I
eJ(x=-2) 4 (y+ 1) =¢Z 52 umumiy integralni hosil gilamiz.
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1.7. Birinchi tartibli chiziqli tenglamalar.
Ta’rif. Noma'lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli
bo‘lgan quyidagi tenglamaga birinchi tartibli chiziqli tenglama deyiladi.

{z—+P(r)y=Q(x); (12)

bunda P(x) va (X(x) lar x ning berilgan uzluksiz funksiyalari (yoki
o'zgarmas sonlar). (12) chizigli tenglamaning yechimini ikki funksiya
ko‘paytmasi shaklida izlaymiz. y=u(x) 9(x);

y =(ux8) =u'8+us’; (13)

yoki
yi=f3+£u;
dx dx

buni (12) ga go‘yamiz.

du d&
I—+—u+ pud=0,
ot pud=0;
yoki
d9 du
(—+ pI)+8—=0;
( ol ) = o; (14)
Endi ¢ ni shunday tanlaymizki,
d9
—+ pd=0,
. P (15)
tenglama o‘rinli bo‘lsin.
ds
3 - pd].',
~Infc | +in|9|= -] pdx;
yoki
3=ce'r,

(15) tenglamaning noldan farqli biror yechimini topish yetarik
bo‘lgani uchun
Hx)=ert, (16)
deb olamiz.
Bu topilgan 9 ni giymatini (14) ga go‘yib hosi! bo‘lgan tenglamani
yechamiz;
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49 ey a‘u_ . EJ--=g'(i)
& TP =06, s

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechamiz: u= Ig—fx—)dr+c; u
X

va § ni qgiymatini (13) ga go‘ysak

y= S(x)l:_[ g((;)dx+c] yoki ¥=9%(x) %—gdr-l-cﬁ(;); (17D

hosil bo‘ladi. Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi.

Misol. '+ yx=sinx tenglamani eching.

Yechish. Berilgan tenglama chizigli. Bu tenglamani yechish uchun,
yechimni y=u-v ko'rinishda izlaymiz. Agar y=u-v bo‘lsa, u holda
y'=u'v+uw' bo'lib berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.

uv+uv' +uvx=sinx yoki (¥ +ux)v+w’ =sinx. (a)

Bu erda u funksiyani

u+ux =0, (b)
tenglik orinli bo‘ladigan qilib tanlaymiz. U holda (a) tenglama quy-
idagi ko‘rinishga ega bo‘ladi;

w' =sinx; {d)
(b} tenglamani echamiz.
-d—u=——ur; du = —xdx;
ax u
4
J'—d£=rxdx; lnu=—£-—,
u
u=g *
(bu yechim ¢=0 bo‘lgan holga mos xususiy yechim hisoblanadi)
x !

u=e ? ni (d) tenglamaga olib borib qo‘ysak .ﬁ%:sinx ga ega

bo*ladi.
=2 2
Bundan esa dv=e ? sinxdx, 'u'=¢c:+'|le1 sin xdx.

I A 2 2 4
Demak y=uv=e ? Ieisinxdx+c =ce 2 +¢ ¢ j'e‘-"sinxdr.
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O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

, 1. Qanday tenglama differensial tenglama deyiladi?

2. Differensial tenglama tartibi deganda nimani tushunasiz?

3. Differensial tenglamani umumiy va xususiy yechimlari deb ganday
yechimlarga aytiladi?

4. Birinchi tartibli differensial tenglama yechimi mavjudligi va yagonaligi
tojg'risidagi teoremani ifodalang.

3. Umumiy va xususiy yechimlamni geometrik nuqtayi nazardan talgin qilib

ng.
6. Birinchi tartibli differensial tenglamalami yechish usullarini ko'rsating:
a) o‘zgaruvchilarga ajralgan va ajraladigan tenglamalar uchun;
b) chiziqli tenglamalar uchun;
d) bir jinsli tenglamalar uchun.

2-§. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar

2.1, Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalarni yechish
metodlari. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama uchur Koshi
masalasi.

Tubandagi ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chiziqli diffe-
rensial tengiama deyiladi.

Y'+ P(x)y' +q(x)y = f(x). (N
Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani birinchi tartibli
differensial tenglamani umumiy yechimini ko‘rsatgandek, umumiy
yechimini ko‘rsatib bo‘Imaydi. Shuning uchun ikkinchi tartibli chi-
zigli differensial tenglamani tatbiq uchun zarur hisoblangan XUSUSiy
hollarini ko‘rib o‘tamiz. Jumladan, o‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi
tartibli chizigli differensial tenglamani qaraymiz. Uning umumiy
ko'rinishi tubandagicha:
Y + Py +qy= f(x); (2)
bu yerda p, ¢—lar o‘zgarmas kattalikiar.
Agar f(x)=0 bo‘lsa (2) tenglama ikkinchi tartibli bir jinslimas
chizigli differensial tenglama deyiladi.
Agar f(x)=0 bo‘lsa, bir jinsli chizigli tenglama deyiladi.
Y+ Py +qv=0; (3)
(2) va (3) differensial tenglamalarni yechishni o‘rganishdan oldin
chizigli bog'lig hamda chizigli bog'liq bo‘lmagan (erkli) funksiyalar
tushunchasi bilan tanishamiz.
»{x) va y.(x) funksiyalar [a,h] kesmada berilgan bo‘lsin. Agar
shunday o‘zgarmas @, va @, sonlar uchun (ulardan hech bo‘lmaganda
hittasi noldan fargli).
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@,y (x)+a,y.(x)=0; 4)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda y (x) va y,(x) funksiyalar chizigli
bog‘liq funksiyalar deyiladi.

Agar (4} ayniyat faqat o, =a, =0 bo‘lganda o‘rinli bo‘lsa, u hada
y,(x) va y,(x) funksiyalar ch:znqll bog‘liq bo‘lmagan erkli funkswé[ar
deyilad:.

»i(x)
¥a(x) ‘{

ya’'ni ulaming nisbati o‘zgarmas songa teng bo‘lmaganda chiziqli erkL
bo‘ladi. .

Misol. y,(x)=sinx, y,(x)=cosx funksiyalar chiziqli erkli ﬁmksryalai

bo‘ladi, chunki «,-sinx+a,-cosx=0 ayniyat faqat a,=a,=0
bo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi.
Agar y (x) va y,(x) funksiyalar chizigli erkli funksiyalar bo‘lsa,

ulardan hech biri aynan nolga teng bo‘lmaydi.
Endi (2) va (3) differensial tenglamalarni yechish bilan shugulla-
namiz. Dastlab:

Boshqacha aytganda, ikkita y,(x) va y,(x) funksiyalasr

Y+ P(x)y' +q(x)y =0 (3)
ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamani qaraymiz.
1-teorema. Agar y (x) va y,(x) funksiyalar (3) tenglamaning chiz-

iqhi erkli xususiy yechimlari bo‘lsa,u holda (3) tenglamaning umumiy
yechimi

yx)= 1 4 (x)}+ czyz(x) (4)
bo‘ladi, bunda ¢,,c, —ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

Isboti. y,(x) va y.(x)} (3) tenglamaning xususiy vechimlari bo‘lsa,
u holda bu funksiyalar (3) tenglamani qganoatlantiradi.

Yi(x)+ P(x)- y|(x) + g(x)- y,(x)=0.
Yi(x)+ P(x)- y3(x) + g(x)- y.(x) = 0.

Tubandagi ¢,y,(x)+¢.y,(x) funksiya ham (3) tenglamaning yechi-
mi bo‘ladi. Haqiqatan ham, bu funksrya hamda uning hosilalari:

yy(x)= [cly,{rhczyzix)] ey (x)+e, ) (x):

&)

J’E(IF[CIJ-’[{I)HZJ'Z{I]] =clyi{x)+c2yi(x}; Bular va (3) dan:

cl.vi{x)ﬂzyz'(xl”’{ x)[cly'|{11+¢2y'2{xl] '+q{x)[c1y1 (x}cqyq (x)]=
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=e ¥ (x)+ P(x)e,yi(x)+ q(x)e y,(x)+c, )5 (x)+ P(x)c,y,(x)+ g(x)e,y,(x)=

=¢,[¥1(x)+ POy + 00y, (0) ]+ ¢, [ 33 () + PG)Y3 (0 + g(o)ya(0)];
ga e¢ga bo‘lamiz, (5) munosabatga asosan,

[c]yl(x)"'c:yz(x):l + P(x)'[clyl(x)+czyl(x)] + Q(x)[clyl(x)+cly1(x)]= 0;
bo‘ladi.

Bu esa ¢ y,(x)+c,y,(x) ning (3) tenglamaning yechimi ekanini
bildiradi. Demak, y(x)=c,y (x)+c, ¥,{x) yechim beriigan:

Y+ P(x)y +¢(x)y =0,
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi. Ikkinchi tartibli
Y + P(x)y +q(x)y = f(x), (6)
tenglamaning umumiy yechimi haqida ushbu teorema o‘rinli.
2-teorema. (6) tenglamaning umumiy yechimi, shu tenglama xu-
susiy yechimi bilan (3) tenglamaning umumiy yechimi yig‘indisiga teng
bo‘ladi.
Y win = Ve biins TV ;
bu yerda ¥ — (6) tenglamaning xususiy yechimi V + )y +q(x)y= f(x)

tenglamani y._. =y,, ¥ (x,)=48, shartni qanoatlantiruvchi yechimini
izlash masalasi Koshi masalasi deyiladi.

2.2. O‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi
tartibli bir jinsli chizigli tenglamalar,
Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama
Y +PY +gqy=0; (7)
berilgan bo‘lsin, bunda P va g o‘zgarmas haqiqiy sonlar.

Oldingi temadagi isbot qilingan teoremaga asosan, bu tenglamaning
umumiy integralini topish uchun uning ikkita chiziqli erkli Xususiy
yechimini topamiz.

Xususiy yechimlarini

y=e*® (8)
(bunda k =const) ko‘rinishida izlaymiz, bu holda Yy =ke®,y" = k",
Bulamni (7) tenglamaga qo‘ysak, tenglama e®(k* + pk +q)=0
ko‘rinishni oladi. Ammo e* %0 bo‘lgani uchun
k2 + pk+g=0. 9
Demak, & (9) tenglamani qanoatlantirsa, u holda e™ (7) tengla-
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maning yechimi bo‘ladi. (9) tenglama (7) tenglamaning Xarakteristik
tenglamasi deyiladi.
Xarakteristik tenglama ikkita ildizi bo‘lgan kvadrat tenglamadir, bu

ildizlarni &, va k, bilan belgilaymiz.

2 !
2 44 2 V 4

Bunda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
a) &, va k, — haqiqiy bir-biriga teng bo'lmagan sonfar (k,#k,);
b) k, va k, — kompleks soniar;
d) k, va k, — haqiqiy va bir-biriga teng sonlar (k, =&.,).
Bu hollami ayrim-ayrim garaymiz.
a) xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va har xil (£, zK,)
bo‘igan hol:

Bu holda y, =¢™*; y_ =%, funksiyalar xususiy yechimlar bo‘ladi.

2
. Y2 kz.r_ (ko =k )x . : e g .
Bu yechimlar % -:}-]-;-—f zcons! bo‘igani uchun chizigli erkli
bo‘ladi.
Demak, umumiy integral
y=ce™ +c, e (10)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Misol. y*+3y +2y=0 tenglamaning umumiy integrali topilsin.
Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib ildizlarini topamiz.
2 43k+2=0 k =-2, k,=-1. lidizlar haqiqiy har xif demak,
vmumiy integral
y=ce™* +c,e”
b) xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks, qo‘shma
k=a+if, k,=a-if.
Bu yerda

Xususiy yechimlami quyidagi shaklda yozish mumkin:
X ___efﬂrﬂ}: =em.- _Efﬂx_

k
y =€

k.x - -
y,=e 7 =g =% .,
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Bu ifodaga ushbu e =cos@+ising.
Eyler formulasini tadbiq qilib, uni quyidagicha yozamiz:
¥, =e* cos fx+ie“ sin fx; y,=e" cos fx—ie“ sin Ox;
Ma'lumki, bir jinsli tenglama yechimlarining chizigli kombinatsiyasi
ham tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shuning uchun quyidagi

_ +¥.  ar _ - c .
J’u'_'y'zy':f cos fx; }'2=—--——y'2y’=e" sin fBx :

funksiyalar ham tenglamaning yechimlari bo‘ladi. Ular chiziqli erkli,
chunki

% =ctgfix # const
Y,

Demak, y,,y, funksiyalar (7) tenglamaning yechimlarining funda-
mental sistemasini tashkil etadi. Shunday qilib, bu funksiyalarning chizigli
kombinatsiyasi

y=e"(c, -cos fx+¢, - sin Bx); (11)
berilgan tenglamaning umumiy yechimini beradi.

Misol. Ushbu y"+4y'+5y =0 tenglamani umumiy yechimini toping.

Yechish. y'+4)y'+5y=0 differensial tenglama uchun xarakteristik
tenglama k% +4k+5=0 bo‘ladi.

Uning ildizlari &, =-2-i;k, =-2+i, a=-2; B=1.

Yechimlaming fundamental sistemasi: y,=e™ -cosx; y,=e*sinx

Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

¥, =e (e, -cosx+c, -sinx);

(11} yechimning muhim xususiy holi xarakteristik tenglama ildizlar-
ining sof mavhum sonlardan iborat bo‘lgan holidir.

Bu (7) tenglama p=0 bo‘lgan holda o‘rinli.

Y+gy=0 (12)
xarakteristik tenglamasini tuzamiz.
k*+q=0; g>0;
k,,=tiJg=1f, a=0 bolsa (11) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

y =c, -cos Bx+c, sin Bx. (13)
d) xarakteristik tenglamaning ildiziari haqiqiy va teng (karrali)
k =k, =—--‘:— ; binta xususiy yechim y, =" yugoridagi mulohazalar

asosida hosil gilinadi.
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o' funksiya ikkinchi xususiy yechim sifatida qaralishi mumkin
emas, chunki ¢** =e¢*"

Shunday xususiy yechim topish kerakki, u birinchi yechim y, =™
bilan chizigli eckli bo‘lsin. Ikkinchi yechim y, = xe'* funksiya bo‘lishi
mumkinligini ko‘rsataylik.

. Ch_xe
u y, bilan chizigli erki, chunki =5 = 1% const

Endi y=xe** funksiya (7) tenglamani qanoatlantirishini tekshirish
goldi. Uni ikki marta differensiallaymiz:
yi=e"(+kx), ¥y ="V (kix+2k,);
Vas ¥s» ¥3—lami berilgan (7) renglamaga qo’yamiz:
e [(k,lx +2k)+ p(1+ &k, x)+ qx] =0.
Qo‘shiluvchilamni gayta guruhlaymiz va g% »( qisqartiramiz:
x(k? + pk, + )+ (2k, + p)=0; (14)
k — xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgani uchun birinchi qavs
aynan nolga teng, ya'ni
kix+ pk, +g=0;

k, —Kkarrali ildiz, ya’ni k =k, =-§ yoki 2k, =-p bo‘lgani uchun

(14) dagi ikkinchi gavs ham aynan nolga teng, ya'ni 2k, +p=0.

Demak, y, =xe'” funksiya (1) tenglamaning ycch:m: bo‘ladi va
y, =e** bilan chizigli erkli. Shunday qilib, y, =e"* va y, =xe"
yechimlar (7) tenglama yechimlarining fundamental sistemasini tashkil
etad.

Demak, bu funksiyalaming chizigli kombinatsiyasini tashkil etadi.

Y=y, +6,y, =€ (e, +e:x); (15)

(1) tenglamaning umumiy yechimini beradi.

Misol. Ushbu " +4y'+4y=0 tenglamaning umumiy integrali
topilsin. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz.
Xarakteristik tenglama £?.+4k+4=0 ko'rinishda bo‘ladi. Uning il-

dizlari: &k =k,=~
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Fundamental yechimlar sistemasi y =e¢™ va y, =xe™;
Differensial tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:
y=e(c, +¢,x).
2.3. Bir jinslimas tenglamani kvazi

ko‘phad hol uchun xususiy yechimi.
Bizga oldingi 2.1-mavzudagi 2-teoremadan ma’lumki,

Y+ P(x)y +g(x)y = f(x); (16)
bir jinslimas tenglamaning yechimi (16) tenglamaga mos
Y+ P(x)y +q(x)y =0 (17)

bir jinsli tenglama umumiy yechimi bilan bir jinslimas tenglamaning
bitta xususiy yechimi yig‘indisidan iborat. Bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topishni ko‘rib o‘tdik. (16) tenglamaning xususiy yechimini
topishni qaraymiz,

Biz differensial tenglamani texnikada ko‘p go‘llaniladigan ya’ni o‘ng
tomoni kvazi ko‘phad bo‘lgan bir jinslimas tenglamani xususiy yechimini
topishni ko‘ramiz.

Aytaylik, f(x}=F,(x)e’ bo‘lsin. Bu holda (16) tenglamaning
xususiy yechimini quyidagi uchta ko‘rinishdan biri shaklida izlaymiz:

a) agar 7 xarakteristik tenglama ildizlar & va k. larni bittasiga
ham teng bo‘lmasa,xususiy yechim y,(x)=0_(x)ye’* ko‘rinishda izla-
nadi; bu yerda Q@ _(x)— noma’lum koeffitsientli m — tartibli ko‘phad.

b) agar r xarakteristik tenglama ildizlari k, va k, lardan biriga
teng bo‘lsa, u holda yechimni y,(x)=xQ, (x)ye’* ko‘rinishda izlaymiz.

d) agar y xarakteristik tenglamaning karrali ildizi & ga teng bo‘lsa,
u holda yechimni y,(x)=x’Q_(x)ye’* Kko‘rinishda izlaymiz;

Bularga misollar keltirib, Q_(x) ko‘phadni noma’lum koeffitsient-
larini topishni ko‘rsatamiz.

l-misol. y"+5y' -6y=13 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. %?.5t_6¢=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari
k,==6;k,=1. Bu holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=ce” +c,e™ bo'ladi. Berilgan bir jinslimas tenglamani o‘ng to-
monini nol ko‘rsatkichli kvazi ko‘phad deb qarash mumkin, ya’ni
R, (x} ;0% =13e ox=13.

Shu sababli xususiy yechimni 3(x)=Q,(x) = 4, ko‘rinishda izlaymiz.
A, -noma’lum koeffitsient. Bu yechimni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

—6A4,= 13.
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Bundan A4,= —162. Shunday qilib, berilgan tenglamani umumiy
13
yechimi y=y+y ya'ni y=c, X +c, e_ﬁx'_ﬁ" bo‘ladi.
2-misol. )" — ' —2y=14x2—3x+1 tenglamaning umumiy yechimini
toping.
Yechish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli y*~ )’ —2y= 0

tenglamaning umumiy yechimini topamiz. k*—k—2=0 xarakteristik teng-
lamaning ildizlari k,=—1 va k,=2 bo‘lgani uchun umumiy yechim

y=c, X te,,2x bo'ladi.

Berilgan tenglamaning o‘ng tomoni ikkinchi darajali ko‘phad bo‘lgani
uchun, uning xususiy yechimini ikkinchi darajali ko‘phad shaklida
izlaymiz, va’ni

y=Axt + Bx + C.
Bu ifodani differensiallab quyidagilarni topamiz va berlgan teng-

lamaga qo‘yamiz. 3y = 2Ax +5; j = 24;
2A— 24Ax — B — 24x* — 2Bx — 2C = l4x* — Ix + |.
yoki =24Ax* —(24 + 2B)x + QA — B — 20) = 142 — 3x + 1.
Bundan A,B,C koeffitsientlarni topish uchun tubandagi sistemani
tuzamiz:

—-2A=14,
—(24A+28)=-3;
2A-B-2C=1.
- 1
Bu sistemani yechsak: A=—7; B= —2!-1; C=-- 3;.
17
Demak, y=-7x - ¥ 3—-
Berilgan tenglamaning umumly yechimi quyidagicha bo‘ladl

17

y =c, o * t¢, 2x -7xi—- ?I 35

3-misol. "+ 3" =3x2-5 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli y" + y" =0 teng-
lamaning umumiy yechimini topamiz. &¥’+k=0 xaraktenstik tenglama-
ning ildizlari £=0 va k,=—1 bo‘igani uchun umumiy yechim y=¢ +c¢, ,—*
ko‘rinishda bo‘ladi.

Berilgan tenglamaning o‘'ng tomeni ikkinchi darajali ko‘phad. Xa-
raktenistik tenglamani bitta ildizi nol bo'lganligi sababli bir jinslimas
tenglamaning xususiy yechimini y =x{Ax*+ Bx+ () ko'rinishda izlaymiz.
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Bu ifodani differensiallab berilgan tenglamaga qo‘yamiz:
y =3A4x+28x+C, y =6Ax+28B;

6AX+2B+3Ax*+2 Bx+ C=3x?-5;
yoki
JAX}+{6A4+2 B)x+(2 B+(C)=3x2-5.
x o‘zgaruvchining bir xil ko‘rsatkichlari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

JA=3;
64A+28=0;
2B+C=-5,
Sistemani yechib 4, B, C lami topamiz. A=], B==3, (C=1; shun-
day qilib xususiy yechim ¥y =x(x*=3x+1) ko‘rinishda bo‘ladi,
Benlgan tenglamaning umumiy yechimi y=c te, X +x(3—3x+1).
4-misol. y* =5 y' —6y=7 ,3x tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Dastlab " —S5 )y’ —€y=0 bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz. &*—5k—6=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari k=—1
va k,=6 bo‘lganligi sababli uning umumiy yechimi Y=¢, 7% ¢, ,6% bo'ladi.
Berilgan bir jinslimas tenglamani o'ng tomoni ko‘rsatkichli funksiya
7 =3 ga teng bo'lib, xarakteristik tenglama ildizlarini bittasi ham unga
teng emas. Shuning uchun uni 7= A4e3* ko'rinishda izlaymiz. Bu
ifodani differensiallab, y, y', y* larni berilgan tenglamaga qo'yib A
koefTitsientni hisoblaymiz: ;

9 4o3%-15 AE3I-6AE3I =7 4o3%; —124=T, A=‘—E.
7

Bundan xususiy yechim ?=—Eesx ga teng. Benlgan tenglama-

ning umumiy yechimi esa tubandagi ko‘rinishida bo‘ladi:
Y=C, o~ X +cieﬁx —%EBI_
S-misol. y°- )" -2y=9 ,2x tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Dastlab y*—y' —2y=0 bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz. k*—k—2=0 xarakteristik tenglama k =—1 va k,=2
ildizlarga ega. U holda umumiy yechim y=c, ,~x +¢, o 2% bo'ladi.
Berilgan tenglamani o‘ng tomoni ko‘rsatkichli funksiya. Bu holda
¥ =2 ko'rsatkich xarakteristik tenglamani bitta ildiziga teng. Shu sabablj

xususiy yechimni y = de%*korinishda izlaymiz. Bu ifodani ikki marta
differensiailaymiz;
239

www.ziyouz.com kutubxonasi



F = AePF 240255 =0 4o25 4 5 4o 2+ 4 402
7.7 ¥ lami berilgan tenglamaga qo‘yib 4 koeffitsientni aniqlaymiz.

44e%% % 4 4xe2X = 462X~ 2 4xe2¥ = 9 Axe 2X =9 2% 34=9; A=3.
Xususiy yechim y= Ixe?® . Berilgan tenglamani umumiy yechimi

y-ple—x +c|£,2x +3xEZI ga teng.
6-misol. y"-7y +10y=4 ,3x tenglamani y(0)=2; *)' (0)=13;
boshlang'ich shartlami qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish. y"- 7y + 10y = 4,3x tenglamani umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishda;
y:q:lez.r +C 5.1' 283.1? {*)
Boshlang‘ich shartlardan fuydalamb c, va ¢, ixtiyoriy o'zgarmaslarni
giymatlarini topamiz. Umumly yechimni dlﬂ‘cmnmallaymlz
y' 2cle_21 +5c16_51 —6e3%; (*%)
(*) tenglamaga x=0 va y=2 lami qo‘yamiz;
2=¢,,2-0+4c¢, 50 _5,3-0=c +c,-2¢+c,=4 ga ega bo‘lamiz.
(**) ga x=0 va y=13 ni go‘yamiz. 13=2¢, ,2-0+5¢,,5-0 _(,3-0=
=2¢,+5¢,-6;
2¢,+5¢,=19; ¢, va ¢, lami topish uchun tubandagi sistemani tuzamiz:

=% temani yechib larni topami
sistemani yechib s va s, lami topamiz:
2, +5¢, =19 TER A P
(,"I = 3-; C: = —3-.
Demak, boshlang‘ich shartlarmi qanoatlantiruvchi xususiy yechim
quyidagi ko‘rinishda bo‘lar ekan:

| 1]
y=§ 21'{'? 5x 2331‘

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

[. Ekkinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi nimadan
iborat?

2. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich sharini ge-
ometrik ma’nosi nimadan iborat?

3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ta'rif bering.

4. O‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama-
ning umumiy yechimini topish usulini tushuntirib bering.

5. O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi tantibli bir jinsli differensial tenglama
umurniy yechimining uning xarakteristik tenglamasi ildizlariga bog‘liq bo‘lgan
hollari formulalarini yozing.
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IX BOB

EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

1-§. Tasodifiy hodisalar. Hodisaning ehtimoli
1.1. Tasodifiy bodisalar va ular ustida amallar.

Ehtimollar nazariyasi tasodifiy hodisalarning qonunivatlarini
o‘rganuvchi fandir.

Ma’lum shartlar to‘plami (majmuasi) bajarilganda ro‘y benishi (kelib
chiqisht) yoki ro'y bermasligi mumkin bo'lgan har ganday hodisa (voges)
tasodifiy hodisa deb ataladi. Shartlar to'plamini har gal amalga oshi-
rilishi sinov (yoki tajriba) deyiladi.

Masalan, agar tajriba detal tayyorlashdan iborat bo‘lsa, detalning
standartga mos Kelishi — hodisadir; agar tajriba tangani tashlashdan
iborat bo'lsa, uning gerbli tomonining tushish: -~ heodisadir; agar tajriba
o‘yin sogqasini (yoqlariga | dan 6 gacha ragamlar yozilgan kubik)
tashlashdan iborat bo‘lsa, u holda to'rtlik tushishi — hodisadir.

Hodisalar alfavitning bosh harflari bilan belgilanadi: ya’'mi A4,8,C,...

A hodisaning nisbiy chastotasi yoki chastotasi deb, berilgan hodi-
saning ro‘y berish soni m ning berilgan hodisa har birida ro‘y berish
yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lgan bir xil sharoitda o‘tkazilgan
tajrnibalarning umumiy n soniga nisbatiga aytiladi va P*{A4) bilan
belgilanadi.

P*(dy=".

n
Kuzatishlar, tajribalar ko‘p marta takrorlanganda tasodifiy hodisa-
ning P*(A) chastotasi bargaror ekanini Ko'rsatadi. Masalan, tanga

tashiash bir xil sharoitda 3 serivada amalga oshirilgan. Birinchi seriya
6(oltita) tashlashdan iborat bo'lib, unda tanganing gerbli tomoni tush-
ishi 4 marta sodir bo‘lgan. Ikkinchi seriya 250 tashlashdan iborat bo'lib,
unda gerbli tomoni tushishi 139 ta marta sodir bo‘lgan. Uchinchi seriva
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302 tashlashdan iborat bo‘lib, unda gerbli tomoni tushishi 155 marnta
sodir bo‘lgan. A hodisa tanganing gerbli tomoni tushishi. Seriyalarda
tanganing gerbli tomoni tushishi nisbiy chastotasi quyidagicha bo‘ladi.

| — seriyada P*(A)=0,66;

I1 — serivada P*(A)=0,35

11l — seriyada P*(A4)=0,51.

Bundan ko‘rinadiki, serivalarda tashlash soni gancha Katta bo‘lsa,
tushish chastotasi bargaror bo‘lib, 0,5 sonidan kam farq ailadi.
Tajribalarning ko'rsatishicha chastotaning 0,5 sonidan Bu chetlanishi
sinovlar sonining ortishi bilan kamayadi. Ko'pgina hollarda shunday
P son mavjudki, A hodisaning ro'y berishining nisbiy chastotasi, juda
kam uchraydigan hollardan tashqari, sinovlar soni katta bo‘lganda shu
P sonidan kam farq qiladi. Bu son hodisaning ehtimoli deyiiadi.

Hodisaning chtimoli ganchalik kaita bo‘lsa, uning ro‘y berishi
shunchalik mumkin bo'ladi. £ hodisaning ehtimolini P(A4) bilan
belgilaymiz (bu inglizcha probability so‘zidan olingan bo’lib, schtimol»
degan ma'noni beradi). Tajribalar soni n cheksiz oshib borganda A
hodisaning nisbiy chastotasi, shu hodisaning ro'y berish ehtimoli P ga
yaginiashadi.

1.2. Hodisalar yig'indisi, ko‘paytmasi.

A va B hodisalor yig'indisi deb, A yoki B hodisalardan kamida
bittasi ro'y bermdigan A+8 hodisaga aytiladi.

A va B hodisalar ko'paytmasi deb, 4 va B hodisalar bir tajribada
bir vaqtda yuz beradigan AB hodisaga aytiladi. Masalan, ikkita o'yin
soqqasi tashtanadi. Birinchi soqga tashlanganda 6 sonining chigishi A
hedisa. ikkinchi sogqa tashlanganda 6 sonining chigishi B hodisa bo‘lsin.
U holda A+8 hodisa ikkita soqqga tashfanganda uning kamida bittasida
6 sonining chigishini ifodalaydi. 48 — hodisa esa ikkala soqgada ham
6 sonini chiqish hodisasidir.

t.3. Mugarrar, mumkin bo‘lmagan, teng ehtimolli, birgalikda
bo‘lmagan hedisalar.

Tajriba natijasida biror shartlar to’plami bajarilganda, albatta, o’y
beradigan hodisa muqgarrar hodisa deyiladi. Mugarrar hodisaning ehtimoli
| ga teng va u E bilan belgilonadi. Tajriba natijasida shartlar to'plami
bajarilganda mutlage ro'y bermaydigan hodisa mumkin bo’lmagan hodisa
deviladi. Bu hodisani ehtimoli noiga teng va 0 bilan belgilaymiz.

Tajribaning har bir natijasini ifodatovehi hodisa elementar hodisa
deb ataladi. Elementar hodisalarga ajratish mumkin bo'lgan hodisa
murakkab hodisa deviladi. Agar bir necha hodisalardan istalgan birini
tajriba natijasida ro'y berishi boshqalariga qaraganda kattaroq imkoni-
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vatga cga deyishga asos bo‘lmasa, bunday hodisalar teng imkoniyatli
hodisalar deyiladi. Masalan, soqga (yoqlari 1 dan 6 gacha turli sonlar
yozilgan bir jinsli qub) tashlanganda uning yuqori yog'ida ¢(1s2<6)
sonning paydo bo'lishi tasodifiy hodisasini garaylik. Soqqamiz sim-
metrik bo‘lgani uchun 1 dan 6 gacha bo‘lgan sonlarning istalgan bi-
rining kelib chiqishi hodisalarining ro‘y berishi—bir xil imkoniyatli hodi-
salar deyiladi.

Tashlash soni n katta bo‘lganda ¢—sonini—1 dan 6 gacha har

qanday sonlarning har birini ham soqqaning yuqori yog'ida paydo

rn
bo*lishi tagriban E holda ko‘rish mumkin. Bu tajriba bilan tasdiglangan.

[ ] I
Nisbiy chastota soni F =-6- ga yaqgin bo'‘ladi. Shuning uchun

¢ — sonining, shuningdek, 1 dan 6 gacha har ganday boshqa sOnning

1
ham yugori yoqda paydo bo‘lish ehtimoli o Bateng deb hisoblanadi.

Agar A va B hodisalar bir paytda ro'y berishi mumkin bo‘lmagan
hodisalar bo'lsa, ular birgalikda bo‘lmagan hodisalar deyiladi. Masalan,
tangani tashlaganda bir vaqtda gerbli va ragamli tomonlarini tushish
hodisalari birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘ladi.

A hodisaga garama-qarshi hodisa deb, A hodisaning ro‘y bermas-
ligidan iborat A4 hodisaga aytiladi. A va 4 hodisalar birgalikda bo‘Imaslig:
o0‘z-o‘zidan ravshan.

Agar tajribada tasodifiy hodisalaming istalgan birining ro'y berishi
mumkin bo'lib, bu hodisa bilan birgalikda emas, biror boshqa hodisaning
ro‘y berishi mumkin bo‘lmasa, bu holda tasodifiy hodisalar to‘liq grup-
pasini tashkil giladi deb ataymiz. Teng imkonivatli birgalikda bo‘lmagan
hodisalarning to‘liq gruppasini garaylik. Bunday hodisalari hotlar (yoki
imkoniar) deb ataymiz. Bunday gruppaning hodisasi, agar uning ro'y
berishi natijasida A hodisaning ro'y berishi kelib chigadigan bo‘lsa, A
hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug'diruvchi hodisalar deb ataladi.

Masalan, qutida 8 ta shar bo‘lib ularning har biriga bittadan 1 dan
8 gacha bo‘lgan ragam yozilgan. 1,2,3,4 raqamli sharlar qizil, qolgan
sharlar esa qora rangda. 1 ragamli sharning paydo bo'lishi {shuningdek,
2, 3 va 4 ragamli shaming paydo bo‘lishi ham) qizil sharning paydo
bo‘lishiga qulaylik tug‘diruvchi hodisadir. Qaralayotgan ho! uchun
ehtimolga boshgacha ta’rif berish mumkin.

Ta’rif. A hodisaning ehtimolli deb, 4 hodisaga qulaylik tug‘diruvchi
hollar m sonining teng imkKoniyatli, birgalikda bo‘lmagan hodisalar
to‘liq gruppasini tashkil giluvchi barcha mumkin bo‘igan hollar n
soniga nisbatiga aytiladi va simvolik ravishda quyidagicha yoziladi:

P(4)=P="=. (1)

n
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Bu ta’rif ehtimolning klassik ta’rifi deb ham yuritiladi. Ehtimolning
ta’nfidan uning ushbu Q< P <] munosabatni ganoatlantirishi kelib
chigadi.

1-misol. Qutida 36 ta olma bo'lib, undan bitta olma olindi. 36 ta
olmadan 9 tasi qizil olma. Qizil olmaning kelib chiqish ehtimolini
toping.

Yechish. Agar qulaylik tug‘diruvchi hollar soni m=9 bo‘lsa, u holda
qizil olma olib chiqish ehtimoli

P—-i—_l. t f
36 4 2 N8
2-misol. Otishmada birinchi to‘pdan nishonga tegish ehtimoli i

10

7
ga, ikkinchi to‘pdan nishonga tegish ¢htimoli esa 10 ga teng. Ikkala

to‘'pdan bir vaqtda o‘q uzganda nishonga tegishi chtimolini toping.
{To'pdan o‘q uzganda hech bo‘lmaganda bitta o‘qning nishonga tegi-
shi, nishonning shikastlanganligi hisoblanadi.)

Yechish. Ehtimollar nazanyasining ko‘pgina masalalarini yechish
«Qutilar sxemasi» masalasiga keltiriladi. Shuning uchun qutidan shar
olish masalasiga umumlashgan masala deb qaraladi. Berilgan masala
ham quyidagicha modellashtiriladi.

Ikki qutida 10 tadan shar bo‘lib, ular | dan 10 gacha nomerlangan.
Birinchi quti ichida 8 ta gizil va ikkita qora shar bo‘lib, ikkinchida esa
7 ta qizil va uchta qora shar bor.

Har bir qutidan bittadan shar olinadi. Olingan ikkita shar ichida
kamida bittasi qizil shar bo‘lishi ehtimoli ganday?

Birinchi qutida har bir shar ikkinchi qutidagi ixtivoriy shar bilan
birga olinishi mumkin bo‘lgani uchun barcha hollar soni 100 ta, va’'ni
n=100. Qulaylik tug'diruvchi hollami hisoblaymiz. Ikkinchi qutidagi
ixtiyoniy shar bilan birgalikda birinchi qutidagi 8 ta qizil shamni ixtiyoriy
olganda, olingan sharlar ichida eng kamida bitta gizil shar bo‘ladi.
Bunday hollar 10x8=80 ta.

Birinchi qutidan ikkita qora shaming har birini ikkinchi qutidagi 7
ta qizil sharning har biri bilan birgalikda olinganda olingan sharlar
orasida bitta qizil shar bo‘ladi. Bunday imkonlar 2x7=14 ga teng.
Shunday qilib, hammasi bo‘lib qulaylik tug‘diruvchi hollar
m=80+14=94 ta. Olingan sharlar orasida kamida bitta qizil shar

m 94
bo‘lish ehtimoli P = 100 2 teng,

n
Nishonga shikast yetkazish echtimoli ham shunga teng.
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1.4. Hodisa ehtimolining geometrik ta’rifi.

Faraz qilaylik, tekislikda biror D soha berilgan bo'lsin. D soha

boshqa biror G sohani o'z ichiga olgan bo‘lsin, ya'ni Gc D.

D sohaga tavakkaliga biror nuqta tashlansin. Bu nuqtaning G sohaga
tushish ehtimolini garaymiz. Bunda barcha elementar hodisalar D sohadan
iborat. D — cheksiz to‘plam. Bunda biz klassik ta'rifdan foydalanamiz.
D sohaga tashlangan nuqta sohaning istalgan qismiga tushishi mumkin.
Bu nugtaning G sohaga tushish ehtimeli ¢ sohaning olchoviga (uzun-
ligi, hajmi) proporsional bo‘lib, G ning shakliga, uning D sohaning
qaerda joylashishiga bog‘liq bo‘lmasin. Soha o‘lchamini mes orqali
belgilasak, tavakkaliga tashlangan nuqtaning ¢ sohaga tushish ehtimolligi

mesG

mesD
1-misol. R radiusli doiraga nuqgta tavakkaliga tashlangan. Tash-
langan A nuqtaning doiraga ichki chizilgan kvadrat ichiga tushishi
chtimolligini toping.
Yechish. S(G) — kvadratning yuzi, S(.D)
— doiraning yuzi bo‘lsin (139-chizma). A —
nuqtaning Kkvatdratga tushish hodisasi. U
holda

P=

ga teng bo'ladi.

2
puay=S@ 2R 2o e
5(D) 7R =x ’
P(A4)=0,636.

2-misol. [0;3] kesmada tavakkaliga ik-
kita x va ¥ sonlari tanlangan. Bu sonlar
x*<$6y<6x tengsizlikni qanoatlantirishi 139-chizma.
ehtimolligini toping.

Yechish. (x,y) nuqtaning koordinatalari: ¥}

{UEIEB | p

0<ys3
tengsiziklar sistemnasini qanoatlantiradi. Bu
~ (x,y) nuqta tomeni 3 ga teng kvadrat
nuqtalari to‘plamidan tavakkaliga tanlanishi-
ni bildiradi. Bizni giziqtirayotgan 4 hodisa
tanlanadigan (x,y) nuqta shtrixlangan fig-
uraga tegishli bo‘lgan holda ro‘y beradi (140-
chizma). Bu figura koordinatalari ~
x* < 6y < 6x tengsiziikni qanoatlantiradigan 140-chizma.
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nuqtalaming to‘plami izlanayotgan ehtimollik shtrixlangan figura yuz-
ining Kvadrat yuziga nisbatiga teng, va'ni

3 . : '
;[x-éx-]ﬁ [iz---gfj-)] 9 21 54
P(4)= _ ._2 18 _18
G G 9 0

3.1
9 3

O*z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

. Ehtimel nima?

2. Hodisa ehtimolining klassik ta’rifini keltiring.

3. Mugarrar, mumkin bo‘imagan, teng ehtimolli hodisalar deganda nimani
tushunasiz?

4. Hodisalar vig'indisi va ko'paytmasining ta’rifini keltinng.

5. Birgalikda va birgalikda bo‘lmagan hodisalami misollar yordamida tushun-
tinng.

6. A hodisaga qarama-garshi hodisa deganda nimani tushunasiz?

7. Hodisa ehtimolining geometrik ta’rifini misollar yordamida tushuntirib
bering.

2-§. Ehtimollar nazariyasining asosiy teoremasi
2.1. Ehtimollarni qo‘shish teoremasi.

Ta'rif. A va B hodisalar yig‘indisi deb bu hodisalardan kamida
bittasining ro‘y berishidan iborat bo‘igan C hodisaga aytiladi. Biz birga-
likda bo‘lmagan 4 va B hodisalar vig'indisining ehtimolini qaraymiz.
P(4) va P(B) mos ravishda ulaming ehtimollari bo‘lsin.

1-teorema. 1kkita birgalikda bo‘lmagan A va B hodisalar yig'indisining
ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yig'indisiga teng:

P(A+ By=P(A)+ P(B).

Isboti: Hodisa ehtimolining klassik ta'rifiga ko‘ra, aytaylik, tajribalar
natijasi » ta elementar hodisalar bo‘lib, bulardan m, tasi A hodisaga,
m, tasi esa B hodisani ro‘y berishiga qulaylik tug’dirsin. U holda

P(d)==4 P(B)==%; (M

bo‘ladi.
Teorema shartiga ko‘ra A va B hodisalar birgalikda emas. Shunga
ko‘ra yo A hodisa, yoki B hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi

hodisalar soni m, +m, ga teng.
m, + m,

Demak A+B hodisaning ehtimoli P(A4+B)= 2 bo‘ladi.

n
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m. +m,

:'+": bo‘lsa, u holda (1) ga asosan

Agar P(A+8)= .
tubandagiga ega bo‘lamiz.
P(A+ B)=P(A)+ P(B).

Natija. A hodisaga qarama-qgarshi 4 hodisaning ehtimoli

P(A)Y=1-P(A). (2)
ga teng.

1-misol. Qutida 25 ta shar bor. Ulardan 8 tasi gizil, 6 tasi oq, 11
tasi sariq. Tavakkaliga olingan shami rangli shar bo‘lish ehtimolini
toping. (Rangli shar chiqishi deganda yo gizil shar yoki sariq shar
chiqishi tushuniladi).

Yechish. Qizil shar chiqish hodisasini 4, sariq shar chigish hodi-
sasini B bilan belgilaylik. U holda ehtimolning klassik ta'rifiga asosan

8 11
P(AJ=E; P(3)=2—5; bo‘ladi. A+B hodisa rangli shar chigishi hodisasi
A va B hodisalar birgalikda emas. Shuning uchun {[-teoremaga ko'‘ra
P(A+ BY=P(A)+ P(B).
g 11 19

Demak, izlangan ehtimol: P(A+B)=25+25 re

2-teorema. Juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan A4, 4.,..., 4,
hodisalar uchun

P(A + A, +...+ A )=P(A)+P(4,)+...+ P(4,)
munosabat o‘rinki.

Agar A, 4,,..., A, hodisalar, hodisalarning to‘la gruppasini tashki!
qilsa, u holda P(4,)+P(A4,)+...+ P(4,)=1bo‘ladi.

Endi birgalikda bo‘lgan hodisalar uchun qo‘shish teoremasini
qaraymiz (ikkita hodisaning birini ro'y berishi ikkinchisini ro‘y berishi-
ni inkor etmaydigan hodisalar).

3-teorema. IKkkita birgalikda bo‘lgan A4 va B hodisadan hech
bo‘lmaganda birining ro‘y berish ehtimoli hodisalar ehtimollari
vig‘indisidan ularning birgalikda ro'y berish hodisasi chtimolining
ayirmasiga teng bo‘ladi.

P(A+ B)= P(A)+ P(B)- P(AB).

Bu teorema ikkitadan ortiq hodisalar uchun ham o‘rinli. {Teorema-
ni isbol qilish talabalarga mustaqil ish sifatida topshiriladi.)

2-misol. Ikki mergan bittadan o'q uzdi. Birinchi merganni nishonga
tekkizish (A4 hodisa) ehtimoli 0,8 ga, ikkinchisiniki (B hodisa) 0,9 ga teng
bo'lda, merganlardan aqalli bittasining nishonga tekkizganligi ehtimoli topilsin.

Yechish. Masala shartiga asosan P(4)=0,8, P(B)=0,9. Birgalikda
bo‘lgan hodisalar uchun ehtimollarni qo‘shish teoremasiga asosan,
P(A+ By=P(A)+ P(B)- P(A)- P(B)=0,8+0.9~0,8-09=1,7-0,72=0,98.
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2.2. Erkli hodisalar. Ehtimoflarni ko‘paytirisk teoremasi.

Agar ikkita A va B hodisalardan birining ro‘y berishi ikkinchisining
ehtimolini o‘zgartirmasa, boshqacha aytganda, ikkinchisining ro'y ber-
ish yoki bermasligiga bog'liq bo‘lmasa, u holda bu hodisalar erkli
hodisalar deyiladi. Bu mavzuda faqatgina birgalikda bo'lgan hodisalar
haqida fikr yuritiladi, chunki birgalikda bo‘lmagan hodisalarning birga-
likda ro‘'y berish (ko‘paytmasini) ehtimoli nolga teng.

A va B hodisalar erkli hodisalar bo‘lib, ularning mos ehtimollari
P(4) va P(B) bo'lsin. 4

Teorema. IKkkita erkii A va B hodisaning birgalikda ro'y berish
ehtimoli shu hodisalarning ehtimollari ko‘paytmasiga teng:

P(AB)= P(A4)- P(B). (1)

Isboti. Teorema shartiga ko‘ra A va B erkli hodisalar. Shu sababli
har bir hodisani sodir bo'lishida alohida tajribalar o‘tkazilgan bo‘lsin.
Tajriba natijasida n ta elementar hodisaga ega bo‘laylik. Bulardan a,
tasi 4 hodisaga qulaylik tug'dirsin,

Tajriba natijasida m ta elementar hodisaga ega bo‘laylik. Bulardan
m, tasi B hodisaga qulaylik tug'dirsin. U holda,

P(4)==;  P(B)=". &)

Tajriba natijasida ro‘y beradigan barcha elementar hodisalar soni
nm ta bo‘ladi. Bulardan n m, tasi A va B hodisalaming birgalikda ro‘y
berishiga qulaylik tug'dirad:.

Demak,
P(4B)=", )
nm
(1),(2) => P(A.B)=%-%L=P(A)-P(3); 4)

bo‘ladi. Bu teorema erkli hodisalar soni » ta bo‘lganda ham to‘g'n,
aytaylik, A4,,A4.,....,4, birgalikda bog‘liq bo‘lmagan hodisalar bolsin. U
holda (4) ga asosan:
P4, Ay-... A, )= P(4)-P(4:)-...- P(4,); (5

bo‘ladi.

1-misol. Ikki qutining har birida 20 tadan detal bor. Birinchi
qutida 16 ta, ikkinchi qutida |5 ta standart detal bor. Har bir
qutidan tavakkaliga bittadan detal olinadi. Olingan detalning standart
bo‘lish ehtimoli topilsin.

Yechish. Birinchi qutidan olingan detal standart detal bo‘lish hodis-
asini A, ikkinchi qutidan olingani standart detal bo‘lish hodisasini B8
deylik. U holda

P(A) = 16

15
% _038. P(B)=—=0,75; bo'ladi.
20 ; P(B) >0 : bo‘ladi
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Olingan ikkala detalning standart detal bo‘lishi hodisasi esa AB
hodisa bo‘ladi. A, B birgalikda bo‘lmagan hodisalardir. Shuning uchun
teoremaga ko‘ra

P(AB)= P(A)- P(B)=0,8-0,75=0,6;
teng bo'‘ladi.

2-misol. Tangani o‘n marta tashlaganda gerbli tomon 10 marta
tushish ehtimoli qancha?

Yechish. 4, hodisa ;-tashlashda gerb tushishi bo‘lsin. Izlanayotgan
ehtimol barcha 4, (i=1,2,3,...10) hodisalar ko‘paytmasining chtimo-
lidir. A4 hodisalar esa birgalikda erkli bo‘lgani uchun, (4) formulani
qo‘llab, quyidagiga egamiz:

P(A,+A3-...-AW)=P(A,)-P(A1)'...-P(Am).

Biroq istalgan i uchun P(4,)=1/2 shu sababli

P(A,-Ay-...- 4,)=(1/2)" =1/1024 = 0,001.

3-misol. Ishchi bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan holda ishlaydigan uchia
stanokni boshqgaradi. Bir soat mobaynida ishchining stanokka qarashi
kerak bo‘lmaslik ehtimoli birinchi stanok uchun 0,7 ga, ikkinchi stanok
uchun 0,9 ga, uchinchi stanok uchun esa 0,8 ga teng.

1. Bir soat mobaynida uchta stanokdan hech qaysisiga ishchining
e'tibori kerak bo‘lmasligi ehtimoli P ni toping.

2. Bir soat mobaynida kamida bitta stanokka ishchining e¢’tibori
zarur bo‘lmaslik ehtimolini toping.

Yechish. 1. Izlanayotgan ehtimolni (4) formula bo‘yicha topamiz:

P=09.0,8-0,7=0,504.

2. Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining ¢’tibor berishi-
zarur bo‘lish ehtimoli birinchi stanok uchun 1-0,7=0,3 ga, ikkinchi
va uchinchi stanoklar uchun u mos ravishda 1-0,9=0,1 va 1-0,8=0,2
ga teng. U holda bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining ¢'tibor
berishi zarur bo‘lish ehtimoli (4) formulaga asosan 0,3-0,1-0,2 =0,006.

Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor benshi zarur
bo‘lishidan iborat 4 hodisa, kamida bitta stanokka ishchining e’tibor
berishi zarur bo‘lmasligidan iborat hodisa 4 ga garama — qarshidir.
Shuning uchun 2.1 dagi (2) formulaga ko‘ra topamiz:

P(A)=1-P(4)=1-0,006 =0,994.

2.3. Shartli ehtimol.

A va B hodisalar bog‘liq hodisalar bo‘lsin. U holda hodisalardan
birining ro‘y berish ehtimoli ikkinchisining ro‘y berish yoki bermasli-
giga bog'liq bo'ladi. Shuning uchun bizni bir hodisaning chtimoli qgiz-
iqtirayotgan bo‘lsa, u holda ikkinchi hodisaning ro’y bergan yoki bermas-
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ligini bilishimiz muhimdir. Quyidagi misolni qaraymiz. Ikkita tanga
tashiangan bo‘lsin. lkkita gerb tushish ehtimolini topamiz.

Biz to‘liq gruppa tashkil etuvchi 4 ta teng ehtimolli juft-jufti bilan
birgalikda bo‘lmagan ushbu natijalarga egamiz:

]-tanga 2-tanga
1-natija gerb gerb
2-natija gerb raqam
3-natija ragam gerb
4-natija ragam ragan? |

Shunday qilib, P{gerb,gerb)=1/4. Endi birinchi tangada gerb tush-
gani ma'lum deb faraz gilaylik. Shundan so‘ng gerb ikkala tangada
tushish ehtimeli qanday ofzgaradi?

Birinchi tangada gerb tushgani uchun endi to‘lig gruppa ikKita teng
ehtimolli birgalikda bo‘lmagan natijalardan iborat bo‘ladi:

I-tanga 2-tanga
1 -natija gerb gerb
2-nalija gerb ragam

Bunda natijalardan fagat bittasi (gerb,gerb} hodisaga imkon yarata-
di. Shuning uchun qilingan farazlarda P(gerb,gerb)=1/2.

Endi 4 orqali ikkita gerbning tushishini, 8 orgali esa gerbning
birinchi tangada tushishini belgilaymiz.

B hodisa ro‘y berganligi ma’lum bo'lganda A4 hodisa ehtimoli
o‘zgarishini garaymiz.

A hodisaning B hodisa ro‘y berdi degan shart ostidagi yangi ehtimolini

P,{(A) orqali belgilaymiz. Shunday gilib,
P(A)=V14, Py(A)=V2.

A hodisaning B hodisa ro‘y beradi degan shart ostidagi ehtimoli A
hodisaning shartli ehtimolt deyiladi.

2.4, Bog'liq hodisalar. Ehtimollarni ko‘paytirish teoremasi.

Ayrim masalalarni yechishda A va B hodisalaring ehtimollari ma’lum
bo‘lsa, bu hodisalar ko‘paytmasining ehtimolini topishga to‘g‘ri keladi.
Teorema: A va B hodisalar ko'paytmasining ehtimoli ulardan bir-
ining ehtimoli ikkinchisining birinchi hodisa ro‘y berdi deb hisoblangan
shartli ehtimoli ko'‘paytmasiga teng, ya’'ni:
P(4B)=P(4)-P,(B). (1)
Isboti. Bu munosabatning to‘g‘riligini ehtimolning klassik ta’rifiga
asoslanib isbotlaymiz. Tajribalarning mumkin bo'lgan £, E,,...,E, nat-
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ijalari teng ehtimolli, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalarning
to‘liq gruppasini tashkil qilsin va ulardan A4 hodisaga X ta natija qulay-
lik tug'dirsin hamda ana shu K ta natijadan L tasi B hodisaga qulaylik
tug‘dirsin. U holda, 4 va B hodisalaming ko‘paytmasiga tajribalaring
mumkin bo‘lgan K ta natijasidan [ tasi qulaylik tug‘diradi.

Bundan esa quyidagiga egamiz:

K L L
P(Ay=—; P(AB)=—; P,(B)=—.
(=55 p(ar)=%; P.(B)=%
Shunday qilib,
L K L
P(ABY=—=—-—=P[A)- P, (B).
(48)=5=X. L= p(4).-P,(5)

Shunga o‘xshash, A va B ning o‘rinlarini aimashtirib, quyidagi
munosabatga ega bo‘lamiz:

P(AB) = P(B) - Py (A) (2)
(1) va (2) munosabatiardan
P(4)- P,(B)=P(B)- Pa(A); )

kelib chigadi.

Ehtimollarmi ko‘paytirish teoremasi istalgan chekli sondagi hodi-
salar uchun umumlashtiriladi. Masalan, uchta 4, 4,,4, hodisa uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz:

P(A4,4,4,)=P[(4,A.)4;]=P(A44,) Py, (4)=

=P(A4)P, (4;)}P44, (4:).
Umumiy holda

P(AA,.. . A,)=P(A) Py (4) Paa(4) Pty (4). @

Misol. 4 ta oq va 9 ta gora shar bo‘lgan qutidan ikkita shar olinadi.
Olingan ikkala shar og bo‘lish ehtimoli qancha?

Yechish. Bu masalani (1) formulani qo‘llab yechamiz. Ikkita shamni
olish ularni ketma-ket olishga teng kuchlidir. Ikkita oq shar chiqgishidan
iborat hodisa A4 va B hodisalarni ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi.
(1) formulaga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:

P(AB)=P(A)P,(B). Biroq, birinchi og shar chiggandan so‘ng

qutida uchtasi oq bo‘lgan 12 ta shar qolgani uchun P(,{):%,
|

P,(B) =-l-3£. Demak, P(AB)=(4/13)-{3/12)=3/40;
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2.5. To'liq ehtimol formulasi.

Aytaylik, A hodisa to'liq gruppa tashkil etuvchi » ta juft-jufti bilan
birgalikda bo* ]magan H, H,,, -H_ hodisalaming bittasi va fagat bittasi
bilan birgalikda ro'y hcnshl mumkin bo‘lsin. U holda, agar A hodisa
ro'y bergan bo'lsa, bu juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan H,,H,,...H,
hodisalamming blmnasl ro‘'y berganini bildiradi. Demak,

A=AH + AH, +...+ AH,.

U holda, ehtimollami qo‘shish teoremasiga asosan tubandagiga ega
bo‘lamiz:
P(A)=P(AH + AH,+...+ AH, )= P(AH )+ P(AH,)+...+ P(4H ).
Biroq P(AH,)=P(H))- P (4) (i=1,2,...n); shuning uchun:

P(4)=P(H,)P, (A)+ P(H;) By (A)+...+ P(H,)Fy {4). ()

Bu formula to‘liq ehtimol formulasi deyiladi. H,,H,,...H, hodi-

salar ko'pincha egipotezalars deyiladi. Bu formuladan murakkab hodi-
salarning ehtimollarini hisoblashda foydalaniladi.

Misol. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan: 300 tasi bir
korxonada tayyorlangan bo‘lib, 250 tasi — yarogli mahsulot, 40 tasi
ikkinchi korxonada tayyorlangan bo‘lib, 30 tasi — yaroqli mahsulot, 20
tasi uchinchi korxonada tayyorlangan bo‘lib, 10 tasi — yarogli mahsulot.

Ombordan tavakkaliga olingan mahsulotning yaroqli bo‘lish ehtimoli
topilsin.

Yechish. Tavakkaliga olingan mahnsulot uchun quyidagi gipotezalar
o‘rinli bo‘ladi:

H, -~ mahsulotning 1-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;

H, - mahsulotning 2-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;

H,—mahsulotning 3-korxonada tayyorlangan bo‘lishi.

Ulaming ehtimollari mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

P(H)Y=22=2 p(H)=22l P(H)=2=t,
60 6 360 & 360 18

Agar olingan mahsulotning varoqli bo‘lishini 4 hodisa deb belgilasak,
u holda bu hodisaning turli gipotezalar shartlan ostidagi ehtimollari
quyidagicha bo‘ladi:
3 3 ]
PHl(A)=E; PH,(A)=;3 PH,(A)=;'
Yuqorida topilganlami to‘lig ehtimol formulasiga qo‘yamiz;
P(4)=P(H,)P, (4)+ P(H,}P, (A)+...+ P(H )P, (4)=
58 13 11 29

————=—

6 6 94 18 2 136
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2.6. Bayes formulasi.

Biror tajriba o‘tkazilmogda va uning o‘tish shartlari to‘g‘risida to‘lig
gruppa tashkil etuvchi juft-juft bo‘lib, birgalikda bo‘lmagan » ta
H ,H,,. H, gipotezalarni aytish mumkin bo‘lsin.

Glpﬂtczalammg ehtimoli P(H ) ga teng. Tajriba natijasida A hodisa
ro'y berishi ham, ro‘y bermasligi ham mumkin bo‘lsin, shuning bilan
birga agar tajriba glpoteza bajarilganda o‘tayotgan bo‘lsa,

P, (A)=P, (i=1,2,...,n);
ekani ma’lum bo‘lsin.

U holda, agar A hodisa ro‘y berganligi ma’lum bo‘lib qolsa, —
gipotezalarning ehtimollari ganday o‘zgaradi? degan savol paydo bo‘lishi
mumkin. Boshqacha aytganda, bizni P,{H,) ehtimollaming qiymatlari
qiziqtiradi.

2.4 dagi (1) va (2) munosabatlar asosida quyidagiga egamiz:

P(H AY=P,(H,)-P(4)=P, (4)-P(H,) (i=1 2, ...,n);

bu yerdan:

Py, (4)-P(H,)
P(4)
Biroq to‘lig ehtimol formulsiga ko'ra:
P(A)=P(H,)Py (A)+ P(H,)Py (A)+...+ P(H, )P, (4)= ZP(H

[ 4 3]

P.(H)=

Shuning uchun

PA(HF)= *P(H,)P;

2 P(H,)P,

A=l
(1) formula Bayes formulasi deyiladi.

Misol. Omborxonaga 1606 dona tranzistor keltirildi. Ulardan bir-
inchi zavodda 300 tasi, ikkinchi zavodda 560 tasi, uchinchi zavodda
740 tasi tayyorlangan. Tranzistorlaming yarogsiz bo‘hib chiqishi, 1-
zavod uchun 0,03 ga, 2-zavod uchun 0,02 ga va 3-zavod uchun 0,01
ga teng. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo'lib chiqdi. 1-zavod-
da tayyorianganlik ehtimoli qancha?

Yechish. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo‘lib chigish hodisasi
A bo'lsin. H,,H, ,H, esa tranzistor mos ravishda 1,2,3-zavodda tay-
yorlangan, degan glpotczalar bo‘lsin. Bu gipotezalarning ehtimollar
tubandagicha:

P(H,)=300/1600=0,19; P(H,)=560/1600=0,35;
P(H,)=740/1600=0,46.
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Masala shartidan quyidagilar kelib chiqadi:
P =Py (4)=0,03; P,=P, (4)=0,02; Py=Py (4)=0,0l.

P,(H,) ni, ya'ni yarogsiz tranzistorning }-zavodda tayyorlanganlik
ehtimolini topamiz. Bayes formulasiga ko‘ra quyidagiga egamiz:

P(H,)-P

PAH, )= =

)= Sy B 7 P () Py + P B,
0,19-0,03

= = 0,329,
0,19-0,03+0,35-0,02 +0,46-0,01

Shunday qilib, tranzistor 1-zavodda tayyorlangan degan gipoteza-
ning ehtimoli u yarogsiz ekanligi ma'lum bo‘lib qolganidan keyin
o‘zgartirladi.

O*z-o0‘zini tekshirish uchum savollar.

1. Tkkita birgalikda bo‘igan hodisalar ehtimollarini qo‘shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

2. Ikkita birgalikda bo‘ilmagan hodisalar ehtimollarini qo‘shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

3. Erkli hodisalar chtimollarini ko‘paytirish teoremasini ta'riflang va is-
botlab bering.

4. Hodisaning shartli ehtimolini misollar yordamida tushuntiring.

3. Bog'liq hodisalar ehtimollarini ko‘paytirish teoremasini ta’riflang va
isbotlab bering.

6. To'liq ehtimol formulasini keltirib, misollar bilan tushuntiring.

7. Bayes formulasini yozib, misollar bilan tushuntiring.

3-§. Erkli tajribalar seriyasi

Ya.Bernulli formulasi.

Biz ayrim yakka tartibda o'tkaziladigan tajribalar bilan bog'liq bo‘lgan
tasodifiy hodisalarni o‘rganib keldik. Ammo, amalivotda, ehtimollar
nazariyasida bir-biridan erkli ravishda o‘tkaziladigan bir xil tajribalar
seriyasini o‘rganish katta ahamiyatga ega. Masalan, tangani tashlash,
nishonga qarata o‘q uzish, mahsulotni nazorat uchun taniash tajribalarini
ko‘p marta va bir xil sharoitlarda o‘tkazish hollari erkli tajribalar seri-
yalariga misol bo‘la oladi. Bunday hollarda masala quyidagicha go'yiladi.

A tasodifiy hodisa biror tajribada P ehtimol bilan ro'y bersin. Tajriba
n mana takrorlanganda A hodisaning ¥ marta ro‘y berish ehtimoli
P (k) gqanday bo‘ladi? Bu savolga javob berish uchun, dastlab xususiy
holdan boshlaymiz.
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Aytaylik, n=6 va k=3 bo'lsin, ya’'ni har birida A hodisa P ehtimol
bilan ro‘y beradigan 6 ta tajribadan iborat seriyani garaymiz. Bu olti
tajribada A hodisaning uch marta ro‘y berish ehtimoli F.(3) ni
aniglaymiz.

A Ay A5, 4,,4; va A, lar bilan 4 hodisaning mos ravishda ro'y
benishidan iborat hodlsalaml belgilaymiz. U holda A hodisaning uch
marta ro‘y berishidan iborat hodisa quyidagi birgalikda bo'imagan
hodisalarning yig‘indisi kabi yozilishi mumkin:

ANA,NANZNANA (4 hodisa dastlabki 3 tajribada ro‘y berdi),

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

ANA:NA,NA,NANA (A hodisa oxirgi 3ta tajribada ro‘y berdi).

Bu erda C; ta hodisa yozilgan, chunki A hodisaning olti tajribada
uch mara roy berishining ana shuncha usuli mavjuddir. Bu huch-
salardan har birining ehtimoli ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra p - p)

ga teng, va'ni bir xildir.
Birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun qo‘shish teoremasiga ko‘ra

P,(3)= Clp’(1- (1)
ni hosil gilamiz.

Endi umumiy holni qaraymiz. 4 (i=1, 2, ..., n) lar bilan A hodisa-
ning mos ravishda ;-tajribada ro‘y berishidan iborat hodisalarni
belgilaymiz. U holda A4 hodisaning & marta ro‘y berishidan iborat
hodisa quyidagi birgalikda bo‘lmagan hodisalarning yig‘indisi ko‘rinishida
ifoda gilinadi:

ANAN.NA, A .14, = (4 hodisa dastlabki k ta tajribada ro‘y berdi),

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

------------------------------------------------------------------------------------------

ANA: NN At NA,, N..NA, (4 hodisa oxirgi & ta tajribada ro'y berdi)

Bu erda C! ta hodisa yozilishi kerak, chunki A hodisaning » ta
tajribada & marta ro‘y berish usullari soni shunchadir.
Ko‘pawvtirish teoremasiga ko‘ra bu har bir hodisaning ehtimoli
pr-p)"*

ga teng.
Birgalikda bo'lmagan hodisalar uchun go‘shish teoremasini qo‘llab,
ushbu formulani hosil gilamiz:

P(k)=C,p'(1-p)""; (2)
(2) formulaga Ya. Bernuili formulasi deyiladi.
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1-misol, Nishonga qarata to‘rtta o'q otishdi, bunda har bir o'g
otishda nishonga tegish ehtimoli 0,85 ga teng. Nishonning ikkita og
bilan shikastlanish ehtimoli gancha?

(2)-formulaga ko'ra n=4,k=2,p=0,85 deb quyidagini topamiz:

P(2)=C;0,85%.0,15° =0,0975=0,1.
2-misol. Radiopriyomnikda 6 ta lampa bor. O‘n vil davomida lam-
palaming ishga yarogsiz bo‘lib qolish ehtimoli har qaysi lampa uchun

]
7 &a teng. O'n yil davomida barcha lampalarning kamida yarmisini

almashtirilish ehtimoli gancha?
(2) formulani tadbiq etib, o‘n yil davomida mos ravishda uchta,
to‘rita, beshta va oltita lampaning ishdan chigish ehtimolini topamiz:

a(b)(g) (Y < « (Y

Birgalikda bo‘lmagan hodisalar uchun qo‘shish tecremasiga ko‘ra
izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng bo‘ladi:

3] (8] +a3) ) <G () ) () ~2mrtunoe
\7J\2) T\I\3) ) )G 117649
(2) formulada 1-p=g deb olinsa, u quyidagi ko‘rinishni oladi.

P(k)=Crg™" p*. G)
(3) formuladagi Cj;q"* (g+ px)” ko'phadning koeffitsientlarini
ifodalaydi.
(g + px)" ko'phadni Nyuton formulasini qo‘llab, x ning darajalari
o'sib borish tartibida joylashtirsak: C?q"™* — koefTitsientlarga ega bo‘lamiz.
Boshqacha aytganda

(g+px)" = ; (Clg™ p*)x* (4)

ko'rinishdagi ayniyatga ega bo‘lamiz. Bu ayniyatga asosan (g + px)°
ko‘phadni A hodisaning n ta erkli tajribadan iborat seriyada & marta
ro'y berishining ehtimollari uchun hosil qiluvchi ko‘phad deyiladi.

Barcha P (k){k=0,1,..,n) ehtimollari topish zarur bo‘lgan hol-
larda hosil giluvchi ko'phadni yozib olish va uni Nyuton formulasi
bo’yicha yoyib chigish qulaydir. Ko‘phadning koeffitsientlari izlanayo-
tgan chtimollarni beradi.

3
3-misol. A4 hodisa tajriba bir mana o‘tkazilganda . ehtimol bilan

ro'y beradi. Tajriba 10 marta o‘tkaziladi. Bu tajribaning qanday natijasi
eng katta e¢htimolga ega bo‘ladi? U nimaga teng?
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1 3
Yechish. Bu holda hosil giluvchi ko‘phad (T;x)'“ ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, eng katta ehtimolga tajribaning quyidagi natijasi ¢ga
bo‘ladi; A hodisa 8 marta ro'y beradi. Bunday natijaning echtimoli:

l 3
Po®)=Cll) ()" ~0,28.
Tajribaning golgan 10 natijasining har biri bundan Kichik ehtimolga ega.
0*'z-0°zini tekshirish uchun savollar.

1. Ya.Bernulli formulasini keltirib chigaring.

4-§. Tasodifiy migdorlar

4.1. Diskret va uzluksiz tasodifiy miqdoriar.

Biz tasodifiy hodisalar bo‘limida ¢‘yin soqqasini tashlaganda 1,2,3,4,5
va 6 sonlarini chigishi, nishonga garata beshta o‘g uzganda 0,1,2,3,4,5
qiymatiarni qabul qila oladigan tasodifiy hodisalarni garadik. Bu tasodi-
fiy hodisalarda chiggan qiymatlarni oldindan aytib bo‘lmaydi, chunki
u inobatga olib bo‘lmaydigan ko‘p tasodifiy sabablarga bog‘liqdir. Shu
sababli yuqorida ko‘rsatilgan giymatlar tasodifiy miqdorlardir.

1-ta’rif. Tasodifiy migdor deb, avvaldan noma’lum bo‘lgan va
oldindan inobatga olib bo‘Imaydigan tasodifiy sabablarga bog‘liq bo‘lgan
hamda tajriba natijasida bitta mumkin bo'lgan gqiymat gabul giluvchi
migdorga aytiladi.

Misollar:

a) ma’lum partiyadagi brak qilingan mahsulotlar miqdori;

b) to'pdan otilgan snaryadning uchib o‘tgan masofasi;

d) tug‘ilgan 100 ta chaqaloq ichida giz bolalar soni;

¢) yil davomida bitta sigirdan sog’ib olingan sut miqdori va boshqalar.

To‘pdan otilgan snaryadning uchib o‘tgan masofasini tasodifiy miqdor
sifatida qarasak, bu masofa faqat nishonga oluvchi asbobning o‘matilishiga
bogliq bo‘lmasdan, avvaldan hisobga olib bo‘lmaydigan bir qancha
boshqa sabablarga (shamolning kuchi va yo‘nalishi, harorat va
boshqalarga) ham bog'liq.

Tasodifiy migdor ikki xil bo'ladi: diskret va uzluksiz tasodifiy migdoriar.

2-ta’rif. Diskret{uzlukli) tasodifiy miqdor deb, ayrim ajratilgan qi-
ymatlarni ma'lum chtimollar bilan qabul giluvchi migdorga aytiladi.

Masalan, yugoridagi a), b) misollarmi diskret tasodifiy migdorlar
desa bo‘ladi. Diskret tasodifiy migdorming mumkin bo‘lgan giymatlari
soni chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin.

3-ta’rif. Uzluksiz tasodifiy miqdor deb, chekli yoki cheksiz

257

www.ziyouz.com kutubxonasi



oraliglardagi barcha giymatlarni gabul qilishi mumkin bo‘lgan migdorga
aytifadi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, uzluksiz tasodifiy migdomning mumkin bo‘lgan
qiymatlar soni cheksizdir.

4.2. Diskret tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni.

Tasodifiy miqdorni to‘la tawsiflash uchun, eng avvalo, u gabul
gilishi mumkin bo‘lgan giymatlarni bilish kerak. Ammo bu yetarli
emas. Bundan tashqari, tasedifiy miqdor u, yoki bu qiymatni qanday
ehtimol bilan gabul qilishini ham bilish kerak.

Tasodifiy miqgdorni X harfi bilan, uning qiymatlarini

Xy Xgy ey X,

harflari bilan, bu giymatlar qaiml “qiladigan ehtimoliami mos ravishda
PisPav-a,

harflari bilan belgilaymiz.

Agar X tasodifty migdor uchun u gabul qilishi mumkin bo‘lgan
barcha, x,, x.,.... x, qiymatlar va bu giymatlar gabu! qilinadigan barcha
Py Pas - p,, ehtimollar ma’ium bo'lsa, X tasodifily migdorning tagsimot
gonuni yoki, oddiy qilib, X miqdorning tagsimoti berilgan deyilad:.

Odatda, tagsimot qonuni quyidagi jadval ko‘rinishida yoziladi:

Y - o X Py
P il P, ) P P

Jadvalning birinchi satrida tasodifiy miqdoming barcha giymatlari,
uning ostiga, ikkinchi satrga esa mos ehtimollar yoziladi.

Quyidagi » ta tasodifiy hodisani garaymiz:

4, — tasodifiy migdor X x, qiymatni qabul qildi,

A, — tasodifiy miqdor X x, giymatni qabul qildi,

A, — tasodifiy miqdor X x, qiymatni qabul qildi,

A. 4., ... A, hodisalar birgalikda emas, chunki tasodifiy miqdor
tajriba bir mana o'tkazilganda X5 Xay o X, Qiymatlardan faqat birini
qabul qilishi mumkin. Shuningdek, A,. A4,, ..., A, hodisalarning
vig'indisi muqarrar hodisadir, ya’ni

A UAU.UA, =E;
chunki tasodifiy miqdor x,.x......x, giymatlardan birini albatta qabul giladi.

Shu sababli birgalikda bo'lmagan hodisalar uchun qo‘shish
teoremasiga Ko'ra quyidagini hosil gilamiz:
P(4UAU..UA)=PE) =1

P(A)+P(A)+.. .+ P(A)=1:
ptp.t..tp, =l
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yoki gisqacha yozsak,

2.7 = )]
k=]
ya’ni X tasodifiy migdorning tagsimot gonunini beradigan (1) jadvalning
ikkinchi satrida turgan barcha sonlamning yig'indisi birga teng bo'lishi kerak.
1-misol. X tasodifiy migdor o'‘yin soqqasini tashlaganda tushgan
ochkolar soni bo‘lsin. Tagsimot qonunini toping.
Yechish. " X tasodifiy miqdor
x, =L x,=2, ..,x,=6;
qiymatlarni
1

Pi= Py Pe=s

ehtimollar bilan gabul qiladi. Shuning uchun tagsimot gonuni ushbu
jadval bilan beriladi:

X | 2 3 4 5 6
A B S A TN N N
[ 6 6 6 6 6

2-misol. Nishonga qarata ikkita o‘q uzilyapti, bunda har bir o'q
uzishda o‘qning nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng. X tasodifiy migdor
sifatida — nishonga tekkan o‘glar soni garaladi. Bu tasodifiy migdorn-
ing tagsimot gonunini toping.

Yechish. X tasodifiy migdor quyidagi qiymatlarni gabul qilishi
mumkin:

x, =0, x,=l,x,=2.

Tegishli ehtimollarni topish uchun hosil qiluvchi ko‘phad

(0,2+0,8x)* ni tuzamiz va yoyilmasini topamiz:

0,22+2-0,2-0,8 x+0,8°x".

Ma’lumki, xf(k=0,1,2)ning oldidagi koeffitsient nishonga & ta
o'q tegish ehtimolini, ya’ni X tasodifiy miqdoming % ga teng giymatni
qabul qilish ehtimolini beradi.

p, =0,27 =0,04;
p,=2-0,2 -0,8=0,32;
p, =0.8 =0,64.

Shunday qilib, X tasodifiy migdormning tagsimot gonuni quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

0 ] 3
0,04 0,32 0.64
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Umumiy holda quyidagi misolni garaylik.

A tasodifiy migdomi — har birida A hodisa P ¢htimol bilan ro‘y
beradigan n ta erkli tajribadan iborat serivada A4 hodisaning ro‘y berish
sonini qaraylik. X tasodifiy miqdorning tagsimot gonunini toping.

Yechish. X tasodifiy miqdor quyidagi qiymatlardan birini gabul
qilishi mumkinligi ravshandir:

0,1,2,.,k..,n

X tasodifiy miqdor % ga teng gqiymatni gabul qilishidan iborat

hodisaning ehtimoli Ya. Bernulii fnrmulasiga ko‘ra aniglaffishini bilamiz:
P(X =k)=C k qu-l‘

bu yerda g=1-p

Binobarin, X tasodifiy migdoming tagsimoti quyidagicha yozilishi
mumkin:

0 ] k "
(‘:p"q" Clplq--l N C: .t wt C2p'q" (3]

(3) jadval yordamida tavsiflanadigan tagsimot Ya. Bernulli tagsimoti
yoki binomial tagsimot deyiladi. Ya. Bernulli tagsimoti uchun (2) shar
quyidagi Ko“rinishni oladi:

ek b b
G p'a =l (4)

Bu tenglikning to‘g‘rifigini isbotlash uchun
(q.[_px)ﬂ:Z qn iptx.i
iwQ

ayniyatda y=1 deb olish etarli.

Ya.Bernulli tagsimoti ikkita parametr: barcha tajribalar soni n va
hodisaning har bir ayrim tajribada ro'y berish ehtimoli 2 bilan to‘la
beriladi.

4.3. Tasodifiy miqdorning matematik kutilishi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorning matematik kutilishi deb tasodifiy
miqdorning barcha qiymatiarini bu giymatlarning ehtimollariga
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi.

X tasodifty miqdoming matematik kutilishi MX orgali belgilanadi.
Agar X tasodifiy migdor x,,x,,...,x, qiymatlari mos ravishda p , p,,...p,
ehtimollarga ega bo‘lsa, u holda ta’rifga ko‘ra:

MX =) x,p,. (1

kwl|
260

www.ziyouz.com kutubxonasi



Matematik kutilish tasodifiy miqdoming eng muhim son tavsifidir.
Ko‘pincha matematik kutilishni tasodifiy migdorning o‘rtacha giymati
deb ham yuritiladi, chunki u biror «o‘rtacha sons ni ifodalab, bu son
atrofida tasodifiy miqdorning barcha giymatlari giymatlanadi.

1-misol. O'yin soqgasini tashlaganda tushadigan ochkolar sonining
matematik kutilishini toping.

Bu tasodifiy migdorning tagsimot gonuni 4.2 ning 1-misolida topiigan
edi (1) formulaga ko‘ra matematik kutilishni topamiz:

MX =‘2xlp,, =-1—ik=-l--ﬁi=3,5.

Umumiy holda quyidagi misolni qaraylik.

4_-misol. Har birida 4 hodisa p ehtimol bilan ro‘y beradigan » ta
erkli tajriba seriyasida A hodisa ro‘y berish sonining matematik kutil-
ishini toping.

X tasodifiy miqdoming k qiymatni qabul gilish ¢htimoli Clq™ pt
ga teng. Demak, (1) formulaga ko'ra;

MX=ZC:q"'*p’.
k=l
Hosil gilingan ifodani soddalashtirish uchun ushbu munosabatdan
foydalanamiz:

(g + px)" =ich“p"x‘.
Bu aynivatning ikkala tnmuni‘;; x o‘zgaruvchi bo‘yicha differen-
siallaymiz, u holda:
n(q+px}""p=)':t€:q"‘p*x*"*
Bu verdan p+g=1 ekanligin;-;azarda tutib, x=1 da

np=> kKC.q""p*;
k=0
ni topamiz. Demazk,
MX =np. (2)
Shunday qilib, har birida A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga
teng bo‘lgan # ta erkli tajribadan iborat seriyada A hodisa ro'y berish
sonining matematik kutilishi barcha tajribalar soni n ning hodisaning

alohida tajribada ro'y berish ehtimoli p ga ko‘paytmasiga teng ekan.
Boshgacha aytganda, n va p parametdi binomial qonun bo‘yicha

tagsimlangan tasodifly migdorning matematik kutjlishi np ko‘paytmasiga
tengdir.
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3-misol. Agar 1000 ta buyumdan iborat to'plamdagi har bir buyum
0,05 ehtimol bilan yarogsiz chiqishi mumkin bo‘lsa, shu to‘plamdagi
yarogsiz buyumlar sonining matematik kutilishini toping.

Yarogsiz buyumlar soni — bu binomial gonun bo‘yicha taqsim-
langan X tasodifiy miqdordir. Shuning uchun (2) formulaga ko‘ra ush-
buni topamiz:

MX =1000-0,05 = 50.

Aytaylik, X tasodifiy miqdor, MX uning matematik kutilishi bo‘lsin.
X—=MX ayirmani qaraylik. v

Tasodifly miqdor bilan uning matematik kutilishi orasidagi farqea
kutilisdan chetlanich deyiiadi.

4-misol. X' — o'yin soqgasini tashlaganda tushgan ochkolar soni
bo‘lsin. X tasodifiy miqgdoming uning matematik kutilishidan chetlani-
shi kvadratidan iborat ¥ tasodifiy miqdomi qaraylik. ¥ ning matematik
kutilishini toping.

A tasodifiy migdoming matematik kutilishi 1-misolda hisoblangan
bo'lib, u MY =3,5 ga teng edi.

X tasodifiy miqdorning uning matematik kutilishidan chetlanish

kvadrati . . .
» =01-3,5); y.=(2-3,5% y,=(3-3,5)>

Ya =(4-3=5)=; Y, '-*(5_3':5)2; Ye =(6‘-3,5):‘

1
qiymatiarni gabul giluvchi tasodifiy miqdordir, bunda har bir qiymat .

ehtimol bilan qabul qilinishi ravshandir. Shuning uchun

2] ] H : : 2 2 :

s 1 25 +15 40,5 +0,5 +1.5 +2,5° 35

MY:E y,p,=§(k—3,5) —= =—
kw) Fal 6 6 ]2

4.4. Tasodifiy miqdorning dispersiyasi.

X tasodifiy migdorning boshqa bir muhim tavsifi uning dispersiya-
sidir. X" ning dispersiyasi DX orqali belgilanadi va u quyidagicha aniqglanadi.

Ta’rif. X tasodifiy miqdoming dispersiyasi deb X tasodifiy miqdor-
ning uning matematik kutilishidan chetlanishi kvadratining matematik
kutilishiga aytiladi, ya’ni DX = M{X - MX)*.

4.3-moddadagi 4-misolda o‘yin soqqasini tashlaganda tushgan
ochkolar sonidan iborat X tasodifiy migdoming uning matematik ku-
tilishidan chetlanish kvadratining matematik kutilishi topilgan, va'ni
aslida X miqdorning dispersiyasi hisoblangan edi. Shunday qilib, 4-
misoldan agar X soqqani tashlaganda tushgan ochkolar soni bo‘lsa, u

35
holda DX =3 bo'lishi kelib chigadi.
262

www.ziyouz.com kutubxonasi



Aytaylik, X tasodifty migdor
Xy Xyy ooy X, 3

.,

giymatlarni mos ravishda

Dys Pas s Pus
ehtimollar bilan gabul qilsin. U holda X tasodifiy miqdorning uning
matematik kutilishidan chetlanishi kvadrati tasodifiy migdor bo‘lib, u

(x, ~ MX)?, (%, — MX )", (3, —MXY .
(x, - MX)*.
giymatlami mos ravishda

Pis Parves Prs voes Pys
chtimollar bilan qabul qiladi. Shuning uchun bunday tagsimlangan
tasodifiy migdoming matematik kutilishini, ya'ni Y ning dispersiyasini
quyidagicha yozish mumkKin:

DX:;(It‘m)zPr (1)

Tasodifiy miqdorning dispersiyasi bu tasodifiy rnigdorning o'zining
matematik kutilishiga (o'rtacha qiymatiga) nisbatan tarqoqlik, sochilish
darajasini xarakterlaydi. « Dispersiya» so‘zining 0'zi ssochilishsni anglatadi.

1-misol. X va Y tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot qonunlariga ega:

-] | -2 2
P L | L] L
2 2 2 2

DX va DY ni toping.
Dastlab matematik kutilishlami hisoblaymiz:

1 | 1 1
MX =(~1)-=+1.==0, MY=(=2)-—+2-==0
( ) 2 2 ( ) 2 2

Endi (1) formulani qo‘llab, dispersiyalarni topamiz:

DX=1'-I—+1--1-=1, DY=4-1+4.1=4*
2 2 2 2

X va Y tasodifiy miqdorlar bu erda bir xil giymatlami qabul qilyapti,
bir xil matematik kutilishga ega, biroq Y tasodifiy migdor giymatlan-
ning tarqoqligi X tasodifiy miqdomikiga garaganda ko‘proq. Matematik
kutilishdan ancha uzogdagi +2 giymatlarni Y tasodifiy migdor X tasodifty
migdorga nisbatan Kkattaroq ehtimol bilan qabul giladi, matematik

kutilishdan kamroq uzoqlikdagi +1 giymatlami esa Y tasodifiy migdor
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X tasodifiy miqdorga nisbatan kichikroq ehtimol bilan qabul qiladi.

DX < DY tengsizlik xuddi anz shuni ko‘rsatadi.

Yuqoridagi misollarda tasodifiy migdoriarning dispersivalari (1)
formula bo'yicha hisoblanadi. Birog, odatda, dispersivani boshga for-
mula yordamida hisoblash ancha qulay bo'ladi. Bu formulani hosil
gilish uchun dastlab (1) formulaning o‘ng gismini quyidagicha
o‘zgartiramiz:

DX:i(x, -MXY p, =i(x§ -2(MX)x, +(MXV)p, =

F L] Ll
=Y X, py —AMX)Y x,p, +(MX)'Y p,.
i=) k=l k=l

Endi 2.2 =l 2 xP,=MX ekaninini e'tiborga olsak,

kul k=l

DX =) xip, —(MX)* formulani hosil gilamiz.

k)

Bu verda yvig‘indi ushbu

"
'

Il: I;‘ T It (1T ] _T:
P, 2 Ps P,

gonun bo‘yicha tagsirnlangan tasodifiy migdorning matematik kuti-
lishidir.

Bunday tasodifiy miqdorni X tasodifly miqdoming kvadrati deb
ataladi va X? orqali belgilanadi.

Shunday qilib, dispersiya uchun

DX = M(X?)-(MX)?; (2)
formula o‘rinlidir.

Bu formula bunday o‘qiladi: tasodifiy migdoming dispersiyast bu
miqdor kvadratining matematik kutilishidan uning matematik kutilishi
kvadratini ayirilganiga teng.

2-misol, n va p parametrli binomial qonun bo‘yicha tagsimlangan
X tasodifiy migdorming dispersiyasini toping.

Yechish. Bizga oldingi mavzulardan MX =np eckanligi ma’lum.
Dispersiyani (2) formuladan foydalanib, hisoblash maqsadida y 2 tasodi-
fily miqdorning tagsimot gonunini yozamiz:

-

0 | . k- . "
11, &=

C.pq" | C.p'q .. | Cip'q Cip"g°
264

www.ziyouz.com kutubxonasi



X? tasodifiy migdoming matematik kutilisia uchun quyidagiga egamiz:
M(X 2) ___Zk?.c:pkql—t.

kml)
Hosil gilingan yig'indini soddalashtirish uchun vana bizga ma’lum
bo‘lgan quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

(g+px)"=2.Ciq™ p'x".
k=
Ayniyatning har ikkala qismini x o‘zgaruvchi bo'yicha ikki marta
differensiallaymiz. U holda quyidagini hosil qilamiz:
n(n-1Yg+px)"p’ = Zq“‘p*k)k ~Dxt2
-0

Bu ayniyatda x=1 deb, ushbu tenglikni hosit gilamiz:

n(n—)p* =Y k(k-1C.q"" p";
Am|
yoki
n(n-1)yp? =Y k°Ctq™* p* -3 ¥Coq™" p";

k=l k=i

bu yerdan Y KC,q"" p' =MX =np ekanligini nazarga olib,
&=l

M(X*) =Y kC,q""p! =n{n-1)p* +np=n°p> —np’ +np;
kel
DX = M(X)—(MX)* =n*p* —np” +np—n"p* =np(l- p);
ya'ni
DX =npq. (3)

4.5. Chebishev tengsizligi.

X tasodifiy miqgdoming uning matematik kutilishidan chetlanishi-
ning absolut giymatini, ya’ni |X —MX| tasodifiy migdormi garaylik.
|X - MX|tasodifiy migdorning birorta & musbat sondan kichik
bo‘imagan qiymatni qabul qilish chtimolini P(X - MX|2¢€) orqali
belgilaylik.

Teorema. Ixtiyoriy X tasodifiy migdor va istalgan g son uchun

DY
P(]X-M|ae)s—;-.

tengsizlik o‘rinlidir, ya'ni X tasodifiy migdoring uning matematik
kutilishidan chetlanishi absolyut miqdorning istalgan & musbat sondan
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kichik bo‘lmaslik ehtimoli X ning dispersivasini £? ga bo‘linganidan
katta bo‘la olmaydi.
Bu mashhur Chebishev tengsizligidir, bu tengsizlik yordamida
ehtimollar nazariyasida ko‘pgina muhim teoremalar isbot gilinadi.
Isboti. X ushbu qonun bo‘yicha tagsimlangan ixtiyorly tasodifiy
migdor bo'lsin:

X, X, X, x,
P Py P ver # 2,

Ixtiyoriy £ musbat sonni olamijz. U hoida X tasodifly migdoming
barcha giymatlari x,(k =1,2,...,n) larni ikkita to‘plamga bunday ajratish
mumkin: birinchi to‘plamga

|x, - MX[2¢; (1)

tengsiziikni qanoatlantiradigan x, qiymatlamni kiritamiz, golgan qiy-
matlarni, ya'ni qarama-qarshi

Ix - MX[ <& 2)
tengsizlikni ganoatlantiradigan qiymatlarni ikkinchi to‘plamga kiritamiz.

Bu to‘plamiardan biri bo‘sh to‘plam bo‘lib qolishi istisno qilinmas-
ligini qayd qilib o‘tamiz.

Umumiylikka ziyon keitirmasdan, biz tasodifiy migdorning qiy-
matlarini shunday nomerladikki, (1) tengsizlikni ganoatlantiradigan
qiymatlar 1 dan € gacha, golgan giymatlar, ya'ni (2) tengsizlikni
ganoatlantiradigan giymatlar esa ¢+ dan n gacha nomedami oldilar

deb hisoblashimiz mumkin.
Endi X tasodifiy migdoming

DX =Y (x, - MX)*p,:
=]
dispersiyasini garab chiqaylik,
Bu yig‘indining barcha qo‘shiluvchilari manfly bo'lmagani uchun
OXirgi n—¢ ta hadni tashlab yuborib, yig‘indini fagat kamaytirishimiz
mumkin, ya’ni
n !
Y (x, —MX)? p, 2 (x, -MX)?p,;
F kwi

dispersiyasini qarab chigaylik.

Birog endi yig‘indi belgisi ostida nomerlari k<t bo'lgan x, lar
goldi, bunday barcha giymatlar uchun esa

Jx, — MX|2 &
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tengsizlik, binobarin, unga teng kuchli
(x, -MX) 2£7;
tengsizlik ﬂ‘rinlidir.! Shning uchun ' ’
Z(xt - MX)’ p, Ezgzpt =EEZP1-
k=1

So'nggi L. P yigtindi X tasodifiy migdor x,, X,,....x, Qiymatlardan

kw) r

birini qabul qilish ehtimolidir, ya'ni ZP: yig'indi y miqdor

kal
|x, = MX | 2 E;
tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatni gabul gilish ehtimolidir.
Bu ehtimolni
P(X - MX|2¢);
bilan belgilashga kelishg.:m edik, shuning uchun

S.p = P(X-MX|z ).

Shunday gilib, disp;g:iya uchun
DX 2£°P(|X - MX| 2 ¢);
bahoni hosil qildik. Bu yerdan Chebishev tengsizligi kelib chigadi.

4.6. Katta sonlar gonuni.

Har birida A hodisa p ehtimol bilan ro'y beradigan » ta erkli
tajribadan iborat seriyada A hodisaning ro‘y berish sonini ifodalovchi X
tasodifiy migdorga qaytaylik. X tasodifiy miqdor k(k=90,1,.,n) qy-
matlarni qabul giladi. Ilgariroq (oldingi punktlarga garang) X migdor-
ning matematik kutilishi va dispersiyasi hisoblangan edi:

MX =np; DX =npg.

Itiyorly &, musbat sonni olamiz va X tasodifiy miqdor uchun

Chebishev tengsizligini yozamiz:

P(]k——np|25,)s%?.
|

Ushbu
n |k-np|zEg;
tengsiziik
k £,
| ';;—P |2—n';
tengsizlikka teng kuchli ekanligi ravshan, shuning uchun quyidagiga ega
bo‘lamiz:
k E n
P 2-p [2ys L
n n

£, t
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£
£, ixtiyoriy musbat son bo‘lgani uchun ;'-=E deb A hodisaning

k
n ta tajribadan iborat seriyada ro‘y berish chastotasi ; ning A hodi-

saning alohida tajribada ro‘y berish ehtimoli p dan chetlanishining
birorta ixtiyoriy £ sondan kichik bo‘lmasligining ehtimoli uchun qQuyi-
dagi bahoni hosil qgilamiz;

k
P(I ;—p |28)£f-}. ’

Hosil gilingan bu bahodan 53w« da %—FU bo‘lgani uchun

lira P( E—-p |2£)=0,

"~

kelib chiqadi.

Bu natija birinchi marta Ya.Bernulli tomonidan hosil qilingan bo‘lib,
Ya. Bernulli teoremasi yoki Ya.Bernulli formasidagi katta sonlar qonuni
deyiladi.

Katta sonlar qonuni quyidagi da’voni ifodalaydi: har ganday ¢
musbat son uchun A4 hodisaning » ta tajribadan iborat serivada ro‘y
berish ehtimoli p dan chetlanishining £ dan kichik bo‘lmaslik ehtimoli
% o'sishi bilan nolga intiladi.

Boshqacha ayiganda, ¢ qanchalik kichik bo‘lmasin yetarlicha katta » larda
k
| =-p |26

tengsizlikning ehtimoli nolga i;ltalgancha yagin bo'ladi, binobarin,
qarama-qarshi
&
| =-p <&
tengsizlikning chtimoli birga istalgancha yagin bo‘ladi.

Shunday qilib, erkli tajribalar soni yetarlicha katta bo‘lganda hodi-
saning ro‘y berish chastotasi hodisaning ayrim tajribada ro‘'y berish
ehtimolidan istalgancha yaqin ehtimollik bilan ro’y berishini aytish
mumKin.

Shunday qilib, Ya.Bernulli formasidagi katta sonlar qonunidan har
birida hodisa bir xil ehtimol bilan ro‘y beradigan 5 ta erkli tajriba
seriyasida hodisa ro‘y berishi chastotasining statistik turg‘unligi kelib
chiqadi. Hodisaning ehtimoli noma’lum bo‘lgan hollarda katta sonlar
qonuni hodisa e¢htimoli uchun uning tajribalar soni yetarlicha katta
bo‘lgandagi chastotasini gabul qilish imkonini beradi. Masalan, tugil-
ishiami kuzatishlar soni yetarlicha katta bo‘lganda o‘g'il bolalming
tug'ilish chastotasi 0,5]1 soniga yaqgin bo‘lganligidan xuddi ana shu son
o'g'il bola tug'ilishining ehtimoli uchun gabul qilinadi. Bu ehtimolni
bilish jiddiy demografik prognoziar qilish imkonini beradi.
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0O¢‘z-o0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Diskret va uziuksiz tasodifiy migdorlar deganda qanday migdorlami
tushunasiz?
2. Diskret tasodifiy migdomi tagsimot qonunini misollar yordamida

tushuntiring.
3. Matematik kutilishni ta’'nflang.
4, Tasodifiy migdoming dispersiyasini tushuntiring.
5. Chebishev tengsizligi nima hagda?
6. Katta sonlsr gonunining ma'‘nosini aytib bering.

5-§. Tanlanma metod
5.1. Matematik statistikaning vazifasi.

Ommaviy (yalpi) tasodifiy hodisalar bo'ysunadigan qonuniyatiarni
aniqlash statistik ma’lumotlarni kuzatish natijalanni o‘rgamshga asos-
lanadi. Matematik statistikaning birinchi vazifasi {masalasi) — statistik
ma’lumotlami to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p bo‘lsa) grup-
palash usullarini ko‘rsatishdan, ikkinchi vazifasi (masalasi) - statistik
ma'lumotlarni tahlil gilish metodlarini tadqgigot masalaiariga muvofig
ishlab chiqgishdan iboratdir.

U voki bu hodisalarni matematik statistika metodlari bilan o‘rganish
fan va amaliyotda uchraydigan ko‘p masalalami (texnologik jarayoniarni
to'g'ri tashkil etish, magsadga muvofig qilib rejalashtirish va h.k.} hal
etishda vosita bo‘lib xizmat giladi.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi (masalasi) ilmiy va
nazariy xulosalar hosil gilish magsadida statistik ma’lumotlami to*plash va
ishlab chigish metodlanni yaratishdan iborat.

5.2. Bosh va tanlanma to‘plamlar.

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlarni tavsiflovchi biror sifat
yoki son belgiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin. Masalan, agar biror xil
detallar to‘plami bo‘lsa, u holda detalning sifat beigisi bo‘lib, uning standartga
mosligi son belgisi, detalning o‘lchami xizmat gilishi mumkin.

Ayrim hollarda yalpi tekshirish o‘tkazishga to'g‘ri keladi, ya’ni
to‘plamdagi obyektlaming har birini o*rganilayotgan belgiga nisbatan tek-
shiriladi. Lekin, valpi tekshirish amalda nisbatan kam qo‘Haniladi, chunki
yalpi tekshirish to‘plami juda ko‘p (katta sondagi) obyektlammi o‘z ichiga
olgan bo‘lsa, u holda yalpi tekshirish o‘tkazish jismonan mumkin bo‘lmay
goladi. Bunday hollarda to‘plamdan chekli sondagi obyektlar tasodifiy
ravishda olinadi va ular o‘rganiladi.

Tanlanma to‘plam, yoki oddiy qilib, tanlanma deb tasodifty ravishda
tanlab olingan obyektlar to'plamiga aytiladi.

Bosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga aytiladi.

269

www.ziyouz.com kutubxonasi



To'plam (bosh yoki tanianma to‘plami) hajmi deb, bu to“plamdagi
obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 5000 ta detaldan tekshirish uchun 500
ta detal olingan bo‘lsa, u holda bosh to‘plam hajmi 5000, tanlanma hajmi
esa n=500.

Eslatma: Bosh to'plam ko'pincha chekli sondagi elementlami o'z
ichiga oladi. Ammo, bu son ancha katta bo‘lsa, u holda hisoblashlarni
soddalashtirish yoki nazariy xulosalarni ixchamiash magsadini ko'zda tutib,
ba’zan bosh to‘priam cheksiz ko'p sondagi obyektlardan iborat deb faraz
qilinadi, chunki bosh to’plam hajmini orttirish tanlanma ma’lumotlarini

ishlab chigish natijalariga amalda ta’sir etmaydi. ¢
5.3. Takror va notakror tanlanmalar. Reprezentativ tanlanma.

Tanlanmani tuzishda ikki xil yo'l tutish mumkin: obyekt tanjanib va
uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan so‘ng, u bosh to'plamga qaytarilish;
yoki gaytarilmasligi mumkin. Bunga muvofiq ravishda tanlanmalar takror
va notakror tanlanmalarga ajratiladi.

Takror tanlanma deb shunday tanlanmaga aytitadiki, bunda olingan
obyekt bosh to‘plamga qaytariladi.

Notakror tanlanma deb, tanlangan obyekt yana bosh to‘plamga
qaytanlmaydigan tanlanmaga aytiladi,

Katta sonlar gonuniga asosan, aytish mumkinki, agar tanlash tasodifiy
ravishda amalga oshiriladigan bo‘lsa, tanlanma reprezentativ tanlanma
deyiladi. Agar bosh to‘plam barcha obyektlarining tanlanmaga tushish
ehtimollari bir xil bo‘lsa, tanlanmaning har bir obyekti tasodifiy tanlangan
bo‘ladi.

Agar bosh to‘plamning hajmi yetarli katta bo‘lib, tanlanma bu
to‘plamning uncha katta bo‘imagan qismini tashkil qilsa, u holda takror
va notakror tanlanmalar orasidagi farg yo‘qolib boradi: limit holda, cheksiz
bosh to‘plam qaralib, tanlanmaning hajmi esa chekli bo'lsa, u holda bu
farg yo'‘qoladi.

3.4. Tanlash usullari.

Amaliyotda tanlashning turli usullari qo‘llanitadi. Bu usullarni prinsip
jihatdan ikki turga bo‘lish mumkin:

I. Bosh to*plamni qismilanga ajratishni talab qilmaydigan tanlash, bunga
quyidagilar kiradi:

a) oddiy qaytarilmaydigan tasodifiy tanlash;

b) oddiy qaytariladigan tasodifiy tanlash.

[1.Bosh to‘plamni qismlarga ajratilgandan Kkeyin taniash, bunga quy-
idagilar kiradi:

a) tipik tanlash;

b} mexanik tanlash:

d) serivali tanlash.

Bosh to‘plamdan element)ar bittalab olinadigan tanlash, oddiy tasodi-
fiy tanlash deyiladi. Oddiy tanlashni turli usuvilar bilan amaiga oshirish
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mumkin. Masalan, ¥ hajmli bosh to‘plamdan n ta obyekt tanlashni quy-
idagicha amalga oshirish mumkin. Kartochkalar olib, ulami 1 dan N gacha
nomerlaymiz, keyinchalik yaxshilab aralashtirib, tavakkaliga bitta kartochka
olamiz, shu olingan kartochka bilan bir xil nomerdi obyekt tekshirladi.
Keyin Kkartochkalar to‘plamiga qaytariladi va jarayon takrorlanadi, ya’ni
kartochkalar aralashtirlib, ulardan biri tavakkaliga olinadi va h.k. # mana
shunday qilinadi, natijada n hajmli oddiy takror tasodifiy tanlanma hosil
qtlinadi.

Agar olingan kartochkalar qaytarilmasa, u holda tanlanma oddiy notakror
tasodifiy tanlanma bo‘ladi.

Bosh tanlanmaning hajmi katta bo‘lganda tasvirlangan bu jarayon ko‘p
vaqt va mehnat talab qgiladi. Bunday holda «tasodifiy sontarnings tayyor
jadvalidan foydalaniladi, ularda sonlar tasodifiy tartibda joylashgan bo‘iadi.

Tipik taniash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar butun
bosh to‘plamdan emas, balki uning «tipiks qismlaridan olinadi. Masalan,
detallar bir nechta stanokda tayyorlanayotgan bo'lsa, u holda taniash
barcha detallar to‘plamdan emas, balki har bir stanok mahsulotidan ayrim
olinadi. Tipik tanlashdan tekshirilayotgan belgi bosh to*plamning turdi tipik
gismlarida sezilarli o‘zgarib turganda foydalaniladi. Masalan, detallar bir
nechta stanoklarda tayyorlanayotgan bo'lib, stanoklar orasida eskirganlari
bo‘lsa, u holda tipik tanlashdan foydalanish magsadga muvofigdir.

Mexanik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda bosh to‘plam
tanlanmaga nechta obyekt kirishi lozim bo‘lsa, shuncha gruppaga mexanik
ravishda ajratiladi va har bir gruppadan bittadan obyekt tantanadi.

Masalan, stanokda tayyorlangan detallarning 10% ini ajratib olish zarur
bo'lsa, u holda har bir o‘ninchi detal olinadi; agar 5% detallamni olish talab
qilinsa, u holda har bir yigirmanchi detal olinadi va hk.

Seriyali tanlash deb shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar bosh
to‘plamdan bittalab emas, balki, «seriyalab» olinadi va ular yaipisiga tek-
shiriladi. Masalan, buyumlar katta gruppa stanok-avtomatlar tomonidan
tayyorlanayotgan bo‘lsa, u holda fagat bir nechta stanokning buyumlari
yalpisiga tekshiriladi. Seriyali tanlashdan tekshirilayotgan belgi turli seriya-
larda uncha o‘zgarmagan holda foydalaniladi.

Amaliyotda ko'pincha aralash tanlashdan foydalanilishini ta’kidlab
o‘tamiz, bunda yugorida ko‘rsatilgan usuliardan birgalikda foydalaniladi.

Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan bir necha seriya tanlanadi va nihoyat,
oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savoliar.

I. Matematik statistikaning vazifasini aytib bering.

2. Bosh va tanlanma to‘plamlar deganda qanday to‘plamni tushunasiz?

3. Takror va notakror, reprezentativ tanlanmalarni misollar yordamida
tushuntiring.

4. Tanlash usullarini misollar yordamida aytib bering.
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6-§. Tanlanmaning statistik tagsimoti

Bosh to’plamdan tanlanma olingan. Bunda x, qiymat p marta,

x, giymat n, marta kuzatilgan va Zn,=n bo‘lsin. Kuzatilgan X,

giymatlar variantalar, variantalaming ortib borishi tartibida yozilgan
ketrna-ketligi esa variatsion qator deyiladi. Kuzatishlar soni chastotalar.

ulaming tanlanma hajmiga nisbati %= W esa nisbiy chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik taqsim%ti deb variantalar v ularga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalar ro’yxatiga aytiladi. Statistik tagsimot-
ni yana intervalllar va ularga tegishli chastotalar ketma-ketligi ko‘rinishida
ham berish mumkin (intervalga mos chastota sifatida bu intervalga
tushgan chastotalar yig'indisi qabul qilinadi). Ehtimoliar nazariyasidagi
tagsimot bilan matematik statistikadagi tagsimotni farg qilish kerak.

Tagsimot deyilganda ehtimollar nazariyasida tasodifly migdoming
mumkin bo‘lgan qiymatiari va ularning ehtimoliari orasidagi moslik,
matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar va ularning chastotalari
yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslik tushuniladi.

Misol. Hajmi 30 bo‘igan tanlanmaning chastotalari tagsimoti berilgan.

x, |7[11{ 12

i

nl| 6] 15 9

Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing,
Yechish. Nisbiy chastotalami topamiz. Buning uchun chastotalarni
tanlanma hajmiga bo‘lamiz:

W=—=02 W,=2-05 w=2c03
30 T30 30

Nisbiy chastotalar tagsimotini yozamiz:
x| 7)1 11| 12

¥

w102 0,51 0,3

{

O‘z-0'zini tekshirish uchunm savollar.
|. Nisbiy chastotani ta'riflang.
2. Nisbiy chastotalar tagsimotini yozib ko'rsating.

7-§. Tagsimotning empirik funksiyasi

Aytaylik, X son beigi chastotalarining statistik tagsimoti berilgan
bo'‘lsin. Beigilashlar kiritamiz: n, — belgining x dan kichik qiymati
kuzatilgan kuzatishlar soni: n — kuzatishlarning umumiy soni (tanlan-
ma hajmi).
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n
Ma’lumki, X <x hodisaning nisbiy chastotasi — ga teng. Agar x
o‘zgaradigan bo‘lsa, u holda umuman aytganda, nis’Biy chastotasi ham

n
o‘zgaradi, ya’'ni — nisbiy chastota x ning funksiyasidir. Bu funksiya

empirik (tajriba vo ll) bilan topiladigan bo‘lgani uchun u empirik funk-
siva deyiladi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot funksiya-
si) deb har bir X giymat uchun X < x hodisaning ehtimolini aniglay-
digan F'(x) funksiyasiga aytiladi. Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

F"‘(.r)="—'

n
Bunda n — x dan kichik variantalar soni, # — tanlanma hajmi.
Masalan, F'(X,) ni topish uchun X, dan kichik variantalar
sonini tanlanma hajmiga bo‘lish kerak:

Fr(x)=2

Bosh to‘plam tagsimotining F(x) Jriirntqz’:gral funksiyasini, tanlanma
tagsimotining empirik funksiyasidan farq qilib tagsimotning nazariy
funksiyasi deyiladi.

Empirik va nazariy funksiyalar orasidagi farq shundaki, F(x) nazariy
funksiva X <x hodisa ehtimolini, F'(x) empirik funksiya esa shu
hodisaning o‘zining nisbiy chastotasini aniqlaydi. Bernulli teoremasiga
ko‘ra, X < x hodisaning nisbiy chastotasi, ya'ni F°(x) shu hodisaning
F(x) ehtimoliga ehtimol bo‘yicha yaginlashadi. Boshqacha avtganda,
F'(x) va F(x) sonlar bir-biridan kam farq giladi. Bundan esa bo‘sh
to‘plam tagsimotining taqgribiy tasvirlashda tanlanma tagsimotining em-
pirik funksiyasidan foydalanish magsadga muvofiq bo‘lishi kelib chigadi.

Bu xulosa esa F°(x) funksiya F(x) ning barcha xossalariga ega
bo‘lishidan kelib chigadi. Haqiqatan ham F°(x) funksiyaning ta’rifidan
uning quyidagi xossalari kelib chigadi;

1) empirik funksiyaning qiymatlari [ 0;1] kesmaga tegishli;

2) F'(x) — kamaymaydigan funksiya;

3) agar x, — eng kichik varianta bo‘lsa, u holda x<x, da F'(x)=0;
x, — eng katta varianta bo‘lsa, u holda x>x, da F'(x)=1.

Shunday qilib, tanlanma tagsimotining empirik funksiyasi bosh to*plam
tagsimotining nazariy funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Misol. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha uning
empirik funksivasini tuzing.
variantalar|x |3 |7 | 10

L

chastotalar| » | 15| 21f 24
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Yechilishi. Tanlanma hajmini topamiz: 15+21+24=60. Eng kichik
varianta 3 ga teng. Demak,

x<3 da F'(x)=0.
x <7 qiymat, xususan, x, =3 qiymat 15 marta kuzatilgan, demak,
3<x<7da F'(x)=-§=o,2s_
x <10 qiymatlar; jumladan, x,=3 va X, =7 qiymatlar 15+21=36
marta kuzatilgan; ¢
Demak, 1;?*(:} -
7<x<10da F'(x)=-z%=0,6.

x=10 eng katta variant bo*{ganj

uchun x>10 da F'(x)=1.
Izlanayotgan empirik funksiya: D

e .

123456 788wz
141-chizma.

[x<3  da o

3<x<7 da 0,25;

T<x<st0 da 0,6

x>10 da .

Bu funksiyaning grafigi 141-chizmada tasvirlangan.

F*(x)=4

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Tagsimotning empirik funksiyasini ta’niflang.
2. Empirik funksiyaga misol keltirib, grafigini chizib ko'rsating.

§-§. Poligon va gistogramma

Ko‘rgazmalilik maqsadida statistik tagsimotning turli grafiklari, jum-
ladan, poligoni va gistogrammasi yasaladi.

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (x),1,),(x3,1,),...,(x,,n.) nug-
talami tutashtiradigan aniq chiziqqa aytiladi. Poligonni yasash uchun
abssissalar o'giga x, variantalarni, ordinatalar 0°qiga esa ularga mos n
chastotalari qo‘yib chiqiladi, So‘ngra (x,,n,) nuqtalarni to'g'ni chizig
kesmalari bilan tutashtirib, chastotalar poligoni hosil gilinadi.
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Nisbiy chastotalar poligoni deb kesmalari (x,,,),(x,,#,),....(x,. )
nugtalarni tutashtiradigan siniq chizigqa aytiladi. Nisbiy chastotalar
poligonini yasash uchun abssissalar o‘qiga x, variantalami, ordinatalar
0'qiga esa ularga mos W, chastotalami qo'yib chiqiladi. So‘ngra hosil
bo‘lgan nuqtalami to'g'ri chiziq kesmalari bilan tutashtirib, nisbiy
chastotalar poligoni hosil qilinadi. 142-chizmada ushbu

x, 2,5 4,5 6,5 8,5;

w 01020403

tagsimotning nisbiy chastotalari poligoni tasvirlangan.

o Uzluksiz belgi bo‘lgan holda
1™ gistogramma yasash magsadga mu-
I vofigdir. Buning uchun belgining
kuzatiladigan giymatlarini o‘z ichiga
olgan intervaini uvzunligi h bo'lgan
bir nechta qismiy intervallarga

1 bo'linadi va har bir i- gismiy in-
1 terval uchun n, — i — intervalga
1 tushgan variantalar chastotalari

—r——+——+—+—+——— x, Yig'indisi topiladi. Chastotalar gisto-
Ol123456748%9 grammasi deb asoslari h uzunlikdagi

. n
142-chizma. intervallar, balandliklari esa — nis-

n
batlarga (chastota zichligi) teng bo‘lgan to‘g'ri to‘riburchaklardan iborat

pog‘onaviy figuraga aytiladi.
Chastotalar gistogrammasini yasash uchun abssissalar o'qida gismiy

—

i
intervallar, ulaming ustiga esa : masofada abssissalar o‘qiga parallel
kesmalar o‘tkaziladi.

n
i — qismiy to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi h--;:—=ﬂ,ga, ya'ni in-

tervaldagi variantalarning chastotalari

tn yig‘indisiga teng, binobarin, chastotalar

h gistogrammasining yuzi  barcha

chastotalar yig‘indisiga, ya’'ni tanlanma
hajmiga teng.

143-chizma jadvalda keltirilgan

n=100 hajmli tagsimot chastotalari

| I ———3 gistogrammasi tasvirlangan.
5 10152025303540 v Nisbiy chastotalar gistogrammasi deb,
143-chizma. asoslari A uzunlikdagi intervallar, baland-
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W
liklari esa -n— nisbatga (nisbiy chastota zichligiga) teng bo‘lgan to‘gri

to‘rtburchaklardan iborat pogonaviy figuraga aytiladi.

Misol. Bug‘doy donining 100 marta o‘lchash natijalari berilgan
bo‘lib, don uzunligining eng kichik uzunligi 5,18 mm, eng katta uzun-
ligi 5,69 mm. [5,175; 5,725] oraliqda barcha tanloviar vaniatsiyalarini
olib, bug‘doy doni uzunliklas tagsimoti gistogrammasini chizing.

Yechish. Misolni yechish uchun (5,175; 5,725] oraliqpi 11 ta gismiy
oraligga bo‘lamiz. Bunda har bir qismiy oraligga kamida 9 ta o‘lchash
natijasi to‘g‘ri keladi. Har bir gismiy oraliq uzunligi Ax, =0,05 ga teng.
Shunday qilib kuzatish natijalariga ko‘ra nisbiy chastota hisoblangan
tubandagi jadvalga ega bo‘lamiz.

ismiy oraj Nishi
Qctng:rala:iq Chastota chastn:{a

5,175-5,225 I (.01
5,225—5.275 4 0,04
5,275-5,325 7 0,07
5,325—5,37% I1 0,11
3,375-5,425 16 0,16
5,425-5,575 30 0,30
3,575—-5.525 14 0,14
5,525-5,575 8 0,08
5,575—5,625 6 0,06
5,625—-5675 2 0,02
5,675—5,725 | 0,01

Jadvalga asosan, bug‘doy doni uzunligi tagsimoti gistogrammasini
chizamiz (144-chizma).
F Y

fj 03
Ay 005

: =,
5 5175 5425 5,725

144-chizma,
O‘z-o'zini tekshirish uchun savollar,

1. Poligon deganda nimani tushunasiz?
2. Chastotalar gistogrammasini ta'riflab bering,
3. Poligon va gistogrammani misollar yordamida chizib ko'rsating.
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