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Введение

В последнее время в современной технике широко при­
меняются полимеры и композиты на их основе, обладающие 
ярко выраженными вязкоупругими свойствами. Кроме того, 
при достижении определенного уровня температуры или в за­
висимости от других факторов вязкоупругими свойствами об ­
ладают и традиционные упругие материалы. В машинострое­
нии к конструкционным относятся материалы, из которых 
изготавливаются конструкции и детали машин, восприни­
мающие механические нагрузки. Помимо объемных и поверх­
ностных нагрузок, на конструкции из композитных материа­
лов могут воздействовать температурные поля, вызывающие 
изменение свойств материала, появление температурных де­
формаций и напряжений. Отметим, что полимерные компози­
ты обладают, как правило, низкой теплопроводностью и мо­
гут быть использованы в конструкциях, подвергающихся крат­
ковременному поверхностному нагреву, без дополнительной 
теплозащита. Некоторые материалы, например композиты на 
основе углеродной и керамической матриц, специально пред­
назначены для работы в условиях интенсивного нагрева, дру­
гие на основе минеральных волокон служат в качестве тепло­
защитных покрытий. Таким образом, температурное воздей­
ствие является одним из расчетных условий работы конструк­
ций из композиционных материалов с вязкоупругими свой­
ствами и следовательно, должно отражаться в математических 
моделях (уравнениях), описывающих их напряженно-дефор­
мированное состояние.

Учет воздействия температуры представляет принципиальный 
теоретический интерес, позволяя глубже, полнее и количествен­
но более точно описать движение вязкоупругих сред, выявить 
при этом ряд качественно новых эффектов. Поэтому разработка 
эффективных методов решения нелинейных задач о колебаниях и 
устойчивости вязкоупругих элементов тонкостенных конструкций 
с учетом температурных воздействий является актуальной в наслед­
ственной механике деформируемого твердого тела.
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С появлением современных ЭВМ появилась возможность 
усовершенствовать вычислительные методы и создать общие 
численные приемы, пригодные для решения достаточно широ­
кою класса задач теории упругости и вязкоупругости. Численные 
решения, полученные на ЭВМ, становятся не только способом 
получения количественных характеристик, но и методом уста­
новления закономерностей изучаемого процесса. Вычислительные 
методы при этом должны быть экономными, т.е. затрачивать 
минимальные числа арифметических операций, и универсаль­
ными, т.е. пригодными для широкого класса прикладных задач и 
просто реализуемые на ЭВМ. Поэтому разработка адекватных мо­
делей, описывающих все реальные механические свойства мате­
риала и эффективных вычислительных алгоритмов для решения 
соответствующих дифференциальных, интегродифференциаль- 
ных уравнений динамических задач теории упрщ^сти и наслед­
ственной теории вязкоупругости, не имеющих указанных недо­
статков, является одной из актуальных проблем механики де­
формируемого твердого тела [12].

В первой главе даны постановка задачи и алгоритм чис­
ленного решения нелинейных задач о колебаниях и динами­
ческой устойчивости элементов тонкостенных конструкций 
из вязкоупругого материала под воздействием температуры. В 
геометрически нелинейной постановке строятся математи­
ческие модели задачи о динамической устойчивости вязко- 
упругих изотропных пластин под действием нагрузки, изме­
няющейся во времени и под воздействием температуры. Ма­
тематическая модель задачи описывается системами И ДУ и 
дифференциальными уравнениями теплопроводности в час­
тных производных с соответствующими граничными и на­
чальными условиями. С помощью метода Бубнова -  Галер- 
кина, основанного на многочленной аппроксимации проги­
ба, эта задача сводится к решению задачи Коши для систем 
ИДУ в обычных производных. Для решения этой системы при­
менен численный метод, основанный на рациональных преоб­
разованиях, устраняющих слабосингулярные особенности ин­
тегральных и интегродифференциальных уравнений, предло­
женный в [12, 17]. На основе этого метода описан алгоритм 
численного решения.

Вторая глава посвящена изучению задачи о собственных, 
вынужденных и параметрических колебаниях вязкоупругих
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прямоугольных пластин под воздействием температуры. С по­
мощью метода Бубнова — Галеркина, основанного на много­
членной аппроксимации прогиба, задача сводится к исследо­
ванию систем нелинейных обыкновенных ИДУ, решение ко­
торых находится численным методом, предложенным в [17]. 
Вычисление числовых значений приближенного решения вы­
полнялось с помощью ПЭВМ, а полученные результаты отра­
жаются в виде графиков и таблиц.

В линейной постановке строятся области динамической 
неустойчивости (ОДН) вязкоупругой пластины и изучается 
влияние различных факторов на ОДН.

В нелинейной постановке изучается изменение амплиту­
ды нелинейных колебаний термовязкоупругой пластины.

Третья глава посвящена исследованию динамической устой­
чивости вязкоупругих систем при быстровозрастающей нагруз­
ке с учетом воздействия температур. В геометрически нелиней­
ной постановке рассматривается задача об устойчивости прямо­
угольных вязкоупругих пластин с учетом воздействия темпера­
туры при действии осевых динамических нагрузок и попереч­
ных внешних давлений. Эта задача после применения метода 
Бубнова — Галеркина по пространственным координатам сво­
дится к решению системы нелинейных ИДУ с переменными 
коэффициентами относительно функции времени. Интегриро­
вание системы уравнений, полученных на основе многочлен­
ной аппроксимации прогибов, выполнялось с помощью чис­
ленного метода, приведенного в первой главе данной работы. Во 
всех рассмотренных задачах численно исследована сходимость 
метода Бубнова -  Галеркина. В широких пределах изменения 
физико-механических и геометрических параметров деформи­
руемых систем при быстровозрастающих нагрузках находятся 
критические нагрузки и времена.



ГЛ А В А  1. П О С Т А Н О В К А  ЗАД АЧИ  И  А Л Г О Р И Т М  
Ч И С Л Е Н Н О Г О  Р Е Ш Е Н И Я  Н Е С В Я З А Н Н Ы Х  

ЗАДАЧ Т Е Р М О В Я З К О У П Р У Г О С Т И

В настоящей главе рассматриваются в геометрически не­
линейной постановке динамические задачи вязкоупругих 
пластин, обусловленные пространственным температурным 
полем Т  (х, у, г, 0, где х, >’ -  координаты в срединной 
плоскости пластины, г  -  координата вдоль нормали к 
срединной плоскости пластины, 1 -  время. При выводе урав­
нения движения элемента вязкоупругих пластин, л ью щ и х  
начальные несовершенства, используются геометрически не­
линейные теории, основанные на модели Кирхгофа — Лява. 
Эти уравнения являются интегродифференциальными урав­
нениями в частных производных, содержащими интегралы 
типа Вольтерра. Исследование таких уравнений с помощью 
метода Бубнова — Галеркииа сводится к решению систем 
нелинейных интегродифференциальных уравнений в обыч­
ных производных. Для решения полученных обыкновенных 
интегродифференциальных уравнений приводится общий 
численный алгоритм по методу, основанному на рациональ­
ных преобразованиях, устраняющих слабосингулярные осо­
бенности интегральных и интегродифференциальных управ- 
нений [12,17].

1.1, Основные уравнения и постановка несвязанных задач
термовязкоупругости пластин

Выведем уравнение движения вязкоупругой однородной изот­
ропной пластинки в геометрически нелинейной постановке. Пусть 
пластина произвольной формы с заданным закреплением кон­
тура подвергнута действию температур т = Т неравно­
мерно распределенных по толщине и в срединной плоскости. И 
пусть, кроме того, на нее действуют в срединной плоскости 
внешние усилия. Срединную плоскость пластины до изгиба со­
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вместим с плоскостью х,у прямоугольной системы координат 
х,у,г, ось г направим вниз (рис. 1.1.)» толщину А пластины счи­
таем малой по сравнению с другими ее размерами. Считаем, что 
пластина имеет начальные неправильности.

Рис. 1.1

В тонких пластинах напряжения С 2 Хх г Ху2 пренебрежи­
мо малы по сравнению с компонентами <5 хр  у

Модуль упругости Е, коэффициент линейного расшире­
ния (Хг  и коэффициент Пуассона Ц считаем не зависящими 
от температуры. Будем считать их постоянными. При малом 
термическом возмущении упругие коэффициенты (коэффи­
циенты Ляме), термические коэффициенты а тХ ^ (Х я — ко­
эффициент теплопроводности) и удельные теплоемкости мож­
но считать не зависящими от температуры [28].

Физические соотношения между напряжениями <зх <зу '1ху 
и деформациями ъх ^уу ху, а также с температу­
рой Т ( х , у , г , ( )  выражаются уравнениями

ах = т  “  л " ) 1̂  + Vе, ~ «гО  + М )Т ],\ -ц

<1 - К ) [ е г + ^ х -сст(\ + » ) Т ] ,  ( I I )
1 /4
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t  = ■
2(1 +//)

О - Юг.

где R' — интегральный оператор с ядром релаксации R(t):

R <р -  }  K(t -  т)(р(т)с1т.»
По гипотезе Кирхгофа -  Ляпа компоненты тензора де­

формаций любой точки складываются из компонентов тен­
зора деформаций срединной поверхности и деформаций, свя­
занных с изгибом [23]:

yjl’ ' ху * ху 'хур

Здесь деформации в срединной поверхности ех г у у ху име­
ют вид

âU 1я = —_  + _
1 ас 2

f  âW Y f â w y  
 ̂ ¿bc )  \ âx.

У. =

âW  Y f ^ . Y '  

¿я/ û v  âW âW  âW. âW.

â v  l £ = ----+ —
’ #  2

- + -
ây âx, âx, dy âx dy

(1.3)

где У¥а = 1¥й (х, у ) -  начальный прогиб; и  = Щх,у,0, У=У(х,у,0

и Ш = 1 ¥ (х ,у 4 ) — перемещение точек срединной поверхности

по направлениям хгу,£ соответственно.
Деформации изгиба равны

д г\¥ <?21Г ,
•»  ̂ 2 > У г г.- г  д х д уд х  ' д у

В теории тонких пластин вместо самих напряжений удоб­
но рассматривать статически эквивалентные ш ли и моменты. 
Выделим плоскостями, параллельными координатным, >ие-
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мент пластины. Усилия, действующие па единицу ширины се­
чения элемента, будут (рис. 1.2):

N.

N.

= ® < ] - / г ) [ <|+/В, ] - ^ - а - л ' ) ' 7 п х ,у ,ь №
х -*/! 1-М 1~М */г

\ = У < т Ж ~ ^ { 1 - И Г ) [ * , + м г , ) - ^ { 1 - К ) Т П х , у , М ) (Ь
* .*/} 1~/Г 1 — */!

ЕИ

Еаг

, <?2(Ж -Ж в)
<2г2 ¿Г

.^ & -(1- Д - )Т  1 П х,у ,г,№ ,1-// А/2

^ ( 1- Л * )Т  1Т(х,у ,гМ 1,
I -// А/2

ЕН' -(1 -  Г ) ^ (И / - ^ , )
12(1 + я)

где -  нормальные; Г ^ -  касательные усилия; Мх М у
— изгибающие моменты и Н ~  крутящий момент.



Динамический процесс уравнения движения элемента пла­
стины описывается уравнениями {23]:

¿Ж .
дх 

д  М , 
дх

д у

¿»у
+ Рт - / Л ^  = 0,

д х д у  д у  д X

г?И/

<?У * <?х

¿? Ш '

Л' ——  + Ыт 
* дх  * ду

, д гш  .
+ 9 - / ^ - ^ -  = о,

+ (1.6)

где р -  плотность материала пластины; ц — интенсивность 
заданных внешних нагрузок, приложенных к элементу по 
направлению ъ.

Если подставить (1.5) в (1.6), уравнения движения плас­
тины, изготовленной из линейного вязкоупругого материала, 
в геометрически нелинейной постановке, основанной на ги­
потезе Кирхгофа — Лява в смешанной форме при учете взаи­
мосвязанности деформации и температуры, примут вид:

+

(1-Л*)

\+м

>87 [ 1 -Р  дг Ц 1 1 + р д г У . дШ  д'ТУ Ж ,  д2УУгл , 
д х 2 + 2 ду1 2 д у д х  д х  д х 1 д х  д х1

'аш зг\у д\уй 1-̂ Гж ¿^_<Щ я1 К
I уду  д х д у  ду д х д у ) 2 \ д х  ду2 д х  ду2

(1+ ^ К  д  ^  т{х,у,г ,№ г  ] + ^ ~ Р '  -  = °>
дх -ъп ЕЛ Е д г1

„ . [ 1+ /1 д 2и  ь д г У \ ~ р д г Г ^ д } ¥ д г УУ д Щ , д 2} К 1 
( [ 2 д х д у  д у 2 + 2~ д х 2 + д у ' д у ’ ду ду2

\ + д г 1¥ д\У0 д 2}У0)  ' \ - n j d W  д г Ш д И ' д 2^ '
дх  д х д у  ду д х д у ; [д у  д х 2 ду д х 2

и (1 + /,1)а ыг
4 V2 (1 - И*)У*(1Г-№ )  + — — Р  \ гТ {х ,у ,г ,Ш -  
12 о 2 -*/2
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где и, V, IV— перемещение точек срединной поверхности пласти­
ны по направлениям х,у;1  соответственно; Рх Р  и ч — интенсив­
ность заданных внешних нагрузок, приложенных к элементу по

направлениям х,у,г соответственно; р  — плотность материала пла­
стины. Модуль упругости Д  коэффициент линейного расшире­
ния а т и коэффициент Пуассона ¡л считаем не зависящими от 

температуры, постоянными [28]; М£=Щх,у)- начальный прогиб,

Т -  приращение температуры. Виды дифференциальных опера­
торов V 2 и V4 приведены ниже.

Для того, чтобы система (1.7) была замкнутой, следует при­
соединить к ней уравнение теплопроводности. Несвязанное урав­
нение теплопроводности принимает вид:

д гТ  д гТ  д гТ  1 д Т  
(к1 + дуг + <кг а, д\. ’ 

где а, =Д./с— коэф ф ициент температуропроводности, Ст -  удель­
ная теплоемкость при отсутствии деформации.



Задача термовязкоупругости, описываемая уравнениями
(1.7) — ( 1.8), называется несвязанной динамической задачей 
термовязкоупругости пластин.

Система (1.7) — (1.8) записана в достаточно общем виде. 
Эту систему уравнений можно упростить, сделав некоторые 
допущения. Например, если пренебречь инерционными си­
лами по продольным направлениям и ввести функции напряже­
ния Ф в виде

м г ^ Ф м и д 2ф м д 1Ф
ду ах екду

можно получить следующую систему относительно Ф н Ж

1  У«Ф -  -(1 -  Г ){1 [ц ж ,И О - £(Ж0̂ , ) ] +5 . у ^ }  (1.9) 

£<1 -  + т , Ф ) +| -  Р ^ ,

А/2 /г/2
ЛГ,= / П х , у, г ,/)'<&, М  — ] г Т ( х , у , г , № ,  (1.9а)

-А / 2  -А / 2

гдеУг = — у + -—7 . V 4 = У гУ 2 = -^ -+ 2  — —2* +■ ~~4 , 
вхг дуг дх4 аг 2̂ 2 э /

о -  ш12(1 -/и2) ~  цилиндРическая жесткость пластины.

Рассматривая в строгой постановке математические зависимо­
сти, которыми описывается поведение твердого тела при совмест­
ном воздействии нагрева и внешних нагрузок, нетрудно показать 
[20,24 — 26], что эти уравнения взаимосвязаны и должны решать­
ся совместно. Однако доказано, что для большинства практичес­
ких задач влияние напряжений и деформаций на распределение 
температуры достаточно мало и ими можно пренебречь [18]. Это 
обстоятельство позволяет при исследовании температурных напря­
жений в качестве первого и независимого шага найти распределе­
ние температуры в твердом теле, определяемое заданными тепло­
выми условиями; вторым шагом исследования будет определение 
перемещений и деформаций в теле, вызванных данным распреде­
лением температуры.
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Для однозначного решения несвязанной динамической за­
дачи термовязкоупругости пластин необходимо к соответству­
ющей системе разрешающих интегродифференциальных урав­
нений присоединить начальные и граничные условия. 

Начальные условия задаются в виде

fV (x,y, 0) = Wn{x,y ), W (x ,y fl) = W Ax,У),

U{x,y,Q) = U{l{x ,y ), U(x,y,0)=U„(x,y),

V (x ,y ,0) = Va(x ,y ), V(x,y,0)=V0(x,y),

T (x ,y ,z,0 ) = TQ(x,y,z)-

В теории теплопроводности применяются следующие ос­
новные идеализированные граничные условия:

1) Задано распределение температуры на поверхности 
тела T (M ,t) -  где М—точка поверхности тела, /  — 
заданная функция.

2) Задана плотность теплового потока через поверхность

О ттела Лт---- ( M ,t ) -  tfT(M ,t) где п -  внешняя нормаль к по-
дп

верхности тела в точке М. В частном случае отсутствует тепло-

(УГ
вой поток через поверхность = 0 (для тела с идеаль­

но изолированной поверхностью).
3) Заданы температура окружающей среды и закон кон­

вективного теплообмена между поверхностью и сре-

дТ
дой \  —  = Л,Л'ГГЯ. -  Пр., i)]5 где Хж— коэффициент теплообмена.

Можно показать [20], что задание на разных частях по­
верхности тела, перечисленных выше, граничных условий в 
любой комбинации и задание начального распределения тем­
пературы единственным образом определяют решение задачи 
теплопроводности при неустановившимся режиме.

Для решения уравнений теплопроводности применяют ме­
тоды разделения переменных, интегральные преобразования, 
численные методы и др., которые изложены в монографиях, 
посвященных теории теплопроводности [27,29].
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Для определения решения (1.7) также необходимо к соот­
ветствующей системе разрешающих дифференциальных урав­
нений присоединить начальные и граничные условия.

Остановимся на формулировании некоторых граничных 
условий, характерных для практических задач (рис. 1.3).

1) Свободно опертый край (шарнирное опирание). Если 
край прямоугольной пластинки СВ вдоль оси у при х~а сво­
бодно оперт, то прогиб и изгибающий момент равны нулю:

М, = 05 где М т \\т(х,у^)<к
! • - Ц -апае &у

В этом случае может быть два варианта;
а) неподвижное шарнирное опирание. В этом случае иш0, 
У-0  при х= 0 х = а .

В данной работе мы остановимся на одном подходе к ана­
литическому определению функции напряжения при реше­
нии системы (1.9). Поэтому покажем, какой вид принимают 
вышеприведенные граничные условрш относительно функции 
напряжения. Как нам известно,

е = ■
до
ду Ек

д 'Ф  д ‘Ф
дк‘ ду1

ди ди  2(1 + //) 2(1 + /1 ) д Фв = — -  + —— = — N = — • ------ и отсюда
ду  Эх Е к Ек дхд)’
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д'и
3/

2(1 + м) д 'Ф  Зе.
Ек дхду1 ¿к Ек

’д'Ф , д'Ф
-----+ (2 + и) --------
¿к' дхду

Из условия У=0,и=0при л=0  следует, что

до  „ Л  „ с?Ф <?Ф п д'Ф „  , д'Ф „ Л—  =0и-~г = 0 или —  -^ -—- = 0 и — + (2 +^ )-~7 =0при*-0  
ду ¿у дс ду Зс Зиу

б) Подвижное шарнирное опирание. В этом случае

иф 0, У  = 0, Мх - 0.
Аналогичным образом, как в случае а), можно найти сле­

дующие эквивалентные граничные условия относительно 
функции напряжения:

при х -а

2) Защемленный край. Допустим, что прямоугольная пла­
стина имеет защемленный край АВ по оси у. Тогда

¿Ш дгФ дгФ Л дгФ 
Ж = 0, ^  = 0, £ £ - м£ £  = о ,— +

дх дт ду дх 
дъФ

+ (2 + р ) -------- = 0 при х ~ 0 ,х  =  а.
екду

1}~0, У-0  при х - а .

3) Свободный край. На свободном крае (АВ, ВО) плас­
тины изгибающий момент, перерезывающая сила и крутя­
щий момент равны нулю. Для прямоугольного контура ус­
ловия будуг следующими:

- Л

О

( д гш  д гШ
-------— + у ---------
д х 1 д у 2

- м  = о

д х
д 3РУ

д х д у ' 2

д М .

д х

при у = 0 , у = Ь ^ у = 0 .
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Если на контуре не приложено никаких внешних усилий, 
то нормальные и касательные усилия на краях равны нулю:

д гФ д гФ
N  = / ,£ -^ . = 0 , N  = h - ^ —  = 0 .

д у 1 * д х д у

1.2. Численный алгоритм решения несвязанных 
динамических задач термовязкоупругости пластик

Решение несвязанных динамических задач термовязкоупругос­
ти состоит из двух этапов. Первый этап решения этой задачи заклю­
чается в нахождении температурного поля 7\х,у&1,). Как отмечено в 
§1.1 он сводится к решению уравнения ( 1.8) при определенных 
тепловых начальных и граничных условиях. На втором этапе по 
известному температурному полю определяется термовязкоупругое 
напряженное и деформированное состояние пластины.

Для решения уравнений теплопроводности применяют ме­
тоды разделения переменных, интегральные преобразования, 
численные методы и др., которые изложены в монографиях, 
посвященных теории теплопроводности [27,29].

Одна из основных целей настоящей работы — изучение 
поведения вязкоупругой пластины, находящейся в темпера­
турном поле. Поэтому мы будем рассматривать второй этап 
задачи, предполагая температурное поле известным.

Как отмечается в работе [20], общего метода решении за­
дач термоупругости нет. Выбор метода решения существенно 
зависит от граничных условий. Эта проблема сохраняется так­
же при решении задач термовязкоупругости. Однако можно 
указать несколько способов, полезных для решения большего 
числа практически важных задач.

Основные разрешающие ИДУ несвязанных динамических 
задач термовязкоупругости. Рассмотрим системы уранений (1.7),
( 1.8) решение которых, удовлетворяющее граничным услови­
ям задачи, будем искать в виде:

и  = ±  ±  U_{t}p„{x,y\ V - t  i  v M . M
"-N "-"I тгя*

^  = í  í  = ±  i  w ,jX x ,y \
»-«e w

T =  i  ±  i  T j t ) F j x , y , z )  ( 1.10)
* "» " "a ---¡i
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где <р А х ’ У)>ФЛХ’ У\ f S * , y \  Р Л х ’ У '? )  -  координатные 
функции, удовлетворяющие соответствующим граничным ус­
ловиям задачи.

Подставляя (1.10) в системы (1.7), (1.8) и выполняя про­
цедуру Бубнова — Галеркина для определения 
(JrAO, W rM  далее введя следующие безразмерные 

величины и обозначения

1 L  Z n f U V W  Рх %  ±  Р ®  , = а _ h  
a ’ b ’ h a ’ b ’ h т Е ’ Е ’ Е ’ Eh ’ Ь ' 1 а

2 Л  о 4 Е  О4 = о 4 = __—__
2 ь ’ 1 p a W ’ 2 p b W ’ } P h W ’

получим систему нелинейных ИДУ в виде:

+ i  í  a + ^ )z  í  ¿  w :n»Mi вЦ̂яь га

№-Мв Ш=Л*в 1-"/г L IZ ff-Я« Я-Я,

+ ( i +/0 * í £  z  í  w ü  -  f  í  ^ ( 1  -  ) -пчял ?й“/яв » _] л,*=Яф

-  í  t  dMnm„ i v J i ~ r X w ^ - w v w J + (1.11)
hJstл, л./.*-«»

+ (i + / 0  í  i  i  ¿ W -  » U 3 -  Д 'К .  -  (i -  Л *  }  = o,
ft i  в ¡H JoW. ("asf’  . 4/£

* “  ‘  T a 1® í  »  í . í ? k . = n
Д , «?». Д  Wíta,í ™í C r dt

иищ = и м, й $ )= й ш, к,{о)=уш, v M = v w, Щ М - К ,

где

í,....= f í ^ ? # ^ >(I П

17 JlXGZ§gj2 2 S 2



11 1/г
/ И  К ^ р Л ^ у ,  Рм = \\ Рх<ри(1хс1у, 
» 0 - 1 / 2  0 0

^ Ч К ^ / , , 11»  + 2 / ^  + ^ / „ 1 , К ^ у ,
о о

Т ( £ * .  + ̂ К ^ у Ы А с Ы у ,

ч̂Ипшу 1I 
00

1 !
»̂¿|Ш7ЦГ II

0 0 -1/2

л! л О к I  +̂1 ̂ и +т ^ »

л [Л / С 4  +1т £̂ ' ^ ;  I н ( к и ь ^ г ^ Г ш к,• , 1-/*

£фсёу

^шпга,> 1 + ^ '2/&/оу)+(̂  ¿0 Л Лг /™, ■п п [2

~11
V.»

- 1/1  ■

1/2
/ййбсоГу 0-52)

атщ 4'\ ?  ( # £ * , + +О и -1/2
I I 1/2

^ = П  I Р««Ри& !Ьф
0  0 -1/2

Уравнение относительно Уи и его коэффициенты получа­
ются из первого уравнения при помощи следующих переста­
новок (и и̂ У и), (фи<-»фи), (Ь<-»а.-1),(х «*у ), {^¡<->1 )̂ и 
число 1 в индексах коэффициентов с заменой 2.

Отметим, что уравнения (1.11) записаны в достаточно об­
щем виде; будем называть их основными разрешающими ИДУ 
двумерных задач динамики термовязкоупругих систем.

К уравнениям вида ( 1.11) сводятся многие задачи о коле­
баниях и устойчивости вязкоупругих пластин и оболочек.
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Перейдем к конкретным задачам.
1. Рассмотрим нелинейные колебания вязкоупругой плас­

тины в нестационарном температурном поле. По краям пласти­
на шарнирно оперта.

При решении по методу Бубнова — Галсркина 
необходимо задать координатные функции, удовлетворяю­
щие граничным условиям, которые в случае шарнирного 
опирания имеют вид:

Примем дня упрощения расчета такое распределение темпера­
туры по поверхности пластины, при котором АГг=0 при х—0, х-а, 
У~0, у=Ь, Тоща в качестве координатных функдай возьмем:

где функция зависит от характера распределения темпе­
ратуры по толщине пластины.

Подставляя (1.14) в уравнение (1.12), получим следую­
щую систему нелинейных .ИДУ для определения 1]№ Ук1, 1¥ш.

\¥ = 0  при х—0, х=аг у—0, у—Ь,

I. ск2 дуг )

-|-АГт=0при у = 0, у=Ь. ( 1.13)

(1.14)
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к>Г} + Г \Vk,-2{\ + /u ) i  I  cJku„U,‘ - .rç, т-щ,V + Ql (l -  R°

+ 4 f  S du^ {W MWÿ-W amWn )+  2(1 + //)£ £  = °  (1.15)
m ,j-m 9 «ац,

K ,  + U ')l{\  -  Л ‘ Х ^ , - Г ш ) - (1 + M J(kj +

+ Я3/3) £  *„(1 -  R % ,,  -  4 £  I  W j l -  R '\ c ^ U «  -  c ^ K , ) -
f-4 n.i-n„

- 4 Z  S ¿ » . . И ,_ ( 1 - Л ' » П » ' . - И ,Л ) +ajyj=î mrj,j=̂ t

рде -Q u „  = iw *ta, + ̂ „X r,.„ + r ,J ,
нечетний

злесь y - 0  y = —  a = ■F ССЛИ * ~ четный 
' (0 если i -

x Gv„+, -  У/— , -  rr.„v + У/— /)

: (r,-*., -  Y,-„-i -  r , . » y + Уь„. j )— -  ât^ ) x

<?.*,< = -^•0'*-. + n j  C,

* 24 ln mÿ g

* *  ^i-a>1 +

Остальные коэффициенты вычисляются по формулам (1-12). 
Видно, что система (1.15) является частным случаем системы (1.11).

2. Рассмотрим задачу об устойчивости вязкоупругой прямо­
угольной пластины с постоянной толщиной, изготовленной из
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однородного изотопного материала при совместном воздействии 
температуры и внешних нагрузок. Допустим, что пластина со 
сторонами а и Ь подвергается динамическому сжатию вдоль 
стороны а силой Р(!) (рис.1.4.). Математическая модель этой 
задачи отличается от предыдущей с добавлением в третье урав­

нение (1.7) нагрузки . Согласно этому в третьем 
Ек к'  дх1

уравнении ( 1.11) появляется член вида

(1 - У ^ Р (0 2  £  где ЬкЫм = \\

В случае шарнирного закрепления края пластины:

^ _ Г кг 14 при п =  к, т - 1  

клт [0 при ПФк,  или т ф I

3. Теперь выведем основные разрешающие уравнения не­
связанной задачи термовязкоупругости, пренебрегая инерци­
онными силами по продольным направлениям. Для этого рас­
смотрим систему (1.9). В этом пункте выведем основное разре­
шающее уравнение нелинейных колебаний шарнирно опертой 
вязкоупругой пластины» находящейся в нестационарном тем­
пературном поле. Дяя получения основных разрешающих ИДУ 
воспользуемся методом Бубнова — Галеркина. Здесь возможны, 
два способа сведения ИДУ с частными производными (1.9) к 
обыкновенным при помощи метода Бубнова — Галерки на;

1. Аппроксимация функции прогиба Щх,у,/) в виде суммы 
произведения неизвестных функций времени и координатных 
функций, удовлетворяющих граничным условиям. Подставляя 
выражение \¥(х,у,1) в первое уравнение системы (1.9), и полу­
чив решения этого уравнения, зависящие от неопределенных 
функций, находим затем из второго уравнения системы (1.9) 
системы обыкновенных ИДУ относительно этих функций1фИ 
помощи метода Бубнова — Галеркина.

2. Одновременная аппроксимация функций напряжений и 
прогиба* удовлетворяющих граничным условиям, с последу­
ющим интегрированием обоих уравнений системы (1.9) мето­
дом Бубнова — Галеркина. Тогда первое уравнение дает соот­
ношение между неопределенными коэффициентами, а второе
— системы обыкновенных ИДУ для приближенного решения 
рассматриваемой задачи.
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В обоих случаях получаем систему нелинейных ИДУ одного 
типа. Сведем систему ( 1.9) к системе обыкновенных ИДУ но пер­
вому способу. Сначала рассмотрим такое распределение температу­
ры по поверхности пластины, при котором М т=0  при х=0, х=а, 
у=0, у=Ь. Тогда решение задачи будем искать в виде:

.ч Л я  ,,, . плх . тжу
W{x,y, t )=  I  I  K J {) sin---- sin------

«-«. а в
tj/i ч ". ,,, . плх . дал? /iW/; , ( x , j ) = I  1  И'«, sin---- sin (1.16)

и«и, 0

Подставляя (1.16) в-первое уравнение (1.9), получим не­
линейное дифференциальное уравнение для определения 
функции напряжения. Решение этого уравнения складывает­
ся из общего решения Ф1 однородного уравнения

V 2V2(P = 0,
частного решения Ф2, соответствующего правой части уравнения

- l-E ^ -R -)[L {W ,W )-L {W a,W j  

и частного решения Ф3> соответствующего правой части

- \ E a r ( l - R ' ) v 2 k'\T(x,y,z,t)dz.
I  -й/2

V2 х 2
Решение Ф{ имеет вид: Ф1 = а, 4— +■ сг, —  (1.17а)

где Стр а2 — постоянные, которые определяются из усилий для 
результирующих усилий на кромках; о, и а2 считаются поло­
жительными при растяжении. Для пластинки со свободно сме­
щающимися краями должны быть а, =  а>2 =  0 .

Решение Ф2 для шарнирно опертой пластинки имеет вид:



Предложенное выше выражение функции напряжения точно 
не удовлетворяет граничным условиям для подвижного шар­
нирного опирания. Поэтому использование этого вида функ­
ции напряжения при решении конкретных задач требует объяс­
нения или отказа от этого выражения.

Примем, что частное решение Ф3 имеет вид:

где функция Ч^х,у^) зависит от характера распределения тем­
пературы в срединной поверхности пластинки и граничных 
условий. Для удобства дальнейших выкладок представим 
'Р(х,у,Г) следующим образом: ¥(х,у,/)=Т(Х) в2 ц>(х/а,у/Ь,1), где 
Тш — температура срединной поверхности, <р — некоторые без­
размерные функции.

Таким образом,

После выполнения преобразований, связанных с составле­
нием уравнения Бубнова -  Галеркина, для второго уравнения 
(1.9) получим следующую систему нелинейных ИДУ для оп­
ределения

Ф, = -Е а г'¥{х,у,т) (1.176)

Ф = Ф 1+ Ф 2+Ф, (1.18)

где

Х(Чя.(-г-1 Х
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x(4w~-, +<Lv-,« -4-«„-л - ^ „ J + í r  + i)*Д Д . 4„- у +4.» /.y -Áw -y -

—  í  /.y г  i  ~  «-;«• • ! —  I r  j  )  J'~ —  ^") i r j Á . 8 ■*" ^ я + k -i + j  ~

^ n -k + i- j ^ г, -к~!+) X*'1 mi '+ r-s  "** ^ Ы -r+ i ^m  - l+ r - ' ^

+ m^i + j j c j s  ,,t ,. -  ¿r. t.w - - í..,WM -  .,.,)+ 

• (' + У)! Л м ._,- £ < W ;K w „- ,  +• “  *-■»., . -

”  О" ~  -/'У i  ^n>k i*J ~~ ^n-k*i~j * ' ‘- i  Д ' :̂  *U t-f  ^  ^ n+J~r*t ~

-  <?*-....-  ~ £»-/-,-,) + (' + У)2 ̂  И, -  ̂ i-,4, -
~ ̂ n t*l j ~ ̂ r. í l-j 'Ífi:-,,¡>r s *^artí r*i r̂a-í+r-j b̂í-í-/+í)3

-  2nm [(/+ j\r+s)C^{- -  Sn.t^ j + 4 -»-,-/X- s«+>-'- ~ S«-Lr„ +

+  (J +  ~ $ )A íJ (~  J ~^,1 k i h j +  ® n -k -t-if@ ta «l*r-t “  4 »/ -г и  ~

—  & n -í+ r . i  +  ^ a - l - r t s )+ {i-j\ r+s )D ií¡{5n̂

— ̂ n-k*!-i "*■ *íi-t-ivX— ̂ к-rl rs ~ + ̂ я-1-г-т) 1
+(/-Д г -^ Б ^ л ,, ' j -8 „ k ¡4 -5„_к¥М ±5^ , J x

 ̂Í̂ W-M-s ~~ ̂ n+f-ríj ~~ 1 "** i-/*.')]}'

=
1, при / - 0  _ й

О, при i *  О Л ” 'й ‘

Теперь рассмотрим сведение уравнения (1.9) к системе 
обыкновенных ИДУ по второму способу. Считая, что закреп­
ленная пластина по краям шарнирно оперта и подвижна, ре­
шение уравнения будем искать в следующем виде:

W{x,y,t)= i  X IVm(f)pm{x,y\irt(x ,y )-  í  í  Wa„ 9Jx,y\  (1.16')
«=/VK=m, л=/уи*Ю4

. í  \ них . mjcy
где Ф „ (x, y ) = sm-----sin — ■-

a o
Из выражения координатных функций видно, что W(x,y,i) 

и Ф(х,у,[) удовлетворяют все условия подвижного шарнир­
ного опирания.
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Подставляя выражения <1.16') и (1.16") в (1.9) и вы­
полняя процедуру Бубнова — Галеркина, получим следую­
щую систему нелинейных обыкновенных ИДУ в безраз­
мерном виде:

£  I  « . . . и ' - * ) Н  » .» -О * '- -> 0 -л=Лот-гл> Я я-лсю̂лъ

у  у  ____4С* * * .. ш (1 _Л ‘ )х ( 1Л9')
4я?,А2 + Я/3)2

О2 3(1 + ,2т’ »'

+1у у 9" -  - ¡ Т Я Г * "
к = п07Й, к = ш^М, ^ ,и(° ) =

& 1

где

оо

^ . * 1 1  + 2^ +

11 )з1п '**51па Й>А'| ^ 'А “ Г «Я

1 1 / Я Л Ч1/2 . „ ,
Тг = [ } + Я2 — р И Гг& 81п ¿же 51П улуаЬи/у,

ио 1^С2 /-1/2

7 7 =  Л 2 Л 1/1

=  л-1 1 | ( / > ; _ вт/якяпУЗУ- / > _  з т / я га п У ^ у ■ 

+ 2 уг>'^. соя1яг соз /яу)рис1х(1у,

I I

^  » | |
О (I
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4. Рассмотрим задачу об устойчивости вязкоупругой пря­
моугольной пластины с постоянной толщиной, изготовленной 
из однородного изотропного материала, при совместном воз­
действии температуры и внешних нагрузок. Допустим, что пла­
стина со сторонами а и Ь подвергается динамическому сжатию 
вдоль стороны а силой Дг).

Рис. 1.4.

Считая, что пластина (рис. 1.4) шарнирно закреплена и 
подвижна по краям, решение системы (1.9) будем искать 
в виде (1.16').

Подставляя (1.16') в уравнение (1.9) и выполняя проце­
дуру Бубнова -  Гадеркина по второму способу для определе­
ния 1Укр получим следующую систему нелинейных ИДУ:

£  £  и/X Е  ак, 2п-п̂ т-ть Ц-Л /I

+ (1 £  Ь ^ т\Ут = (1.20)
я=н̂ м-т0

4С,^  у  у ___ ^  1Т/ (] -  ) х
/>̂4Л’4Д2 Л1. М я*{л~1р  +  Л/ 2 У
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%
&  з(1 + // ^ 4

р ; л л ' Х 1 11 ’

k = nl),N , к - т а,М.

5. Теперь рассмотрим задачу, приведенную в п.З при нео­
днородных граничных условиях (1.13) (М 7* 0). Кроме того, 
предположим, что температурное поле илаегинки зависит только 
от координаты г и времени /. Тогда температурные слагаемые 
не будут в уравнении (1.9), они входят в граничные условия. 
Решение уравнения (1.9) ищем в виде

(1.21)

Прогиб IV  должен удовлетворять уравнению V4 И̂ (=0 (1.22) 
при граничных условиях (1.13), в которых следует заме­
нить ¡Уна ¡V.

Подставляя решение (1.21) в уравнение (1.9) и учитывая 
уравнение ( 1.22), получаем

I V  <Ф = -(1 -  К)\[Ь{\У, + (1-23)

| (1  - Л * У ( ж , - ^ ) = ^  + ^ , ф ) + | - р ^ .  (1.24)

Так как прогиб удовлетворяет граничным условиям 
(1.13), то V/ должен удовлетворять начальным условиям

/ V ' Ж
при 1 = 0 (1.25)а а

и однородным граничным условиям

= 0, У ’Г , = 0  при х~0,а; у = 0,Ь (1.26) 

Решение уравнения (1.22) выбираем в виде
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W, = - + +w; (1.27)

где Tu = jzTdz.
-A/2

Функции fF ’s и fF  бигармонические и подчиняются 
следующим граничным условиям:

К  = 0, ^  = 0 при .х -  0, а; (1.28)

+ (2х -  о)1)  = 0 при у = 0,6; ([.29)

К  *  ̂ ( ! + р У М  + ̂ ~  ^ Т "  “  0 ПР® *  = 0»«; (1.30) 

л гй/
С - 0, ” ^ г -  = 0 яри у  = 0,£; (1.31)

При этих граничных условиях для функций IV \ и №"г 
полностью выполняются граничные, условия для функции Ж. 

Выражения дш  бшврмоннческих функций выбираем в виде

*** =  ^  - ¿ )+ а „ & у  -  Ь )В и(^ Ь а „ { 2у  -  й )]х  ( 1.з2)

хсжс1„$Ьс-а\

К  = [С,(г)^0я(2х -  а)+Д(2х -  а)Ов (t)shfiĵ x -  û))cosд(2у -  4

гд еа в=да/2@, fin = ж ! 2b.

Выражение для W s автоматически удовлетворяет усло­
виям (1.28), а выражение для — условиям (1.31). Для 
удовлетворения остальных граничных условий разлагаем в
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рядах Фурье следующие величины, входящие в граничные 
условия (1.29) и (1.30):

-■ !^ (1  + //)Г*(г>2+ (2* -« )’)= ^ ал{$)ажаа1£х-а),
Н *1=1,3...

- 0  + Мри {а2 + ( Ь  -  Ь)г )■■= I  ь, (г)соз А  (2У - ь \  ( * "33>

где

апаН-

6(1+Л

а2+ 6 г --

А М *
а2 +Ь2-

а 

2__ 

Г'п у

. я# 
я п т ,

. пяг 
в п т .

(1.34)

Внося выражения (1.32) и (1.33) в граничные условия 
(1.29) и (1.30), находим

4,(0 =  =

Теперь определим IV. Условия (1.26) удовлетворяются, если

2скйпЪ ’

Ъ. (1-35)

V/ выбрать в виде выражения

^  ( \ , пях . тлу 
-5Ш — ,

пт! ии|Л*| Л»"1

К мтЧ-гН /Ч - «же . /яда
* . - £ 1 !  (0 «п — ш — .

(1.36)

П»1 *»»]

Представим функцию ¡V в виде двойного тригонометри­
ческого ряда

ЦТ -У % * -Т ы I  I  К ш са&ая1?х-а )схж ря$ у - ь \
2 } г  п-> 1Д .. Л-1,3,..

где г  =_8Ы Ь й :пга ? I 1 Г /*> 2 \ *к пп$
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12агЬг гг ■ а  пюс . тяу 
или ]у< = -—¡ у -  Т м I  £  К яя ып-----ап — ^ ,

/2 *■№.„ я»и... (X О
(1.37)

где К„
1, если л и т  — нечетный____  а = ,

\{пп /  ху  + (тяг)' ]’ "  |  0, если п н  т -  четный.
(1.38)

Подставляя (1.36), (1.37) и (1.16") в (1.24) и выполняя 
процедуру Бубнова -  Галеркина, для определения И^(/) по­
лучим следующую систему ИДУ:

пшпйтшп̂ Щ-л п-п̂ п-т.

^  У у  ^^л1пя>___ ( \2аТЬ Тм у + и/ I
Р^4я*А2 ямл-я,!’. я-4(я 1/2 + Л)2)1 I, А3

12агЬ2Ти 
№

(1.39)/

М арТ^, . . .
: I ^3 а1А!пм«!й + " ( * а2*Ыл|1У!

У]

о 2 рб4 12а р л, к
+ Р> 2 9ы ' £ А У  А

А = и„,ЛГ, / = т 6,Л/, ^ (0 )= Ж ЯЯ, Жте{0 ) - М Д 0 Х

6 . Если рассмотрим задачу, приведенную в п.4, при нео­
днородных граничных условиях (1.13; и предположим, что 
Т=Т\г,$, то придем к исследованию следующей системы ИДУ:

£ £ £ ь- Л - 0 +л-̂ /я-яь Л, п-йвст-вд,

о г

а 2 А'1л ту

Я к* (Я’1/2 4-Л/ 2)2

\2агЬ»■■г
? -Ы .К т + ЦГ^ |х

Парт ,,
гЗ 1Аг 1п ст»//5 '  ^*2* 1ялн>£

Г22 12лг6г ~ „
+ 7 5 ? « - + -В?Г' ~ т“ к -

к = I = шл, М . (1.40)
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Заметим, что полученные основные разрешающие уравне­
ния являются частными случаями (1.11). В следующем пара­
графе приводится алгоритм численного решения системы ( 1.11) 
с помощью численного метода, основанный на рациональных 
преобразованиях, устраняющих слабосингулярные особеннос­
ти интегральных и ИДУ.

1.3. Алгоритм численного решения ИДУ несвязанных 
динамических задач термовяз&оупругости

Из предыдущего параграфа видно, что все полученные ос­
новные разрешающие уравнения в общем случае можно напи­
сать в следующем виде:

В работах ¡12,17] для системы ИДУ предложен численный 
метод, основанный на рациональных преобразованиях, устра­
няющих слабосингулярные особенности интегральных и ИДУ. 
Этот метод применим и для системы (1.41) непосредственно 
путем двухкратного интегрирования системы (1.41) по / с уче­
том начальных условий. Запишем ее в интегральной форме. 
Полагая затем t—tt, t=ih, /==1,2,.... (/î=const) и заменяя интег­
ралы некоторыми квадратурными формулами для определения 
Wlnm= W J t ),  получим следующую систему алгебраических урав­
нений, которые решаются методом Гаусса:

где А;(п'т), В.{п т) -  числовые коэффициенты, не зависящие 
от выбора подынтегральных функций и принимающие раз-
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личные значения в зависимости от использованных квадра­
турных формул.

Погрешность использованного метода совпадает с погреш­
ностью использованных квадратурных формул и имеет тот же 
порядок малости относительно шага интерполяции.

Предложенный выше алгоритм описан применительно к 
системе (1.11) при ядре Колтунова — Ржаницына. По полу­
ченному алгоритму составлен комплекс программ на языке 
Турбо Паскаль, который реализован на персональном компь­
ютере типа РЕМТИШ -4. Результаты вычисления даются на 
экране дисплея в виде графиков и таблиц.

Ф
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ГЛ А В А  2= ЗАД А ЧИ  О  С В О Б О Д Н Ы Х, 
В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Х  И  П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К И Х  

К О Л Е Б А Н И Я Х  В Я З К О У П Р У Г И Х  П Л А С Т И Н  П О Д  
В О З Д Е Й С ТВ И Е М  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы

Рассматриваются задачи о нелинейных собственных, вы­
нужденных и параметрических колебаниях вязкоупругих пря­
моугольных пластин в геометрически нелинейной постановке 
под воздействием температуры.

Уравнение колебаний прогибов описывается нелинейны­
ми ИДУ в частных производных. С помощью метода Бубнова 
—Галеркина, основанного на многочленной аппроксимации 
прогибов, задача сводится к исследованию систем нелиней­
ных ИДУ, решение которых находится численным методом, 
предложенным в работах[12,17]. Вычисление числовых значе­
ний приближенного решения выполнялось с помощью 
РЕШ ТиМ -4. Численно исследована сходимость метода Буб­
нова — Галеркина. Изучены амплитудно-временные характе­
ристики колебаний вязкоупругих систем при широких диа­
пазонах изменения параметров.

2Д. Колебания термовизгаумррж иласшн три однородных 
граничных условиях

Рассмотрим в геометрически нелинейной постановке зада­
чу о колебаниях прямоугольной вязкоупругой пластины по­
стоянной толщины, изготовленной из однородного материала.

По толщине пластина нагрета равномерно, механичес­
кие параметры материала постоянны, на поверхности име­
ет место теплообмен.

При принятых предположениях уравнение теплопроводно­
сти пластины имеет следующий вид:

д1 " 'М  а ?  + ду1 ;  с трк { Т ~ ТЛ  (2.1)
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при начальном условии Т (х^ О )= Т 0(х,у),

с)Т
и граничных условиях х = 0, а\ у  = 0,6; ---= 0,

ду

(2 .2)

(2.3)

где Т  -  приращение температуры, -  коэффициент температу­
ропроводности, Тос -  температура окружающей среды, -  
коэффициент теплообмена шшегины, с,. — удельная теплоемкость.

Решение уравнения (2.1), удовлетворяющее начальному 
(2.2) и граничному (2.3) условиям, имеет вид [22]:

Математическая модель этой задачи относительно функ­
ций напряжений Ф=Ф(х,у,0, прогиба №=Щх,у,У и темпера­
туры Т= Т(х,у,() соответственно описывается уравнениями (1.9) 
и (2.1). В случае шарнирного закрепления края пластины отно­
сительно неизвестных \¥ы = (/) имеем систему уравнений 
(1.19'). Решение (2.4), подставляя в (1.19') и вычисляя 
а »* , , получим:

п=0Д,2,...;1с=1,2,..,.

к = п0, //; £ = т„, М,
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где й> — частота основного тона колебаний: 

й> = /3{\-/и: )рЬ* Р1 - л г /3(1 - мг) ~  безразмерное кри­

тическое напряжение.

Гш. -  Ц р - 0 - « Р < - Ы » ~  +4 (.1 [ п м.,

+ ехр(-Л,0 + 1Г-1
(  П‘Г . Л -1

„2„г
+ г т  +

+ 2 п т гу ь Л м )с * ехр(~г2Л2 Д,.^2/)]},

С . - Г — Т, Л = ^ И 2 + 2Я00
1 « « : ;  ( ¿ / Д )+ Л а[

а а п -1 -к

^|яй: п - г  + к п - 1 - к  п + 1 + к и + / - А ’
а . 1 *

'К2в* ?г + ? + А п + 1 - к  п -1 + к  п - 1 - к '

& 1тг1 ~  ^ т - г - 1  ~  ^ т - п !  ^ т * г - 1  » ^ 1 т 1  ~~ ^ т + г -1  ^ т - г - Г  ^ т - г + )  >

(1,если ¡-нечетно [1 при /= 0
(X, = < О, = 4

1 О, если четно [0 при г Ф О

Систему (2.5) решаем численным методом, предложенным 
в [12,17]. Для этого запишем ее в интегральной форме, тогда 
формула численного интегрирования при ядре Колтунова —

Ржаницына Я {1)= А 1 ехр(—/йг), (0 < а  < 1) примет вид:

Г * ~ Г * ,  + 1 Г „^ 1+ Х А ' « , - 0ы
16^, д„ 

Р \

*\  + г ^ - - ¿ Я ;  ехр (-Дг) ( ^  -  К , )а с-1
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& п.г.4-г) яг г.х-я10

+а в- « р с ^ д « ' , - , ^ ,  - к ,к » ) ] +
а  л-1

4-
4“ > 1 1 жр * 21  ̂ 1 / ■ ,1ГШ1 кр п-пцш-шо

В. е х р (-Д .) 9?,<? /к1пт • (2 -6)

где лч, Вг (д = 1,р; г  =  1 ,я )~  числовые коэффициенты, не за­

висящие от выбора подынтегральных функций и принимаю­
щие различные значения в зависимости от использованных 
квадратурных формул.

Вычисление значений по формуле (2.6) проводилось 

на ПЭВМ типа РЕКТШМ-4. Результаты вычислений для ядер 
Колтунова — Ржаницына представлены на рисунках 2.1 — 2.6.

На рисунке 2.1 показано изменение прош^^пластины с 
учетом (кривая 2) и без учета температуры (кривая 1). Видно, 
что учет влияния температуры приводит к увеличению перио­
да колебаний и увеличению амплитуды.

Рис 2.1. А=0,1; а=0,25; (5=0,05; ч=0; \У,=0,001; Х-1; .5^=100; 
^=0,12; ^ = 0 ,0 7 ; <^=0(1,3); 2<2,4);
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На рисунке пунктирными линиями (кривые 3 и 4) изоб­
ражены результаты прогиба, полученные по уравнениям (1.15) 
соответствующей задачи. Из графиков видно, что результаты 
мало отличаются друг от друга. Поэтому в дальнейших вычис­
лениях приводим результаты, полученные по формулам (2.6). 

На рис.2.2 показано влияние на прогиб пластины температуры

окружающей среды (Та.). Цифры у кривых соответствуют случа­

ям: 1 -  без учета температуры окружающей среды (Га. = 0)  2 -  с

учетом температуры окружающей среды (Т^. = 400). Видно, что в 

начальный момент времени разница амшштуцы этих кривых зна­
чительна, но с течением времени эта разница уменьшается.

^=0,07; Тос=0(1); 400(2)

Изучено влияние коэффициента температуропроводности 
(/У прогиба пластины (рис.2.3). С увеличением Я,, наблюда­
ется сдвиг фазы к стороне начала координат, что приводит к 
быстрому затуханию колебаний.

По влиянию коэффициента Лос можно сделать вывод, 
что с увеличением данного параметра наблюдается сдвиг 
фазы в правую сторону и уменьшение амплитуды. График 
приведен на рис.2.4.
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На рис.2.5 показано влияние поперечной статической на­
грузки. Видно, что увеличение поперечной стационарной на­
грузки приводит к увеличению амплитуды колебаний.

Рис.2.3. Аш0,1; d=9,25; jj=®,05; q=0; Wa“ 0,001; Я.-1; 7^=100; ^ = 2 ; 
Л.^^0,07; Ят*=0,!2(1); 0,02(2);

Рис24. A=Q1; а=0,25; р -0 ,05; q =0 ; We=O,0Ol; *.=1; Тос-100; d «2 ; 
V=0,12; Хос=0,07(1); 9,5(2);

На примере (рис.2.6) показана сходимость метода. Числа у кри­
вых соответствуют значениям пп и N  1 и 1( 1), 1 и 3(2), 1 и 5(3)
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при т=\,  М - 1. Из графиков видно, что если ограничимся первым 
членом ряда ( 1.11), при решении получаем график, обозначенный 
номером 1, где колебания с течением времени затухают, С увеличе­
нием числа членов ряда (1.11) график решения в начальный мо- 
кент времени сильно отличается от первоначального, но эти кри­
вые с течением времени (I >6) мало отличаются друг от друга. 
Сопоставляя кривые 2 и 3, можно сделать вывод, что в дальней­
ших расчетах достаточно удерживать первые пять членов ряда ( 1.11).

Рие.2.5. А=®,1; а=#Д5; р=§„«5; ¥!Г,НМЮ1; *.=!; Т^Мвв; а,.=0,5; 
Хос-=0,07; ^ “ 0,12; $=0( 1);  %№5{2);  0,91(3);

Рнс.2.6. А=ВД; а=0,25; р=0,05; \У0=05(Ш; Л=1; Т^-100; <1=0,5; 
^ .= 0 ,07; Хт=0,12; к=1,1Ч; N=1(1); 3(2); 5(3);

39



2.2. .Колебания термовязкоупругих пластин при неоднородных 
граничных условиях

Теперь рассмотрим задачу, приведенную в п.2.1. при нео­
днородных граничных условиях( 1.13) ( м т *  о ) .  Пластина шар­
нирно оперта по всем сторонам, к поверхности г—к/2 подво­
дится тепло, причем количество тепла, подводимое за едини­
цу времени к единице поверхности, равно постоянной вели­
чине цт . Нижняя поверхность пластины (г --к / 2 ) и края пла­
стины (х=05 а; у= 0,в) предполагаются идеально теплоизоли­
рованными. Распределение температуры при этом зависит тольЫ 
от координаты г и времени (. Тогда в уравнениях (1.8) и (1.9) 
температурные слагаемые отсутствуют, они входят в гранич­
ные условия, а уравнение ( 1.10) примет следующий вид:

а,
д гТ дГ

а
при начальном условии Т = 0  при 1=0

с?Т
и граничных условиях Л  —  = дт при г=Ь/2,

(2.7)

(2 .8) 

(2.9)

¿¡Г «~  = 0 при г=-Ь /2  (2 .10)
(Ж

Решение (2.7) при условиях (2.8) — (2.10) легко мо­
жет быть найдено при помощи преобразования Лапласа [29] 
и имеет следующий вид:

К

ат1 \2г2+ Ш 2 - Ъ 2 
А2 + 24А2

7Г
(-1)" ^ 

“ И Н1
{ соэ

' пж ( 2г

т
(2 -11)

Подставляя это решение в (1.9 а), находим вид М '

М г= 24Л^
1 -2 1  у  ±I { пга тжг ехр - — 4— /

к1 (2 .12)
/у
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При принятых предположениях математическая модель этой 
задачи относительно функций напряжения Ф=Ф(х,у,0, проги­
ба 1¥=Щх,у,1), и температуры Т=Т{г,1) описывается уравне­
ниями (1.23), (1.24) и (2.7).

В случае шарнирного закрепления края пластины относитель­
но неизвестных W= Л¥ (I) имеем систему уравнений (1.39) (Для 
удобстван ап и ш ем  в виде >Л/’|в.). Вычисляя аш„,вшп, получим:

Систему (2.13) решаем численным методом, предложен­
ным в [12, 17]. Для этого запишем ее в интегральной форме, 
тогда формула численного интегрирования при ядре Колтуно- 
ва — Ржаницына

К({)  = АС-' ехр (-Д ) ,(0  < <1 < 1) примет вид:

безразмерный М т имеет вид

Ркр т’г"'тт»
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+ М Т, { М паи ] + (2.15)

+ I  I  {М ЫКЫ + ехр (-Д .) х
а г кр л -̂«в *•'.* *»* :•!

- ^ ^ ) - Л / г,(А/т?а|Ип̂  + ^ ,й нь^ )  ] + М тД (, },

где А.(,Д. (<? = !,/?; 2 =  1,я) -  числовые коэффициенты, не

зависящие от выбора подынтегральных функций, принимаю­
щие различные значения в зависимости от использованных 
квадратурных формул.

Вычисление значений по формуле (2.15) проводи­

лось на ПЭВМ  типа РЕ]ЯТШ М-4. Результаты вычислений 
для ядер Колтунова — Ржаницына представлены н^^исун- 
ках 2.7 -  2.10.

На рис 2,7 показано изменение безразмерных прогибов

Шя (кривая ! ) ,  IV (кривая 2), \¥ (кривая 3) во времени 

для срединной

Рис 2.7. А=0Д; а=0,25; (5=0,05; Ч=0; ^=10; ^ (1 );
W,(2>; 1¥(3);

точки пластины при чт=10, ат =10"*. Как видно, «дина­
мический» прогиб Ш совершает колебания около началь­
ного прогиба и затухает с течением времени. Общий прогиб

42



IV совершает затухающие колебания около «квазистатичес- 
кого» прогиба не испытывающего колебания.

Рис 2.8. А=0Д; а=0,25; р=0,05; <1=0; W0=0,0001; 
дт= 10; а = 10-Ч1) ;  1(И (2 );

На рис. 2.8 представлены аналогичные графики при о ,= 10, 

а г = 10ч (1); Ю'$(2). Видно, что уменьшение параметра аг при­

водит к уменьшению амплитуды колебаний.
На рис.2.9 показано изменение прогиба Жво времени при 

различных значениях дг  Видно, что с увеличением ампли-

1*ис.2.9. А=вД; а=®,25; р=0,05; ч=0; \У0=0,ВД>01; а = И Н ; 4 =5(1); 10(2);
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туда колебаний увеличивается. В начальный момент времени 
прогиб пластинки направлен в противоположную сторону от 
положительного направления оси г.

На рис 2.10 показано влияние нагрузки д при ^.= 10. Из 
графиков видно, что наличие # может менять направление 
прогиба в начальный момент времени. Для каждого значения 
д, существуют такие значения <7, что в этом случае прогиб 
увеличивается, но колебания не совершаются. В данном случае

такое значение д примерно равно 0.005. При значениях д > 0.005 
в начальный момент времени прогиб пластины направлен в 
положительном направлении оси г.

Рнс.2.10. А=0,1; а=0,25; р=0,05; '№■0,0001; а-ИН; %=10; 4=0(1); 
0,005(2); 0,01(3);

2.3. Определение области динамической неустойчивости 
(О Д Н ) вязкоупругой пластины под 

воздействием температуры

Рассмотрим влияние нестационарного температурного поля 
на устойчивость вязкоупругих пластин со сторонами а и Ъ, 
нагруженных периодической продольной силой Р(г)=Р+Рроз в ( 
вдоль оси х и выясним условия возникновения термопарамет- 
рмеского резонанса.
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Закон изменения температуры применяется квадратичным 
по толщине и периодическим во времени

Т = Т1 \  + |г  со*0,1 + тг, (2.16)

что приближенно соответствует периодичности во времени из­
менения температуры на поверхности пластины.

В формуле (2.16) обозначены: вг -  частота колебаний 
температуры на поверхности пластины г=Ь/2\ А -  толщи­
на пластины.

Пластина по контуру оперта на упругие ребра, температура 
которых постоянна и отлична от температуры пластины. Реше­
ние таких задач в линейной постановке сводится к интегриро­
ванию системы уравнений

Соотношения для сил и моментов определяются фор­
мулами (1.5).

Решение уравнения (2.17) можно записать в виде

отсюда -  Щ о- -  Р ) ^ у = йсг-рЛ .̂ = 0. Постоянные а1 и <т2
аналогично в [30] определяются из условия взаимодействия-с. 
упругими ребрами пластины.

Деформации в ребрах, нагретых до температуры Тр, опре­
деляются выражениями

У 4Ф = 0 (2.17)

0(1 -  Я*)У+(Ж  -Ж 0) = и а +
ОХ ¿я

(2.18)



Для результирующих усилий на ребрах должны выпол­
няться условия

~сг1Ьк + а грРг = 0,

1 ки , г  л (2’21> — <7,ЬЙ + <тГ ,  -  О
2 ■

где Р)( и Ру площадь сечения ребер.
Деформация пластины в соответствующем направлении 

должна быть равна деформации ребра ^

(2-22)
Используя соотношение (2.20), (2.22) и принимая, что 

Е = Е ,  определим

Е\атТя - а ?ТР\/.  ̂ Е\хтТ » - а РТЛ /, %
" ■  -  -  и Х - Ъ ‘ к  ^  ■  ш к - п

где *  =  1+Л/Г,; *,-1+4/75 г ,  -  -1 ?  И г  -  |г, + Г,;

V— коэффициент Пуассона.
Уравнение дда нахождения прогиба (2.18) приобретает вид 

0(1~МУУ (Ж - ) + рЬ——  = (г/, - Р )-—Г  + аг—  (2.23)

| Л̂2
Так как Тн = т г  = °> то на краях должны ш пол-

-нп
шташ условия:

при х=0, а;у~й,Ь

4гШ
- ^ . 0  п „ и х  =  0 ,а 

^  = 0 щ * , - 0',ь

Решение уравнений- (2.23) будем шскать в виде

1У{х,)>,$= £хЖ„,„(/) э т  —  (2.24)
и=1тЫ а о
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К { х , у )  = I  ЯП ^ я п
а

Подставляя (2.24) в (2.23) и выполняя процедуру Бубно­
ва — Галеркина, получим

т гпг Ы  е
|| {<тг - р ) + а 1т2 И '! +

+
я

12(1 •

\2
+  ЯГ

или

рЬ'
й г У

^ [ Г . + ' - Г . с о в ^  - е л

/и2аг| Г2 + ̂  7] cos0j.il -

+ 4  ]+   ̂ ;,4 ,_ ^  } .........(к* + у) ) +

я
12(1 -  V 2

Щ Л  ~ уТТ

М О К - и ' - . Ь 0

Введя безразмерные величины

^ , < » { , - № ) , а тТ2 = Тг = ^  = 7 > ,Г ,  = Г,,/ = А
Й О) 1,

<5 _ ^  , где 3(1_ ^ ~ М > 

рЬ4 К1 п
Екгж1Р\Р 3(1 - А 2)

>Р\ г I 5 ’ 1/1/ а> й?
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и сохраняя прежние обозначения, получим

№*»+ 1± т (1 -  2//,„  с о к + о1,г„ (1 -  1 {11т созвТ1)Шт -
2

к «  + Д ‘( » ' . - » О ] « 0 ,  (2 .25)
« I 2, + m
X

где qL  = -  
4

4- 1)1

У
(п )2

- а )
fi"

« L  = Д
«V Лу + v
¿ J  * A - V'

-+m г

&J

3 т,т,

(Т ,-  тг\

4{Те ~ Т 2У

Если й > =  |й{/-г){»(гУт гг 0 = 0Г, то уравнение 0-25) для
-w

гладкой пластины ( принимает вид:

Wn«+ -  2Mm cos &)fV„ =

»
+ wr J i ty - r K . t o r f r , (2.26)

где о*га = Щ 1  + 0 2 1 , Л» =

Для вывода уравнения критических частот, соответствую­
щих термопарамегрическому резонансу, воспользуемся методом, 
предложенным М Д . Стреттом и развитым В.В. Болотиным [21], 
согласно которому границами, определяющими область неус­
тойчивых и устойчивых решений, являются периодические ре­
шения с периодами Тд и 2 Тд. Два решения с одинаковым пери­
одом ограничивают область неустойчивости, а два решения раз­
ных периодов — область устойчивости. Область неустойчивости 
соответствующими п=1, ш=1 называется главной ОДН.
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Периодическое решение уравнения (2.26) будем искать в виде

/ \ . . 61 вс
^Л<) = Д.» + Д™ СОЭу. (2.27)

Подставив (2.27) в (2.26) и отбросив члены с утроенной 
частотой при 11= 1, т =  I, получим систему линейных алгебра­
ических уравнений относительно коэффициентов Аи и Ви. 
Приравняв к нулю определитель полученной системы, полу­
чим уравнение критических частот, позволяющее рассчитать 
границы главной области неустойчивости:

1 + А. - 2аИ/
- —О '24 м

1

и 2

1 - А .

+ 1 Д Д о г Г А + п  д.
4 '  " и 2

2 0
■ +  1 Ц

=  0

отсюда

1 - 0
2вп)

I
4 ' +1 б С2"4(лГ + 1)  К‘

” .  /УГ л

где Йс = |Л(г)соз— ¿Гг; К, = ^(г)з1в — ¿г
. 6Г

Решая это уравнение относительно получим

2 0 „
■ = Л. о -4 

16 ° п
+ 1 и > - 2.

Для ядра ввда 0(0= А ехр(-{% ), получим

К
4Ар 0 2АО

8 + *рт Л в +лр
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На рисунке изображена главная ОДН на плоскости

(//,,, 0 / 2 0 ,,) при различных значениях.
По полученным соотношениям были произведены расчеты. 

Программа была составлена на языке Турбо-Паскаль и реали­
зована на РЕ№ГШМ-4. Результаты вычислений приведены на 
рис.2.11. — 2.13.

Рис.2.11. р=0,05; Х=1; Т/-50; Тг=50 А~0(1); 0,05(2); 0,75(3)

На рис.2.11, приведены зависимости в  12Ои от коэффи­
циента возбуждения при изменении реолагического парамет­
ра А. Первая область соответствует значению ̂ - 0 , т.е. термо­
упругому случаю. В этом случае вершина области лежит в

точке <9/20,, = , а с появлением вязкоупругого члена
вершина области начинает втягиваться вовнутрь. Областям ди­
намической неустойчивости 2  и 3 соответственно отвечают 
параметры .4=0.05 и А - 0.075. Здесь температура на поверхно­
сти пластинки Т2 и на ребрах пластинки Тр постоянна.

Таким образом, увеличение параметра вязкости А  приво­
дит к сужению ОДН.

Результаты исследования влияния параметра р  на ОДН 
вязкоупругой пластины под воздействием температуры приве­
дены на рис.2.12. Здесь параметр вязкости у4=0.01, а постоян­
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ные 7у=60, Т2=50. Из рисунка видно, что влияние реологи­
ческого параметра р  на ОДН несущественно.

Было исследовано влияние постоянной части периоди­
чески изменяющейся температуры, действующей на по­
верхности пластины Т2, на область динамической неус­
тойчивости. Результаты расчета приведены на рис.2.13. Здесь
был принят: А = 0.05, Р =  0.05, в  =  1.5, ТР = 0, X = 1. В этом
случае построена

Рис. 2.13. А=0,05; р=0,05; Х=1; 0=1,5; Тр=60; Т=50(1); 60(2); 70(3)



Считая, что пластина шарнирно закреплена по краям, на­
ходим функцию напряжения в виде:

I . , - . |  г . , - |  [_ <3 0 ™

^ Ь Й Е о о . Ь у к ^ .  (2 .31)
а  Ь а Ь

( к к - ^ к Л

к = 1,...,Н; 1= 1,...,М,

+в, с о . Ь й г . со, к ^
а Ь

'** 4 С Му .г-иг
4 „  =

А ‘ » -(* г + . а г ) .  г ,

4 С  ’ **1^.Г~Я

Р  .... А 2 ; > { / > - > )
С 1 =  А ; '4 + f ! + 2 л  V*#> 4 ^ ,  »

----- 1----------  ( л

и  Л  ;

; - а - Л  — [Ж . <?

5  , / В Д

4С,

•  ̂ I /
Подставляя (2.24) и (2.31) в первое уравнение (2.30) и 

выполняя процедуру Бубнова — Галеркина для определения
безразмерных 1Ут = №„(() получим систему нелинейных ин- 
тегродифференциальных уравнений:

# “ + 211 + Дй + 2(1- ^ л {  4 я )  + [4 Л  + 4(' - й "=) г + 4

т Т '1 +т , ‘ к - Д - Х у . - у . К - , , . 'Яг\[ + ЬЦг + 2 ( 1 ^

_ _ _  96а Л !~ ^ ) ?
Ыл1 [1 + А/2г + 2{[-М г)% \

К,(0)=ГОкП ^ ( о )  = ^ м„ к  = 1,Г4; 1 -1 .М , (2.32)
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5 ,
ер;, ’А. '..р" _>1 кр

к
3(1- И ’

Л,„„ = ^ е х р ( - Л /К .  +

+ ехр(- л А  тЧ'у^С^сГ"., ± 7\mJKt
Г « V  ,г -------- +  Г Ш

+ 2тйг ГгыА

здесь

Тип: ~

2тг1

а.

Сн ехр(- г2Л2ЛГл 2()

Я+/+£ аП+1-к
п- 1  + к п -1 -к  п + ¿ + к п +1- к ’

У гм _ @-гм+ь_____'*л<1<*» а,п-1+к а.
п + 1 +к п + 1 ~ к  я -  / + к  я -  г - к

г-1 ' т̂-г+1  ̂ г̂о+г-/> 3̂-шг! л̂т+г-/ :--г~! ~'г й̂|-#ч/>

1, если 1 -  нечетно ^  _ Г1 при 1 = 0
0 , если 1 —четно ' [0 при .! Ф О

Рис. 2.13. А=ЮД; й=0,25; (1=0,05; <«-0; \У„=0,001; Х“ 1; 0=1,5; 
ц0=0,35; 5=0,5; Т[1С=10; *..=0,12; >^=0,07; ат=0(1); 2(2)
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Рнс. 2.16. А=0,1; а=0,25; 0=0,05; ч=0; Ш„=0,001; Х=1; 0=1,5;
1^=0,35; 5=0,5; <у=2,8; ^=0,12; Т^=0(1); 10(2)

Интегрирование системы (2.28) выполнялось с помощью 
численного метода, основанного на рациональных преобразо­
ваниях, устраняющих слабосингулярные особенности интег­
ральных и ИДУ 112,17). При расчетах использовано ядро Кол- 
тунова -  Ржаницына 0, А=0,1, а=0,25, [3=0,05,
9-1,5, ц<=0,35, 6=0,5.

Результаты вычислений на РЕ1ЧТ1иМ-4 приведены на 
рис.2.15 — 2.18. На рисунках представлено изменение прогиба 
во времени в центре вязкоупругой квадратной пластины.

На рис.2.15 исследовано влияние сЦ. (коэффициент линей­
ного теплового расширения). При этом закон начального рас­
пределения температуры получен в виде

7;(х ,у )= Е Г 0,.8т — . 
м а

Из графиков видно, что температура приводит к увеличе­
нию амплитуды колебания, но это происходит до момента 
установления амплитуды колебания (в рассмотренном случае 
момент установления /=150). После этого происходят колеба­
ния с постоянной амплитудой.

На рис.2.16 изучено влияние температуры окружающей среды. 
Учет температуры окружающей среды приводит к уменьшению
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амплитуды колебания до опрсделснйого времени (примерно 
/=140), потом колебания происходят с постоянной амплитудой.

На рис.2.17 показано влияние параметра Хг  Увеличение Лт 
приводит к уменьшению амплитуды колебания, кроме того, 
установившиеся колебания начинаются с опозданием (при 
Аг=0,12 /=150, а при Я.^0,2 /=160).

Увеличение параметра также приводит к значительно­
му уменьшению амплитуды колебаний (рис.2.18). Здесь тоже 
устойчивый колебательный процесс начинается с опозданием.

Рис. 2.17. А=0Д; а=0,25; р=0,05; 0=0; №„=0,001; Х=1; 0=1,5; 
ц„=0,35; 5=0,3; 0 ,^ 2 ,8 ; Т ^ Ю ;  ^ *.-0 ,07; 0,2<2)

Рис. 2.18. А=0,1; а=0,25; (5=0,05; 0=0; №„=0,001; Я=1; 8=1,5; 

ц„=0,35; 5 -0 ,5 ; а,.=2,8; Тос=10; Х.=0,12; ^ “ 0,07(1); 0,15<2)
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2.5. Математическое моделирование нелинейных задач 
колебаний вязкоуаругих ортотропных пластин, находящихся 

иод тоздействнем Температуры

В различных областях машиностроения наедят широкое 
применение армированные термостойкие стеклопластики. 
Стеклопластик, имея малый коэффициент теплопроводнос­
ти, может выполнять в конструкции роль теплозащиты, в 
то же время, обладая значительными прочностными харак­
теристиками, стеклопластик способен воспринимать значи­
тельные усилия. В хорошем приближении широкий класс 
конструкционных стеклопластиков можно считать ортотроп- 
ным материалом [10- 11].

В данном параграфе рассматриваются математические мо­
дели динамических задач вязкоупругих ортотропных плас­
тин, находящихся в температурном поле, и решение некото­
рых задач в изотермическом случае.

Введем уравнение колебаний вязкоупругой ортотропной 
пластины в геометрически нелинейной постановке, основан­
ной на модели Кирхгофа — Лява. Будем предполагать, что 
оси ортотропии материала совпадают с направлениями осей х
и у. Физические соотношения между напряжениями агх,егу,т9 ,

деформациями и температурой Г выражаются следу­
ющими соотношениями:

(7, =  £ „ ( ] - < ) £ ,  +  £ ,, ( 1 - 0 , - В и(\-Н*и)Т ,

<г, = ВпО-Я'иу.у + ВпО - ^ ^ . г -  Ва (1- я ;)7 \  

^ = £ ( 1- / 0 ^ ,

где 2?„ = £,/(1- ^ ) ,  В „= Е ,/(}-у,у2), В11~В 11~ ухВ11=у2Вп>
В» = £,(а, + Уга 2)/(] - у,уг), В1Ъ = Ег{аг + к,«,)/(1 - ) .

Здесь Е1,Е7 — модули упругости материала в направлении 
осей я и у, О — модуль сдвига; у„у2 -  коэффициенты Пуас­
сона, причем между ними имеется зависимость \ гЕ~\\Е{, а |5а2
-  коэффициенты линейного расширения в направлении осей
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Ох и Оу соответственно; Я’ — интегральные операторы с яд­
рами релаксации К.ц{1)\

I
К1<р= |л..(/-тЖт)оГг, 1, Л* = 1,2,3,

О

Связь между деформациями в срединной поверхности е 
,с & . и перемещениями (7, ̂  Жпо направлениям х,у,г примем 

в виде (1.3).
Для изменения кривизны имеем обычные выражения

Х'~  Шг ,Х у ~ ду2 >Х” дхду'
Вычисляя Мл,Иу— нормальные, Л^— касательные усилия, 

М М  —изгабающиемоменты, Я ~  крутящий момент, получимX* у

А / 2

-  |  с\<Ь-кВи
- А / 2

аж V _(ежа V
ск у сЬс

Л э к  I
Зу 2

2 Г 3 ) 0
2“у

1 ^ , 1 ^  J

А /2  

^  = |
- А /2

(1- ^ :
дУ 2 . 
&у 2

2 'дУ гУ

+ у■ Л - к ® +1 
дх 2

^ ;  I  ^  ;  

В ^ а . + у . а ^ - К У . , -

,  . { ди  дУ дШ дШ д¥„ д!Уа

А / 2

М,- I  а,
12

,чЭ2У /, \5 гЖ 
" 'й с 2

$„/г2(а, +У3а 2Х1 ” /?п)Г«’
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М ,=  |  <у^ск = ~ ВпЬ'
-А  ¡ 2

12
• ВпИ1(а1 + У,а, XI “ С  )ги, 

Ой3 /, ... \ а гжя  = -- 4 - к ) 1,6 5х9у

и, подставляя их в уравнения движения [10,11,15,23,301

ж ,  э т у  » ,  Ж , д’у
~ а Г +1 ь Г +р' ~ ^ 1 р " ’  

£ й . + 2 ^ +^ +А Г „  2 Е + *  £ £ '
ах2 дхду ду2 дх[ г дх * ду

ду
, Ьг1Г п + ? ~ ^ — = 0

получим следующую систему нелинейных интегродифферен- 
циальных уравнений:

Д. (1 - ^ 1
а ч /
Эх2

Г э ж а гж  аж 0 а^ 4
ч дх Эх дх дхг

+ У2[1- К \ ? Г -  + { д ] ¥ д ^  т ' дгЦГЛдхду \  ду дхду ду дхду

ф  д . { з 2и  : д2у  | д2ж дЖ  | д!У д21У д21Уй дж0
53\ а у 2 дхду дхду ду + дх ду2 дхду ду

д К  д2И¥0 
дх ду1

дги

| Э у 2  ̂ ду ду2 ду ду >
+

+  V ,»(1 - ^ а )
д2и  ( д № д г1¥ ЭЖ0 Э2)Г0'
ахэу Эх дхду дх дхду
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. / а !а  ё ’у  д'ж д\к д1У а2ж„■Сг(]-Д,,1 —  + ~—г  +--- г---— + -

дМ, д7У/, л
дх дхду

.\д'1У

дхду дх2 д х' ду дх дхду дх2 ду

-  Ва(а2 + а ^ ^ ~  + р' =

й'И'
н а (1 - л,- +[дк2(1 - лй)+ д п (1 - *;,)+2^(1 -

ш
аи^у
5х ]

и в -{ дУ 1
• 4  ^ 1 5 у + 2

ак^Т Ге^У
5У ] [ду )

д№
дх

. о ( , . к^ Ё 1 ^ +дЖ .Ё К .Ё К Ё К Ш  }+Л (  4 (1-я ;Х
 ̂ ’Л 3̂  а* 0Х ду дх ду )  ду \ ду\ \

Га^

эжУ / Ж ' 2
Зк

/1 п-{еи  1
аГ+ 2 ду

э »' аи' 9^ а»','
бйг ду ах ду дх \

(1-Л;)Гл] -  Яп (а, + ̂ а,)—- — ■(! -

4-Д,(а, +г,с
дх

д2Тл^ - в ж + у « 1 Ь - й $ $ - + % - р  д ,

В,Ха, + УЛ% ~ %,)

Э’ЙГ (2.29)

где
1 6/2 1 л/г д И1

Тх = -  |У(Х. .У^О^2;  ̂л/ = А  -  | 2 _  ’

12

-л/г

о . , ь а л - _ 9 К -

Для определения распределения температуры возьмем урав­
нение теплопроводности для ортотропных твердых тел [27]:

, дгт , а’г . дгт " дт
* 'г р - + * - ф г + *, л г ' № “ ' ;
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где к,, ку к3 — коэффициенты теплопроводности в трех взаимно 
перпендикулярных направлениях, су—удельная теплоемкость.

Для однозначного решения поставленной несвязанной ди­
намической задачи термовязкоупругости пластин необходимо 
к полученной системе разрешающих интегродифференциаль- 
ных уравнений присоединить начальные и граничные условия.

Начальные и граничные условия для ортотропных пластин 
формулируются так же, как в работах [23,28,30].

На основании полученных уравнений можно решить ряд 
динамических задач вязкоупругих пластин, находящихся в тем­
пературном поле.

Рассмотрим некоторые задачи в частном случае.
Рассмотрим задачу о нелинейных собственных колебаниях 

вязкоупругой ортотропной пластины без учета температуры. 
Уравнение колебаний вязкоупругой ортотропной пластины 
(2.17) является достаточно общим. Из него можно получить 
уравнения движения вязкоупругих ортотропных пластин отно­
сительно поперечного прогиба ЙКи функции напряжений Ф. 
При этом предположим, что

= -1 (1  _ я * Х ф ^ ) _  (2.30)

где V* ~ + 2 д ,  ~ 4 ~ т + ^  ~
¿к4 ’ агду1 1 &

¿>, = —  ,5г = — Д& = 1 - ^ - Ь -  = ± -  
Е, Е2 С Е ,  Ег а  £,

К  =  А + 2°> —7 - т + А  А --  " 1 йс4 3 а гзу 1 а?'

Здесь Э3 -  приведенная жесткость: Д, = Д  + 2Д  
коэффициенты Пуассона.
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ОДН для в /20... в зависимости от коэффициента возбужде­
ния при изменении Т2 от 50 до 70 с шагом 10. Оказалось, что 
с увеличением значений постоянной составляющей Т2 ОДН 
смещается вниз по ординате. Это означает, что с увеличением 
постоянной части температуры материал пластины проявляет 
вязкоупругое свойство быстрее, чем при постоянной темпера­
туре на поверхности пластины, и отсюда следует, что парамет­
рический резонанс наступит раньше, чем упругая пластина
при меньших значениях, чем 0 = 212...

2.4. Расчет параметрических колебаний вязкоупругих иластин 
вод воздействием температуры

Рассмотрим в геометрически нелинейной постановке зада­
чу о поперечных колебаниях вязкоупругой однородной изот­
ропной пластины, нагруженной периодической продольной
силой Р(() = + Pt cos вс. По толщине пластина нагрета равно­
мерно, механические параметры материала постоянны, на по­
верхностях имеет место теплообмен. Эта задача, аналогично 
задаче из 12, после применения метода Бубнова -  Галеркина
сводится к решению системы нелинейных ИДУ (1.20). Вычис­
ляя аШл, ¿W„> получим:

W и+ ( 1  -  2¡¿a cos =

где
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где

Система (2.32) проинтегрирована численным методом, пред­
ложенным в главе 1. Результаты вычислений с помощью ЭВМ 
отражаются графиками, приведенными на рис. 2.19.

Wp.5AS.ti

Рис. 2Л9. Изменение прогиба по времени * центре вязкоупругой квадрат­
ной ортотрошвой пластины: 1 — из стеклопластика марки 1; 2 — из 

стеклопластика маржи 2; 3 — из стеклопластика марки 3; 4 — го стекле 
пластика марки 4; *.“ 1, А=0.1, Wвke=10-^ <|=1

Параметры пластины примем следующими [19] (марка 1): 
Я=2,72*1010н/м 2; 1,772*10" н/м 2; С“ 0,2792*1010 н /м 2; 
И =0,142, р=1,5*103 кг/м3; ¿=2*Ю 1м, А=10-Зм, Х=1, (1=0,25,

^ = 1 0 - ,  =0; (марка 2): Е1=11,95*10|0н/м2, Е =0,95*1010н / 
м2 , 0= 0 ,457 .10шн/м2, ¡а =0,3,/Г-ОД; (марка 3): Е =15,4*10%/ 
м2, Е2=1,08*101№н/м2, 0=0,57*1010н/м2, ^=0,28, р= 1,6*103кг/ 
м 3; (м арка 4): Е ]= 19,4*1010н /м 2, Е2=0,772* 1010н /м 2, 
0=0,421 * 101 пн/м2, ц=0,3, р=1,бЗП03кг/м3.
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ГЛАВА 3. ЗАДАЧИ О ДИНАМИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ ВЯЗКОУПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ 

ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ТЕМПЕРАТУРЫ

Рассматриваются задачи об устойчивости вязкоупругих 
прямоугольных пластин в геометрически нелинейной по­
становке под воздействием температуры. Уравнение устой­
чивости описывается нелинейными ИДУ в частных про­
изводных. С помощью метода Бубнова — Галерки на, осно­
ванного на многочленной аппроксимации прогибов, зада­
ча сводится к исследованию систем нелинейных ИДУ, 
решение которых находится численным методом, предло­
женным [12,17]. Вычисление числовых значений прибли­
женного решения выполнялось с помощью PENTIUM-4. 
Численно исследована сходимость метода Бубнова — Га- 
леркина. Изучены вопросы устойчивости вязкоупругих си­
стем при широких диапазонах изменения параметров.

3.1. Расчет деформирования термовязкоупрушх пластин с 
начальными неправильностями ири однородных 

граничных условиях

Задачи, связанные с изучением устойчивости тонко­
стенных прямоугольных пластин, изготовленных из раз­
личных материалов, в упругой и вязкоупругой постановке 
рассматривались ранее многими авторами. Основные по­
лученные в данной области научные результаты отражены 
в монографиях [11, 18, 19, 21, 23, 25, 26, 28, 30].

1. Рассмотрим задачу об устойчивости прямоугольной 
вязкоупругой пластины с постоянной толщиной, изготов­
ленной из однородного изотропного материала. Допустим, 
что пластины со сторонами а и b подвергаются динамичес­
кому сжатию вдоль стороны а силой P(t)—vt (v — скорость 
нагружения). Пластина шарнирно оперта по всем сторонам;
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рассматривается случай изменения температуры только в 
срединном слое: по толщине пластинка нагрета равномерно, 
механические параметры материала постоянны, на поверх­
ностях имеет место теплообмен. При этих предположениях 
уравнение теплопроводности имеет следующий вид:

где Г — приращение температуры, Лт — коэффициент тем­
пературопроводности, Тос — температура окружающей сре­
ды, Лос — коэффициент теплообмена пластины, ст— удель­
ная теплоемкость.

Решение уравнения (3.1), удовлетворяющее начально­
му (3.2) и граничному (3.3) условиям, имеет вид [29];

Математическая модель этой задачи относительно фун~ 
кций напряжений Ф*=Ф(х,у,г), прогиба 1У-Щхгу,0  и тем­
пературы Т=Т(х,у,{) соответственно описывается уравне­
ниями (1.8), (1.9) и (3.1). В случае шарнирного закрепления
края пластины относительно неизвестных = IVи ( 0  имеем 
систему уравнений (1.20). Вычисляя а ^  и ЬИпт, получим:

(3.1)

(3.2)при начальном условии Т(х,у,0)=  Т0(х,у)

дТ
и граничных условиях * = 0>«; У - я Г ~ ^ 5 (3.3)

0 = 0 ,1,2 ,,..; к = 1,2 .....



Рк «.¡.¡-т т.*-.г-ето

- & £  1  » ' - М ' к  » - = й § т г .  <3'«Л Гкр я*4) «3,?Ю /С/ТТ

где с ~  скорость звука в материале пластины, определяе-

мая по формуле с -  ^ Е /р  ; Ркр -  статическая критическая 

нагрузка, равная /;р = Я2Е(Ь/ЬУ /з(1 -  /г '); со -  частота ос­

новного тона колебаний, равная а  = ̂ я 2ЕИ2Р,^ТрЬ> .

к̂Злт ~ ± \т к А т*Гш - с х р ( - л М ) я т-, +4 “1 я' /А-

ехр(-Л,л/$0
{ П2Гг -г 2-------\-гт  -ь

+ 2ттг уЫк8г, С„. ехр (-ггЛг1гк г л/?/)

с- ' Ш ' с-

Г.-. :

У гм

а .. а . , , . .
-  -

а
п - 1  + к » - ¡ - к  п+г + к . п -Ы -к ’

а . . , . .

п +1 + к п + 1~к п—г + к и -  г -  А

Ы̂г1 ~^т-г-1 -г+1 + т̂*г-1' 2̂аг1 = ^мг / ~̂ т-г-1 ^ ̂ т-пП

И,если /-нечетно [1 при г = 0
{о, если /-четно  ^  [0 при / ф О'

Интегрирование уравнения (3,5), полученного на ос­
нове многочисленной аппроксимации прогиба с учетом 
различных факторов, выполнялось с помощью численно­
го метода, предложенного в [12,17]. Для этого запишем его
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в интегральной форме. Тогда формула численного интег­
рировани я при ядре К олтунова — Рж аницына
/?(/) = АГ 1 ехр(-Д), (0 < а < 1) примет вид:

= «к. * Я ' . л ,  * *£л,< 1,

2к
1 ) + ' '

? д

Кш -  -  £ ± в г с х р ( - я я к *  -  К »

+ ~ ± В г е х р ( - А ) ( ^ - ^ ^  -  ¥/Ыг1¥„,)]+

Л./У М М А  а

♦ А г :  г ^  *>,,,.--£л.«ф<-А>*>„«_Г 4рЯ ч-яя т-ПО а  г-1

где Ая, Вх (9  = 1,р; г — 1,<1) — числовые коэффициенты, не
зависящие от выбора подынтегральных функций и прини­
мающие различные значения в зависимости от использо­
ванных квадратурных формул.

Результаты вычислений, выполненных с помощью ПЭВМ 
типа РЕОТШМ-4, приведены в таблице 3.1 и отражаются 
графиками, приведенными в рис. 3 .1—3.12. Здесь в качестве 
критерия, определяющего критическое время и критичес­
кую нафузку, принимаем условие, что стрела прогиба не 
должна превышать величину, равную толщине пластины.

На рис. 3.1 сплошными линиями изображены кривые 
'УУк1, начальная температура распределена по закону

? ; М = £ ть * ш ^ ,  /0 = 1, 1= 3.
а

Пунктирные линии относятся к изотермическому слу­
чаю. Цифры у кривых соответствуют значениям к. Как ви­
дим, развитие бурных прогибов начинается раньше всего, 
при к= 2, £=1. Таким образом, здесь следует ожидать развития 
динамических прогибов при двух полуволнах по длине. Ко­
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эффициент динамичности, равный отношению динамичес­
кой «критической» нагрузки к статической, оказывается с 
учетом температуры ат=2,8 равным А'=3,4. В изотермичес ­
ком случае «критической» оказывается форма выпучивания 
по тем же двум полуволнам (к=2), но коэффициент Кд здесь 
будет равным 4,95. Разница составляет около 26%. С увеличе­
нием безразмерного эта разность также увеличивается.

Рис 3.1. А—9,91; а  =0,25; <1=0; Я=1; '$/Жс=1(Н; 3=1; (—У-Ю&гер. при 
ОЦ̂ О; (—)— с уч. темпер, при «Хг=2,8; е=1 к=1(1),2(2),3(3);

На рис.3.2 изучено влияние Т0{х,у) на поведение плас­
тины. Цифры у кривых соответствуют значениям /0 и I: I и 
3(1); 1 и 1(2); 2 и 2(3); 3 и 3 (4).

На рисунке приведены кривые для чисел волн к {к= 2), 
при которых бурное возрастание прогибов соответствует 
наименьшему параметру I

Из графиков видно, что если примем начальную тем­
пературу в виде сумм трех гармоник, то коэффициент ди­
намичности будет наименьшим. Если примем начальное 
распределение температуры в виде одной фиксированной 
гармоники, то с увеличением числа фиксированной гар­
моники коэффициент динамичности увеличивается. Поэто­
му в дальнейших расчетах начальную температуру будем 
брать в виде сумм гармоник.
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Рис. 3.2. А=0,01; а=0,25; р=0,05; Х=1; 5=1; ^=0,12; к=2; «„ и Л 1 и 
3(1); 1 и 1(2); 2 и 2(3); 3 и 3 (4);

Рис 3.3. Т^Н); Х.,=0; ^ = 0 ,0 7 ;  А=0,01; а=0,25; Ч=0; Х=1; №^=10 ;̂ 
8 —18 <^=0(1); 0,5(2); 1(3); 2,8(4)

Рис 3.3 относится к случаю квадратной пластины (А=1) 
с начальной стрелой Я/ЙЫ= Ю‘4(1^ПИ=0). Считаем, что по­
перечная нагрузка отсутствует, т.е. ч=0. Здесь и далее ядро 
релаксации примем в виде /г(г)= Аг"'1 ехр(-Д) с парамет­
рами Р=0,05; а=0,25; А=0,01. По оси абсцисс отложен 
безразмерный параметр (, равный отношению перемен­
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ной величины сжимающей силы к статической нагрузке, 
а по оси ординат — безразмерная стрела прогиба И ,̂. Раз­
личные кривые отвечают значениям к= 1,2. Коэффициен­
ты динамичности Кя без учета коэффициента теплового 
расширения (а ,= 0) и с учетом температуры (а т=0,5; 1; 
2,8) соответственно равны 4.65; 4,34; 3,4. Полученные ре­
зультаты показывают, что учет коэффициента теплового 
линейного расширения а.,, на пластину приводит к умень­
шению критической нагрузки.

Рис. 3.4. сь,—0,5; ^=0,12; Х^-0,07; А=»0,01; <х~0,25; ч=0; Х=1; 
'й'Ис=‘104; 8 =1; Т^МОЦ); 10(2)

На рис.3.4 приведен аналогичный график для различ­
ных значений температуры окружающей среды 7^=500; 
10;0. В этих случаях «критическое» значение ^составляет 
соответственно 4,55; 4,6; 3,35. Видно, что по мере умень­
шения значения Тос кривая перемещается направо в сто­
рону больших значений /.

Изучено также влияние параметра ^  (коэффициент теп­
лопроводности) (рис.3.5) на поведение пластины. При 
^т= 0 ,02 ; 0,05; 0,12 «критическое» значение К„ в вязкоупру­
гом случае составляет соответственно 3,6; 4,16; 4,6. Видно, 
что увеличение приводит к увеличению значения Кд.

Исследовалось влияние коэффициента теплообмена 
пластины А.^. Влияние этого параметра качественно похо­
же на влияние параметра ^  (рис.3.6).
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Рис. ЗА  «/=0,5; Т ^Х О ; ¡^=0,07; А“ 0,01; «=0,25; Ч=»0; Х«1; ^ = 1 0 -  
<; 3=1; )Ц.=0,02<1); 0,05(2); 0,12(3)

Для §=*1 резкое увеличение прогибов начинается в уп­
ругом случае {А=Щ и в вязкоупругом случае (>4=0,05) рань­
ше всего при к^2 , а с увеличением параметра (/4=0,32) 
резкое увеличение прогибов начинается при к=Ъ (рис.3.7). 
Коэффициенты динамичности Кд оказываются в упругом 
(Л=Ю) и в вязкоупругих случаях (Л=0,05; 0,12) соответ­
ственно равными 4,65; 4,5 и 4,3. Полученные результаты 
показывают, что учет вязкоупругих свойств материала пла­
стин приводит к уменьшению критической нагрузки.

Рис. 3-6. а.г=0,5; Т ^ М ;  ХГ=0Д2; А=0,01; а=0,25; Ч=»; Я.=1; Wj)k =10'; 
в=1; Хос=0,07(1); 0,2(2); 0,4(3)
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На рис.3.8 приведен аналогичный график при /4=0,1 для 
различных значений параметра вязкости ¿1=0,1; 0,25; 0,5. В 
этих случаях «критическое» значение Кд составляет 3,30; 4,42;
4,6. Видно, что по мере увеличения параметра <3 вся кривая 
перемешается вправо в сторону больших значений I.

Изучено также влияние параметра /? на поведение пласта­
ны. Из полученных результатов видно, что при таком интервале 
изменение параметра р  не оказывает существенного влияния 
на изменение критического времени и критическую нагрузку.

Рис. 3.7. ^ =0,5; Тос=10; ^=0,12; ^==0,07; «=0,25; 4=0; Х=1; У ^ Ю " 4;
8=1; А=0(1); 0,05(2); 0,12(3)

Исследовалось влияние дополнительной статической по­
перечной нагрузки на поведение пластины (рис. 3.9). При 5=1, 
4=1  -«критическое» число полуволн к оказалось равным 1, в то 
время как при ч=0 было к= 2. Соответствующее значение К„ 
при я= I составляет 3,25, между тем как при срО оно равно 4,ь.

На рис.3.10 приведены графики кривых для случая 
удлиненной пластины при Х=0,5; 1;2. Результаты вычисле­
ния показывают, что при Х=0,5 и при 8=1 значение Кд рав­
но 4,6. Напомним, что эта величина при Х=1 равна 4,6. Срав­
нивая эти числа при Х=1  и Х=0,5, приходим к выводу, что 
найденные для квадратной пластины значения Кд в вязко- 
упругом случае можно с небольшой погрешностью распро­
странить на прямоугольные пластины иной конфигурации.
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Рис. 3.8. 0 = 0 ,5 ;  Т ^ -10; V=0,12; ^ = 0 ,0 7 ;  A=0,I; q=0“ х-1;
S œï; a H ),î(l);  0,25(2); 0,5(3);

Рис. 3.9. а г=0э5; Т ^ -1 0 ; ^=0,12; ^ = 0 ,0 7 ;  А=0,01; а=0,25; Х=1; 
W№c=10^; S = l; q = l(l); 0,5(2); 0(3)

Рис. 3.10. <v=0,5; Tw.=10; À.=0,Î2; >^=0,07; A=0,I; q=0; а=0,25; 
Wot-IO  "; S - l ;  *=2(1); 1(2); 0,5(3)

72



Рис. 3.11. 0^=0,5; Т ^ И );  ^ 0 ,1 2 ;  ^ = 9 ,0 7 ;  А=0,1; <¡=0; а=0,25; Я.-1;
8=1; теюг=10 '(1); М г<2); Ю *(3); 10-44);

Исследовалось влияние начального прогиба на поведе­
ние пластины. На рис.3.11 приведены графики кривых IVш 
при ,9=1 для различных ¡УШ=МУ1; Ю-2; Ю'3; Ю-4. Видно, что 
динамический эффект проявляется в последовательном 
уменьшении начального прогиба. При й ^ - 1 0 '1; 102; 10 я; 
10'4 значение К£ равно 1,7; 3,1; 3,9; 4,6.

Рис.3.12. а,Н>,5; 1^=10; ^=0,12; Х ^ ^ .07; А=0,01; Ч=0; «=0,25; Х=1; 
1¥,-10-«; 8=®,1(1); 6,5(2); 1(3);

На рис.3.12 приведен график функции \УИ для различ­
ных значений 5. Найдены кривые, отвечающие таким зна­
чениям к и 1, при которых возрастание прогиба является 
интенсивным. При 5=0,1; 0,5; 1 «критические» значения 
Кд в вязкоупругом случае составляют соответственно 8 ,0 ;
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5,45; 4,6. Напомним, что параметр Б обратнопропорциона­
лен V2 . Из графика видно, что с возрастанием скорости 
нагружения V значение коэффициента увеличивается.

Таблица 3.1

<*т Тог Хт Асс А а Ч X \ул1ге Я к >1 — 1 Кд
0

ооо

0,01 0.25 0 1 КГ* 1 2 4,9

0,5 - 0,12 0,07 - - - -
•

2 4,65

\ - • - - - - 2 434.

2,8 * 1 3,4

0,5 1С0 • - * - - . 2 455

* 10 * ' - - ■ ^  ' - 2 4 6

* 0,02 - - . * - - - 2 3,6

“ 0,05 ’ - - - - “ - 2 416

* 0,12 0.07 г * - - • 2 46

- 0,2 - * - - • - 2 465

~ 0.4 ? • - - * - 2 430

0,07 0 - - - - 2 465

.. - 0,05 - * % “ - 2 4.5

• * 0Л 2 * - - - * 3 4.3

• :? 0,1 0.1 • “ - - 3 3,3

" - * 0,25 - - - - 2 442

* * - 0,2 - - * - 2 46

- ;  - 0,01 0.1 1 - “ - I 3.25

- * г - 0,5 - - - ! ЗЛ5

* - " * 0 - - * 2 4 6

- - - * - г - - Э $Ю

- " - • * • 1 - 2 4 6

* - - 0,5 - - 1

- * - - 1 То*1 - } V

- - - * - 10-2 - 2 3,1

■ - - - - !09 - 2 3,9

- * - ‘ Ю*4 - 2 4 6

а ! 3 $ 0

- * * - <*5 2 5,45

- 1 2 4 6
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3.2. Расчет деформирования термовязкоупругих пластин с 
начальными неправильностями нрм неоднородных 

граничных условиях

Теперь рассмотрим задачу, приведенную в п.1, при нео­
днородных условиях (1.13) (А^О). Пластина шарнирно опер­
та по всем сторонам, к поверхности г=/г/ 2 подводится тепло, 
причем количество теина, подводимое за единицу времени к 
единице поверхности, равно постоянной величине цт Нижняя 
поверхность пластины {7=-к/2) и края пластины (х=0,а; у=*0,Ь) 
предполагаются идеально теплоизолированными. Распределе­
ние температуры при этом зависит только от координаты г и 
времени /. Тогда в уравнениях (1.8) и (1.9) температурные сла­
гаемые будут отсутствовать, они входят в граничные условия, 
а уравнение (1.10) примет следующий вид:

д2Т  дТ
От-

при начальном условии
dz2 dt

0  при f=G,

3 д Т  п kи граничных условиях Л - ~  = Чт при z = -

д Т  f t  h  _  =  о  п р и  -

(3.7)

(3.8)

(3.9) 

(3-10)

Решение (3.7) при условиях (3.8) — (3.10) легко может 
быть найдено при помощи преобразования Лапласа [22] и 
имеет следующий вид:

г м |_ М  
л г

aTt 12zJ +\2hz~h2 
h2 + 24 h2

2
- u Z V - exP

/ 2  2 \  п а., к  ---- L--- 1 ( nj i(2z  , 
cos —  — +1

I 2 U
(3.11)

Это решение, подставляемое в (1.9а), примет вид M-f

М.,. =
1 241,

f 2 2 п агк
нг

\ \

/ /
(3.12)

При принятых предположениях математическая модель 
этой задачи относительно функций напряжения Ф=Ф(х, у, /),
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прогиба Ж=Щх, у, г) и температуры Т—Т(г, () описывает­
ся уравнениями (1.23), (1.24) и (3.7).

В случае шарнирного закрепления края пластины от­
носительно неизвестных Щ/~ №*,(?) имеем систему урав­
нений (1.40). Для удобства .напиш ем  в виде \¥кс.

Вычисляя в (1.40) акЫт и вШт и введя для (3.12) следу­
ющие безразмерные величины:

Т ’ 1 “ ' V?' * 'Т ~
а г<?г^ а т
2Мг ! ий2

и сохраняя при этом прежние обозначения, получим:

(1-Л*ХГи - й ^ ) =

- ¿ ^ - 4 -  î  î ( M rK„ + Wmy ( l^ R % 'âtaesKQà? ' (3.13)

х К г ,  -  )~ Мт(м  j  + MrKu

безразмерный М т имеет ввд

96 1Ç-j 1_~ т  ZК п=ЛЛ.. П
<3.14)

Систему (3.13) решаем численным методом, предложен» 
ным в [12,17]. Для этого запишем ее в интегральной форме, 
тогда формула численного интегрирования при ядре Колту- 
нова -  Ржаницына R{t) = АГ~' exp(-/t),(Q<а< 1) примет вид:

к .  - f f .

К ,  -  -  - ± А  « К - Д Ж . . .  -» '* >
Г г ^ 2 2

- + /г
U J
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- 4- е  е  ( м т, к и + K j [ akb^ w , rw ^  -  w j v v )+¿7̂  *t.(.j—ftQ m.rj-ntQ

+ - ~  i  E ( A / ^ + B ' J *f ,« 4J \- JT'i,'Lkl T
» . I . / - « «  I* .г .1 -Я Цip

X i  Z?£ exp(-f*t ) { W ^ W ^  -  W J V J

~  M T q  Via ik\amry, +  ^ Г<1а а 1кЪ11ШГ'')

где A4,B, (<? = Cp; z = Hq) -  числовые коэффициенты, не 
зависящие от выбора подынтегральных функций, прини­
мающих различные значения в зависимости от использо­
ванных квадратурных формул.

Результаты вычислений, выполненных с помощью ПЭВМ 
типа PENTTUM-4, приведены в таблице 3.2 и отражаются 
фафиками, приведенными в 3.13 — 3.20. Здесь в качестве 
критерия, определяющего критическое время и критичес­
кую нагрузку, принимаем условия, что стрела прогиба не 
должна превышать величину, равную толщине пластины.

На рис. 3.13 приведен прогиб в центре пластины, в зави­
симости от времени отвечающий таким значениям ки1 , при 
которых возрастание прогиба является интенсивным. Цифры 
у кривых соответствуют значениям q-f 0(1), 80(2), 125(3). Вид­
но, что с возрастанием г/г критическое время уменьшается. В 
этих случаях «критическое» значение коэффициента дина­
мичности Яд составляет соответственно 4,85,4,58,4,45. «Кри­
тические» числа полуволн к и / соответственно равны: 2 и 
1(1), 3 и 1(2), 1и 1(3). Из этого видно, что увеличение qTдо 
некоторого значения приводит к появлению высших форм 
выпучивания. С дальнейшим увеличением значения qT эф­
фект появления высших форм выпучивания ослабевает.

На рис. 3.14 приведен аналогичный график для различ­
ных значений параметра а^. Цифры у кривых соответству­
ют значениям а/. При увеличении коэффициент дина­
мичности уменьшается. Значения Кд в этих случаях соста­
вили 4.70, 4.58, 3.50.
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Рис, 3.13. аг=10-<; А=0,01; а=0,25; р-0,05; Ч=0; Я=1; \Удь,=10<; 8=1; 
Чтш0О>; 80(2); 125(3)

Рис. 3.14. ^=80; А=0,01; а=0,25; р=0,05; д=0; Х=1; Woke=10-,; Э=1; 
<1г=10-6(1>; 10-42); ю-3(3)

Коэффициенты динамичности Кл оказываются в вяз­
коупругих случаях (А=0.01; 0.05; 0.1) соответственно рав­
ными 4,57; 4,70 и 4,58. Полученные результаты показыва­
ют, что учет вязкоупругих свойств материала пластины 
приводит к уменьшению критической нагрузки (рис.3.15).

На рис. 3.16 приведен аналогичный график при /4=0.1 
для различных значений параметра вязкости с1=0,1; 0,25; 
0,5; 0,75. В этих случаях «критическое» значение состав-
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ляет 4,23; 4,58; 4,7; 4,75. Видно, что по мере увеличения 
параметра а  вся кривая перемещается вправо в сторону 
больших значений /.

Рйс. ЗЛ5< цт“ 80; ат=10'4; а*“0,25; Р“”0,05; чш0; Л.=1; \У№г” 10",> 3—1; 
А=0,01(1); 0,05(2); 0,1(3)

РИС. 3.16. Чт—80; ат=10-4; А=©,1; р=0,®5; \=>1; в»1;
а=0,1(1); 0,25(2); 0,5(3); 0,75(4)

Исследовалось влияние дополнительной статической по­
перечной нагрузки на поведение пластины (рис. 3.17). При »5=1 
и q= 1 «критическое» число полуволн к оказалось равным 1, в то 
время как при <р=0 было к=2. Соответствующее значение К„ 
при о=1 составляет 2.75, между 'гем как при д=0 оно равно 4,58.
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Рис. 3.17. .1=30; 0.-10-*; А=0,1; а=8,25; р=а,Й5; Х=1; "Й^Ю -4; 8=1;
«1=0(1); 9,5(2); 1(3)

На рис. 3.18 приведены графики кривых Жидпя случая 
удлиненной пластины при 1=0,5; 2 Результаты вычислений 
показывают, что при Х~0,5 и при »5=1 значение К„ равно 
3,84. Напомним, что эта величина при А,==1 равна 4,58. Срав­
нивая эти числа при Я=1 и 1=0,5, приходим к выводу, что 
найденные для квадратной пластины значения Кд в вязко- 
упругом случав можно с небольшой погрешностью распро­
странить на прямоугольные пластины иной конфигурации.

Рис. 3.18. <5т=8Й; нт=ИН; А=0,1; а=0,25; р=0,О5; «4=0; 8=1;
Х-0,5(1); 1(2); 2(3)
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Исследовалось влияние начального прогиба на поведение 
пластины. На рис. 3.19 приведены графики кривых Н^при ,5-1 
для различных Жш=10~3; 1СИ. Видно, что динамический эф­
фект проявляется в последовательном уменьшении начально­
го прогиба. При И^ц=Ю'3; К)-4 значения Кл равны 4,2; 4,58.

Рис. 3.19. о г=10-'; А=0,1; аМ>,25; (5=0,05; ч-0; Л,—1; 8=1;
К ^ Ю ’Ц); Ю ‘(2)

Рис. 3.20. чт=80; оЧ=10 ',; А=0,1; а=0,25; (5=0,05; Ч=0; \УО1с=10 4; Я=1;
8=0,5(1); 1(2)

На рис.3.20 приведен график кривых \Ук1 для различ­
ных значений 5. Найдены кривые, отвечающие таким зна­
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чениям к и Л, при которых возрастание прогиба является 
интенсивным. При 5=0,5; 1 «критические» значения Кд в 
вязкоупругом случае составляют соответственно 5,10; 4,87. 
Напомним, что параметр 5  обратнопропорционален V2. Из 
графика видно, что с возрастанием скорости нагружения 
у значение коэффициента увеличивается.

Таблица 3.2

Чт ат А а Л 9 X к.1-1 Кд

0 0 0,1 0,25 0,05 0 1 10'4 1 2 4,85

80 ю-4 - - - - - - - 3 4,58 !

125 - - - - - - - - 1 4,45 1

80 10-6 - - - - - - - 3 4,70

- 10-" - - - - - - - 3 4,58

- 10'3 - - - - - - - 3 4,50

- Ю'4 0,01 - * - • * - 3/1 4,75 !
|

- - 0,05 - - - - - - 3 4,70 !
1

- - 0,1 • - - - - - 3 4,58 ;

- - - 0И - - - - - 3 4,23 ;

- - - 0,25 - - - * - 3 4,58

- - - 0,5 - - - - * 3 4,7

- - - 0,75 - - - - - 3/1 4,75

- - - 0,25 0,05 0 - - - 3 4,48

- - - - - 0,5 - - - I 3,21
]

- - - - - 1 - - - ! 2,75

- - - - - 0 0,5 - - 1 3,84

- - - - - - 1 - - 3 4,58

- - - - - 2 - - 3 4,58

- - - - - - 1 10'* - 2 4,2

- - - - - - 10“1 - 3 4,58
; - - - - - - - 0,5 3 4,58

- - - - - - - 1 3 5,10
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3.3. Математическое моделирование динамической 
устойчивости вязкоупругих ортотропных пластин, 

находящихся под воздействием температуры

В данном параграфе рассматривается математическая 
модель задач динамической неустойчивости вязкоупругих 
ортотропных пластин, находящихся в температурном поле.

Задача термоустойчивости однородной пластины из 
ортотропного вязкоупругого материала состоит в следую­
щем: имеется пластина заданной формы, которая нерав­
номерно нагрета по толщине и в ее срединной плоскости, 
кроме того, в срединной плоскости приложены внешние 
усилия; пластина может потерять устойчивость в зонах дей­
ствия сжимающих напряжений, вызванных неравномер­
ным распределением температуры и внешними усилиями 
или какими-либо жесткими связями.

Наименьшее значение силовые и тепловые нагрузки, при 
которых основная плоская форма равновесия перестает быть 
единственной и устойчивой, называют критическим. Крити­
ческие значения сил и температуры можно получить, допу­
стив, что пластина имеет некоторую начальную кривизну или 
поперечную нагрузку. Значения сил в срединной плоскости и 
температуры, при которых прогиб стремится стать беско­
нечно большим, являются критическими.

В такой чисто механической трактовке термического 
выпучивания расчет критических температур, критичес­
ких внешних усилий сводится к решению динамических 
уравнений и вычислению температурных напряжений, 
прогиба с учетом действия внешних сил и к последующе­
му исследованию устойчивости возможных форм равнове­
сия под действием заданных напряжений на основании 
известных критериев устойчивости [15,23].

Математическая модель описывается уравнением (2.28). 
Эго система нелинейных интегродифференциапьных урав­
нений движений вязкоупругой ортотроп ной оболочки от­
носительно перемещений 1/,У и Ж Уравнение (2.28) явля­
ется достаточно общим. Из него можно получить матема­
тические модели различных динамических задач вязкоуп­
ругих ортотропных пластин.
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Рассмотрим задачу об устойчивости прямоугольной 
вязкоупругой ортотропной пластины. Допустим, что вяз­
коупругая ортотропная пластина со сторонами а и Ь под­
вергается динамическому сжатию вдоль стороны а силой 
Р ($ —п. Считаем, что пластина шарнирно закреплена по 
краям. В качестве математической модели вышеуказанной 
задачи примем уравнение (2.30). Тогда функцию напряже­
ний данной задачи находим в следующем виде:

Сф соя
0>у)®с {г+з)яу , ----—сое--------+

(/+ ¡)ях (г-Лгу (г-у)®£- (т-+л)яу + АМ С05-— -соз -̂--сс^---------------- —  —Г— +
ф * ь ь (316)

+ соеН к С05И к  ‘

а Ь ( к г , .

Введем следующие безразмерные величины

и/" Н " 0к1 р СЬТ  0* -  Ч. (
А ’ 1т 4% ^ Ы ’ 4 Vе &  ^

+*_ Р _  *  _  аЛ _  р*
РЬр РкР Л Ркр

в = р ;
уЬаК /

г

> Ркр ~
р ,  Г ь У  

л/е л  и ;

п 75
-Г— ---- ^ , 11 + А{лг + 2 ( 1 - —  О Д
Щ- М, М2) 03

где С — скорость звука в материале пластины, определяемая 

по формуле С ■= ; Ркр~  статическая критическая

нагрузка, 03 — основная частота для квадратной пластинки:



Подставляя выражения для \¥, ]¥п и (3.16) в первое 
уравнение (2.30) для определения безразмерных №ят= 
№т(0, получим следующую систему нелинейных интег- 
родифференциальных уравнений:

В дальнейшем будет производиться сравнение численных 
результатов, полученных из решения с многочленной апп­
роксимацией прогиба и решения, основанного на одночлен­
ной аппроксимации. В случае одночленной аппроксимации 
прогиба система (3.17) относительно неизвестного примет вид:

Интегрирование (3.17) и (3.18) на основе одночлен­
ной и многочленной аппроксимаций прогибов для различ­
ных скоростей нагружения и параметров пластин выпол­
нялось с помощью численного метода, предложенного в 
работах [12,17]. При этом в качестве ядра релаксации ис­
пользовано ядро Колтунова — Ржаницына. Результаты 
вычислений, выполненных на РЕ1ЧТШМ-4, отражаются в 1ра­

^ ( 0 )  = = К ,  ,к  = * ,N ,1  = тв,М ,

где обозначено

2[1 + Д̂ 2 + 2(1 -  )#]

Р^птя* 16Д‘ л(д] + »'-О  -  Я = 0, (3.18)
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фиках, приведенных на рис.3.21 -  3.24. Здесь так же, как и 
в [23], в качестве критерия, определяющего критическое 
время, а вместе с тем критическую нагрузку, принимаем 
условие, что стрела прогиба не должна превышать вели­
чину, равную толщине пластины.

На рис.3.21 приведены зависимости безразмерной 
стрелы прогиба ¡¥пт от безразмерного параметра ?*, рав­
ного отношению переменной величины сжимающей силы 
к статической нагрузке для различных значений коэф­
фициента вязкости А. Для параметра пластины примем 
данные стеклопластика (марка 1) (см. 2.5). 2?=2,72*10,он / 
м2; £,«1,772*10“  п /и 1] <5=0,2792*101« н /м 2; »■=0,142, 
р~ 1,5*10’ кг/м?; у=0,5.75*104ат/с, ¿=2*10 ‘м, й=10'3м, Х,= 1, 
<1=0,25, Щ)пт “ 0. На этом рисунке представ­
лены кривые для такого числа волн п, при котором бур­
ное возрастание прогибов соответствует наименьшему 
параметру /*. Как видим, коэффициент динамичности 
Кр равный отношению динамической критической на­
грузки к  статической, при А - 0; 0,05; 0,1; 0,3 соответ­
ственно равен 5,41; 5,15; 4,90; 3,56. Эти результаты 
показывают, что с увеличением значения коэффици­
ента вязкости величина критической нагрузки уменьша­
ется, а число волн увеличивается.

Рис. 3.21. Влияние коэффициента вязкости на поведение сжатой 
ортотроипой пластинки при ^” 0. Цифры у кривых соответствуют 

значение ■ т— 1, А и ж 0 и 2 { !), 0.05 и 2 (2) 0.1 и 2 (3), 0.3 и 3 (4)
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Рис. 3.22. Влияние скорости нагружения на поведете сжатой ортотроп-
ной пластинки при динамическом нагружении (А=8 (___) и А” 0»1 (__ ))
для й,=1, №'Сеа=Ш'<!, Цифр* у кршыж соответствуют значениям т=1> п 
и V: 1 и 0,2 104эт/с (1), 1 н 0,575 104 ат/е (2), I в 1 1Э‘ м /с  (3), 2 ш2 

104 ат/с (4), 2 и 3 10" ат/с (5)

На рис.3.22 приведены кривые М'тг=}¥1т0*), отражаю­
щие зависимость между стрелой прогиба и временем напру 
женин при различных скоростях: )>=0,2*104ат/с; 0,575*104ат/ 
с; 1*10*ат/с; 2*104ат/с; 5*104ат/с для материалов пластины с 
характеристиками [191 (марка 2): Е 1=П ,95*101Он /м 2, 
Е2=0,95*10,0н/м2 , 0=0,457*1010и/м2, ¡^=0,3, А=0,1. Осталь­
ные данные взяты из предыдущего примера, при этих же 
значениях скоростей нагружения коэффициент динамично­
сти Кд  в упругом случае равен 3,32; 5,20; 6,96; 10,31; 14,71 и в 
вязкоупругом -  2,93; 4,84; 6,63; 8,60; 13,11. Как видим, ана­
логично упругому случаю, и в вязкоупругом случае с возрас­
танием скорости нагружения число волн увеличивается, что 
свидетельствует о переходе к  более высоким формам потери 
устойчивости. С увеличением скорости нагружения возраста­
ет и величина критической нагрузки. Заметим также, что ко­
эффициенты динамичности, найденные в упругом и вязко- 
упругом случаях при малых значениях скоростей нагруже­
ния, отличаются друг от друга примерно на 3 — 4%. Эта раз­
ность с возрастанием значения V пропорционально увели­
чивается и при последних двух значениях скоростей нагру­
жения составляет примерно 17%.

На рис.3.23 проиллюстрированы графики кривых Шпт 
для ортотропных пластин с различной степенью анизотро­
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пии. При вычислениях принимались различные значения 
¿и1,цг,Е[,Е2 и С к различным маркам стеклопластика для па­
раметров пластин, приведенных в двух предыдущих приме­
рах и, кроме того, £'|=15,4*1010н/м 2, £ ,=  1,08*Ю1Он/м 2, 
(7=0,57* 1010н /м 2, /¿,“ 0,28, ¿>=1,6*103к г /м 3 (марка 3); 
£ 1=19,4*101(>н /м 2, £’2=0,772*10|0н/м 2, (7=0,421*1010н/м 2,

0,3, /я=1,63*103кг/м3 (марка 4) при скорости нагружения 
у=0,575*104ат/с. При этом коэффициент кй в упругом случае 
равен 5,41; 5,20; 4,68; 5,50 и вязкоупругом — 4,90; 4,84; 4,29; 
4,95. Анализируя эти результаты, мы приходим к выводу, 
что по изменениям параметра Д невозможно судить об из­
менениях критической нагрузки. Б то же время заметим, 
что с возрастанием значения g величина критической на­
грузки уменьшается. Отметим также, что при малых изме­
нениях параметра g коэффициенты К# соответствующие 
этим значениям параметра, мало отличаются друг от друга.

Исследовалось влияние начального прогиба на пове­

дение ортотропной пластины. При ^ 0пт~Ю-1', 10'2; 10*3;
10"4 и при принятых данных в первом примере найдены 
Кл. Эти значения в упругом случае равны 3,10; 3,95; 4,73; 
5,41 и в вязкоупругом — 2,50; 3,44; 4,22; 4,90. Как видим, 
с увеличением значения начального прогиба, как в уп­
ругом, так и в вязкоупругом случаях, критические на­
грузки уменьшаются.

Изучено поведение ортотропной удлиненной (Х.=2) пла­
стины при скоростях нагружения у=0,575*Ю4ат/с; 2*104ат/с. 
Значения коэффициента К„ в упругом и вязкоупругом слу­
чаях равны 5,41; 9,80 и 7,90; 8,80. Напомним, что эти числа 
при А=1 составили: 5,20; 10,31 и 4,84; 8,60. Сравнивая эти 
числа при 1=1  и 1=2, приходим к выводу, что найденные 
для квадратной пластины значения Кд и в вязкоупругом слу­
чае можно с небольшой погрешностью распространить и на 
прямоугольные пластины иной конфигурации.

Исследовалось влияние на поведение квадратной пласти­
ны дополнительной статической поперечной нагрузки. При 
#‘=0 , 1; 0,5; 1 значения коэффициента С, в упругом случае равны 
4,80; 3,90; 3,45 и в вязкоупругом — 4,60; 3,70; 3,61. Заметим, что 
с увеличением значения поперечной стационарной нагрузки 
<?’ величина критической нагрузки уменьшается.
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Рис.3.23. Зависимость ’№„,<1*) дня ортогрошшн нластинки в1ри Л.—1,
(Аа 0 (___ ) и А=0,1 <__ )). Цифры у ¡кривых соответствуют

значениям де«>1, я и различных марок стеклопластика: 1 и 1-марка (1), 1 
и 3-марка (2), 1 и 2-марка (3), 2 и 4-марка (4)

Рис.3.24, а) Зависимость 1УюО*) для ортотроштй пластинки при 
действии дополнительной поперечной нестационарной нагрузки <>41=0 
( ) и /0=0,1 (_ 3 )  для Л™1, Я'аж~ № 4, р=0.575-1(И ат/с. Цифры у 

кривых соответствуют: .значениям (из стеклопластика марки 1) *я=1, п и 
д0 при П=2Л: 1 и 5 (I), 1 и I (2), I и 0,5 (3), 2 и 0 (4)
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Рис.3.24. Цифры у кривых еФвтветсгвуюг значениям {тз стеклопластика 
марки 2) $„ арн а=2я, и=1, >ж=Ъ 5 <1>, 1 (2), @.3 <3) и © (4)

На рис. 3.24 приведены графики зависимости прогиба от 
времени в случае учета поперечных периодических 
давлений ц  — ц 0 $т О Л  дата различных значений 
для различных марок стеклопластика (табл.3.3). Расчеты по­
казали, что если степень анизотропии А близка к  1, то тра­
фики функции Шпт в упругом и вязкоупругом случаях на­
ходятся в первой четверти плоскости параметров (рис.3.24,а).

С увеличением степени анизотропии графики этой 
функции будут расположены в первой и четвертой четвер­
тях. Следовательно, в этом случае возможно выпучивание 
пластины в обратном направлении (рис.3.24,6).

Результаты, приведенные выше, были получены на 
основе одночленной и многочленной аппроксимации про­
гиба. Из анализа результатов видно, что во всех рассмот­
ренных случаях решения на основе этих аппроксимаций 
отличаются друг от друга не более чем на 7%. Таким обра­
зом, для определения достаточно ограничиться одно­
членной аппроксимацией прогиба.
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Таблица 3.3

n к „

1 2 3
> il о A=0, 1

©il

<

A = 0 , 1 A=0 A=0, 1

0 ,5 2 л 5, 13 4,81 4 ,8 6 4 ,3 7 4 ,63 3,75

1 - 4, SO 3,50 4 , 6 3 4 ,2 0 4 ,44 3 ,5 0

5 - 3 ,9 0 3 ,5 5 4, 10 3 ,7 0 4 ,35 2 ,9 2

1 0, lit 2 ,3 5 2 ,0 0 3,35 2,69 2,28 2 ,77

- 2 IE 4 , 8 0 4 , 5 0 4 ,6 3 4 ,2 0 4 ,4 4 3 .5 0

- 5 it 5 ,23 4 , 9 2 4,92 4 ,4 3 4 ,75 3 ,75
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