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Kirish

Ushbu o‘quv qo*ltanma muallifi ehtimollar nazariyasi va
matematik statistika fanini ko‘pgina oliy ta’lim muassasalarida
taxsii olayotgan talabalarga tushunarli bo‘lishi uchun engil |
shaklda bayon qilishni 0‘z oldiga magsad qilib oldi. Tuzilishi -
bo‘yicha o‘quv qo‘llanma uning nomiga moniy ravishda ikki |
gismga bo‘linadi: “chtimollar nazariyasi” va “matematik
statistika”. Qo‘llanma materiallarini bayon qilishda har bir
tushuncha va mavzularga oid tipik masala va misollar
keltirishga e’tibor berilib, har bir bobning so‘ngida talabalar
mustagil ishlashlari uchun bir gator misollar to‘plami
keltirifgandir. Muallif murakkab matematik hisoblarni chetlab
of‘tish bilan bir qatorda ko‘rilayotgan masalalaming nazariy —
ehtimoliy va statistik mohiyatiga chuqurroq e’tibor berib |
o‘tgan.

Ushbu go‘llanmani ehtimollar nazariyasi va matematik
statistika fani o‘qgitilishi nazarda tutilgan barcha bakalavriat
ta’lim yo‘nalishlari hamda magistratura mutahassisliklariga
tavsiya etish mumkin. Undan ilmiy tadqgiqot izlanishia;ida _

ham foydalanish mumkin.
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I bob. Tasodifiy hodisalar

1.1 Ehtimollar nazariyasining predmeti

Ehtimollar nazarivasi “tasodifty tajribalar”, ya'nt natijasini oldindan
nylib bo'lmaydigan tajribalardagi gonuniyatlarni o‘rganuvchi matematik
. fandir, Bunda shunday tajribalar qaraladiki, uiarni o‘zgarmas (ya’ni, bir
xil) shartiar kompieksida hech bo‘lmaganda nazariy ravishda ixtiyoriy
souda takrorlash mumkin, deb hisoblanadi. Bunday tajribalar har birining
natijasi fasodifiy hodisa ro'y berishidan iboratdir. Insoniyat faolivatining
deyarli hamma sohalarida shunday holatlar mavjudki, u yoki bu tajribalarni
bir xil sharoitda ko‘p matra takrorlash mumkin bo‘ladi. Ehtimollar
nazariyasini sinovdan-sinovga o' tishida natijalari turlicha bo‘igan tajribalar
qizigtiradi. Biror tajribada ro'y berish yoki bermasligini oldindan aytib
bo'lmaydigan hodisalar tasodifiy hodisalar deyiladi. Masalan, tanga
tashlash tajribasida har bir tashlashga ikki tasodifiy hodisa mos kelad::
tanganing gerb tomont tushishi yoki tanganing ragam tomoni tushishi.
Albatta, bu tajribani bir marta takrorlashda shu ikki tasodifiy hodisalardan
faqat bittasigina ro‘y beradi. Tasodifiy hodisalarni biz tahiatda, jamiatda,
ilmiy tajribalarda, sport va gimor o‘yinlarida kuzatishimiz mumkin.
Umumlashtirib aytish mumkipki, tasodifiyat elementlarisiz rivojlanishni
tasavvur qilish giyindir. Tasodifsiz umuman hayotning va biologik
turlarning  yuzaga kelishini, insoniyat tarihini, insonlarning iHodiy
fachiyatini, sotsial-igtisodly tizimlarning rivojlanishini tasavvur etth
bo‘lmaydi. Ehtimollar nazariyasi esa aynan mana shunday tasodifiy
bog'ligliklarning matematik modelini  fuzish  bilan  shugfullanadi.
Tasodiflar insonivatni doimo gizigtivib kelgan. Shu sababli ehtimollar
nazariyasi boshga matematik fanlar kabi amaliyot talablariga mos ravishda
rivojlangan. Ehtimollar nazariyasi boshqa matematik fanlardan fargli
o‘laroq nisbatan gisqa, amme o‘ta shijoatlik rivojlamish tarixiga ega. Endi
gisqacha tarixiy ma’lumotlarni keltiramiz. Cixmaviy tasodifiy hodisalarga
mos masalalarni sistematik ravishda o‘rganish va warga mos matematik
apparatiing yuzaga kelishi XVH asrga to‘g‘ri keladi, X VIl asr boshida,
mashhur fizik Galiley fizik ofichashlardagi xatoliklarni tasodifiy deb
hisobiab, ularni ilmiy tadgiqot qilishga uringan. Shu davrlarda kasallanish,
o'lish, baxtsiz hodisalar statistikasi va shu kabi ommaviy tasodifiy
hodisalardagi qonuniyatlarni tahlil qilishga asoslangan sug*urtalanishning
umumiy nazariyasini varatishga ham urinishiar bo*lgan. Ammao, ¢htimollar
mizariyasi  matematik  ilm  sifatida murakkab tasodifty jarayonlarni
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o‘rganishdan emas, balki eng sodda gimor o‘yinlarini tahlil qilish
natijasida yuzaga kela boshlagan. Shu boisdan ehtimollar nazarivasining
paydo boflishi XVII asr ikkinchi yarmiga mos keladi va u Paskal (1623-
1662), Ferma (1601-1665) va Gyuygens (1629-1695) kabi olimiarning
qimor ofyinlari nazariyasidagi tadgiqotlari bilan bog‘ligdir. Ehtimoliar
nazariyasi rivojidagi kafta qadam Yakov Bemnulli (1654-1705) ilmiy
izlanishlari bilan bogliqdir. Unga, ehtimollar nazariyasining eng muhim
gonuniyati, deb hisoblanuvchi “katta sonlar qonuni” tegishiidie. Ehtirnollar
nazariyasi rivojidagi yana bir muhim qadam de Muavr (1667-1754) nomi
bilan bog‘ligdir. Bu olim tomonidan normal gonun (yoki normal tagsimot)
deb ataluvchi muhim gonuniyat mavjudligi sedda helda asoslanib berildi.
Keyinchalik, ma’lum bo‘ldiki, bu qonuniyat ham, ehtimollar nazariyasida
mubim tol” o*ynar ekan. Bu qonuniyvat maviudligini asoslovchi teoremalar
“markaziy limit teoremalar” deb ataladi. Ehtimollar nazarivasi
rivojlanishida katta hissa mashhur matemnatik Laplasga (1749-1827) ham
tegishlidir. U birinchi bo‘lib ehtimollar nazariyasi asoslarini gat’ly va
sistematik ravishda ta’rifladi, markaziy limit teoremasining bir formasini
isbotladi (Muavr-Laplas teoremasi) va ehtimollar nazariyasining bir necha
tadbiglarini keltirdi. Ehtimollar nazariyasi rivojidagi etarlicha darajada
oldinga siljish Gauss (1777-1855) nomi bilan bog'ligdir. U normal
qonuniyatga yanada umumiy asos berdi va tajribadan olingan sonli
ma’hamotlarni gayta ishlashning muhim usuli — “kichik kvadratlar usuli’ni
yaratdi, Puasson {1781-1840) katta sonlar gonunini umumlashtirdi va
ehtimollar nazariyasini o‘q uzish masalalariga qo‘iladi. Uning nomi bilan
ehtimoilar pazariyasida katia ro’l ofynovchi tagsimot qonuni
nomlangandir. X VIl va XIX asrlar uchun shiimoitar nazariyasining keskin
rivojlanishi va u bilan har tomontama qizigish xarakterlidir. Keyinchalik
ehtimollar nazariyasi rivojiga V.Ya. Buuyakovskiy (1804-1889), P.L.
Chebishev (1821-1894), A.A. Markov (1856-1922), A.M . Lyapunov {1857-
1918), A.Ya. Xinchin (1894-1959), V.L.Romanovskiy (1879-1954),
ANKolmogorov (1903-1987) va ulaming shogirdlari bebaho hissa
qo*shdilar. O*zbekistonda ehtimollar nazaviyasi bo‘vicha butun dunyoga
tanigli ilmiy maktabai yuzaga kelishida T.A. Sarimsoqov (1915-1995) va
$.X. Sirojiddinov (1920-1988) laming muhimm rollarini alohida ta’kidiab
o*tish joizdir.
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1.2 Tasodifty hodisalar, ularning Klassifikatsiyasi -

Dastlab ehiimotar nazariyasining asosty tushunchalaridan biri
“tasodifiy hodisa™ tushunchasini keltiramiz. Natijasini oldindan aytib
bo‘Imaydigan tajriba o‘tkazilayotgan bo'lsin. Bunday tajribalar ehtimollar
nazarivasida tasodifiy deb ataladi.

¥ Tasodifiy hodisa{yoki hodisa) deb, tasodifiy tajriba natilasida ro‘y
berishi oldindan aniq bo‘lmagan hodisaga aytiladi.

Hodisalar, odatda, lotin alifbosining bosh harflari A,B,C,...lar bilan
beigilanadi.

v Tairibaning har ganday natijasi efementar hodisa deyiladi va o
orgali belgilanadi.

v Tajribaning natijasida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan barcha elementar
bodisalar to‘plami elementar hodisalar fazesi deyiladi va @ orgali
belgilanadi.

1.1-misol. Tajriba nomerlangan kub{o‘yin sogqasini tashlashdan iborat
bolsin. U holda tajriba 6 elementar hodisadan hodisalar o,.0,,0,.0,.0,.0,
lardan iborat bo‘ladi. e, hodisa tajriba natijasida 6 =1234,56) ochko
tushishini bildiradi. Bunda elementar hodisalar fazosi: Q= {1,2,34.5.6;.

¥ Tajriba natijasida albatia ro‘y beradigan hodisaga mugarrar hodisa
deyiladi. - .

Elementar hodisalar fazosi muqarrar hodisaga misol bo‘la oladi.

Aksincha, umuman ro‘y bermaydigan hodisaga mumkin bo‘lmagan
hodisa deyiladi va u @ orqali belgitanads,

1.1-misolda keltirilgan tajriba uchun quyidagi hodisalarni kiritamiz:

A=%5 raqam tushishi}; '

- B={juft ragam tushishi};

C={7 ragam tushishi};

D={butun ragam tushishi};

Bu yerda A va B hedisalar tasodifiy, ¢ hodisa mumkin bo‘lmagan va D
bodisa mugarrar hodisalar bo‘ladi.

1.3 Hodisalar ustida amallar

Tasodifiy hodisalar orasidagi munosabatiami keltiramiz:
v A va B hodisaloy yig‘indisi deb, A va B hodisalarning kamida
bittasi{ya’ni A, voki B, voki A va B birgalikda) ro*y berishidan iberat
C=AwB{C=a+B)hodisaga aytiladi.

]
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A va B hodisalar ko'paytmasi deb, A va B hodisalar ikkalasi ham -
(ya’ni A va B birgalikda)  ro‘y  berishidan  iborat .-
C=AnB{C=A B)hodisaga aytiladi. ;

A hodisadan B hodisaning avirmasi deb, Ahodisa ro‘y berib, B hodisa .
ro‘y bermasligidan ithorat ¢ = 41 8(C = A -B) hodisaga aytiladi. .

v A hodisaga garama-garshi A hodisa fagat va faqat A hodisa ro'y .
bermaganda ro‘y beradi(ya'ni A hodisa A hodisa ro'y bermaganda ro‘y
beradi). 4 ni A uchun teskari hodisa deb ham ataladi.

¥ Agar A hodisa ro'y berishidan B hodisaning ham ro*y berishi kelib
chigsa A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va A< B ko‘rinishida
yoziladi. :

v Agar AC B va Bg 4 bo'lsa, u holda A va B hodisalar feng(teng
kuchii) hodisalar deyiladi va A =B ko‘rinishida yoziladi.

1.2-misol. 4,8 va ¢ -ixtiyoriy hodisalar bo‘lsin. Bu hodisalar orqgali
quyidagi hodisalarni ifodatang: D={uchchala hodisa ro‘y berdi}; E={bu
hodisalarning kamida bittasi ro‘y berdi}; F={bu hodisalarning birortasi
ham ro‘y bermadi}; G={bu hodisatarning faqat bittasi roy berdi}.

Hodisalar ustidagi amallardan foydalanamiz: D= 4nBnCiD=4-8-O);
E=A+B+C; F=A-B-C;G=A-B-C+d-B-C+A4-B-C.

Demak hodisalarni to*plamlar kabi ham talqin etish mumkin ekan.

Belgilash | Toplamlar nazariyasidagi | Ehtimollar nazariyasidagi talgind 1
talgini
0 Fazo (asosiy to‘plam) Elementar hodisalar fazosi,
mugarrar hodisa
o, @ w fazo elementlari » elementar hodisa
A, Ac A to‘plam A hodisa
AuB,4+B] A vaB to‘plamlarning A va 3 hodisalar yig'indisi (A
' yig'indisi, birlashmasi va B ning kamida biri ro‘y
berishidan iborat hadisa)
i ANB,A-B | A va B to'plamlaming A va B hodisalar ko*paytimasi
kesishmasi (A va B ning birgalikda ro‘y
berishidan thorat hodisa)
AVB,A-B Ato‘plamdan A hodisadan 8 hodisaning
Bto‘plamming ayirmasi - ayirmasi{ A ning ro*y berishi,
Bning ro'y bermashgidan iborat
hodisa) A
%) | Bo‘sh to‘plam Mumkin bo‘lmagan hodisa
4 | a to‘plamga to*ldiruvchi A hodisaga teskari hodisa(a

7
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. '_ " | “ning ro*y bermasligidan thorat) |
ANB~B, A va B to‘plamiar A va B hodisalar birgalikda
4:Bu@ kesishmaydi emas
AgB A to‘plam Bning gismi Ahodisa B ni ergashtiradi
An 8 A va B to‘plamlar usima- A va B hodisalar teng kuchli
ust tushadi - [

Hodisalar va ular ustidagi amallarni Eyler-Venn diarammalari
yordamida tushuntirish(tasavvur gilish) qulay. Hodisalar ustidagi a.mallamr
1-5 rasmiardagi shakllar kabi tasvirlash mumkin.

' A+B ' A-B

E-rasm,

A-B

N

3-rasm. 4-rasm.

ACB

S-ras.
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Hodisalar ustidagi amallar quyidagi xossalargaega: -~ «. :
* 4+B=8B+4, A-B=B-4; . '

¢ (A+B)C=A-C+B-C,; _

* (A+B)+C=4+(B+O), (f“B)'C=A-'('BvC); \

o A+d=A A-A=4; . :
OA+Q £, AQAA+®A AQQ

va A-B=4+5 ~de Morgan lkkllamchlhk prinsipi.

1.3-misol.

a)(4 + B)-(4+ By ifodani soddalashtiring.

Yugqoridagi xossalardan foydalanamlz .
{A+B) (A+B) AA+4-B+B-A+B B=A+A4- (B+B)+Q§ A+4-Q= A+A A

Demak, (A+ B)-(4+ By= A4 ekan.

b) 4+ B=4+4-B formulani isbotlang. .
A+D=(A+ B Q=d-Q+B-Q=A-Q+ B(d+A)=4-Q+(d+ A)-B=
A+ A B+ A B=(Q+B)- A+ 4 B=Q A+ 4 B=A+4-B. '

1.4 Tasedifity hedisalar. Hodisalar aigebrasi

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchatarini keltiramiz. -

Natijasi tasodifiy bo'lgan biror tajriba o'tkazilayotgan bo'isin. Q-tajriba
natijasida ro'y berishi mumkin be'igan barcha elementar hodisalar
to plami elementar hodisalar fazosi deyiladi; tajribaning natijasi o esa
elementar hodisa deyiladi,

v Agar 0 chekli yoki sanogli to'plam bo'lsa (ya'ni elementlarini
natural senfar yordamida wmomerlash mumkin bo'lsa), u holda uning
ixtiyoriy gism to'plami A tasodifiy hodisa (voki hodisa) deyiladi: A ¢ 0.

0 to'plamdagi A qism to'plamga tegishli clementar hodisalar A
hodisaga qulaylik yaratuvchi hodisalar deyiladi.

v 0 to'plam muqamar hodisa deyiladi. @-bo’sh to'plam mumkin
bo'lmagan hodisa deyiladi.

S-0 ning qism to’ plamlaridan tashkil topgan sistema bo’lsin.
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L. Pes, Qes; S,
2. 4= S munosabatdan 4 e 5 kelib chigsa; o
3, 4e$5 va Be$ munosabaidan 4+Be$,4-BeS kehb chigsa 5 sistema
algebra tashkil etadi deyiladi. L
Ta’kidlash joizki, 4+B8=4-8, 4-B= 4+ 5 ekanligidan 3 shartdagi 4+ B< s
va 4-Be S munosabatiardan ixtiyoriy bittasini talab gilish yetarlidir.
Ld-misel. 5={2,Q} sistema algebra tashkil efadi: ©2+Q=0,
B-Q=0, B=0, 3=
Agar 3 shart o'rniga quyidagilarni talab qilsak 4,e8, r=12,.,

munosabatdan Cj 4,5, ﬁ 4, € § kelib chigsa § sistema ¢-algebra deyiladi.

Agar Q chekli yoki sanogli bo‘isa, {-to’plamning barcha gism
o' plamlaridan tashkil topgan hodisalar sistemasi algebra tashkil etadi.

1.5 Ebtimollikning statistik ta’rifi ' L o

A hodisa n ta bog‘ligsiz tajribalarda n, marta ro‘y bersin, », son 4

hodisaning chastotasi, -’i‘"— nmunosabat esa 4 hodisaning nisbiy chastotasi
deyiladi.

Nisbiy chastotaning statistik turgunlik xossasi deb ataluvchi xossasi
mavjud, ya'ni tajribalar soni oshishi bilan nisbly chastotasi ma’lum
qonuniyatga ega bo*ladi va biror son atrofida tebrasib furadi.

Misol sifatida tanga tashlash tajribasini olaylik. Tanga A={Gerb}
tomont bilan tushishi hodisasini qaraylik. Bywffon va K.Pirsoniar
tomonidan o*tkazilgan tajribalar natijasi quyidagi jadvalda keltirilgan:

Tajriba Tajribalar soni, # | Tushgan gerblar | Nisbiy chastota,
o*tkazuvchi SOI, M4 K
_Byuffon ] 4040 2048 0.5080
K Pirson 120600 6019 0.5016 |
K.Pirson | 24000 12012 £.5005

Jadvaldan ko‘rinadiki, » ortgani sari me/m nisbiy chastota %::0.5 ga

yaqinlashar ekan.

14

www.ziyouz.com kutubxonasi




¥ Agar tajribalar soni etarlicha ko*p bo‘lsa va shu tajribalarda biror 4
liodisaning nisbiy chastotasi biror o‘zgarmas son arofida tebransa, bu
songa 4 hodisaning statistik chtimolligi deyiladi. _

4 hodisaning ehtimolligi P(4) simvol bilan belgilanadi. Demak,

Iimf;“- = P(4) yoki yetarlicha katta » lar uchun 2~ p(4).
A x

Statistik - ehtimollikning kamchiligi shundan iboratki, bu verda
statisttk ehfimollik yagona emas. Masalan, tanga tashiash tajribasida
ehtimollik sifatida nafagat 0.5, balki 0.49 yoki 0.5i ni ham olishimiz
muimkin. Ehtimollikni aniq hisoblash uchun katta sondagi tajribalar
o‘tkazishni talab qiladi, bu esa amaliyotda ko‘p vaqt va xarajatlarni talab
gitadi. -

Statistik ehtimollik quyidagi xossalarga ega:

1. 0<P(4y<t,

2. P(H=0;

3. Piy=1;

4, 4-B=@ bo‘lsa, uholda P(A+ B)= P{A)+ P(B);

- - - . - n
Isboti. 1) Ihtiyoriy 4 hodisaning chastotast uchun 0<n, <r=>0x< ?" =1,

Etarlicha katta # lar uchun -~ ~ p(4) bo‘igani uchun 0 < P(A) <1 bo‘ladi.

&
2) Mumkin bo*lmagan hodisa uchun »,=0.
3) Mugarrar hedisaning chastotasi n.=n.
4) Agar 4-8=0 bo‘lsa, uholda 7., =8, + 1y va

Patfs M

P{A+B)z%§-= +”T:-:=P(A)+ £(8). .

I n

1.6 Ehtimollikning klassik ta’rifi

Q chekli » 1a teng imkonjyatli elementar hodrsalardan tashkil topgan
bo‘lsin.

v 4 hodisaning ehtimolligi deb, 4 hodisaga qulaylik yaratuvchi
elementar hodisalar soni £ ning tajribadagi barcha elementar hodisalar soni
n ga nisbatiga aytiladi. '

Nk o B 1.6.1
4 NI = . {)

11
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Klassik ta'rifdan fovdalanib, ehtimollik hisoblashda kombinatorika
elementlaridan foydalaniladi. Shuning uchun kombinatorikaning ba’zi
clementlari keltiramiz. Kombinatorikada qo*shish va ko‘paytirish qoidasi
deb ataluvehi ikki muhim goida mavjud.

A= a0} Va B={b.b,,...6,) chekli toplamlar berilgan bo‘lsin.

v' Qo 'shish qoidasi: agar 4 to‘plam elementlari soni # va B to‘plam
clementlari soni m bo'lib, 4-8=2(A va B to‘plamiar kesishmaydigan)
bo‘lsa, u holda 4+ 8 fo*plam elementiari soni r+m boladi.

¥ Ko paytirish qoidasi: A va B to‘plamlardan fuzilgan barcha (a,.5,)
juftiiklar to‘plami € ={(a,.8,):i=1n j=Lm} ning elementlari soni nm
bo'ladi.

n ta elementdan m (0 < m < n)tadan tanlashda ikkita sxema mavijud:
qaytarilmaydigan va qavtarifadigan tanlashlar. Birinchi sxemada olingan
elementlar qayta olinmmaydi{orqaga gaytariimaydi), tkkinchi sxemada esa
har bir olingan element har gadanada o*miga qayiariladi.

L. Qaytariimaydigan tanlashlar sxemasi

v Guruhlashiar soni: i ta elementdan m (0 < m < r)tadan guruhlashlar _.
soni quyidagi formuta orqali hisoblanadi:

. L e

" mi(n—m)!
¢ sonlar Nyuton binomi formulasining koeffisientlaridir:

I

(p+q) =p" +Cop"iq+ Cp" gt + 4 q".

v O'vindashtivishlar soni: n ta elementdan m {(0<m<n} tadan
o'riniashtirishlar soni quyidagi formula orqali hisobianadi:

A7 = st ]
{(n—mM

(16.3)

v (rin almashtirishlar soni: n ta elementdan » tadaﬁ_ o rinlashtirish
o'rin almushtivish deyiladi va u quyidagicha hisoblanadi: '

Po=nl (168

12
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(»rin  almashtirish o‘rinfashtirishning xususiy hol,iq_ir,_'_'_ghlmlgi _agar’
(1.6.3.)da n=mbo‘lsa 4" = R g%: 2t boladi,

{n—m}!

IL. Qaytariladigan tanlashlar sxemasi o
v Qaytariladigan guruhlashlar soni: n ta elementdan m (0 <m <n)
tadan qaytariladigan guruhlashlar soni quyidagi formula orqali hisoblanadi:

Cn=C" . ' (1.6.5)

v Qaytariladigan o ‘vinlashtirishlar  soni: n ta clementdan m
(0 <m<n) tadan qaytariladigan o rmlashnrlshlan som quy1dag1 formula
orqali hisoblanadi:

Au =n", _ €1.6.6)

v Qaytariladigan o'rin almashtivishiar somi: k xil n ta elemenidan
iborat to‘plamda 1-element », marta, 2-element #; maxta,..., k- element »,
marta qaytarilsin va » +#, +..+n, =n bo‘lsin, u holda » ta elementdan
iborat o‘rin almashtirish P,(n,#,...,z,) orqali belgilanadi va u quyidagicha
hisoblanadi:

nl

Fn.nm,..n =" T |
PAURNN

(1.64)

Endi ehtimoliik hisoblashga doir misollar keltiramiz,
1.5-misol. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki -
raqamni eslay olmadi. U bu ragamlar har xil ekanligini eslab, ularni
tavakkaliga terdi. Telefon nomeri to‘g'ri terilganligi ehtimolligini toping.
Oxirgi ikki raqamni ¢}, usul bilan terish mumkin. 4={telefon nomeri
to*gri teritgan} hodisasini kiritamiz. 4 hodisa faqat bitta elementdan tborat
bo‘ladi{chunki kerakli telefon nomeri bitta bo*ladi). Shuning uchun kiassik
N{A4) | 1 |
L e & 0011,
Ny 4 109 90
1.6-misol. 100 ta lotoreya biletlariaridan bittasi yutuqli bo‘lsin.
Tavakkaliga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuglisi bo‘lishi
ehtimoliigini toping.

ta’rifga ko‘ra P(4) =

A3

www.ziyouz.com kutubxonasi



100 (a lotoreya biletlaridan 10 tasini )5 usul bilan tanlash mumkin.
B={10 lotoreya biletlari ichida wutuglisi bo‘lishi } hodisasi bo‘lsa,
N(B) € -Cq 1
o i === 01
N CE10
L7-misol. Pochta bo‘limida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta
otkritkadan: a) 4 tasi bir xilda; b} 4 tasi turli xilda bo‘lishi ehtimolliktarini
toping. _
' 6 xil otkritkadan 4 tasini ¢! usul bilan tanlash mumkin. a) 4={4 ta
bir xildagi otkritka sotilgan} hodisasi bo'lsin. 4 hodisaning elementar
hodisalari soni otkritkalar xiilari soniga teng, ya’mi N(A)=6. Klassik
N(4) 6

LI 5 P :..,.._.,._,__,:___._.___ .;-:_h... — P H
ta'rifea ko‘ra P(4) Vi) o6 2 bo‘ladi. b) B={4 ta har xil

otkritka sotilgan} hodisasi bo‘lsin, u holda NB)=C; ga teng va
NB) _Ci_15 _5

CNBY=CHCY va P(B)=

PR =S 2 =
N O “126 a2 R o
Klassik ehtimollik quyidagi xossaiarga ega: ey
I, @) =0; R R S I S

2. P(E)=1; : . T T AR U
3.02P(A4)=s1; : S
4. Agar 4-B =2 bo'lsa, whoida P(4+ B)= P{(4)+ P(B);

§5. V4,8 € Q uychun P(A+ BY=P(N)+ P(BY—P(A-B)

Isboti. 1) »(:53 = 0 bo‘lgani uchun klassik ta’rifga ko*ra P() = ———i‘é ;= g,
s ap N()
P =22
2) Klassik ta’rifga ko‘ra P(€2) NQ) =1,

3) Ihtiyoriy 4 hodisa uchun D< 4O ekanligidan 0 < P(A)<I bo*ladi.

4y Agar 4-B=¢ bo'lsa, u holda NA+B=N{4)+N(B) va
N(4+B) _N(A+N(B) N4 N(B)

Pd+B)= VO N MO N@Q) = HA)+P(B).

5} 4+ 8 va B hodisalarni birgafikda bo‘lmagan ikki hodisalar vigndisi

shaklida yozib olamiz:

A+ B=A+B-A(13-misol), B=B-Q=B-(4d+ A= 4-B+B-4, u holda 4-

xossaga ko‘ra P4+ B)=P(4)y+ P(B-A) va P(B)=P(4 B)+P(B-A). Bu ikki

tenglikdan P(d+B)= P(A) + P(B)— P{A4- B) kelib chigadi. .

14
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1.7 Ebtimollikning geometrik ta’rifi

Ehtimolning klassik ta'rifiga ko‘ra Q - elementar hodisalar fazosi
chekli bo‘lgandagina hisoblashimiz mumkin. Agar @ cheksiz teng
imkoniyatli ¢lementar hodisalardan tashkil topgan bo‘isa, geometrik
ehtimollikdan foydalanamiz.

Oflchovli biror ¢ soha berilgan

/ %, | bo'lib, u D sohani o'z ichiga olsin.
- / /’///// Gsohaga tavakkaliga tashlangan X

% D nugtani D sohaga tushishi ehtimolligini
s I

hisoblash masalasini ko‘ramiz. Bu yerda
X nugtaning G sohaga tushishi muqarrar
va D schaga tushishi tasedifiy hodisa

G-vasm. bo‘ladi. 4 ={X <Dj-X nuqtaning D sohaga

tushishi hodisasi bo*lsin.
¥ 4 hodisaning geometrik ehtimolligi deb, D soha o‘Ichovini ¢ soha
o‘lchoviga nisbatiga aytiladi, ya'ni '

nes{ D}

Pedy= mes(G}’

bu yerda mes orqali uzamlik, yuza, hajm belgilangan,

1.8-misol. [ uzunlikdagi sterjen tavakkaliga tanlangan 1kk1 nugtada
bo‘laklarga bo‘lindi, Hosil bo‘lgan bo‘laklardan uchburchak yasash
muimkin bo‘lishi ehtimolligini toping.

y Birinchi bo‘lak uvzunligint x,
ikkinchi bo‘lak uzunligini ¥  bilan
belgilaszk, uchinchi bo*lak uzunligi &-x-y -
bo‘tadi. Bu yerda Q={(x,»):0<x+y<f,
ya’ai  0<x+y<isterjenning bo‘laklari
uzunliklarining barcha bo‘lishi mumkin
bo‘lgan kombinatsiyasidir. Bu
bo*laklardan uchburchak yasash
mumkin bo‘lishi uchun quyidagi shartlar

+ bajarilishi kerak: x+y=i-x-y,
x+f—x—y>vyv. y+i-x-—yzx.

¥

B 74

S T
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Bulardan x < %, y< %, x+y >4 ekanhgl kelib chxqadx

Bu tengsizlikiar 7-rasmdagi bo valgan scham bildiradi. Bht:mo]hkmng
geometrik ta’rifiga ko‘ra: i

1.9-misol, (Uchrashuv hagida)
likki do‘st soat 9 bilan 10 orasida uchrashlshga kelishishdi. Birinchi
keigan kishi do‘stini 15 dagiqa davomida kuiishini, agar shu wvaqt
mobaynida do‘sti kelmasa u ketishi mumkinligini shartlashib olishdt. Agar
ular soat 9 bilan 10 orasida ixtiyoriy momentda kelishlari mumkin bo‘lsa,
bu ikki do‘string uchrashishi ehtimolini toping.
Birinchi kishi kelgan momentni x, ikkinchisinikini y bo‘lsin:
0zxg60, 0sy<60 U holda ulaming
+ uchrashishiari uchun fr-ys13
tengsizlik bajarilishi kerak.
. Demak, Q={(x,y):0<x<60,0=y<60},
D A={(x,¥)ix~y=15}. x va y larni Dekart

Py

koordinatalar ' ‘tekisligida
tasviriaymiz{§-rasm).
U hoida
;
2 [, Pyp— .
.: P(A):m"-'f{-“f}:ﬁo 2 3 45 45=1’

mesiG) 60° 16

8-rasnm.

1.8 Ehtimollikning aksiomatik ta’rifi

Ehtimollar nazariyasini aksiomatik qurishda AN. Kolmogorov
tomonidan 30-yillarning. boshlarida asos solingan.

- biror tajribaning barcha elementar hodisalar to* plami, S-hodisalar
algebrasi bo'lsin. o . ,,,

‘16
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v § hodisalar algebrasida aniglangan, haqiqiy giyratiar qabul qiluvchi
MA) fuksiya ehtimollik deyiladi, agar u uchun quyidagi aksiomalar o*rinli
bo‘lsa:

Al: ihiiyoriy 4es hodisaning ehfimolligi manfiy emas P(4)z0

{nomanfiylik aksiomasi);

A2: mugarrar hodisaning ehiimolligi birga teng PP =1
(normallaghtirish aksiomasi);

A3 juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar yig mdlsmmg
ehtimnolligi shu hodisalar ehtimollari yig‘indisiga teng, ya'ni agar
A-A, =@, i=jbo'lsa, uholda

P J4)= § P(A)
(additivlik aksiomasi);
(2,8, Py uchlik ehtimollik fazosi deyiladi, bu yerda Q-elementar

hodisalar fazosi, S-hodisalar algebrasi, P- Al1-A3  aksiomalarn
ganoatlantiravchi sanogli - additiv funksiya. :

1.9 Ehtimolikning xossaiari

Kolmogorov aksiomalarining tatbigi sifatida quyidagi xossalarni-,
keltiramiz:

1. Mumkin bo‘lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng
P{2y=0.
2. Qarama-garshi hodisalarning ehtimolliklart yig*indisi birga teng
P(A)+ P(A)=1.
3. Ixtiyoriy hodisaning ehtimolligi uchun quyidagi munosabat e*rinli:
0< P(A}<1
. 4. Agar AC B bo'lsa, uholda P(4) s PLB},
5. Agar birgalikda bo‘lmagan 4.4,...4, hodisalar to‘la gruppani
tashkil etsa, ya'ni UA —Qva 4 4 =0 i#jbolsauholda

iP{A’_) =
ik

17
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Isb_bti: ' E

1. A4+@=4, AD=@  tengliklardan A3 - aksiomaga ko‘ra
P+ PIO)=P(A) = P(D)=0

2. A+4=Q A-A=0 tengliklardan P(A)+P(4) = P(Q) hamda A2 va A3
aksiomalardan esa P(A)}+ P(4) =1 tenglik kelib chigadi.

3. 2-xossaga ko‘ra P(4)=1- P(D) va Al aksiomaga asosan 0< P(4) <1,

4, A< B ekanligidan B=(B- 4)+ A va (B- A)4=0. A3 aksiomaga ko‘ra
P(B)= P(B— A)+ P(4), ammo P(B— 4) > 0 bo‘lgani uchun P(4) £ P(B).

5. A+ +.+4, =0 tenglik, A2 va A3 aksiomalarga ko'ra
P(A, * A, 4ot A)= PUA) T P(A)+..+ P(A). W

1.10 EhtimoHiklar fazosi

Elementar hodisalar fazosi cheksiz bo‘lsin: Q={w.0,. ., .}. S esa
@ ning barcha gism to‘plamlaridan tashkil topgan hodisalar algebrasi
bo‘lsin. Har bir @, eQ, i=12.. elementar hodisaga p(w,) sonni mMos
qo‘vamiz. p(e,)-elementar hodisaning ehtimoli deyiladi. Demak, Q da
guyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi sonli p{w,} funksiya kiritamiz: _
i vm, eQ, Pl)z0; ¥

2.3 me)=1.
U holda 4= O hodisaning ehtimolligi yig'indi shaklida ifodalanadi:

M= Py (1.10.1)

oA

Ehtimollikni bunday aniglash Kelmogerov aksiomalarini qanoatlantiradi:

1. PLy= ). Ple) 20, chunki hdr bir P{w,)20;

BN-F

2. B@= Y po) =3 pla) =1;

el ix]

3. Agar 4-B= bo‘lsa, u holda

P(A+BY= Y plw)="Y plo)+ 2, pl@) = P{4)+ P(B).
& A

enadedd s

18
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Bunday aniglangan {€, S, P} uchhk ehtlmolhklar fazos1(yok1 diskret
chtimollikiar fazosi) deyiladi:

Agar Q={o,@,..,}- chekli fazo va tajnbadagl barcha elememar
hodisalar teng imkoniyatli bo lsa, va'ni

it

by P(wl)=P(wz)¥_..=p(wn)=%, o . ,(.1.'10'2)-;'

u holda (1.10.1) formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi;

P(A)= Zp(m)~~+l+ +-1~5 . (1.10.3)

wed ”, n’

Ll

Bu yerda m 4 hodisaga tegishli elementar hodisalar soni. Bu' esa’
ehtimollikni klassik ta’rifga ko‘ra hisoblashdir. Demak, klassik e¢htimol
(1.10.1) formula orgali aniglangan chtimollikning xususiy holi ekan.

1.11 Shartli ehtimollik

A va B hodisalar biror tajribadagi hodisalar bolsin. o
v" B hodisaning A hodisa ro‘y bergandagi shartli ektimolligi deb,

PlA-B
P(4)

(P =0) . (1.1L.1)

nisbatga aytiladi. Bu ehtimollikni p(8/4) orqali belgilaymiz.
Shartli ehtimollik ham Kolmogorov aks:omalarml qanoatlanuradlt
ILLARB/IA =0 :

PQ-A)  P(A)

2. P@U =g R = e,

3. Agar B.C =@ bo‘lsa, u holda

PEB+C)- Ay P(B-4+C-4) _ P(B-A)+ PIC-4) _

PUB+CY 4) = = =
{B8+CY A) P(A) P(A) PlAY . o

PGB PCA

P00 P = MBI )+ PCA),

19 T .
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chunki B-C = @ekanligidan, (8- 4)-(C-A)=B-4-A-C=B-C-A=@-4=03
1.10-misot. Idishda 3 ta oq va 7 ta gora shar bor. Tavakkaliga ketma-ket
bittadan 2 ta shar olinadi. Birinchi shar oq rangda bo‘Isa ikkinchi shaming
gora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.
Bu misolni ikki usul bilan vechish mumkin:
1) A={birinchi shar oq rangda}, B={ikkinchi shar gora rangda}. 4 hodisa
ro’y bergantdan so‘ng idishda 2 ta oq va 7 ta qora shar qoladi. Shuning

7
uchun P(B/A) = 5

2Y(1.1L.1) formuladan - _ foydalanib, hisoblaymiz: PlA) ==

YU
PaBy=-> 1oL
09 30

L PlA-By 7/30 7
Shartli ehtimoliik formulasiga ko‘ra: F(5/4) = (45 13

P4y 3/10° 9

i
Shartli ehtimollik fonnu1351dan hodisalar ko‘paytmasi ehtimolligi .
uchun ushbu formula kelib chigadi: 4

P(A4-B)= P(4)-P(BI A) = P(B)-P(4/B) (1.11.2)

{1.11.2) tenglik ko*paytirish qmdas:(teoremasz} deylladl Bu qmdam n ta
hodisa uchun umamlashtiramiz: ' .

P, Ay 4) = POAY A A PUAL A AL PCAL L AA, ALY, (111.3)

v Agar PA/B)=pP(% tenglik o'rinli bo'lsa, u holda A hodisa -
B hodisaga bog‘liq emas deyitadi va 4 1 B orqali belgilanadi.
Agar 41p bo'lsa, u holda (1.11.2) formulani quyidagicha yozish
mumkin:
P(A-BYy= P{BY-P(A/BY= P(B). P(A).

v A va B hodisalar o‘zaro bog‘liq emas deyiladi, agar

_ F(A-By=P(4) - P(B)
munosabat o*rinli bo‘lsa.

Lemma. Agar 41 5 bo‘lsa, uholda 418, 41 Bvad LB bo‘!adl
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Isboti: 418 bo‘lsin. U holda P{A-B)=P(4) P(B) munosabat o‘rinli
bo‘ladi. P(BY+P(B)=1 tenglikdan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
P(4-B)=P(A-(Q~B)) = P{A-Q— A-B)= P(A—A-By= P(A)— P(4-B) =
= P(A)~ P(A)- P(B) = P(A)-(i - P(B)) = P(4)- P(B).

Demak, P(4-B)= P(4)- P(B) -> 4 L B. Qolganiari ham xuddi shunclay
isbotlanadi. =

' 1.12 To‘la ehtimollik va Baves fermulalari
A, 4,4, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar to‘la
gruppani tashkil etsin, ya’ni OA,.:Q va 4-4,=@ i#; . U holda

Atd 4 4, =0 ekanligini hisobga olib, B m
B=B-Q=BA{A+A,+.+A)=B-4+8 4 +.+B-4 ko'tinishda yozamiz.
44, =@, iz ekanligidan (B-4)-(B-4,)=9, i=; ckani kelib chigadi. 8
hodisaning ehtimolligini hisoblaymiz:

P(BY=P(B-A+B -4, +..+B-4)=
= P(B-A4)+ P(B- A+t P(B- A,). | (1.12.1)

Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra P(B-4)=P(4)-P(B/4).i=Ln bo‘ladi. Bu
fenglikni (1.12.1) ga qo*liasak,

P(B) = PUAYP(BI 4.} + P(A)P(B/ 4)+.. o+ PUAP(BIA,).

. ¥ Agar BCZA bo‘lsa, u holda

1=l

P(B)=ZP(A,-)P(B/A.-) vy

tenglik o‘rinii bo‘ladi. Bu tenglik fo Ya ehrimollik formulasi deyiladi.

1.11-masala, Detallar partiyasi uch ishchi tomonidan tayyorlanadi.
Birinchi ishchi barcha detallarning 235%ini, ikkinchi ishchi 35%ini,
uchinchst esa 40%int tayyorlaydi, Bu uchchala ishchining tayyorlagan
detaliarining sifatsiz be'lish ehtimolliklari mos ravishda 0.05,0.04 va 0.02

21
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ga teng bo‘lsa, tekshirish uchun partivadan olingan detalning sifatsiz
bo*lish ehtimolligini toping.

A=detal j-ishchi tomonidan tayyorlangan} i=13, B={tekshirish
uchun olingan detal sifatsiz} hodisalarni  kiritamiz va quyidagi
ehnmoihklarm hisoblaymiz:

25% 35% 40% -
A4) = =025, P(A, ,m_035 P(A) =—t = 0.4 .
Pd)= 100% (&) )= 100% LRI,

P(B/A4)=005 P{B/4,)=004, P(B/4)=002, To'la  ehtimollik
formulasiga asosan £(B)=0.25-0.05+0.35-0.04+0.4-0.02==-00345_ . '

4 va B hodisalar ko'paytmasi uchun

Sy . P{4,-By=P(B) P(4,/B) - o o (1.12.3)
I P4 -B)=P(4)-PBIAY L. (112.4)

tenglikiar o‘rinli. (1.12.3) va (1.12.4) tengliklardan quyidagilarni hosil
qilamiz;
CPBY-P(A/BY=P(A) P(B/A),

P(4)P(B/A)

FB) {1.12.5)

P(A /B)=

Bu yerda P(B)=2 P{AIWP(B/A)}. (1.12.5) tenglik Bayes formulasi
j=b

deyiladi, Bayes formulasi yana gipofezalar reoremasi deb ham ataladi.
Agar A.4,...A4, hodisalarni gipotezalar deb olsak, u holda P{4,) ehtimollik
4, gipotezaning aprior(“a priori” lotincha tajribagacha), p(4, /8 shartii
.- ehtimollik esa aposterior(®a posteriori” tajribadan keymgl) ehtimolligi
* deyiladi.

1.12-masala. 1.11-misolda sifatsiz detal ikkinchi ishchi tomonidan
tayyortangan bo‘lishi ehtimolligini toping. Bayes formulasiga ko‘ra:

aat
iU

4.35-0.04 28
0.25-0.05+035-0.04+04.007 69

P(A4, ! B)=

22
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1.13 Bog‘ligsiz tajribalar ketma-ketligi. Bernulli formulasi

Agar bir necha tajribatar o*tkazilayotganida, har bir tajribada biror 4
hodisaning to*y berish ehtimolligi boshga tajriba natijalariga bog‘lig
botlmasa, bunday tajribalar bog*ligsiz tajribalar deyiladi.

n ta bog*ligsiz tagribalar o‘tkazilayotgan bo‘lsin. Har bir tajribada A
hodisaning roy berish ehtimolligi P(4)=p va ro‘y bermasligi ehtimolligi
P(Ay=1~p=q bo‘lsin.

Masalan, 1) nishonga qarata o*q uzish ta}nbasml ko raylik. Bu yerda
A={o‘q nishonga tegdi}-muvaffaqqiyat va 4={o‘q nishonga tegmadi}-
muvaffaqqiyatsizlik; 2) » ta mahsulotni sifatsizlikka tekshirilayotganda
A={mahsulot  sifatli}-muvaffaqgiyat va 4={mahsulot sifatsiz}-
muvaffagqiyatsizlik bo‘ladi.

Bu kabi tajribalarda elementar hodisatar fazosi © fagat ikki
elementdan iborat bo‘ladi: Q={m0,w,}={§, 4}, bu erda o,-4 hodisa ro'y
bermasligini, @,-4 hodisa ro‘y berishini bildiradi. Bu hodisalarning
ehtimoiliklari mos ravishda p va ¢ (p+g=1} lar orqali belgilanadi,

Agar n ta tajriba o‘tkazilayotgan bo‘lsa, u hoida elementar hodisalar
fazosining elementar hodisalari soni 2" ga teng bo‘ladi. Masalan, n=3 da
Q = {0y, sy, ) = {AAA, AAA, AAAAAL, AAA AAA AAA, A4},  ya'ni @
to‘plam 2’=8 ta elementar hodisadan iborat. Har bir hodisaning
ehtimolligini ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra hisoblash mumkin:

Py = P(AAA) = PCOP(AP(A) = ¢,
pl@,) = P(AA4) = PLOP(OP(4) = pg’,

L Py P{AAA) P(A)P(A)P(A) =)

nta bog‘ligsiz tajribada 4 hodisa m marta ro‘y berish ehtimolligini
hisoblaylik:

CPm =P A A A DA PAA Ao A A A Dyt

mfa fn ik ma ({1

PAA A A A D+ PEA A DA A )

[n—{m—La i [EEE )T R mk!
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© - Har bir qo‘shiluvchi- ko paytirish’ teorenigisiga ko‘ta p"g"™ iga teng
Demak,

" ﬂ'ﬂ

F(m)=p"q ”"’“+p“’q”"" +o+p” q '-C”'p q m'.-_-o,_l,...n.-"-‘-'

7 qa:krkntm A .

¥ Agar n ta bo'g'liqsiz tajribaning har birida 4 hodisaning ro‘y berish
ehtimolligi p ga, ro‘y bermasligi ¢ ga teng bo‘lsa, u holda 4 hodisaning »
marta ro‘y berish ehtimoiligi guyidagi ifodaga teng bo‘ladi:

B(m)=Crp"g"", m=0l.n. SN CHERY'

(1.13.1) formula Bernulli formulasi deyiladi. P.(m ehtimoliikiar uchun
Y 2,(my=1 tenglik o‘rintidir. Haqigatan ham,
m=f .

(g+px)' =q"+C g px+ Clq" " P’ ot px”

- Nyuton binomi formulasida x =1 deb olsak, _
(gep) =q"+Cog" p+Clg" p* +..+ p", ya'ni ,
1=Pﬂ(0)+P,,{l)+.--+P,r(ﬁ)=2P"(m} bo‘ladi. SRR R

medl BN P B Lt T
(1.13.1} ehtimoltiklas xossalari:

YA m=1.

et

2. Agar m = m<m, bo'lsa, F{m smsm,)= ZP,,{m)‘

3. n ta bog'ligsiz tajribada 4 hodisaning kamida 1 marta ro‘y berishi
ehtimolligi #=1-4" bo‘ladi.
Chunki, 2,0+ LD+ + L (=12 P=1-F0)=t-g".

r A

4. Agar 7 (m) chtimollikning eng katta qivmati £ (m,) bo‘lsa, u holda m,
quyidagicha aniglanadi: #p-qsny, S(r+lp, m-eng ehtimolli son
deyiladi va

a) agar ap-g kast son bo‘lsa, u holda m, yagonadir;

b} agar np-g butun son bo‘lsa, u holda m, tkkita bo*ladi.
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L.13-misol. Tkki teng kuchli shaxmatchi shaxmat ofynashinogda.
Quysi hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partivadan 2 tasida yutishmi yoki 6

ta parfiyadan 3 tasida yutish. Birinchi holda: #=4, m=2, p=;—, Bernulli
1)““’ 116

:
formulasiga ko‘ra P (2) = Cj(%} [} -

Ikkinchi holda r=6, m=3, p=—;— va Bernulli formulasiga ko‘ra

2072 2T 16716 16
la partiyadan 2 tasida yutish ehtimolligi kaita ekan.

3 G-3 6 5
Pf.{3}=C2(l)(lﬂlJ =20 lzi. >—=> P,(2) > P,(3). Demak, 4

1.14 Limit teoremalar =~

Agar n va m lar katta sonlar bo‘lsa, u holda Bernulli formutasidan
foydalanib, £ (m ehtimollikni hisoblash qiyinchilik tug‘diradi. Xuddi
shunday, p(g) ehtimollik juda Kkichik qiymatiar qabul qilsa ham
qiyinchiliklarga duch kelamiz. Shu sababli, s>« da F£(m) uchun
asimptotik(tagribiy) formutalar topish muanymosini tug*diradi.

Puasson formulasi

v Agar n—« da 4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi p har bir
tajribada cheksiz kamaysa{va’nmi sp — a>0), v holda

limPm = m=0,12,.... (114D

P, il

(1.14.1} formula Puassonning asimptotik formulasi ‘déyi]adi.
p =2 belgilash kiritib, Bernuili formulasidan Ce Lt
n . H

- # H—pt
Pimy=C p"g™" = e (3) f/lwﬂ) =

m!{n—m)!‘ nfA\ =n

- n-{n—-]}-.,.-(n—-(m—l))_ﬂ(l_gjﬂ_(l__gjnm -

it a" n n

2
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_a" nnnln=2 ,f:iﬁ:ﬂ,(]‘z]"{ldfz}i
mr n on " I’y n S '

L R B 1 - R

ol e

!im{l——i—] =e™ ekanligini e’tiborga olib, (1.14.2¥tenglikdan lmitga:

-k

o‘tamiz: | L e .
m T . . S

. a” L Lo
}’LIEPn(m)'—Ee . .

Demak, yetarlicha katta # larda (kichik p da)

-

P (m) = ﬂf—, G=np, M=l © i -(_1.14.3)

(1.14.3) formula Puasson formuiasi deyiladi. Odatda Puasson for:mulasldan
7250, np =10 bo'lgan hellarda foydalaniladi.

1.14-misol. Telefon stansivasi 2000 ta abonentga xizmat ko‘rsatadi.
Agar har bir abonent uchun unig bir soatning ichida go‘ng*iroq qilishi
ehtimolligi 0.003 bo‘lsa, bir soatning ichida 5 ta abonent go*agiroq gilishi
ehtimolligini toping,.
=2000, p=0.003, m=3, a=np=2000-0.003=6<10. Demak, Puasson
-

6 e 013,
5

formulasiga ko‘ra o {5)=

- Muavr-Laplasning lokal teoremasi .

Agar p (p#0, p=1ehtimollik nol atrofidagi son bo‘lmasa va »
tarlicha katta bo‘lsa, u holda P (w) ehtinsoliikni hisoblash uchun Muavs-
Laplas teoremasidan foydalanish mumkin,

Teorema{Muavr-Laplas) Agar » ta bog'ligsiz tajribada 4
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0< p <1 bo‘lsa, u holda yetarlicha katta
n larda

1 1 -
Pm) = —mer s mmem g T PP (1.14.4)

J”Pf? Vo ’ g
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P

-taqribiy formula ofrinfi. Bu yerda @(X)=J——;;'€_§ funksiya Gauss

{unksivasi deyiladi(9-rasm).

9-rasm.

p(x) funksiya wchun x argnment giymatlariga mos gqiymatlari jadvali
tuzilgan(l-ilova). Jadvaldan foydalanayotganda quyidagilarni e’tiborga
olish kerak:

1} o(x) funksiya juft funksiya, va'ni @(-x) = @(x).

2)agar x4 bo'lsa, @(x) =0 deb oiish mumkin.

1.15-misel. Bitta o‘q otilganda o‘qning nishonga tegish ehtimolligi
0.7 ga teng. 200 ta o'q otilganda nishonga 160 ta o‘q tegishi ehiimolligini
toping.
Bu yerda n=200, p=0.7, g=1-p=0.3, m=160. (1.144) ga ko‘ra
g oS el 160-200-0.7 20
= WAL= VAL w0, = =——= 309,
npq =-J200-07-03 =42~ 648, N T Agar

@(3.09) = 0.0034 ekanligini hisobga olsak, u holda

1 .
B (160 & —— - (L0034 = 0.0005
;m{ ) 648 = R

Muavr-Lapiasking integral teoremasi

Agar n yetarlicha katta va 4 hodisa n ta tajribada kamida #; va ko‘pi
bilan m, marta ro‘yv berish ehtimolligi P, (m, £ m<m,)ni topish talab etilsa,
u holda Muavr-L aplasning integral teoremasidan foydalanish mumkin.

27
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Teorema(Munavr-Laplas) Agar A hOdlsa:mng ro‘ y bensh
.eﬁtlmolhg1(0=<p <1} o*zgarmas bo‘lsa, uholda -+ 27 .

S SR S IY P SR

1 5 mxi{ . o
~@;f€ de (1.14.5)

Pim =

AP DY

| npg

{1.14.5) formuladan foydalanjlganda hisoblashiarni soddalashtirish uchun
maxsus funksiya kiritiladi: .

taqribiy formula orinli, bu yerda x, =

i x r . "
mﬂ(x):ﬁje Aat n o (1.14.6)

(1.14.6)-Laplas funksiyasi deyitadi. | ©1

R PO
& e
Dol
..... A
P T T T RET T Py
-—I"_"‘_‘d-'_"
A .
Pk o S R Lo L
_ ! I 1Q-rasm, . .
i . . Pra ; - 4t

®,(x} funksiya toq funksiya:
1 i \Jz ..2
Vy(-x) = {;[e Kdt=[t =—z]= o je A dz = -y (x) -

Agar X 25 bo'lsa, uholda ®,(x)= 0.5 deb hisoblash mumkin;

@, (x) funksiva grafigi 10-rasmda keltirilgan. :
(1.14.5) dagi I;engllknmg o'ng gismini ®,(x) funksiya orqgali -

ifodataymiz:

28
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1 s FEA.
P (m, Sm$m2}=:/7~2-_—~.re“5‘5cbc.= o fant.

_[ _ 1.°e_
J_ N2r

L

Py (x)= L ]‘e_%éﬁ -Laplasning funk:;iyasi bilan bir qatorda Gauss.
\/E o b

Coa ey

funksiyasi deb nombanuvchi funksidan ham foydalanilagdi:

X
2
e'%dt .

1
7l

Bu ﬁmkswa uchun O(—x)+B(x)=1 tenghk 0 r1n11 va u ¢ {x) funksiva
bilan

D)= (1.14.8)

D{x)y=05+¢{x) - (1.14.9)
formula orqali bog‘langan.
1.16-misol. Sex ishlab chigargan mahsulotining o'rtacha 96% |
sifatli. Bazada mahsulotni gabul gqilib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini
tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotlardan sifatsizlari soni
10 tadan ko‘p bo'lsa butun mahsulotlar partivasi sifatsiz deb, sexga
gaytariladi. Mahsulotlar partiyasining gabul gilinishi ehtimolligini toping.
Bu yerda #=200, p=0.04(mahsulotning sifatsiz bo‘lish ehtimolligi}), g=0.96,
=0, my=10 va mahsulotlar partiyasining qabul qilinishi ehtimolligi
Py (0 < m <10) i (1.14.7) formula orqali hisoblaymiz: '

(020000 280, x, 2107200004 o7

" /200-0.04-0.96 V200-0.04- 0.96

P02 m <10y = D (0.72) ~ D ,(~2.89) = 0.26424 + 0.49807 = 0.7623
Agar O(x) funksiyadan foydalansak,
P00 m <10) = @(0.72) - BH{-2.89) =
=0.7642—(1- ©(2.89)) = 0.7642 (1 - 0.998074) = 0.7623 :

Laplas funksiyasi yordamida » ta bog‘ligsiz tajribada nisbiy
chastotaning ehtimoltikdan chetlashishi ehtimolligini hisoblash mumkin.
N v Biror ¢ >0 son uchun

et it o L S O O BT

29
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n n "; = , t*’. LAV ' Jl,
_iﬁp{sg}:z@o[g- -_] T (1014.10)
b £q L

43
fni ~p|= € tengsizlik ehtimolligini

tenglik o‘rinii.

Hagiqatan ham, buni isbotlash uchun

hisoblash kerak. Buning uchun bu tengsizliknl unga teng kuchli
n,-~np
Fid

~£% fj— ~pse yoki ~£% <¢ tengsizliklar bilan almashtiramiz. Bu

tengsizliklarni mushbat \f-_—'?: songa ko*paytiramiz:
Py

" o
"R, Hp P

o | Tl g T <
4 ;jnm bq

Agar m= 5-:’};;£p belgitashni kiritsak, u holda {1.14.5) formulaga asosan: -

Fr Sy irargn ofd

Fi-& {——<m<s ~-\/—=~— J{ e'/dtf———-— je A= (8 ;;J

] .

L.} 7-misol, Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0.6 ga teng.
rn=1200 1a detal ichida nostandart detallar bo‘fishi nisbiy chastotasining
p=0.6 chtimollikdan chetlashishi absolut givmati «=0.05 dan katta
bo*lmasligi ehtimolligini toping.
(1.4.10} ga asosan,

In {—
P;zuo{"“""o 6<0 05} 20 (o 0. 1+20 ] 20, (3.54) = 0.9996

o

s -‘.:\.

Y bobga deir misollar

) 1. 48 va ¢ hodisalar uchun quyidagilarni isbotlang: a)
"B=4-B+4-B;
b} (A+B)-(B+C)=A-B+C:c) A+ B=4-B.

2. ilerasmda 6 elementdan iborat sxema berilgan. 4, (i=1%)
hodisalar ma’lum T vaqt oralig®ida mos elernentiarning beto‘xtov ishlashi
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tw'lsa, bu hodisalar orqah ma’lum T vaqgt orahg (da sxemamng beto xtov
ishlashini 1fodalang

L] 5 —_ ]

11-rasm.

3. Ixtiyoriy ikki qoshni ragamlari har xil bo*lgan nechta to‘rt xonali
son hosil qilish mumkin?

4. Musobaganing 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutugni necha xil usul
bilan tagsimlash mumkin.

8. Ma'lum uchta kitob yonma-yon turadigan qilib, 7 ta kitobni
tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin.

6. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor bo‘lsa,
kitobga kitobni necha xil usul bilan almashtirishlari mumkin. 2 ta kitobga 2
ta kitobnichi?

7. 3,3,5,5,8 ragamlaridan nechta besh xonali son hosil gilish mumkin.

8. 9 qavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ularning har biri bir-biriga
bo‘gliqsiz ravishda ixtiyoriy qavatda chigishlari mumkin. Ular : a) wrli
gavatlarda; b) bitta qavatda: ¢) 5-qavatda chigishlari ehtimolliklarini
toping.

9, Imtihon biletlariga kiruvehi 60 savoldan talaba 50 tasini biladi.
Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan: a) hammasini; b} ikkitasini bilishi
ehtimolligini toping. _

16. Idishda 5 ta ko'k, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor. Tavakkaliga
olingan 3 ta sharning: a) bir xil rangda; b) har xil rangda; ¢) 2 tasi ko'k va
1 tasi yashil rangda bo‘lishi ehtimolligini hisoblang.

11. R radivsli doitaga teng tomonii uchburchak ichki chizilgan.
Doiraga tavakkaliga tashlangan nuqtaning uachburchakka tushishi
ehtimolligini toping. :

12. [0, 5] kesmadan tavakkaliga bitta nugta tanlanadi. Shu nugtadan
kesmaning o‘ng oxirigacha bo‘ Igan masofa I .6 birlikdan oshmashgr
ehtimolligini toping. - : : :
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13. Idishda 4 ta oq, 3 ta ko‘k va 2 ta gora shar bor. Tavakkaliga,
ketma-kef, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oq, ikkinchisi ko‘k va
uchinchisi qora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.

14, Shoshqgol toshmi tashlash tajribasida A={juft raqam tushishi} va
B={3 dan katta ragam tushishi} hodisalari bo‘lsin. 4 va B hodisalar
bog‘ligsizmi?

15. Quyida berilgan bir-biriga bog‘liqsiz ravishda ishlaydigan
elementlardan iborat sxemaning safdan chigishi ehtimolligini toping,
ii=1.2,...,7)-elementning safdan chiqishi ehtimolligi 0.2 ga teng .

{5

JE T T B
S T RN

16. Asbob ikki mikrosxemadan iborat. Birinchi mikrosxemaning 10
vil ichida ishdan chigishi ehtimolligi 0.07, ikkinchisiniki-0.10. Biita
mikrosxema ishdan chiggani ma’lum bo‘lsa, bu mikrosxema birinchisi
ekanligi ehtimolligini toping.

17, Talaba imtihon 40 1a biletlarining faqat 30 tasiga javob bera
oladi. Talabaga imtihonga birinchi bo*lib kirishi foydalimi, yoki ikkinchi?

18. Zavod ishlab chiqargan mahsulotning 90% i sifat talablariga
javob beradi. Tekshiruvchi mahsulotni 0.96 ehtimollik bilan sifatli, 0.06
- ehtimoiiik bitan sifatsiz deb topadi. Tavakkaliga olingan mahsulotning
sifatli deb topilishi ehtimolligini toping.

19. Gilada 3 ta farzand bor. Agar o°g‘il bola tugilishi ebtimolligi
(.51, giz bola tug‘lishi ehtimoliigt 049 ga teng bo‘lsa, a) bolalarning
hammasi o°gtiltar, b) 1 tasi o‘gtil va 2 tasi qiz bo'lishi ehtimollikdarini
hisobtang. ' -
_ 20. Shoshgol tosh 10 marta tashlanganda:

a) 6 raqami bir marta tushishi ehtimolligini;
b) 6 ragami kamida bir marta tushish ehtimolligini;

Lo

32
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¢} 6 ragami tushishi soni ehtimolligi maksimal givmatga erishadigan
migdorni toping.

21, “Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta talaba
ishtirok etmogda. Shu talabalarning ikkitasini tugfilgan kumi shu kuni
ho*lishi ehtimoiligini toping. .

22. Mahsulotning sifatsiz bo‘lishi ehtimolligi 0.02 ga teng. 200 fa
mahsulotning ichida sifatsizlari bittadan ko‘p bo‘lmasligi ehtimolligini
loping.

23. 4 hodisaning ro‘y berish ehfimolligi 0.6 ga teng. 100 ta
bog‘ligsiz tajribada 4 hodisaning 70 marta ro‘y berishi ehtimolligini
loping.

24, Shunday m sonini topingki, 0.95 ehtimoliik bilan 800 ta yangi
tug‘ilgan chagaloglardan kamida m tasi qizlar deb aytish mumkin bo*lsin.
Qiz bola tug‘ilishi ehtimolligini 0.485 deb hisoblang.

25. Detalning nostandart bolishi ehtimelligi 0.1 ga teng.
‘Tavakkaliga clingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bo*lishi nisbiy
chastotasining p=0.1 ehtimollikdan chetlashishi absolut giymati £=0.03
dan katta bo‘lmasligi ehtimolligini toping.
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+' 1l bob Tasodifiy migdorlar

21 Tasedifiy migdor tushunchasi

Ehtimollar nazariyasining muhim tusunchalaridan birl tasodifiy
migdor tushunchasidir,

¥ Tajriba natijasida u yoki bu qiymatni qabul qilishi oldindan ma’lum
bo'lmagan miqdor tasodifiy migdor deyiladi. .

Tasodifiy miqderlar lotin alifbosining bosh harflari X, ¥,Z,.. {voki grek
alifbosining kichtk harflari £(ksi), n{eta), {{dzeta),...) bilan gabul qiladigan
giymatlari esa kichik harflar x,.%;,.... 3. ¥,,..,2,,7,;... bilan belgilanadi.

Tasodifiy miqdorlarga misoilar keltiramiz: 1) A-tavakkaliga olingan
mahsulotlar ichida sifatsizlari soni; 2) ¥Y-n ta o'q uzilganda nishonga
tekkanlari  soni; 3} Z-asbobning bete‘htov ishlash vaqti; 4) U-[0,1]
kesmadan tavakkaliga taniangan nugtaning koordinatalari; 5) F-bir kunda
g iladigan chaqgaloglar soni va h.k..

¥ Agar tasodifiy miqdor(tim.) chekli yoki sanoqli giymatlar qabul
qilsa, bunday t.m. diskref tipdagi t.m. deyiladi.

¥ Agar tam. qabut giladigan qiymatlari biror oraligdan iborat bo‘lsa
uzluksiz tipdagi . m. deyiladi.

Demak, diskret t.m. bir-biridan fargli alohida qiymatlarni, uzluksiz tm.
esa biror oraligdagi thtiyoriy qiymatlami qabul gilar ekan. Yuqoridagi X va
¥t lar diskret, Z esa uzluksiz t.m, bo‘ladi.

Endi t.m.ni gat’iy ta’rifini keitiramiz,

v Q elementar hodisalar fazosida aniglangan X sonli funksiya t.m.
deyiladi, agar har bir » elementar hodisaga X{(®) conni mos go‘ysa, yam
X=X o), w=Q.

Masalan, tajriba fangani 2 marta tashlashdan iborat bo‘lsin. Elementar
hodisalar fazosi Q=l{w.o,.e,0,}, =06 w,=GR 0, =8RG, o, =kR
bo'ladi. X-gerb chiqishlari soni bo‘lsin, u holda X t.m. gabul qiladigan
giymatlari: X{w;)=2, X{w)=1, X{w;)=1, X( @;)=0.

Agar £ chekli yoki sanoqgli bo‘isa, u holda ) da aniglangan ixtiyoriy
funksiya tm. bo‘ladi. Umuman, X{«) funksiya shunday bo‘lishi kerakki:
YxeRda A={w: X(w)<x} hodisa § o-algebrasiga tegishli bolishi kerak.
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2.2 Diskeet tasodifiy migdorning tagsiniot gonuni
X-diskret tm. bo‘lsin. X tm. %, Xyl giymattarni - mos

Pys Pos--s Pna-- ehtimollikdar bilan gabul gilsin:

d

SEIEIEAE

14 A T
padty o e L

Plip ot | pa

jadval diskret t.m. tagsimot gonuni jadvali deyiladi. Diskret f.m. tagsimot
qonunini p, = P{X =x},{=12,..,a,.. ko‘rinishda yozish ham qulay.

(X =x 1 {X =x},... hedisalar birgalikda bo‘lmaganligi uchun ular
to‘la gruppani tashiil etadi va ulaming ehtimolliktari yig*indisi birga teng
bo'ladi, ya'ni 2. p, = Y P{X =x}=1.

v X tm. diskres tn. deyiladi, agar X,.x,,... chekli yoki sanogli to*plam
botlib, P{iX =x}=p >0{(=12..) va p,+ p, +..=1 tenglik o‘rinli bo‘lsa.

v X va Y diskret tamlar bogfigsiz deyiladi, agar 4 ={X=x} va
B ={¥ =y} hodisalar ¥i=12..n j=12,...m da bog'ligsiz bo‘lsa, ya’ni
PlX=x,Y=y =P X=x} P{¥=y} amsn

2.1-misol. 10 ta lotoreya biletida 2 tasi yutuqli bo‘lsa, tavakkaliga
olingan 3 ta lotoreva biletlari ichida yutuglilari soni X t.m.ning tagsimot
qgonpunini toping. :

X tm.ni gabul gilishi mumkin bo*igan qivmatlari x =0,x, =1L x, =2. Bu*
qiymatlarning mos ehtimolliklari esa '

=P == e
e e SRR
: \;”.;.'-; Sreay Eﬂ."‘ et o .
a-clos6 7
. o =P X =Dz 3. oL
' Py =P =1 CLo120 15
car 81
n o= PFY == T2 TR e
e Rt T

X taa. taqsimot qonunini jadval ko‘rinishida yozamiz:

x{ol112] .

Pl 7] 7 1‘ Lo 3 7 7.1
o — — Pk — =3
15 | 15 | 18 Z} 15 15 15

35
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2.3 Tagsimot funksiyasi va uning xossalari - ¢

Diskret va uzluksiz t.m.lar tagsimotlarini berishning universal usuli
ularning tagsimot funksiyalarini berishdir. Tagsimot funksiva F{x) orqaki
belgilanadi.

v Fix) funksiya X tm.ning tagsimor funksivasi ¥x<R son uchun
quyidagicha aniglanadi:

Flx)=PlX <x}=Plo: X(@)<x}. (2.3.1)

Tagsimot funksiyasi quyidagi xassalargaegz‘{; L
- L. F(x) chegaralangan: L
o Q< Fix) <1,

2. Hx) kamaymaydigan funksiya: agar x;<%; bo%lsa; .u “holda
F(x} < Fix,). : = S

3. F{—wo)=fim F(x)=0, F(+wx)= lim F(x)= 1.
4, F(x) funksiya chapdar uziuksiz:

limOF(x} = F(x,),

Xeb g

Isboti: 1. Bu xossa (2.3.1) va ehtimollikning xossataridan kelib chigadi. o
2. A={X <x},B={Y <x,} hodisalarnl kiritamiz. Agar x,<x, bo‘lsa, u

holda Ac B va PAPB), yani PX <x)<P(X<x) voki

Flx} s F(x;).

34X < -} =0 ya {X <400} =Q ckanligi va ehtimollikning xossasiga
ko‘ra
F{-w) = P{X <—w}= P{0}=0
Froo)= P{Y <t} = P{Q} =1,

4. A={X<x), 4, ={X<x) hodisalarni kiritamiz. Bu yerda {x,} ketma-
ketlik monecton ‘suvchi, X, T %,. A, hodisalar ketma-ketligi ham o‘suvchi
bo'lib, {4, = 4. U holda P(4,)~ P(4}, ya'ni }ciTrE F)y=F(x)., - @ m

36
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Diskrét ti. tagsimot funksiyasi quyidagioha ifodalanadi:
FG=Yp. ~ e 232

E

2.2-misol. 2.1-misoldagi X t.m. tagsimot funksiyasini topamiz.

X1 0] 1 ] 2] 1. Agarxs0bo‘lsa, F(x)=P{X <0}=0;
Z 12 1] 2 Agar 0<xx1 bo‘lsa,
P15 |15 | 15 7
- F(x)=P{X<l}:P{X=0}=~—;
3. Agar 1<x=2 bo'lsa, F{x}=P{X =01+ P{X =N =— 1 14‘
15 15 15°
4. Agar x>2 bolsa, F(x)= PLY =0}+ PLX =1} + PLX = Y-lrledats
Demak,
o 0,agar x50
. /S,aga10<tsl
F(x)~
‘ys,agarlam?
|, agar x> 2
F(x) tagsimot funksiya grafigi 13-rasmda keltirilgan.
P(_x) 4
1415 _ I"'_'""_E
: _rns‘"';f;"';, '
LA l : -
0 1 2 ¥
13-rasm.
7 L i
3
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¥ X tm. uzhuksiz deyiladi, agar uning taqsimot funksivasi ixtiyoriy
nuqtada uzhaksiz bolsa.

Agar F{x) tagsimot funksiya uzluksiz t.m. tagsimot funksiyasi bo‘lsa,
tagsimot funksiyaning 1-4 xossalaridan quyidagi natijalami keltirish
mimkin:

1. X tim.ning [a,b) oraliqgda yotuvchi giymatni gabul qlllsh ehumolhg1
tagsimot funksiyaning shu oraliqdagi orttirmasiga teng:

Plas X <by= F(b)— F(a). @33

2. X uzluksiz t.m.ning taym bitta giymatni qabul q1hsh1 ehtlmolllgl
nolga teng:
PiX=x}=0
-natijada [a,b], (a?), (a.b) oraliglar uchun ham (2.3.3) tenglik o‘rinli,
ya'ni

Pla<X <bl=Pla< X <b=Pla< X <h}=Pla<X <b}= F(b)- F(a).

Masalan, Plas X <bl=P{X =al+Pla< X <bl=Pla< X <b},

Isboti. 1. g<b bo‘lgani uchun {X <&} ={X <a}j+{as X <b}. {X <a} va
las X <b) hedisalar birgalikda bo‘lmagani uchun P{X <&} = P{X <al+
+Plas X <by. Plas X <by=P{X <b}~PLX <a}= £(by—I(a}.

2.(2.3.3)) tenglikni [a,x) oraligqa tatbiq etamiz: P{a< X <x}=F{x)-F(a).
f(x) funksiva a nugtada uziuksiz bo‘lgani uchup {1_{!: F{x)= F(a),
11rnP{a*<X<x} PN =a}= llmF{x) Flay=F{ay—Fl{a)=0, o N

2.4 Zichlik funksiyasi va uning xossalari

R N

Uzluksiz t.m.ni asosiy xarakteristikasi zichiik funksiya hisoblanadi. '
¥ Uzluksiz t.m. zichlik fistksiyasi deb, shu tm. tagsimot funkswamdan
olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi. '
Uzluksiz t.in. zichlik funksivasi f{ix) orgali belgilanadi. Demalk,
F=F . o @4.1)

Zichlik funksiyast quyidagi xossalarga ega:
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1. j(x) ﬁmkszya manﬁy emas, ya'ni
' f(x)z6.

2. X vzluksiz tmning [g,b] oraligqa tegishli qiymatni gabul qilishi
ehtimolligi zichlik funksiyaning o dan b gacha olingan aniq integralga
teng, va'ni

STERNR

Pla<X <b}= [f(x).

3. Uzluksiz t.m. tagsimot funksiyasi zichlik funksiya orqali quyidagicha
ifodalanadi:

F(x)= j ftde, : (2.42)

4. Zichlik funksiyasidan -« dan +w gacha ohngan Xosmas mtegral
birga tengdir

} Flx)de=1,

Isbotlar: 1. F{x) kamaymaydngan funksiva bo‘lgani uchun F(x)z{) ya'ni
f(x320,
2. PlasX <b=F(b)~F(a) tenglikdan Nyuton-Leybnis formulasiga
asosan:

Fib)—Flay= [F(x)dx = [f(x)dx,

Buyerdan PlasX <bi= i:[f(x)d‘x .
3. 2-xossadan foydalanmn(';z:
F(xy=P{X <xi=Pl-m< X <xl= j o .
4, Agar 2-xossada a=-w= va b=+o deb oig;k, u holda muqarrar
X e (-, +w) ga hodisaga ega bo'*lamiz, u holda
”'r Tf(x)dxm!’{—wa)(qm}:P{Q}:l,
r 1 . - Sy "
- 2.3.~misol. X tm. zichlik funksiyasi f(x)= ] fxz tenglik bﬂaﬁ

berilgan. O'zgarmas « parametmi toping. .

SRy

G 3%
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g

Zichlik  fonksiyaning 4—xossasiga ko‘ra Trdf 1, va'ni

dswn 115 57 27 2

Sl & . c‘-'-)—co

a4
a- lim —-———-a}n_t:*-a tim arctgx F=a- (E*(hﬁnza'fﬂ.-ﬂfg " Demak,

1
g=—
7

Ry

25 ;f‘asbdiﬁy migderning sonli xarakteristikalari

X diskret  tm, tagsimot  gonuni  berilgan  bo‘Isin;
{p=PX=x}i=l2m. ),

Matematik kutilma

v Xtm. matematik kutilmasi deb, Z X, pP; qator y_ig‘_indisiga aytiladi va
: DI Tl i=1

MX=3xp . (51)

j=l

orqali belgllamd:
Matematik kutilmaning ma’nosi shukl, u tm. o'rta givmatini

ifodaiaydi. Hagigatan ham Z £, =1 ekanligini hisobga olsak, u holda . ..
i=l

- fop; S A
- =l - }
L MX ""inpf' -z '_xo‘nacm._ e

it >

i=l S TR

\/ Uzluk51zt m. matematik kutilmasi deb

+m

MX = j x- Fx)dx _ (2.5.2)
integralga avtiladi. (2.5.2) integral absclut yaginlashuvchi, va'ni
I Ix]- F(x)d <> bo'lsa matematik kutilma chekli, aks holda matematik

kutilma mavjud emas deyiladi,

40
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Matematik kutllmamng xossalari: :
1. O'zgarmas sonning matematik kutilmasi shu sonnmg of nga teng,

ya'ni

MC=C.
2. O*zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilish belgisidan tashqariga
chigarish mumkin,
M(CX)=CAMX.

3. Yig'indining matematik kutilmasi matematik kutilmalar yig‘indisiga

teng,

MX+Y)=MX+MY.
4. Agar X 1Y bo'lsa, '
M{X-Y=MX-MY,

Isbottar; 1. O‘zgarmas C sonni fagat | ta giymatni bir -ehtim.ollik bilan
gabul gqiluvchi tm. sifatida qarash muamkin. Shuning  uchun
MC=C-P{X=C}=C-1=C. '

2. C-X diskret tm. C-x; (i=1n) givmatlarni p, ehtimolliklar bilan gabul

gilsin, u holda MCX =3 C-x,p,=CY x,p, =C-MX
i=1 ral

3. X+Y diskret tm. X + ¥, qiymatlami p, = P{X =x,Y =y} ehtimolliklar
bilan gabul giladi, u holda ixtiyoriy # va m lar uchun

,M(X*D =y, = ZZXPH*ZZJ»JPU

=l g=l il =) it =t

“ZxZPﬁZprg prwajp, —MX MY

f=1 J=1 i=l

Bu  yerda Z*"a =P va ZP« =p,  bo'ladi.  Chuoki,

U{X x;¥=y}={X= x}U{Y v ={X =x}NQ={X=x}

;_ .
=P{X=x,-}EP(U{X:x,;Y-ty,}}ZP{X=xf;Y=y,-}=ZpU, '
J=l = o ;=.| e

4. Agar X1Y bo‘lsa, u holda

=PiX =x, Y=y =Pl X=x}P¥=y}=p-p.va

41 .
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T

MIY =33 %y, P =x,F =y

=1 r=l1
By
=) 2y P =3} PY =y )= inp,zyfp, = MX MY
pe e \"‘—‘ﬁﬂ-—-’\——j‘.-—_/ .
B
Matematik kutilmaning xossalari t.m. uzluksiz bo‘iganda ham hiddi
shunga ' o‘xshash isbotlanadi. Masalan,

MCX = j‘Cx Flx)dx = cjx Flx)dx=C MY

2. 4 -misol. X diskret t 1, tagsimot gonuni benlgan bo* lsa, X tan.ning
maternatik kutidmasini toping.

_>_{_5500 0010 1] 0
P 10.01]0.05]0.1[0.15]0.69

M ME=500-0.01+50-0.05+10-0. 1+1-0.15+0-0.69-8.65.
2.5.-misol. X vzluksiz t.m. zichlik funksiyasi berilgan = "+ .« 550

_ 0, xe(O1) o
L f= { . TS A O

<X, xe(O,l)'
C va MX ni toping,

Zichlik fuﬂksi'yaning 4-xossasiga  ko‘ra ff (x}dml: - Demak,

0, x£(@h) i
3, xe(0)

1 L3 . .
cszdxzc-l-e:scf-%:z, C=3va f(x>={

Endz materuatik kut;lmam h:boblaymlz

wfE
MY = j .f(ﬂdx. 3jx xzdx"-*-a )
Dispersiya .
v Xtm. dlSpBI‘SIyaSl deb, M{X ~MX)Y rfodaga ay'tlladl .
Dispersiya DX orqali belgilanadi. Demak,
px=mMx-mMxy. W7 053
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Agaerlckret t.m. bo‘lsa, _
N ) = Z(x wf) p,,

Agar X uziukmztm bo*lsa,
| j(x MXY - fads

(2.5.4)

(2.5.5)

© T dlspemyasml hlsoblash uchun quyidagi formula quiaydn'

DX=MX-(MX)*

chigariladi:

{2.5.6)
Bu formula matematik kutilma xossalari asosida quyidagicha keltirib

X = M(X - MXY = M(X? - 2XMY +(MXY) = MX? ~ M(2XMX )+ M(MX )’ =

= MX? - 2MXMX + (MXY = MX? - (MXY
Dispersiyvaning xossalari:
1. O‘zgarmas sonning dispersivasi nolga teng DC=0,

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini kvadratea ko‘tarib, dnspermya belg151dan

tashqariga chiqarish mumkin,
.D(CX)=C2DX.
~ 3. Agar X1 Y bo'lsa,
5 D{X+Y)=DX+DY.

" Isbotlar: 1. DC = M(C - MCY = M(C —C)* = MO =0,

2. DICX) = M{CX — M{CX)? = M(CX ~ CMX)* = M(CH(X ~
=C*M{X - MXY = C'DX .
3. (2.5.6.) formulaga ko‘ra

MX) )_..

A

DIX+Y)y=M{X + YV ~(M{X+7)) = MX? % 2MXY + MY* ~(MX) = 2MYMY ~(MYY =
= ME? ~(MXY + MY* — (MY + 2MXT - MXMY) = DX & DY + 2{MXMY = MXMY )= DX + DY

|

2.6.-misol. X diskret tam. tagqsimot gomuni [X 1.y 0] 112

berilgan: Ploz2io.1]{03]04
MX va DX ni hisoblaymiz: : T

MX=-1-0.2+0-0,1+1-0.3+2-0.4=0.9,
DX = {11 02+17-03+2°.04-(D.9Y =1.29.

v X tm. o rtackha kvadratik tarqoqhgr(chet!ash:shr) deb, dlspemyadan

olingan kvadrat ildizga aytiladi:

Y T2
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oy =~NDX S 257
_ Dispersiyaning xossalaridan o‘rtacha kvadratik  tarqoqglikning
xossalan kelib chxqadl 1.6 =02 Gy = |C' "’x :

2.6 Ba’zi mukim tagsimotlar
Binomial taqsimot

v X dlskret t.m. binomial gonun bo‘yicha taqsmlangan d.eylladl, agar u
0,1,2,...n qivinatlarni

Pa=PAX =my=Crprg™, Ll 260)

ehtimollik bilan gabul qilsa.
Buyerda 0< p<L, g=l-p, m=0,1,..

Binomial gonun bo‘vicha taqsnmlangan X diskret t.m. tagsimot
qonuni quyidagi ko‘rinishga ega:

[ X=m [ 0 | 1 T 2 e | m | o1 a
[P =PX=my | ¢ | Cpg” | Cpg | .. Grd™ | . | 7P

Nyuten binomiga asosan ) P. =(p+¢)" =1. Bunday taqsimotni Bi(n.p)
m=0

orqali belgilaymiz,
Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

0, agar x50

Fix)= Z g agar{l< x<h

1, agar n < x. cearn o kel Y e e
Endi bu tagqsimotning sounli xarakteristikalarini hisoblaymiz. S
MY = Zm PLX = m} = Zm P{X =)= Zm Co p” “-”~anC:1'p"'*‘q”~'

mml =l sk

=np(p+q)" = np
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il

DX = ZmzP{X m} (?!.D)2 Zm crp” ”‘“~(np}2"|m m(m 1}+m ’ Sy

Lyl B F

wrad

wlmashtirish bajaramiz| =n(z-1)p’ Z(;w 2 prTg HPZ, nd 1 nm -(r;p): -

nin-0p’ +unp—(np)’ =npq. N a

Demak, MX =np; DX =npq,
o £al .

Puasson tagsimoti

v Agar Xt 0,1,2,...m,... giymatlarni BTN
i,

po= Pl =my= 2

in!

(2.6.2)

ehtimolliklar bilan gabul qilsa, w Puasson goruni bo‘yicha tagsimlangan

t.m. deyiladi. Bu yerda a biror musbat son.

Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan X diskret t.m.ning tagsimot

qonuni quyidagi ko‘rinishga ega:

X=m 0 1 | 2 m
Pa=PX=my | e | aet | 2 e
|2 m!

Teylor yoyilmasiga asosan, ZP,,. —3_“2‘“43 ¢* =1, Bu tagsimotni

=l

Tie) orgali belgilaymiz. Uning tagsimot funkmyam quyidagicha bo*ladi:

0, agar m <0
J:{I} = L R
Z E——‘;“’« agar(<m<x Sl

imex

Endi bu tagsimotning sonii xarakteristikalarini hisoblaymiz:

] " m-1
oo a a

=0 i m=1 ! m=l (_m_l}! B
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2 a” e & atte® ‘
DXz’;mz»_ — —azza; e = k
' =a-[§‘kak‘ehﬂ -Fiak.e-“}maz==a(a+1)—azza: B
- kK .
Demak, MX =a; DX =a.
Geometrik taqsi;n-:o_‘t

v Agar Xtm. 1,2,...m,... qiymatlarni
£ Po=PX =m}=q™p 77 " (263)

ehtimolliklar bilan qabul qilsa, u geometrik gorumi bo‘yicha tagsimlangan
t.m. deviladi. Buyerda p=1-ge{0]),

Geometrik gonun bo‘yicha tfagsimlangan t.m.jarga misol sifatida
quyidagilarni  olish  mumkin:  sifatsiz  mahsulot  chiqqunga qadar
fekshirilgan mahsulotlar soni; gerb tomoni tushgunga gadar tashlangan
tangalar soni; nishonga tekkunga gadar otilgan oglar soni va hokazo.

CGeometrik gonvn bo‘yicha tagsimlangan X diskret t.m. tagsimot
gonuni quyidagi ko‘rinishga ega:

L Xem 1] 2 o ]
pu=PX=m | p 9r g"p ]
T il o 1
Sdp=ryq ':pl—-=£=1, .
= =l - p

chunki p, ehtimolliklar geometrik progressivam tashkil etadi:
74P, ¢’ p. ¢’ p,.... Shuning uchun ham (2.6.3) tagsimot geometrik
tagsimot deyiladi va Ge(p) orgali belgilanadi.

Uning tagsimot funksiyas: quyidagicha bo*ladi:

{0, agar m <1 e L .. ) o
ﬁ(.x}nizqm-‘p,qgarISrnSx ) |

KTy

46

www.ziyouz.com kutubxonasi



Endi bu taqsimeotming sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz:

MX = Zm " 'p= pzm wp[Zq J - [Ejlglf

m=] m=i

1
p- 5=
(d-g)
I

=>'m’ g p-5=(m" =m(m—1)+m almashtirishni bajaramiz) =
r

He=l

1
m-(m-Dg" " p+ § " -== A -1)g" 2 b =
Z P q"' 7 pqim n-1)g s

mi-l mral

3 b3 z

(&, 11 2 1 1 2pg 1 1
q‘, Zq J +___.........5.:pq-_ 3 -}--._._—.—__._Ei —v—-—-w:_q__
: p (i-g¥ p »» P p P p

Tekis tagsimot

v Aganuzluksnz X t.m. zichlik funksiyasi

s

1 | '
ﬂwl e xelabl (264

8, agar x & [a, 5]

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, u fa,b] oraligda tekis tagsimlangan tm.
deyiladi.

Bu t.m.ning grafigi 14-rasmda berilgan. [«,b] oraliqda tekis tagsimlangan
Xt ni X ~ Rla,b] ko‘rinishda belgilanadi. X ~ Rla,5] uchun tagsimot
funksiyasini topamiz. (2.4.2) formu}aaa ko‘raagar ¢ =x=b bo'lsa

Fix)= -t _t_{ x—-a
b -a b b-a’

agar x <« bo‘lsa, F(x)=0 va x>5 bo‘lsa,
il

Flxy= ]de + bjE-% + xjoa; - ﬁ
54 : ; y

=1 bo'ladi. Demale v =3t - &

47
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(0, agarx<abolsa, i

F(x)*- ,agaraﬁx<bbo'lsa,
« l, agar b < xbo'lsa,
F(x) taqsunot funksiyaning grafigi 15-rasmda keltmlgan

T L oap o
A5

=
|w

v
#®

.

S

15-rasm. S

X= Rla,b} tnizubtin MY va o lami 'ﬁfsqblay.mi_‘zi:

48
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1 (b-—a_fd(a~b)3]_(b—a)’"
T3b-ayl 8 g ) 12

a+hb b ) 5
Demak, MX= - DX = _(1_2‘3) S

Ko‘rsatkichli tagsimot
v Agar uzluksiz X tm. zichlik funksiyasi

b J?Le"',dgdrr‘;‘{) b e
ST e x <0 : 2.6.5)

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, X tm. ko‘rsatkichli  gqonun bo‘vicha
tagsimlangan Lm. deyiladi. Bu yerda A biror musbai son. A parametrli
ko‘rsatkichli tagqsimot £(4) orgali belgllauadl Uning grafigi 16-rasmda

keltirilgan.

Jixd

e
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. :
[ Y N 2 ?.“
Piz)
T AU O O
4
PR e
.
. 8 .
FRRMEE
17-rasm. SN SV IA

Tagsimot funksiyasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

--).x T
F(x) ,agar x 2 0,
0, agar x < (.

' Uning grafigi 17-rasmda keltirilgan. :
Endi  ko‘rsatkichli  tagsimotning matematik  kutilmasi =" va
dispersiyasini hisoblaymiz:

bt B
[t

{ b
MX = [x Ae” “dlt-hm x-Ae” ’“dx—th xde “]

—~l1m[~x e
B—sc

v

4 =Ax __"]_“____ .
DX = jx F(x)dx — (MX) _ij e dx—

-t

= [bo'laklab integrallash formulasini ikki marta qollaymiz]=

50
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Demak, agar X -~ E(1) bo‘lsa, uholda MX =% va DX =F

i3 fwin e Normal tagsimot

Normal tagsimot ehtimollar nazariyasida o‘ziga xos o‘rin tutadi.
Normal tagsimotning xususiyati shundan iboratki, u limit tagsimot
hisoblanadi. Ya’ni boshga tagsimotlar ma’lum shartlar ostida bu
tagsimotga intiladi. Normal taqsunot amaliyotda eng ko‘p go*llaniladigan
tagsimotdir,

v X uzluksiz tm. normal gonun bo‘yicha tagsimlangan deylladl, agar
uning zichlik funksiyasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘lsa

RE
e 207

i
f(x):o_‘\{rj—?; xR (2.66)

¢ va o>0 parameirlar bo‘yicha normal tagsimot N(a,o) orqgali
beigilanadi. X ~ N(e,0) normal t.m.ning tagsimot funksiyasi

.. 1 x (r—a}z ]
. F{x)= e @ d. . .
. F) U\&Ei oo @67

Agar normal tagsimot parametriari =0 va o =1 bo‘lsa, u standari
normal tagsimot deyiladi. Standart normal tagsimotning zichlik funksiyasi
guyidagicha ko‘rinishga ega:
’e...‘?. )

1
@(x) = \_/E;;

Bu funksiya bilan 1.14 paragrafda tamshgan ed[k(umng graﬁg: 9—
rasmda keltirilgan), Taqs1mot funksivasi i .

x as
je e

-

D(x)= @;

31
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korinishga ega va u Laplas ﬁmkswam deylladl(unmg graﬁg1 IO—rasmd.
keltirilgan).

¢ va o parametrlarni ma’nosini  aniglaymiz. Buning uchw
X ~ N{a,o) Lim.ning matematik kutitmasi va dispersivasini hisoblaymiz:

"ﬂ' v — 1 “_»}“‘*;’Ei =r
_J:x Findx fxe 2 ax jL

Z = aimashtirish bajaratmz]
a - JQ; e

\I‘E T d a 't o &
— == lJ—m‘me ‘o= et (e =0T =0
o \2 j ) Jz :[ _ x/;i Jr

Birinchi integral nolga teng, chunki integral ostidagi funksiva tog
integrallash chegarasi esa nolga nisbatan simmetrikdir. Ikkinchi integra
esa Puasson integrali deyiladi, ’ o

S IR S L IT e dt = \/; Co et
._ L aCh o R
Shunday gtlib, a parametr matematik kutilmeani bildirar ekan. Dlspermy(
hisoblashda %ﬁ =talmashtirish ~ va  bo‘laklab .. }ntegra.llashdal

foydalanamiz:
+ar {J( ~a}

i _ 1
DXZ — 2‘ e _ 2 ¢ G{XT“
_{{x @)’ f(x)de=— M_{(x ayt-

_:;T;E er;z;ze JJ_df“T‘ jza + gy = 20 { ; {e*f‘*}—
Yot 1 , , l'z_

i _“\f;;:g"

J?z | gy p00F

Demak, DY =g vao o rtacha kvadratlk tarqoqllkm bildirar ekan.
18-rasmda a va ¢ larming twrli giymatlarida normal tagsimo
" grafigining o'zgarishi tasvirlangan:

2
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L
SR

PR

=0

-2 1 ) x
18-rasm.

X - N(@,o)tmning (a,f) intervalga tushishi  ehtimolligini
hisoblaymiz. Avvalgi mavzalardan ma’lumki, e

Bee
ey A
P{a<X<ﬂ,—If(x)a‘,x— J_._Ie = [35:: ]=-—;; je idr=
s CAk . |
1 =3 1_2_ 1 i i
[ f — e e 2d{
NET nJ. 2T 5[

Laplas funksiyasidan foydalamb((l 14.6) formula), quytdaglga ega
bo‘lamiz:

CPla<X<f :@0[%‘1}—%[“"“} (2.6.8)

22

Normal taq51mot funksivasini Laplas funksiyast orgali quyldagicha'
ifodalasa bo‘ladi:

53
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x L _tea? _ -
Fixy= | e dt:P{—co<X<x}=d)0[xga]—®o[_m “'J:

SoN2r G

- - TR T
€D°[£;3)+<DG(+ m)=¢o(xo-a]+5 G N X X

3.

Uty |
Agar Laplas funksiyasi tD(x):ﬁ; _[8 At bo'lsa, u holda

-t

F{x)= ‘13[5;] va (2.6.8) formulani quyidagicha yozsa bo*ladi:

a a

P{a<X<ﬁ}=-®[ﬂ_aJ-cb(ma} (2.6.10)

Amaliyﬁtdé ko*p hollarda normal t.anning ¢ ga nisbatan simmetrik bo*lgan
intervalga tushishi ehtimolligini bisoblashga to‘gri keladi. Uzunligi 2/
bo*lgan C{e-fa+l) intervalni olaylik, u holda

Pla~isX<a+B=P|X-d<li=

() (ot

PO

T Z . Z .\_';'\-'_'._-'.-:.""-‘---j--_, |
PlX ~a<l}=20, [w]=2®(—J~1. - - (2.6.11)
o o :
(26.11) da (=3¢ deb olsak, P{X -a|<30}=29,(3) bo‘ladi. @, ()
funksiyaning qiymatlari jadvalidan @, {3)=0.49865 nj topamiz. U holda
P{X -a<30}%0.9973 bo'ladi. Bundan quyidagi mubim natijaga ega
bo'lamiz: Agar X ~ N(a.o) bo'lsa, u holda uning matematik kutilishidan
chetlashishining  absolut  giymati ofrtacha kvadratik tarqoqligining
uchlanganidan katta bo‘lmaydi. Bu qoida “uch sigma goidasi” deyiladi(19-
vasin).

- S
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01 0.2 9.3 0.4
iucwmttaboimmad

SN SO N

.4

1 9-résfn.

2.7-misol. Detallarni ofichash jarayonida o=10mm parametrli
normal tagsimotga bo‘ysunuvchi tasedifiy xatoliklarga yo‘l- go‘yildi.
Bogligsiz 3 marta detalni o‘lchaganda hech bo‘lmasa bitta o‘lchash
xatoligining absolut quymati 2 mm dan katta bo‘lmasligi ehtnmolhgml
baholang. : : TR
{2.6.11) formulaga ko‘ra

PYX ~a| 523 =20 (10] 2-007926=0.15852. Bitta tajribada(o’ lchashda)

xatolikning 2 mim dan oshishi ehtimolligi
P{X -d> 2} =1~ P{X —d| <2}~ 0.84148. Tajribalarimiz bog‘ligsiz bo*lgantigi
uchup uchchala tajribada xatolikning 2 mm dan oshishi ehtbmolligi
0.84148° ~0.5958 bo‘ladi. Qidirilayotgan ehtimollik 1-0.5958=0.4042.

N bebga doir misollar

1. Birinchi talabaning imtihonni topshira olishi ehtimoitigi 0.6,
ikkinchisiniki esa 0.9. Quyidagi bollar uchun imithonni topshira olgan
talabalar soni X tm.aing tagsimot gonunini toping: 2) Imtthonni gayta
topshirish mumkin emas; b} imtihon bir marta qayta topshirish mumkin.

2. A hodisaning ro y berishi ehtimolligi 0.7 ga teng. Bog‘ligsiz uchta
tajribada 4 hodisaning ro‘y berishlari soni X t.m. nmg tagsirmot qonumm

toping. :

3. Agar
X (it {21314
P 103102(04]{01

o
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bo‘lsa, X t.m.ning tagsimot funksiyasini toping. :

4. Tkki ovchi bir nishonga qarata o°g uzashmoqda B1r1nch1
ovchining nishonga tekkazishi ehtimolligi 0.6, ikkinchisiniki esa 0.8
bo‘isa, nishonga tekkan o*glar seni X t.m.ning tagsimoet qununini toping va
tagsimot funksiyasini tuzing.

8. Tagsimot funksiyasi

0, agar x <0,

F(xj= 0.2, agar D < x <, i
0.6, agar 1 <x <2,

1, agarx 22 Lo

bo‘igan X t.m.ning gabul qilishi murokin bo‘lgan qumatlan va ‘ularga mos
chtimeolliklarini toping,

6. Agar P{X >3}—~— bo‘lsa, £,(3) ni hisoblang.
7. Quyidagi fm1k51yalardan qaysda.n 21ch11k ﬁ.mkswa bo ladl
fixy=— —x? fz(x)—-»—smx+ fj(x}-——w !

T 1+xt
8. Tasodifiy miqdommg zichlik funksiyasi

xR, [x[S h,
flxy=42
. 0 lx|> &, "o
boisa /r ning qiymatini toping.
9. Tagsimot funksivasi’
J’G agarx 50, 7

2
F(x) = e, 0<xsf
Il, agarx > J" 2,
bo‘lgan X tm.ning zichlik funksiyasini toping va P{O<X <I}.
ehtimollikni hisoblang. R
10, Agar X t.an.ning tagqsimot funksiyasi

536
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©. F(xy=jalx+1), agar,-l<x<2,
i, agarx> 2 Co

bo‘lsa, 0‘zgarmas a ning giymatini hisoblath - S
11. Tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi

T
0, agarx < ——,
. BZ 5
. \-'-%'\ f(x): acosx, agar “%EJCS%,

o4
0 agarx > —,
) 2

bo‘lsa, o‘zgarmas a ming giymatini va tanning tagsimot funksiyasir
hisoblang.
12. Uzlvuksiz X t.m. zichlik funksiyasining grafigi berilgan:

Fi

B

L
20-rasm.
zichlik funksiya f(x ning ifodasini, F(x) tagsimot funksiyasini v.
fi<x<1} hodisaning chiimolligin hisoblang.
13. X-R(0,a)va P {X >‘;}=% bo‘lsa, anin.g.'q.l;ymatini toping.
14. Uzluksiz X t.inning zichlik funksiyasi: =~ =~ :

i 87
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0, agarx<0vax>uxm,

Jx)=

1.
Esmx, agar b<x <z,

' bo‘]sa, MX va DX ni hisoblang.
15. X va ¥ bog'ligsiz diskret tm.lar bo'lib, MA=0, MY=-8§ DX=2,
D¥=9 bo'lsa, Z=5X-3Y+2 t.m. uchun MZ va DZ ni hisoblang.
16. Uzluksiz X t.m.ning tagsimot qonuni:
0, agar x < A4,
-y F(x)=40.25x% agar A<x< B,
o 1, agar x > B,

- bo Isa, 4 va B giymatlarini toping, MX va o, ni hisoblang. .« 7
17, X~N(G2)  botlsa, P{-3<X<S}, PIX <4}, P{X-3<6}
isehtimolliklarni hisoblang.

18, Agar X ~ Bi(1;0.5) bo* Isa, (MX)Y va DX ni tagqoslang.

19. Quyida X' t.m.ning tagsimot jadvali berilgan: i

X |-0510 (051 |15
P o104 (01 |03 |04
ay Y=10X-1:
b} s, X2 s .
¢} V=2 tmlaming matematik kutilmasi va dispersiyastarini
hisoblang,
20. Agar X ~TI(23) va Y=1-X bo‘lsa F,(2) ni hisoblang.
21. Uzluksiz X tm.ning zichlik funksivasi quyidagicha ko‘rinishga
ega:

3ha x(-':[—l.,(}],
fx)y=+h, x€{0,2],
0, aks holda.

h ni, X tmaing taqsimot funksiyasi F(x) ni, M[(Z X)(X-B)] va D[2-
3X] ni hisoblang.

22. X tmaing tagsimot funksiyasi

1
1——, agarx 21,
x

F(x)=
0, agar x <,

38
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IS ”"h?—- ey cbimmdede o b e 4

bo‘lsa, P {X > a} :- tenglik o‘rinli bo‘ladlgan a nmg qumatmi topmo

23. X uzluksiz t.m.ning taqsimot funksiyasi =~ £(x} ~c+bar»ctgE

formula orgali aniqianadi. Quyldagliaml toping: a) of zgarmas a bvac
larning qiymatlari; b) X f.m.ning zichlik funksiyasi.

24. X t.m.ning taqsimot funksiyasi

" -, x20

F x = ¥ El
b {0, x <0

ko‘rinishga ega bo‘lsa, M(X - 4)(5-X)}, PIX < MX} va D(3-2X) larni
hisoblang.

25, Agar f{x) zichlik funksiyasi bo‘}sa u holda f(-x) ﬁmksnya
zichlik funksiya bo*ladimi?

" 59
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III bob. Ko‘p o‘lchovli tasedifiy migderlar

" 3.1 Ko‘p oflchovli tasoedifiy migdoriar va ularning birgalikdagi
tagsimot funksiyasi

Bir o'ichovli t.m.lardan tashqari, mumkin bo*lgan givmatlari 2 {a, 3
ta, ..., n ta son bilan aniglanadigan miqdorlarni ham o‘rganish zarurati
tug‘iladi. Bunday miqdorlar mos ravishda ikki oflchovli, uch o*lchovl, ...
n o'lchovii deb ataladi.

Faraz qilaylik, (€%, £ P) ehtimollik fazosida amq!angan X, 4,
t.am.lar berilgan bo‘lsin.

. Y X =(X,X,,..X,) vektorga tasodifiy vektor yoki n-o‘lchovli tm.
~ deyiladi.

-, Ko'p o‘lchovli tm, har bir elementar hodisa ¢ ga n ta XI,XQ, X,
t.arlarning gabul giladigan qiymatlarini mos go‘yadi.

v Fy ¢ x, (), %,-ax,) = PEX, <x, X, <xu X, <x}  n oflchovli
funksiva X =(X,,X,....X,} tasodifiy vektoruing tagsimot funksiyasi yoki
X, X X, tmlarning birgalikdagi tagsimot funksiyvasi deyviladi.

Quiaylik uchun  Fy x, ¢ (X,X%,..%,) tagsimot  funksiyani
XX X, indekslarint tushirib gqoldirib, F(x.x,,...%,} ko‘rinishida
YOZamiz.

F{x,x,,..x) funksiya X =(X,X,,...X,) tasodifiy vektorning
tagsimot funksiyasi bo‘lsin. Ko‘p oflchovli Flx,x,,..%,) tagsimot
funksivaning asosiy xossalarini keltiramiz:

1. Wy, 02 F(x,x,,..x,)<], ya'ni tagsimot  funksiya
chegaralangan.

2. F(x.x,,.,x,) funksiya har qaysi argumentl bo‘yicha kamayuvchi
emas va chapdan uzhiksiz.

3. Agar biror x -+ bo‘lsa, u holda

i F(x, Xy X = FOX 0 X 1,90, X, e X, )=
X, i

(3.1.1)

“Fr, K. e X X X )

4. Agar biror x, - - bo‘lsa, u holda Ji{l_‘lr F{x,,xz,..._, x,) =0

60
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3-xossa yordamida keltirib chigarilgan (3.1.1) tagsimot fumnksiyaga

marginal{(xususiy) tagsimot funksiya deyiladi. X =(X,, X,....X,) tasoditiy
~ vektorning  barcha  marginal  tagsimot  funksiyalari  soni

k=ClaCra . +C =Y O -Cl~Cl = 2" -2 gatengdir. '

Masalan, X =(X,,X,) (n=2) ikki o*lchovlik tasodifiy vektorning
marginal taqsimot funksiyalari somi £=2'-2=2 ta beo'lib, wolar
quyidagilardir: Flx),+o0} = Flx)= P(X, <x);
Fla,3,) = B (1) = P(X, <x,).

Soddalik uchun #=2 bo‘lgan holda, ya'ni (X,}) ikki o ichovllk
tasodifiy vector bo‘lgan holni ko‘rish bilan cheklanamiz,

3.2 1kki o‘ichevli diskret tasedifiy miqgdor va uning taqsimot qonuni
{X,Y) ikki o‘Ichovli t.m. tagsimot qonunini

=PX=xY=p}; i=ln j=1 (3.2.1)

formula yordamida yoki quyidagi jadval ko‘rinishida berish mumkin:

Y 8 4! Y2 Yo
X |
! Py P Bim - ) .
,____1:ng Py L_ Py Pap ._ P (3'22) )
E ISNETTINN WENCCR Mo S
L P b P b Pom

bu yerda barcha p; ehtimoiliklar yigindisi birga teng, chunki
{X=x,Y=y} i=1n, j=Lm birgalikda bo‘lmagan hodisalar to‘la gruppani

tashikil etadi ZZP,-,- =1, (3.2.1) formula ikki oflchovli diskret t.mning

[ErS)
tagsimot gonuni, {3.2.2) jadval esa birgalikdagi tagsimoet jadvali deyiladi.
(X,¥) ikki o'lchovii diskret t.m.ning birgaitkdagi tagsimot gonuni
berilgan bo‘lsa, har bir komponentaning ajohida (margival) tagsimot
gonuniarini - topish  mumkin, Har  bir i=la - uchun

61
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{X =pr=}’1}st“—‘-"}wY=}’z }1--‘:{X=x‘-;y=})m} hodisalar bi:gallkda
bo‘Imagani sababii: P =PX=x}=p. +p,+..+p,.  Demak,

Z, =P{X:;rr.}=zpy., ,‘:I_:;, pv;ﬁp{}l=yi}=zpif f= f;z_,
i=1 bl

3.1-misol. Ichida 2 ta oq, [ ta gora, I ta ko‘k shar bo‘igan idishdan
tavakkaliga ikkita shar olinadi. Olingan sharlar ichida gora shariar soni X
tm. va ko'k rangdagi sharlar soni ¥ tm. bo'lsin. (X, ¥} ikki o‘lchovii
t.mning birgalikdagi tagsimot qonunini tuzing. X va ¥ t.m.larning alohida
tagsimot gqonunlarini toping.

X t.m. gabul qilishi mumkin giymatlari: 0 va 1: ¥ t.m.ning qiymatiari

ham 0 va I, Mos ehtimoliiklarni hisoblaymiz;
C: o o
=PIX=0Y=0=-2="
{ et ._
o2
-P{X 0.F= l}—"CT2 T T RS
—P{X—IY—I}-—M -

(X ¥) vaktorning taqs:mot jadvali quyidagicha ko' rlmshga ega

Ylobs o 1.2 1 11
X PlY=0ts—t=— PX 1___., 1=
) ]} g Be verdan AUE=0h=rg=ys L=y FAFREY

6 | 6 | py= 0_—+3_U py=n=2+1-1
] 2 =0 5 } I 2l\chb chigadi. X
6 6 {valt t.m.larmng alohlda tagsimot qonunlari quyidagi

ko‘rinishga ega bo‘ladi:

X 1 Y

P
_—

ip: p:

* ' .E:.j:-"'. I-‘I T -

(
va 4
!

N[r—‘ o
N l\.)["'“
ml—l

3.3 Ikki o‘ichovli tasodifly migdoerning taqsimot fanksiyasi va umng
xossalari

. . YkKi 0*lchovii t.m. tagsimot funksiyasini F(x,y) orgali belgitaymiz.
V' Ikki oflchovli (X Y) t.moning tagsimot funksiyasi, x va y sonlarning
har bir jufii uchun {X<x} va {(Y<)} hodisalarning birgalikdagi
ehtimolligini aniglaydigan F(x,»} funksiyasidir: ya'ni
62
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Fe )= PX <Y < yi=PX Ne(-ox)x(~0opy=0). - (33D
(3.3.1.) tenglikning geometrik tasviri 2 t-rasmda keltirilgan, -

oy

21-rasm.

(X,Y) ikki o‘lchovlik diskret tun. taqs1mot ﬁmksxyasz quytdagl
ylg md1 orgali aniqlanadi:

r

© Y Repeg Toa 332)

' IKki o‘lchoviik t.m. tagsimot funksiyasining xossalari:
L. F(x,y) tagsimot funksiya chegaralangan: 0< F(x, y)<1. _
2, F{x,y) funksiya har qaysi argumenti bo‘yicha kamayuvchi emas: '
agar x, > %, bo'lsa, £(x, )2 F(x.1),
agar y, > ¥, bo'lsa, F(x,,)2 Fix,»).
3. F(x,y) funksiyvaning biror argumenti —e¢ bo‘isa(limit ma’nosidaj,
u holda F(x,y) funksiva nolga teng, F(x,—eo)=F(—0, )= F(-om,~xw)=0.
4. Agar F(x,y) funksivaning b:tta argumentl +o  bo‘lsa(limit
ma’nosida), u holda

F(xvm)= Fix)= F (03 Fro)=Fp=Ke. (333}

© 63
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3. Agar ikkala argumenti +o bo‘lsa(limit ma’nosida), » holda
Fl+wo,40)=1,

6. F(x,y) funksiva har qaysi argumenti bo‘yicha chapdan uzluksiz,
yani lim FCoy)=F(5,y), lim F(xy)=F0x5).

Isboti, 1.F(x.3)=P{X <x, ¥ <y} echtimollik bo‘lgatigi uchun
0< Fix, y)<l.
2. (x,)) argumentlarning birortasini katialashtirsak, 21-rasmda bo‘yalgan
D soha kattalashadi, demak bu sohaga (X\1) tasodlfiy nu¢taning tushishi
chtimolligi kamaymaydi.
3. {X<-o},{¥ <~} hodisalar va ularning ko‘paytmasi mumkin
bo‘lmagan hodisalardir. Demak, bu hodisalarning ehtimolligi nolga teng.
4, {X <+eo} muqarrar hodisa bo‘lgant uchun {X <+t {V < y}={V <y}
bofladi. Demak, F{+0,3)=PiX <+ <pi=P{¥ <pi=F{). Xuddi
shunday F(x,+e0)= P{X <5} <t} = PLY <x}=F (x).
5. {X <+a} va {¥«+4o0} hodisalar mugarrar hodisalar bo‘lganligi uchun
{X <+ec}-{¥ <40} ham mugarrar hodisa bo‘ladi va bu hodisaning
ehtimolligi 1 ga teng. m

F(x,yy tagsimot funksiya yordamida (X}) tm. biror
D={(x,y):x<x<x,, 5 <y<y} schaga tushishi ehtimoliigini topish
mumkin; S '

PUX.VYeDy=Plx <X <x,y<¥<y)=

! 3.3.4
= F (%, ;) — F(x, )= F(xy. )+ F o ) ( )
22;gasmda (3.3.4) tenglikning geometrik isboti keltlrllgan
y T ("13":‘ (%2, )
VY VINAAAAXY
/1 ' . z /
1
A /’-/“_( /;ffrr(x""*)
VA VAV AV A
pAvi e T AT AT X
- 7’{ ) Fall .f'f!! x/jf;/f’/f{ ;f}ff » . R "'-:\:.:'_
AV IAAA T I I 777777 ' '
s i) LA A
E AT L EEEED
22-rasm.
=)
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i

3.2-misel 3.1-misoldagi (X,}) ikki o"lcholek rt,m.ﬂing hamdﬂX way
t.m.larmning tagsimot funksiyalarini toping.

Avvalgi bobdagi (2.3.2) formuladan: P f
0, agar x <0, 0, agary <0,
F() =105 agar 0<x<l,  F(y)=10.5, agar 0<y<1,

1, agarx>1, 1, agary >1,

(X,1) ikki o‘lchoviik tmning F(x,y) taqsimot funksiyasini (3.3.2)
- formulaga ko‘ra topamiz:

~ Y[ vs0 O<y<i y=1
X\ e rr— -
x<9 0 0 0
1oGex<l 0 1 1(:.1_4.3
6 2L 6 6
IS 0 171 2 1,22 13
E(‘E*’EJ l('5*6+6+5)

3.4 1kki oflchovlik vzluksiz tasodifiy migdor zichlik funksiyasi va
" uning xessalari

v Tkki o*Ichovlik t.m. uzluksiz deyiladi, agar uning tagsimot ﬁmkmyasf
F(x,v): 1. uziuksiz bolsa;
2. har bir argument: bo'yicha differensivallanuvehi;
3. F_(x,) ikkinchi tartibli aralash hosila mavjud bo‘lsa. -

v Jkki o lchoviik (X, ¥) t.m.ning zichlik funksivasi

2F .
Sy =—a~-——(f—’-3)-}-zF,y(x,yJ (3.4.1)
By _

Tengllk orqah aniglanadi,

X1 tmning G sohaga(23 rasm) tushishi ehtlmolhgr (3 3 4)
formulagako‘ra: P{x £ X <x+ax,ySV < y+ayl= fildls o
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S Frbox,y +ay)— Fp+ay) - F(x+ox,p)+ F(x, ),

5 s PixS X <x+ax,yS¥ <y4ay}
Foeuita = =

aXxX-ay

_ __I_[F(x +ax,y +ay) - F(x,y+ay)  F(x+ax,y)~F (J'c,y))
Ay . . o +

- ax 4o AX
x> 0,2y ~> ¢ dalimiiga o‘tamiz,

1

F.(x,y+ay)—F.(x,
lingfimmﬂim (.y. ay)—F.( y)

et ay—l Ay .
ya’ni ,f(xs }"):(F:(xsy))y = F;(Ly)_ o .

¢y

ytay

x xtax x0T

23-rasm,
" Demak, (X, ¥) ikki o*lchovli tasodifiy vektorning zichlik funksiyasi deb,
Plx< X <xvde,y Y < yt+dy}~ £(x, yidxcdy (342

- tenglikni qanoatlantiruvchi funksiya ekan.

66
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S{x,y) zichlik funkiyasi quyidagi xossalarga ega:

L f(x)20.

2 P eDY= [[fapdedy. -0 v e 345
BN 2 ) . ’ .

. . R F(x,y) Iff(y,v)dudv

— -0

Gady - o

400 &

a. | [ £ )dsdy =1,

= e R

5. X va Y tmlaming bir o‘lchovlik zichlik. flmksuyalarlm quyidagi
tengliklar yordam1da topish mumkin:

. ff () = £, (%) jf (x,y)dx=f}(y).  (345)

Ishboti. 1. Bu xossa F(x,)) funksiyaning har qaysi argumenti
bo‘yicha kamaymaydigan funksiya ekanligidan kelib chigadi.
2. f{x, y)dxdy ifoda (X,Y) tasodifiy nuqtaning tomonlari dx va dy bo’lgan
to'g‘el to'rtburchakka tushish ehtimolligini bildiragi. D sohani to‘g‘ri
to'rtburchaklarga ajratarniz(24-rasm) va har biri uchun (3.4.2) formulani
go*llaymiz:

&

7 PUX,Y)a Dy~ fix,y)axay  boladi.
: =k
3 Endi ax—0ay—0 da limitga o'tib,
o TE W P{X,Y)e D}= [[flx,y)ddy i hosil
- A0 o o
Le-s] gilamiz.
AN X
24-rasn1. T T h

3.(3.4.3) formuladan:
F(x,3) = PLY <,V <y} = P~ < X <x,-00<¥ <y}= [ | flu,v)dud.

—t

. &7
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4. Fro )=l va, {3-&-’1‘5)_-'-.-« fomlada x=y=am:. deb  olsak(limit
ma’nosida), o S o :

Ty

F (400, 490) = J J’ f(x, y)dxdy—l

5.Avval X va Y t‘m.larnmg tagsimot funksiyalarini topamiz:

Fy(x) = F(x.+00) = ﬁf(u,v) Sy = I[T P (ﬁ,_y)dy]d?; L

e ¥

F ()= Feo,p)= [ | fev)dudy= J[ Jf(x,v)dx]dv .

—0g -0

Birinchi tengliknt x bo‘yicha, ikkinchisint ¥ bo'vicha diﬁ{erénsiyallasak, X
av Y t.m.larnin zichiik funksiyalarini hosil qilamiz:

AW =Fm= {fend

Lo
L At

) ‘fy (y) - Fy(y) _ J,'f(x,dv)czx. B frees '.I'-.:_::TT}{I{;_.! ;

[ ' ' _

Izok. Agar X va Y tm.larning alohida zichlik funksivalari berilgan
bo‘lsa, (umumiy holda) ularning birgalikdagi zichlik funkstyalarini topish
murmnkin emas.

3.3-misol. (X.Y) ikki o*Ichevhi t.nu.ning birgalidagi zichlik funksiyési
berilgan

Ce™, agarxz20,pz20 - .
X, :I T
75 {0, aks holda.

Quyidagilarni foping: 1) O*zgarmas son C; 2) F(x,»);3) Fr(x) va F; (y)
4) fr(x) va £ (3);3) PLX >0,V <1}.
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@ 4o

1y | Jresvdkdy =1 tenglikdan

CT?e""‘”dxdy =C +Te“’“ahc-kj‘,-‘z""afy:C=1.- o R
0 ¢ 0 o

xy x ¥ e T
2) Flx,y)= afafe‘“““dudv =Je“‘da- je"’dv =(1 —__Ee‘x)(l ~€7} x20,y20,
9 : ’

ya’si o : T

ol fl-e™)i-e7), x20,y20,
F(x’y):i( erNi-e7), x20y
0, aks holda.

3) FX'-(:x’i;-g F(x, +0) = J[ je'"e'”vadu =.rl- ey = 1~ x>0, demak
. o gl o 0 - .

ftigng . .
(l-¢™*), x=z0,

F"(x)={o x <0,

Aynan shunday,.

' L fa-e), yz2o,
F =1t ) ¥

o 0, y<0

(1-e™). xZO,;{e"’, x20,

0, x<0,.

4y [xx) = Fy(x) = {0’ % <0,

va shu kabi
e, y=20,

Kirhe 188

;,.\.'. . .., = L - ..
5) PLXS0Y <1 = [edr [ dy= (e - 1) -l'e“xdx=l--]-‘w{).63_. o
ot 8 2 -t . e L T T
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3.5 Tasodifiy migdorlarning bog*ligsizligi

¥ X va Y tolar bog ligsiz deiladi, agar Yx,yeR uchun {X <x} va
“ Y <y} hodisalar bog®ligsiz bo‘lsa. _
Endi t.m.lar bog‘ligsizligining xarur va yetarli shartini keltiramiz,

Teorema. X va ¥t.m.lar bog‘ligsiz bolishi uchun

Fap=F@rFO © 7 35D
tenglik bajarilishi zarur va yetarlidir. '

Ishoti. Zarurligi. Agar X va ¥ t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lsa, {X <x} va
{¥ <} hodisalar ham bog‘ligsiz bo*ladi. U holda
PIX <x,Y <py=PLX <x}-PIY <y}, ya'ni Fx,y) = F(x)-£,(y).

Yetarliligi. (3.5.1) tenglik o'rinli beflsin, u  holda
PEX <z Y <y} = P{X <x}-PIY <y} bo‘ludi. Bu tenglikdan X va ¥ t.m.Jar
bog‘ligsizligi kelib chigadi. m '

I-natija. X va ¥ uzluksiz t.m.lar bog‘ligsiz bo‘lishi uchun

f(x,'y):f;-(x)-fr(y)' - . (3.5.2)

tenglik bajarilishi zarur va yetarlidir,
Isboti, Zavurligi. Agar X va Y tmlar bog'ligsiz bo‘lsa, u holda
(3.5.1) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikni x bo*yicha, keyin esa y bo*yicha

differensiyaliab,  J(x, y)—mF {x)- F(y) “tengliklarni,  ya'ni

F(x,3) = £,(x)- £,(3) hosil gilamiz.
Yetarliligi. (3.5.2) tenglik o‘rinli bo*isin. Bu tenghkm x bo' yzcha va
wbo'yicha integrallaymiz:

LEer e oo

A ey
?,c.._...,\:

[ fyyduv = j S Go)da- j Sr)dv

Buesa Fix,yi=F,(x}-F(y) tenglikning o°zidir. Teoremaga%kajg‘aqX va
¥ t.m.lar bog*ligsiziigi kelib chiqadi. » X
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Z-patija. X va Y diskret tm.lar bog hqsnz bot hsh1 uchun :huyony
F=12.1n, j=12,.m larda : o

PiX=x, Y=y =PX=x)P¥=y} ~ -j_'__'(3'.5;'3)

_ tengliklarning bajaritishi zarur va yetarlidir,
3.4-misol. a) 3.1-misoldagi X va ¥ tm.lar bog‘hqml'? b) 33-
miseldagi X va ¥ t.m.jar bog‘hqs:zml‘?
P11
a) py=PX=07= 0}—— P{Y =0}-P{Y '0}—- --=—4—,ya’ni
PIX=0V=0}=PX = 0} PY =0}, Demak,)(va ¥tumar boglig.

x>0

¥

e™, aparxz0,y20 £.00) '
Xl=
aks holda, ¥ ¢, x<0,

b) f(x,y):{o’

e, y=0, )
fr (= <0 Sl yy= fo(x)- /,() tenglik orinli, demak, Xva ¥

t.m.lar bog‘hqsiz.

3.6 Shartli tagsimot gonuniari

(X1 ikki oflchovlik t.m.ni tashkil etuvchi X va ¥ t.m.lar bog‘liq
bo'lsa, ularning bog‘ligligini xarakterlovehi shartli tagsimot qonunlan
tushunchalari keltiriladi.

v (X,Y) ikki o‘ichovli diskret t.m. birgatikdagi tagsimot qonuni
=PX =x,Y =y}, i=1n j=1m bo‘lsin. Uholda - '

PiX=x.Y= y}}

P{Y:yj"(szi}: PiX =x}
14 =X

=1,2,.m j=12,.m 3.6.1)

~ehtimoiliklar to‘plami, ya’ni P50, P 1 X)) pKy, £ 1) lar ¥ tmning
X ==, dagi sharili 1agsimot gonuni deyiladi. Bu yerda

RTTRE NS ol

2= Py e
' .Xudd; shunday, ST -
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PTEE L) S o T ;
S et P e T R

_ L p(x=x ey _
PiX=x/Y=y}= P =7 S i=12,.m, =12, .m (3.6.2)
; ehtimolliklar to‘plami, ya'ni p(x,/y,). p(x;/¥,),..p(x,/y ) lar X tam.ning
Y=y, dagi shartli tagsimot qonuni deyiladi.
3.5-misal, (XY} ikki oflchovlik t.m.ni birgalikdagi tagsimot jadvali
berilgan:
1:_)(\ yii 2 3 | Quyidagilarni toping: a) X va Y t.m.larning
| 0.1 [ 0.12 | 0.08 | 040 | alohida taqsimot qonunlari; b) X tin.ning
[ 02 [ 016 ] 0.10 | 0.14 | Y=2 dagi shartli taqsimot qonuni.

ay b, = ZP,; va P, = ZP,, tengliklardan;

4=l
X | 01 [62 N I
P 1060104071, ., SRRt [ 7 ]628010 054
i
b) (3.6.2) formulaga asosan: PX=01/7 = 2}'9"1_:";"’
0.10 5
P{X=0-2fY22}=m=§. X tm.ning Y=2 dagi shartli taqsimot qonuni
quyidagiga teng: ' -
: X ] ol 02 | R IR
£y 4 501 7 it s e
5 | 5 |

Endi (X¥) ikki o‘lchovli tim. uzluksiz bo‘lgan holmi ko‘ramiz.
fix,¥) (X,Y) t.o.ning birgalikdagi zichlik funksiyast, f;{(x) va £, (¥) lar
esaX va ¥ t.m.Jaming alohida zichlik funksjyalari bo‘lsin. _

v Ytm.ning X=x bo‘lgandagi shartli zichlik funksiyasi '3

[

R 6D
B oy

_‘;i:i_‘.’\ﬁ::'?ii'.? f(y;‘x):

ifodagaorgali aniglanadi. « :-

[
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Shartli zichlik funksiyasi zichlik funksiyasining f(//#20, [ f(y/5)dv=1,
kabi xossalariga egadir, -'
v Xuddi shunday, X t.m.ning Y=y bo‘lgandagi shartli zichlik funksiyasi

fx },y)zf (x,y):mf (x,3) L ()0, | 64

‘ ) fﬂnﬂd

tenglik orqali aniglanadi.
{3.6.3) va (3.6.4) tengliklarni hisobga olib, f (x, ) zichlik funksiyani

quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin: _
FEn= K@ fGI0=fOrfGIn. L (365)

(3.6.5) tenglik zichlik funksiyalaming ko‘paytirish qoidasi(teoremasi)
deyiladi.

3.6-misol. {X,¥) ikki o'lchovii uzluksiz t.m.ning birgalikdégi zichlik
Cxy, agar (x,¥)e D,

funksiyasi berilgan: f )= {0, agar (x.9) & D,

 25-rasm.
bu yerda D={{x,y):y>—x,y<2,x<0}(25-rasm). 1) fx(x}vaf(x!y) 1am1

toping. 2) X va ¥ t.m.larning bog‘ligligini ko‘rsating.
1) Avval o‘zgarmas son C ni topamiz:
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o 2
]=ij(z—3‘u)dx=fzc_ _

3 2 '
Buondan C*“é"‘ So(x) pitopamiz: < CHEET LA

HO 0 . @ 2. N "
1= § If(xsy)d'faf!’= J-dx IW:C _{.m!x[); 2
—m e B e 3

= e [[-3o Jy=-txa-s)] sea0.

. flx/yyni (3.6.4) formulasidan foydalanamrz, bunmg uchun dastlab F ()
ni hisoblash kerak:

= jﬂx,mdx j[ )dx%,yem,

¥

TR __1_ [LIGERE S \ Soda

» JG ,Jf’) P : v

flxl )= =L (x,p)eD.

sty =i e -
- A g s e
2 X va Y tmlar | bogligsiz = bo‘lsa,

Fy) S AHQ) . -
i = — - ¢

J(x/y) 5.0 ) Fe(x) tenglik o‘rinli.

1
fx(x)=“zx(4—'x2), x&(-2,0) va f(xr’y)~——;- A% D funksiyalar
bir-biridan farqli bo‘lganligi uchun X" va ¥ t.m.lar bog‘liq.

3.7 Ikki o‘lchovli tasodifiy miqdorlarning souli xarakteristikalari

(X.,}) tasodifty vekiorning sondi xarakteristikalari sifatida turli
tartibdagi mormentlar ko‘riladi. Amaliyolda eng ko‘p I va H — tartibli
momentlar  bilan  ifodalanuvchi matematik  kutilma, dispersiya va
korrelatsion momentlardan foydalaniladi o

v Ikki o‘lchovli diskret (X Y) tm.ning matematik kutilmasi (MXMY)
bolib, bu yerda -

H
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o 'r' Ao :-‘,:'5‘{:'-" R
MY=m =3 xp, MY =m, —ZZJ’J%- ey
=1 g . ol f=t » : ) ol

va p; = PX =x.Y=y}.

B R Y T
Agar (X,¥)tm. uzluksizbo‘lsa, uholda _ e
FRipET ey s e g 0T T
_r} i D o0 +@

D MY =m = | [x- f(x,y)dedy, MY =m, = [ [y rexy)asy .
' (3.72)

. '/ : X va ¥ t.m.laming kovariatsivasi
Ky =0ov(X,¥)=M (X -m XY ~m))=p, L (313)

tenglik bilan aniqlanadi. Agar (XY} tm. diskret bo‘lsa, uning
kovariatsiyasi :

Ko = 22 (% = m Xy, -m)p,, R

agar uzluksiz bo‘lsa,

w = | J=m)y—m)fGx, yydedy (375
; formulalar orgali hisoblanadi. : E
Kovariatsiyani quyidagicha hisoblash ham mumkin: .

K =cov( X, V)= MXY - MX MY, | L (3.7.6)

Bu tenglik (3.7.3) formula va thatematik kutilmaning xossalandan keiib
chigadi: .

B

I3

Koy = M{(X —m )Y ~m,)) = M(XY ~ Xm, - Yim,+mm,) = R

7
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= MXY - m MX -m MY + mm, = MXY ~mn, ~mm, +mm, = MXY - MXMY.

Kovariatsiya orgali X va ¥ t.m.)arning dispersiyalarini aniqlash mumbkin:
DX = cov( X, X}y = M{X —MXY = MX* —(MX), -

DY =cou(Y, V)= M(Y — MY = MY* —(MY)".

(X, ) vektorning kovariatsiya matritsasi
C= MUY (X, V) ~(m,,m,) (m,,m,)} =

1K K v
K’: K’: - ifoda blan aiglanadi.

DX cov( X, T
“leow(y, Xy DY |

Kovariatsiyaning xossalari: .
LKy =Ky, ENISC IR RO
2. Agar X LY bo'lsa, uholda K, =0; ' '
3. Agar X va Y ixtiyoriy t.m.Jar bo‘lsa, u holda D(X £})= DX + DY ﬂK‘”
4, Koy y =CKyy = Ky oy yoki cov(CX, V)= Coov(X,¥)=cov(X,CY);
5. Kywor =Ky =Ky oo = Kyoorac yoki
cov(X + C.Fy=cov(X, Fy=covl X, ¥ + Cy=cow( X + C, Y + )
6. |Kylsoy 0y,

Isboti. 1. (3.7.3) dan kelib chigadi.
2. Agar X LY bo'lsa, uholda X —m, va ¥-m, lar ham bog‘ligsiz bo‘ladi
va matematik kutilmaning xossasiga ko‘ra £, =0.
3 X AN =MEX L -MX 2V = M((X - MO EY - M) =
=M(X —MXY £2M(X ~MXKY —MYY+ MY —MYY = DX + DY 2K, -
4, Koy y = M(CX = MCXXY ~ MY) = M[C(X ~MX)Y - MY)]=CKjy.
5. Koy =MIX+CY-MX +OWY —MF)=M(X +C-MX -CKY ~MF)=

= M(X = MXYY ~MY) =K,y '

X -m, Y—im,
6, 3-xossani p va -

pf Xz, e D(X ”’*}rp Lom )y
ax Uy o.x o.y _'-i._ S r.‘ .:: : ‘-. Ty %-

26

t.m.larga qo*llasak,
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=1+1¢2M(X‘mx.f'_’”l}2(li Ky J _,
5Ty 7

X, .
Dispersiya manfiy bo‘lmasligidan 2{11“0_ p J” 0, ya'ni {Ky|< oy -0y .0

AMr
3-xossaga ko‘ra, agar K,, #0 bo‘lsa, X' va ¥ t.um.lar bo‘gliq bo‘ladi.
Bu holda X va Y tmlar korrelatsiyalangan deyiladi. Lekin kK, =0
ekanligidan X va ¥ t.m.larning bog‘lgsizligi kelib chigmaydi. Demak, X va
¥ tm.larning bog‘ligsizligida vlarning kormrelatsiyalanmagantigi kelib
chiqadi, teskarisi esa har doim ham o*rinli emas.
v’ Xva ¥Ytmlarning korrelatsiva koeffitsienti

- K, - cov( X, ¥} .
6,6, DXDY - GID

formula bilan aniqlanadi.
Korrelyatsiya koeffisiyentining xossalari:
L | s1, ya'ni ~1Shy <1,
2, Agar X 1Y bo‘lsa, uholda r,; =0;
3. Agar [ry|=1 ba'lsa, u holda X va ¥ tm.lar chiziqli funksional bogliq
bo‘tadi, teskarist ham o*rinhi.

Shunday qilib, bogligsiz t.m.lar uchun 7, =0, chizigli bog‘langan
tm.lar uchun [f;w|rl, golgan hollarda —!<ry <1, Agar ry, >0 bo'lsa,
tm.lar musbat korrelatsiyalangan va aksincha agar #, <0 bo‘lsa, ular
manfiy korrelyatsialangan deviladi. e

il

3.8 Ba’zi muhim ikki o‘lchoviik taqsimotlar

Do:radagl tekis tagsimot. Radinsi =1 bo‘lgan d01rada (X Y)
tekis tagsimotga ega bo‘lsin(26-rasm). .
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g

b

,

26-rasm.
Demak, (X Y) ning blrgahkdag1 zichlik ﬁmksnyam

' Cag.arx +y* 51,
l"(x,) {
Oagarx +3t >1.

O‘zgarmas C ni

+TTf(x ¥ Jdxdy "1 yam LC d;dy—l "

- —\,’] xl
shartdan aniqlaymiz. Bu karrali integralni geometrik ma nomdan kelib
chiggan holda hisoblash osonrog(27-rasm), : -

z ¥ .
s
) T ’
- .,
e ,
S
[ ey
o . ” .
1 // ¥ Caboa]
. Ly et
s 5T,

27-rasitk:
Sgaat

8
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Flx,y} sirt va 0x¥ tekislik bilan chegaralcmgan Jispning hajrm 1ga
tengdir. Bizning holda bu asosi #R’=z.1=x va balandligi ¢ bo lgan

silindr hajmidir ¥ = 2 =1. Demak, ¢ -1 va izlanayotgan zichlik funksiyasi
k3

~1,agar*< +3P <1,

Sflxy)=
. Oaagar X2+y2£]' B
- PRS-

Unga mos taqsimot funksiyani hisoblaymiz:

,/ &\ \\‘1‘\
R

28-rasm.

Tabiiyki, bu integral x*+ y* <1 doira bilan uchi A nuqtada bo‘lgan
D={ab)e B :a<x b<y}- kvadrantning ;]r anigligida kesishishidan hosil
bo‘lgan soha p, yuzasiga tengdir(28-rasm). Tabiiyki, x<-1, ~w <y <+ da
Flx,»)=0, chunki bu holda b, =@, endi x»1 va y>1 da Flx.p}=1, chunki
bu holda D, - soha x* + y* <1 doira bilan ustma-ust tushadi.

Endi x va ¥ larning margmal taqsmot tunksuyalarl F, va 5, larni
hisoblaymiz: -1<x<1 da :

79
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Demak, | | |
0, agar x<-1, 7t
........ FX (x)= 1--"’_E‘_[x 1__;2-+ar03inx)’agar —1<xSi,
2 =z . .
i Cagarx>1.
Aynan shunga o“xshash
LT A —~
0’ .,._.;_.f‘ agary{ 1

o - .
- Ry)=igt -(J’ t-y +arcsmy) agar ~1 <y €1,

1, o agary:»l

Nihovat, X va ¥ larning marginal zichiiklarinf hisoblaymiz:

\l-—rz —
i 2
- fil)= ffx,y)dy _[ —dy=—-Al~-x 2. ~lsx <y,
_\“——,—71" 4 )
va shu kabi ‘ L .
LA o 3"5'-_:; T P S { BT LY SRR
. I.‘\ ------
fr(J’) ff(x,y}dx J_-~ca‘x=~— Nl —y2 “tgyst,

Ko‘rim'b turibdiki, f(x, »# f,(x)- £, (), demak, ¥ va ¥ bog‘lig tm.lar ekan.
Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, tekis tagsimotga ega bo‘lgan har
ganday (x,r) jufilik doimo bog'lig bo‘ladi deb aytish noto* g ridir. Chunki

- - ¥ va ¥ larning bog liglik xossalari ular qanday sohada tekis tagsimotga

ega ekanligiga bog Hqdir. Shu boisdan keyingi tagsimotni ko‘rib o tamiz.

g0
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Kvadratdagi tekis tagsimot. (x,r) juftlik [o,1}x]03] kvadratda tekis
taqsimotga ega bo‘lsin. U holda ular birgalikdagi taqsomot funksiyasi
ko‘rinishi quy1dag1dek bo ladi:

FRRFL ¥ L T . 0 x’y<0 . : .
fpcigel {I.éu . T

L F(x,y)~ o O<xy<l”
: ) Laxyzl.
Bundan | ¢ y gt
G, x<0,
Fe(x)= F(x+ao) Flrd)=1x,0<x <],
: Lxzl
i _ 0,y <0,
FE}') F(+°°y} Fiy)={y.0<y<y,
g : Lyzl.

Demak, barcha x,p « &' lar uchun F(x, v)= 7, {x}- 7, (3}, ya'ni ¥ va ¥ bog‘liq
emas ekan.

Ikki o‘ichovlik normal(Gauss) taqsimoti. (x,v) tasodifiy vektor
ikki o‘lchovli normal tagsimotga ega bo‘lsin. U heolda (x.¥) ning
birgalikdagi zichlik funksiyasi

S{xy)= I {(“"’1).?._2,,,(_{:&_(y*azh(y-az)zn_

I
-exXp
271‘(7,0‘2\{1—?‘2 { 2(1"92) a G o &) J|J

Geometrik nugtayi nazardan Jf (x,y) grafigi cho®qqisi _(ai,az) nuqtada
joylashgan «tog‘» shaklini bildiradi(29-rasm). Agarda biz bu tog‘ni Oxv
tekisligiga narallel tekislik bilan kesadigan bo‘lsak, u holda kesilish
chiziglari quyidagi eilipsiardan iborat bo*ladi:
2 ¥
%_E:i_ 2},‘(1_“1)‘()’_‘71}1‘(.}’"‘:2)
1

a0, a, Lo,

=C -konstanta, bu vyerda « =MX,

a, = MY, 0‘12 =DX, o,,=DY, va r=ry,-korrelatsiya koeffitsientidir.
Agar r=0 bo‘lsa, bu chizigiar aylanalardan iborat bo‘lib qoladi. Biz r ning
aynan korrelatsiya koeffisienti bo‘lishiga ishonch hosil qilish maqsadida

81

www.ziyouz.com kutubxonasi



* <2y = va Z; =y :
. o, -
yvangi tolami kiritamiz, Tahuykl, =0, D07, =1, % =12 U holda (z,.2,)
ning zichlik funksiyasi '
1 ' -2rzz,+2z,
2,2, ) = ——pm——BAp e e TR T2 L
#(z02) 21—t p{ 2(1—:‘2)
fento

prigeed

29-rasm. ]

Endi korrelatsiya koeffitsientini hisoblaymiz: -

Fey = Cov{Z,,Z, )= MZ,Z, = ~——pemna. I Iz1 8(znzz)d2dz = o '

oo

o et

= :
- L1 fﬁ a1 ri_)_.. 2 g +
*Eg_;[*z ) [J_- Im I( rzz) 'P{ ( ) } d( I ‘2):“12*
ok mz2 e—"'i . .r )2-1 T —i _,

E l [J—_JI’T“ J "‘"{ )}d( el (s
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Tpieses r w3 fg,-._ 3.;-.}. _,Z\ -:":"{.h\a; ‘-!, g.f’
Oxn‘gl tenghkm hosd q1hshda quyidagi mtegrallardan foydaiand1k:

——-»—-1—~“~———~ _[u-e - )du=0, wez —ry,

i

-zichlik funksiya fotegrali;

b Izgz'e Vi, =1 0

Var .,

-standart normal t.m. dispersiyvasi.

Demak, r(X.7)=r ekan. Agar ikki normal tagsimotga ega bo‘igan x
va 7 tmlar bog'liq bo‘lmasa, =0 bo‘lishi » ning xossasidan kelib
chigadi. Endi shu t.mu.lar uchun » =0 bo‘lsin. U helda .

I y)"~ ————— mp{—%[&-f‘—):b‘):%iﬂ?& ()4 ()

= . T

bu S’erda

.I (x a, .0“52)2 o
Y= . - eXp< —
. fX (l) _: 'JEO‘] | CXPJL 26 } f}‘ (y) JZ?;O’Z ’ p{ 2022 .
funksiyaiar N{a,.0)), ¥{a,.0.7) _‘normal ‘tmlar zichlik fimksiyalaridir,
Demak, t.m.lar korreiyatsi);alamhaganiigidan ularning bog‘ligsizligi ham

kelib chiqar ekan. Bu hol ikki o‘lchoviik normal taq51m0m1 boshga
taqsimotiardan ajratib turadi. .

-
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3.9 Xarakteristik funksiyalar va uning xossalari

Tagsimot funksiya bilan bir gatorda u hagidagi hamma ma’jumotni
o'z ichiga oluvchi xarakteristik funksiyalarden ham foydalaniladi.
Xarakteristik funksiya yordamida bog'liqsiz t.m.larning yig‘indisining
tagsimotini  topish, sonli xarakteristikalarmi hisoblask bir mwmcha
osonlashadi.

v X tm.ning xarakteristik funksivasi & tm.ning matematik
kutilmasi bo‘lib, uni ¢, yoki ¢{f) orqali belgllaymtz Shunday gilib,
ta’rifga ko‘ra:

Py=Me™ . T ¢ XX )

Chy LR

Agar X tm. x.%,.X,... qgiymatlami p,=P{X=x}4=L12. .
ehtimolliklar bilan gabul qlluvchi diskret tm. bo‘lsa, u holda wming
xarakteristik funksivasi

@)= Ze”’"p* .

R IR N S

r formula orqali, agar zichlik funksiyasi f (x) bo‘lgan uzsl‘ufksi‘&ét% bo‘lsa, u
holda uning xarakteristik funksiyasi SEEE L

Gens e = [ e L (39.3)

formula orgali aniglanadi. ' gl pe
Xarakteristik funksiyaning xossalari:
i. Barcha 1« R uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:
lo()]< p(0)=1.
2. Agar ¥ =aX +& bo‘lsa, bu yerda a va b o‘zgarmas sonlar, u holda
{1} = ermg\f(aﬂ .
3. Agar X va ¥ timlar bogiligsiz bo‘lsa, u holde X4V yigtindining
‘ xarakteristik funksiyasi X va Y tm.arning xarakteristik funksiyalari
" ko*paytmasiga teng;
o B Orp (=0, ()-@, ().
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4. Agar X tmuing k-tartibli boshlang‘ich momenti e, =MX* mavijud
bo‘lsa, u holda unga mos xarakteristik funksiyaning A-tartibli hosilasi
mavjud bo‘lib, uning =0 dagi giymati
PP = MX*) =" a,,

Ishoti. 1. |p(r)] =|Me™ | < bt || = M1=1_ chunki
e | =JeostX + sineX| = Veoos® X +sin1X =1. @(0)= Me’ = M1=1,
2 @r(t) Merﬂ' - Mer:{aXM‘.!} M(efrbeaam) rfﬂMewJ:X _e gp/‘ (Q‘f) .
3. ¢X+y(z)— Me::(X+Y] = M(er.t«re.frl"}z ,ﬂﬁ{em’ ‘Mé’"r @y (f} q,r(r) Bu xm n.‘:
ta bog*ligsiz tasodifiy miqdotlar yig*indisi uchun ham o*rinlidir.

; e ga R a*me™
4. Hisoblashdan ko‘rinadiki, ®x ()=~~~
bo‘lsa, ¢‘*J(0)=5*M(X*}—x* P |

‘4-xossadan a, =it @ (0),

= fkﬁ’f(XkeM ). Demak {‘:0

&y = MY =~ig(0); @, = MX" =~ (0);
(3.9.4)
DX =a,~a} =g (0)+(¢ (). |

3.7-misol. Agar X ~ Bi(n; p) boflsa, u holda X't.um.ning xarakteristik
funksiyasi, matematik katilmasi va dispersiyasint toping.

X tm. 0,1,2,....n giymattarni p, = P{X =i}=Cip'g"* k=01,...n
ehtimoHiklar bilan gabul giladi. (3.9.2) va Nyuton binom: formulalaridan
foydalansak, @(1)= 2 ¢*Clp'q™ ZC (¢"-pYg* =("p+qy, yani X

kel
tanening xarakieristik funksiyasi e(¢)=(e"p+¢)" ifoda bilan aniglanishiga
ishonch hosii gilamiz. (3.9.4) formulaga ko‘ra:
MX = —i{n(e" p+ @) - pe” -i),.o= ip va shu kabi DX = mpg.
3.8-misol. Agar X - N{a,0) bo‘lsa, u holda X ning xarakteristik
funksiyasi, matematik kaiilmasi va dispersiyasini toping.

4= _(x—e a)

267 dx_v

(3.9.3) formulaga asosan: @)=

—an
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1 1o X -aeot)xeat 1 4o -1xg¢+.':oz)+(a+r:az)z+a2 atitg Iy

20’

J_JI dx—mle S L d"_=.

1 ey (x—(aﬂfo’z )} 2aite’ +{.I.'¢2 f 1 2aite”® et e _f_-"__:(fjf‘_'-_"_z_)i

g 200 - e 20 J'e 20 =

= mog;lj 2ro =

fa? o | x—(e+ita?) - 2ot At
|l sl f x—(a+ito’) 1wt w
== 7 e N om—=e 2 n=e E
e L =t TG

[ J'e‘"xdura/;_r Puasson integrali], Shunday qilib, agar X ~ M{a,c) bo'isa,

w2
u holda qo(t):e: . Endi X tmning matematik kutilmasi va
dispersivasini hisoblaymiz.
, i
MX =[~ig(0)|=-ie" * (ta-to”)|,=—i-lia=a,

. a

DX = [_gp(o) - (99(0))2 :[ = - {—o‘zem_f”;“ + (s’a _ 30‘2 )2 ei’a;-- - JLW. +(Ia}2 _

e S B SIS L LI S

I bobga doir misollar

1. (X.1} ikki o‘lchovli uzluksiz tanning birgatikdagi  zichiik
¢
funksiyast  f(x, = Tt ko‘rinishida  berilgan  bo'lsa,
quyidagilarai toping:
1) o*zgarmas son C; 2} F{x,p); 3} P{X<1, ¥<i}; 4 fAxwva /).
2. Agar (x.r) vektor tagsimoti quyidagicha bo‘lsa:

N-] 0 1

0 0.1 j02 [0
1 0.2 |03 Je4
Z = x¥ ning matematik kutilmasini hisoblang.

8o
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3. (XYY ikki ofichovlik uzluksiz tam. uchlari $(0,0), 4(0,4), B(4,0)
nuqtalarda bo‘lgan uchburchak ichida tekis tagsimlangan(ya'ni f{x,y)=c).
Quyidagilarni hisoblang: 1) birgalikdagi zichlik funksiyasi fx,y); 2) Ax)va
JV) 3) A={0=X<1, 1<F¥=<3} hodisaning ehtimolligini.

7 x+y, 0£2x=1 0=2y<l,

4. (X.1) tasodlf'y vektor zichligi /{x,»)= { 6. aksholda
bo‘lsa, MY va MF larni hisoblang, '

5. Agar (X.7) tasodifiy vektorning tagsimoti

0 1 bo‘lsa, v holda M(X +¥) = Mx + M7,

D(X +Y)= DK + DY +2Cov(x,y)  tengliklar” ~ o‘tibli

1/8 10 ekanligini ko‘rsating.
1/4 1/8 : o

M»-—'Qhﬁu_
s

178 [3/8

6. Quyida (X,7) ikki o°lchovli uzluksiz t.m.ning birgalikdagi zichlik

Cxy, agar (x,v)e D,

0, oagar(x,y)eD

tekislikdagi quyidagi shartlamni qanoatlantiravchi soha:
y=-x, ’ : L .

funksiyasi berilgan: S (x,y)={ bu erda D

¥ <2, (‘zgarmas son C ni toping, X va ¥ tm.lar bog'liq ekanligini
x <1,
ko‘rsating.
7. Agar X ~ Bi(2;02),Y ~ Bi(;;0.8) va X LY bo‘isa, u holda
Z =X +Y tm.ning tagsimot funksiyasini toping va ¥,(1} i h:sobiang
8. Agar ¥ va v t.m.Jarning birgalikdagi taq51mot1 _
y| -1 | @ 1 2 :

ol X
' -1 10.05] 0.3 {0.15 |0.05
1 0.1 [0.05]0.25 0,05
bo‘lsa, u holda Z=|y - x{ va U =y*~x* larning tagsimotlarini toping.

9. (X,Y) ikki o*lchoviik diskret . m.ning birgalikdagi tagsimot jadvali
berilgan: :

ISR S 7 X va Y tmlar bog'lig yoki

170071004 0111011 Ej}gtl)liqswhglm tekshlrmg va cov(X,T) ni
2 |0.08[0.11]0.06] 0.08 | VSobang : L

3 0.0910.1310.10]0.02

B _-}-@-’F
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10, X va Y t.m.Jarning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan: .
Fy)e {a(l -x"), agar [x] < L]y <1,
. 0, aks holda.

O¢zgarmas son a va korrelatsiya koeffitsientini hisoblang.

11, X'va ¥ tm.laring birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

_|Clx+y), agar 0sxs),05y<],

fnry= {0, aks holda.
1} X va ¥ tm.lar bog*ligmi? 2) X va ¥ t.m.Jarning matematik kutilmasi va
dispersiyasini hisoblang.

12.  (x,r) tasodifiy vektorning birgalikdagi tagsimoti s

¢, x<0,¥<0, :

 F(y)= 583 02x$2,0<y<4,

R
1, x»2,v>2, R
‘bo‘lsa, X va ¥ o‘zaro bog'liqmi? o
yi12
13. Agar (X,¥) tasodifiy vektorning birgalikdagi ¥

- tagsimoti berilgan bo‘lsa, Covwx,¥) ni hisoblang. 11 11
2 [o|L]
3]

14, X -R{-aa) bo‘lsa, ¥ va ¥Y=x" lar uchun Cev(X,¥y ni
hisoblang. x va ¥ lar bog‘ligmi? _

15. Agar x va Y bog'ligsiz, bir xil taqsimlangan va MY, MY <=
bo‘lsa, u holda Cowx + ¥, X —¥)=0 ekanini isbotlang.

16.  Agar X ~ E(}), DY =2 va D{X -Y}¥=3 bo‘lsa, r, ni hisoblang. .

X:-% ¢ Z
) 2
17. Agar 7 1 1 bo'lsa, Y=sinX va Z=cosX uchun
T 2‘ N — —_— -
LT X 3 3 3

Cov(¥,Z}=0, ammo ¥ va Z bog‘ligligini ko‘rsating.
18. Agar (x.¥)y zichlik funksiyasi flx,»=e*”, x3yz0 bo'lsa,
shartli zichlik funksiyalar f{(x/¥ = ¥} va g(y/X =z} ni hisoblang.

38
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19, Agar (X,Y). tasodifiy vektorning birgalikdagi zichlik funksiyasi

_x+2y, (x,»)ef0,11x[0,1],
Flx,y)y= {0’ aks holda bolsa, M(¥/x=x) ni x=i da
hisoblang.

20. Agar (X ¥) ning birgalikdagi taqsimoti bo‘lsa,
\\\11 2 13 ry Ni hisoblang .
1 2/9 11/9 |0 ot P e e
2 19 10 /9 LU ey e . e
3 2/9 11/ |19 ' -

21. Agar X va Y tmlarning birgalikdagi =zichlik funksiyasi
By
L]

I
HAxy)= bo‘lsa, u holda (X,}) tasodifiy nugtaning

ae
{i*|<1.{¥] £2} sohaga tushishi ehtimolligini toping.

22. [ab] oraligda tekis tagsimlangan X tm.ning xarakteristik
funksiyasini toping.

23. Agar X t.m. o parameirli Puasson tagsimotiga ega bo‘lsa, uning
matematik kutilmasini xarakteristik funksiya yordamida hisoblang.

24. X t.m.ning zichlik funksiyasi berilgan:

_ [-2x, agarx e[~1,0],

Flay= 101 agar x ¢ [~1,0],

25. Agar X va Y tm.larning birgalikdagi tagsimeoti quyidagi jadval
vordamida berilgan bo‘lsa, PL=1/V=1), P(X=0/¥=1), MX va MY larni
toping.

@, (t) ni hisoblang.

KXo |t 2'

174 |1/8 [1/8
i/8 [1/8 | 1/4

—lof<

R
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Loin i - 1V bob. Tasodifiy migdorlarning funksiyalari =~

4.1 Bir argumentning funksivalari

¥ Agar X t.m.ning har bir giymatiga biror goida bo‘yicha mos ravishda
Y tmning Dbitta giymati mos qo‘yilsa, u holda ¥ ni X tasodifiy
argumentning funksiyasi deyiladi va ¥ =X} kabi yoziladi.

X diskret tm. x,%,,-.,%, giymatlarmni mos p,, py, p, ehtimolliklar
bilan gabul gilsin: p, = P{X =x},i=12,..,n, Ravshanki, ¥ =p(X) t.m.
ham diskret tm. bo‘ladi va uning qgabul giladigan giymatlari y = ¢(x),
¥ = @), L5, =e(x), mos ehtimollikiari esa 2, 7., 2, bo*ladi. Demak,
p=P{¥F=y}=P{¥ =g(x)},i=12,..,n. Shuni ta’kidlash lozimki, X
t.m.ning har xil givmatlariga mos Y t.m.ning bir xil giymatlari mos kelishi
mumkin, Bunday hollarda qaytarilayotgan aiymatlaming ebtimoliiklarini
qo‘shish kerak bo‘ladi.

Y=p(X) tm.ning matematik kutilmasi va dispersivasi quyidagi
tengliklar arqali aniglanadi:

MY =Y o(x)p, DY =3 (p(x)-MYYp,
=k =

4.1-misol. X diskret t.m.ning tagsimot jadvali berilgan:
xl[-1 {112 :
7 1000206

Agar: 1) ¥ = X% 2) ¥ =2X +10 bo‘lsa, MY ni hisoblang. .

1) ¥ tm.ning gabul qiladigan qiymatlari: y =@(x)=(~0)'=1, »=01"=1,

v, =2 =4, ya'nt uning gabul giladigan giymatlai i va 4. ¥ tm. X t.m.ning

-1 va 1 giymatlarida 1 giymat gabul gilganiigi uchun

p = P{Y =1} = PLX =—1}+ PLX =1} =0.1+0.3=0.4,

p, =P =d}=PlX¥ =2}=0.6, Demak, - {iO‘: 0%6 Cva

MY =1-04+4.06=28. ‘
. . . . . Y: 8 12, 14

2) Y tun.ning tagsimot qoneni quyidagi ko‘rinishga ega: {P: 0.1, 03, 0.6°

MY =8-0,1+12-03+14-0.6=1238,

*gu
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Zichlik funksiyasi f{x) bo‘igan X uzluksiz t.m. berilgan bo‘lsin, ¥ t.m.
esa X tmning funksivasi ¥=p(¥). ¥ tinning tagsimotini topamiz.
Y =p(X) funksiva X tan.ning barcha giymatlarida vzluksiz, (a,b) intervalda
qat’ly ofsuvchi va differensiallanuvchi bo‘lsin, u holda ¥ =o{x)
funksiyaga teskari x=()) funksiya mavjud. ¥ t.mning tagsimot
funksivasi G(y)=P{¥ <y} formula orqali aniglanadi. {¥ <)} hodisa
{X < () hodisaga ekvivalent (30-rasm).

— %

D la
X ex=wiy) T
30-rasnn

Yuqoridagiiarni ¢’tiborga olsak,

wiy}

LG = P <= P <yl = FeO= | f@d. @)

(4.1.1} ni y bo‘yicha differensiallaymiz va ¥ i.m.ning zichlik funksiyasini

T« sy SO = 1YW D).

topamiz: 8(y)= &

Demak,
g(y)= flolyhw (). _ 4.1.2)

Agar y =¢(x) funksiya (a,b) intervalda qat’fy kamayuvchi bo‘lsa, u holda
1Y < y} hodisa {.X <w{»)} hodisaga ekvivalent. Shuning uchun, - '

91”
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wip)

6= [ S oo

) wiz
B g =~fwOMy (1) e (4 £.3)

Zichlik funk51ya manfly bo‘lmasligini hisobga ohb (4 1 2) va (4.1.3)
formulalarni umumlashiirish mamkin: s

g= oy L @14
Agar ¥ =@(x) funksiya (a,b) intervalda monoton bo‘lmasa, u holda g(y)
nj topish uchun (a,b) intervaini » ta monotoalik bo'lakchalarga ajratish, har

biri bo‘yicha teskari funksiyasi w, ni topish va gquyidagi formuladan
foydalanish kerak:

0 PR (A )

g =3 f,()

Agar X zichlik funksiyasi fx) bo‘igan uzluksii"tm bo‘lsa, u holda
¥=o(X) tm.ming sonl xarakteristikalarini lusoblash uchun Y tmning
tagsimotini qo*llash shart emas: :

= MO = [ o) f(x)dx,

DY = D(( X )= [(@(x)- MYV f(x)dv

4.2-misol. X zichlik funksiyasi f{x) bo‘lgan uzluksiz t.m. bo‘lsa, ¥=-
5X+2 t.m.ning zichlik funksiyasini toping.
y=-5x+2 funksiya {~w;+w) intervalda monoton kamayuvchi.

1 . 1
Teskari funksiyasi x= -5'"(2 =¥)=¢{(¥) mavvud, ¥ () =- 7- U holda

(4.1.4) formulaga ko‘ra, g(¥}= f(z—;——)iJ ’1— é} = éf[—z—;i} ¥ & (~00;4+0) |

%,
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4.2-misol yordamida tagsimot va zichlik funksiyalarning
formulalarini tekshiramiz: o :

Demak, G(¥)=1-F, -y) , uholda g1 = G{y)= [l - £, [—2%1)] =.

] A e

g(y)=-;-f(z~;—z),y6(—w;+wx

Y=aX+b chiziqli almashtirish tagsimot xarakterini o‘zgartirmaydi:
normal t.m.dan normal t.m.; tekis t.m.dan tekis t.m. hosil bo‘ladi.

4.3-misol. X t.m. [-v g,g} intervalda tekis taqsimlangan. Y =cosX

t.m.ning matematik kutilmasini a) g(») zichlik funks:yam toplb b) g(»)
zichlik funksxyam topmasdan hisoblang.

_’xe[_.za.ﬁ] Y
a) X t.m.ning zichlik funksiyast fix.!” L 2\ bo‘Tadi. IE{*% %‘]

intervalda y=cosx funksiya monoton emas: xe[-—%,()] intervalda

f " .. .
o*suvchi, xe[(},%} intervalda esa kamayuvchi. Birinchi intervalda teskari

funksiya, x, =—arccos y =i, (y) ikkinchi intervalda esa
¥, = arccos y =y, (¥) ga teng. U holda (4.1.5) formulaga asosan _
CAF by wdf

93
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x| 1--}'1

el }=2
g(y) f(w1<y))|w,(y}1+f(w,<ynlw (y)l [ N M el e
. Demak, e

_ 2_ .. agar0<y<l,

o g()= le -y - B
o, agarys(}yoklyzl. o :

UJ holda s _
MY-Dy.g(y)dy}w "j,v - ﬂ;dy G

21! 2 ";' : 1 ..,- T ] 2. . S gy o e
- m T3 = = — 2 =i~ ]r = IR W T P
Hﬂjﬂy)d( N

b) (4.1.6) formuladan foydalanamiz:. : ~ -n [ [
o N

2

MY = Joosx-Lax=Lsinxl?, = La-opy=2,

4 " Fd 3

‘l

O

4.2 1kki argumentning funksiyalari ‘

¥ Agar X va Y tm.ar qabul giladigan giymatlarining har bir juftligiga

biror goidaga ko'ra Z t.m. mos qo‘yilsa, u holda Z t.m. X' va ¥ ikki tasedifiy
argumentning funksivasi deyiladi va Z =p(X,Y) kabi belgilanadi.

Z=g(X,Yy funksiyaning amaliyotda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan
xususiy holi Z= X +F tan.ning tagsimotini topamiz.

(X.Y) ikki oflchovli uzluksiz tm. AX,Y) birgalikdagi =zichlik
funksivaga ega bo‘lsin. (3.4.3) formuladan foydalanib, Z=X+F tmning
tagsimot funksivasini topamiz:

E()=PZ<=PX+Y <= [[fosnddy, - - @)

buyerda D, = {{x,y}:x+y <z} (31-rasm).

94
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3 1-rasm.

U hoida F,(z)= | [ | 7.y @x. Hosil botlgan tenglikni z o*zgaruvchi

=

e

bo‘yicha differensiyallab, Z=Xx+Y tm. uchun zichlik funksiyaga ega
bo‘lamiz:

L@=[faz-0a . | “422)

Agar X va ¥ tm.lar bogligsiz bo‘lsa, f{x.p)=j(x)- £(3) tenglik o‘rinti
bo‘ladi va (4.2.2) formula

F@=Frp@= [L@LGE-nd - (423)

ko‘rinishda boladi.

v Bog'ligsiz  tmlar yigiindisining  fagsimoti  shu  tm.ar
tagsimotlarining kompozitsivasi deyiladi. £ t.m.ning zichlik funksiyasi
Sy = fy * fy ko'rinishda yoziladi, bu verda * - kompozitsiya belgisi.

Xuddi shunday agar Z=F¥+X ko‘rinishda yozib olsak, f;(z} uchun
boshqa formulaga ega bolamiz:

£ = [ -y,

95
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agar X va ¥ t.m.lar bog‘ligsiz bo‘isa, u holda
H@= [fie-nao.
Z=X-¥,Z=X.Y tmlaming tagsimotlarini topish ham xuddi shunga
o‘xshash amalga oshiriladi. '

44-misol. Agar X va ¥ tmlar bogligsiz bo‘lih, X-N(DD),
Y~ N(0,1) bo'lsa, Z=X+V ning tagsimotini toping. (4.2.3} formulaga
as0san:

- R 1 | % Al 1" _@ifl
)= j——e * 2 S g 2 dr=— |e ) =
0= [ e e 77 ) 2 )
».i{,}
IIE 1 qy
=-—-e e e ‘-J—z--—-——»--,.:
l ( ] x 227 Ty
ot cwlon o W %
ya'ni fxw(z) J_ J_ e . Demak, bog*ligsiz, normal tagsimlangani‘-

tm.lar (=0, =1 parametrli} yig‘indisi ham normal tagsimlangan
(a=0,0 =2 parametrli) bo‘lar ekan. '

4.5-misol. X va ¥ t.m.Jarning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

73 Xy agar 0<x <0<y,
*¥77 0, aks holda.

Z = X -¥ tm.ning zichlik funksiyasini toping.
Avval Z tm.ning tagsimot funksiyasi £,(z) ni topamiz.

B = P2 <y=PX-Y <z}= [foor ey,
.

i_.;SQE‘ .

www.ziyouz.com kutubxonasi



bu yerda D ={{x.y):x-y<2z}, z ixtiyoriy son 32-rasmda D, sohani
~1<z%0 bo‘lgandagi integrallash sohasi, 33-rasmda esa 0<z=l
bo‘lgandagi integrallash sohasi tasvirlangan.

i Y
y e -
-,;.-.'_ff.” b )
e
.I_= i) /Z 1 - >
32-rasm. 33-rasm
-1<z<0 bo‘lganda:
142 1 Ltz 2
Fy(@)= fJoe+ p)uy = [ [ (vr y)dy = j'dx(.xgw%) .
o, o xz :

iz

= J(x+-]4-x3+xz—(x )
B 2 2

? 3 2 _ 2y}
I C A I S il e =
2 2 3 2 6

(+z) +l.+z“(l+z)3 _l_z(1+z)2 b 28 (+z)f

2 2 3 .2 66 . 2

Agar 0<z<1 bo'lsa,

Fy(e)= [[oc+ yyedy = [ [ oy fae [ en =
D, 0 x-z ¢ xez

H

z

- :dx[.xyf y2 )]}J + ljdx[nyrl’q

2
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1
+_.—(x+~1—~—x +x2 (x 2 J

& x X 1 (x-2Y),
| T e =
2 2 3 2 6

Yuqoridagi hisoblardari
R A
(l+2 ) . agar -1<z <0, .
F(z)=- -
. _% +2z+1 , agar 0<z <1,
" agar z>1.
Zichlik funksiyasi esa,
09 agarzg_l,z>l,; g
£ (z) fz(z)— z+l, agar-l<z<0, 4

1-z, agarQ<z=<].

.' IV bobga doir misollar

I. X diskret t.m.ning tagsimot jadvali berilgan:

Xj 21110 1 2 3 ]
p_1010]0207030] 025 | 0.10 [0.05 |

a) Y=2X?-3:b) ¥=JX+2; ¢) Y=sin-’3‘lx t.m.laming tagsin

qonunlarini toping,
2. Diskret X t.m.ning tagsimot qonuni

X -2 -1 0 1 2

P 0.2 0.1 0.3 0.1 0.3
bo‘lsa, ¥=X"+1, Z=|X| t.m.larning tagsimot qonuniarini toping.

&8
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3. Agar X ~R[-2,2] bo‘lsa, Y=X+1 tm.ning zichlik funksiyasi va |

dispersiyasini toping.
4, Agar X ~N(O,D) bolsa, 2) ¥ =3X°; b) ¥ =|X| tm.laming zichlik
funksiyasini toping.
5. XeR{0,2) va Y=23X+1 bo'lsa, Y tmnmg taqsnnot funks:yamm
toping.
6. Tagsimoti
’ X[ -1 {01
P04 101105

bo‘lgan tm.dan tuzilgan V=2° tmning matematik kutilmasi va
dispersiyasini toping.
7. Tagsimoti P(X=-1)=P(X=1)=1/2 bo‘lgan t.m.dan olingan Z,=cosXn,
Z,=sinXn t.m.larning matematik kutilmalari va dispersiyalarini toping.
8. Taqsimoti
X[-1 Ta J1i [z | bo‘lgan tmdan tuzilgan V=[X| tm. ning
P102]0303 |02 matematik kutitmasi va dispersivasini foping.

-1, 1
1/4, 3/4
matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.

Y.
9. XeBi(2,1/3); L, va XLY bo'lsa, Z=X+2Y tm.ning

10, Jkkita tanga va kub tashlash tajribasida “gerb™ar soni X va |

kubdagi ochkelar soni ¥ ning birgalikdagi tagqsimot jadvalini tuzing va
DX, DV larni hisoblang.

11. X uzluksiz tooning zichlik  funksiyasi berilgan  bo‘lsin:

_ e, agarx =, . .. o2 i L

T {01 agarx <0, a) ¥Y=2X-1; b} ¥=X° tmlaming zichlik
funksiyalarini toping.

12, Agar X ~R[0,4], ¥ ~R{0,)]] va X LY bo'lsa, Z=X+Y tmning
zichlik funksiyasini toping.

13. Bog‘lgsiz X va Y t.m.arning taqsimot gonunlari berilgan

X 1 - 1 2 Sy T 0 P12

J 04 | 63 | 03 P 0.2 1025 03 0.25 |

bo‘lsa, X+¥ va XY t.m.larning tagsimotl gonunlarini toping. -

gy

www.ziyouz.com kutubxonasi




V bob. Ehtimollar nazariyasining limit teoremalari -

Ehtimollar nazariyasining limit teoremalari deb nomlanuvchi gator
- tasdig va teoremalarni keltiramiz. Ular yetarlicha katta sondagi tajribalarda
t.m.lar orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. Limit teoremalar shartli ravishda
ikki guruhga bo‘linadi. Birinchi guruh teoremalar katta sonlar
gonenlari{(KSQ) deb nomlanadi. Ular o‘rta giymatning twrg‘uniigini
ifodalaydi: yetarlicha katta sondagi tajribalarda t.m.larning ofrta qiymati
tasodifivligini yo'‘qotadi. Ikkinchi guruh teoremalar markaziy limit
teoremalar(MLT) deb nomlanadi. Yetarlicha katta sondagi tajribalarda
trlar vig'indisining taqsimoti normal taqsimotga intilishi shartini
ifodalaydi. KSQ ni keltirishdan avval yordamchi tengliklarni isbotiaymiz.

,.-:'}.-3551'\};' ',-“..

BN LN

5.1 Chebishev tengsizligi

o Teorema{Chebishev). Agar X tm. DX d:spersryaga ega bo‘lsa, u
Jhalda e »0 uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

DX B .
friaamg Lo P{iX - Mx|2 e} < = Jb oDy e (B

(5.1.1) tengsizlik Chebishev tengsizligi deyiladi. * |

Isboti. P{X-a/ze} chtimollik X tmning [a-sa+s] oraligqa
tushmasligi ehtimolligini bildiradi bu yerda o= ¥ . Uholda
_ TS
PlX—dze)= [dFm+ [dF= [ dr@= i

- are Je-azs

[ Larms= | Gr-ay

deoze Teuhe

dF(x),

LTI L SRR T

chunki x-al>¢ integrallash sohasini (x—a) =&° ko‘rinishda yozish

PR
S/ ekanligi kelib chiqadi. Agar integrallash

mumkin. Bu verdan

sohasi kengaytirilsa, musbat funk51yan1ng mtegrah faqat katta!ashlshlm
hisobga olsak, .

. '-1‘90
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Chebxshev tengsiziigini qu).fi.dag.i ko'rinishda ham yozish mi;lmkin:
| Pﬂx-m[{s}a]—%ﬁ. R s 0y
Chebishev tengsizligi ihtivoriy tm.dar uchun ofrinli. 'Xu:s,usan, X tm.
binornial gonun - bo‘yicha tagsimlangan bo*Isin,

PX=mi=Clp"g"™" m=0,1,.,n, g=1-peill), U holda
MX =a=np, DX:npq va (5.1.1) dan

. "
P{%m—npic&‘}él——gi; (5.1.3)

n ta bog'ligsiz tajribalarda ehtimolligi p=M(—E)=a,...dispersiyasi

D(Q’EJ: %‘:i bo‘lgan hodisaning % chastotasi uchun,

@ _ - .
pg [
<£} " (5.1.4)

X tmni {s;+0) oraligga tushushi ehtimolligini baholashni Markov
tengsizligi beradi.

Teorema(Markov). Manfiy bo‘lmagan, matematik kutilmasi MX
chekli bo'lgan X tum. uchun Ye>0 da

fres o {XZ"S}SM;X . e (5.1.5)

tengsizlik o‘rink.
Ishoti. Quyidagi munosabatlar o‘rinlidi:
P{xzsg}= jd}r(x)s jidF(x)=l .[rdF(x)-ﬂ—Xm =
} ! Je T &y & _

in
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{5.1.5) tengsizlikdan (5.1.1) ni osongina keltirib chigarish mumkin.
(5.1.5) tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

P[X<£}21-~ﬁ~i£. — o (5.1.6)

4.1.-misol, X diskret t.m.ning tagsimot qonuni berilgan;

X:1 2 3 _
P, 0302 0.5. Chebishev tengsizligidan foydalanib, P {|X ~ MX| <Jﬁ}

ehtimolliki baholaymiz. X t.m.ning sonli Xarakteristikalarini hisoblaymiz:
MX =1.03+2-02+3-0.5=22; DX =17.03+2°-0.2+3%.0.5-2.27 = 0.76.

- 0.76
Chebishev tengsizligiga ko‘ra: ¥ {!X -22|< \/E?A} z l—a— =(.9.

5.2 Katta sonlar qonuni Chebishev va Bernulli teoremalari

Ehtimollar nazariyasi va uning tadbiqlarida ko‘pincha yetarlicha
katta sondagi tamnar yigfindisi bilan ish ko‘rishga to‘g‘ei keladi.
Yig‘indidagi har bir t.mning tajriba natijasida qanday gqiymatni gabul
qilishint oldindan aytib bo‘imaydi. Shuning uchun katta sondagi t.m.lar
yigtindisining tagsimot qonunini hisoblash buwrmuncha givinchilik
tug‘diradi. Lekin ma’lum shartlar ostida yetarlicha katta sondagi t.m.lar
yigiindisi tasodifiylik xarakterini yo'qotib borar ekan. Amaliyotda juda
ko‘p tasodifiy sabablarning birgalikdagi ta’siri tasodifga deyarli bog'liq
bo‘imaydigan natijaga olib keladigan shartlarni bilish juda muhimdir. Bu
shartlar “Katta sonlar qonuni” deb ataluvchi teoremalarda keltiriladi. Bular
qatoriga Chebishev va Bernulli teorematasi kiradi.

v XX, X .. tmlar o‘zgarmas son A4 ga ehtimollik bo‘vicha
yaqinlashadi deyiladi, agar Ve >0 uchun

imPUX, - Al<si=1 T

Ry

: o pﬂ':\z
munosabat o‘rinli bo*lsa. Ebtimollik bo‘yicha yaqinlashish X, fd A kabi

belgilanadi.

102
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v X, X X 0 tmlar ketma-ketligi 1nos ravishda
MX|, MX ;.. MX,,... matematik kutilmalarga ega bo‘lib, Ve>0 son uchun
r—o da o

H=po [n i no

llmP{ ZX —}-TMXI<5}=1

munosabat bajarilsa, X, X,,..X, tmldar ketma-ketligi katte soniar
goniniga bo ‘ysunadi deyiladi.

Teorema(Chebishev). Agar bog‘ligsiz X}, X,,...X,,-.. t.m.lar ketma-
ketligi uchun shunday 3C>0 bo'lib DX <C.i=12,.. tengsiziiklar
o‘rinli bo’lsa, u holda Ve =0 uchun

T limP{

munosabat o*rindi bo'ladi. _
Isboti, DX, =C,i=12,... bo‘jgani uchun

D[iZXFJ = %D(Z){,J: LZZDX, = --IE-(DX, £t DX, ) S {C 4t C) =
[ R

= —L Cn=--, U holda Chebishev tengsizligiga ko‘ra:

A

e, 1
Endi #-> da limitga o‘tsak, lim Pﬂ;zxf - S MK,
i=t fxd

X 3w,

1al

ﬂ}-l 5.2.1)

ne T .
pe zl-—5, (5.2.2)

Natija. Agar &.4,,..X,.... bogligsiz va bir xil tagsimlangan
tmlar va MX, =a, DX, =0® bo‘lsa, u holda V&>0 uchun quyidagi
munosabat o‘rinki

IZX -;Zm

LY

BERC R

l?f’ip{%:: >~ al‘ s}=1 L (523)
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Bernulli teoremasi katta sonlar qonuninig sodda shakli hisoblanadi.
U nisbiy chastotaning turg‘unligini asoslaydi.

Tecrema{Bernulli}. Agar 4 hodisaning bitta tajribada ro‘y berishi
chtimolligi p bo‘lib, » ta bogiligsiz tajribada bu hodisa », marta ro‘y
bersa, u holda ve >0 uchun

o limP{f.i_
Bl s s H

munosabat o‘rinli.
Isboti, X, X....X, indikator tm.larni quyidagicha kiritamiz: agar i-
tajribada 4 hodisa ro‘y bersa, X, =1; agar ro‘y bermasa X, =0. UJ holda

P

1

<g}=l IR TR (5.2.4)

n, ni quyidagi ko‘rinishda vozish mumkin:_ﬂ,ﬁz)ff‘ X, tm.ning
j=f

X0 1
tagsimot qonuni ixtiyoriy 7 da: { P"i«p p bo‘ladi. X, t.m.ning matematik
kutilmasi MY =1-p+0-(l-p)=p ga, dispersiyasi
DX, =(0~pY(l-p)+d~pYp= =pl-p)=pg. X, tmlar bogligsiz va
i 1 !
ularning dispersiyalari chegaralangan, p(1-p)=p-p*= z*(ﬁ'— —J ok
U holda Chebishev teoremasiga asosan: lim P Jl }
1
va -—ZX =~ —ZMX = =P bo’ Igam uchun llmP{L—*P[ }
p-l in]

e

4 T 5.3:'Markaziy limit teorema ST S T T

Markaziy limit ieorema t.m.lar yigindisi tagsimoti va uning limiti —
normal taqsimot orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. Bir xil tagsimlangan
t.m.lar uchun markaziy limit teoremani keltiramiz.

Teorema. X, X,,..&x, bog'ligsiz, bir xil tagsimlangan, MX =a
_chekii matematik kutilma va DX, =c",i=1n dispersiyaga ega bo‘lsin,

104
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n R,

: o i=1 i T e
(<ol < u holda Zn ™ . == odn  t-aming tagsimot
D ZX,]
. =1 ot
gonuni n— o da standart normal taqsimotga intitadi
f x 4
I R 0= Pz, <X O = e [eHdr (53.1)
.' : Z, ] o \/2_.75'_@ . ( = )!

Demak, (5.3.1) ga ko‘ra yetarlicha katta » larda Z,~N(0.1),
S,=X,+...+X, yigiindi esa quyidagi nomal gonun bo‘yicha
tagsimiangan bo‘ladi: S, -—N(na,\/;a). Bu holda ZX,- t.m. asimptotik

pal
normal tagsimlangan deyiladi.
Agar X tm. uchun X =0, DX =1 bo‘isa X t.m. markazlashtirilgan va
normallashtirilgan(yoki standart) t.m. deyiladi. (5.3.1) formula yordamida
yetarlicha katta » larda tlar vigiindisi bilan bog'liq hodisafar

ehtimolligini hisoblash mumkin. S,=2,X, tmni standartlashtirsak,
fz2] .

yetarlicha katta » tarda

”
ZX,—na
& —na

4 n _ y ﬁ_na ~ ﬁ—ﬂa & o —Hna
P{aﬁgkﬂsﬂ}nf’ J.J;S p— ::U\E (I{a&] CD(—J—-J n}
. Aol |

Plass, gﬂ}@(é}ﬁﬂ}@[“ﬁ?], O (53.2)

8.2-misol. X, bog‘ligsiz t.m.lar [0,1] oraliqda tekis tagsimlangan
bo‘lsa, Y=§X,. t.m.ning tagsimot gonunini toping va P{55<Y <70} .

ehtimollikni hisoblang. . =~ | o J

1084
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Markaziy limit teorema shartlari bajarilganligi uchun, ¥ t.m.ning
(oM

zichlik funksiyasi /,(») ”72-};;_—9 “» " po‘ladi. Tekis tagsimot matematik
¥

0+1 1 -0y
0+1_1 L 007 1
2 2’ - 12 12

[ 104
- I
boladi. U holda MY = M( > X, J =3 MX, = 100- =50,

i=1 i=j

kutilmasi va dispersiyasi formulasidan MX, =

108 100 1 25 5‘\/§
DY:D(ZXJ:ZDX,. =100-E=—;, % =3, shuning  uchun,
i=l i=l o
3 Ay -
2 IR .
5 Py . (5.3.2) formulaga ko‘ra,
70-350 3550
Pl35<8 <70} =@ 4 =®{ 43 - Pl v3) = 0.04.
(355, <70}« @) =77 - 0| S = 0(a45)-0(B) «00
3 3 '
V bobga doir misoltar
1. Bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan X,.X,..X,,.. tmlar ketma-
ketligining  tagsimot  gonuni berilgan '
Xu o —
P n_ nﬂ-l-l
2+l 2r+l

Bu ketma-ketlik K.5.Q. bo‘ysunadimi? L
2. Bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan X X,,..X,,.. tmlar ketma-
ketligining tagsimot gonuni berilgan :
X — Rt 0 na _ o
P 1o | I“'zi" /2" R i
Bu ketma-ketlik K.S.Q. bo*ysunadimi?

3. Diskret .m. tagsimot qonuni X 0.1 0.4

by
n|on

berilgan: P 8.2 0.3

Chebishev tengsizligidan foydalanib Lx - s2x| < /04 ni baholang.

U
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4. X, X,..X,.. bogligsiz tm.lar ketma-ketligi quyidagi tagsimotga
ega bo‘lsin: P{X,, z_2"_}= 270 plx, =0}=1-2"". By tm.lar uchun
K.8.Q. o*rinlimi?

5. Detalning nostandart bo‘lish ehtimolligi 0.2 ga teng. 400 ta detaldan
iborat partiyada nostandart detal chiqishning chastotasi va ehtimoli
orasidagi farqning moduli 0.05 dan kichik bo‘lishini ehtimolligini
baholang.

6. Chebishev tengsizligidan foydalanib, quyidagi ehtimollikni baholang:
simmetrik fanga 500 marta tashlanganda gerb tushushlari soni 4 uchun
200 < k <300 o°rindi.
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Ikkinchi bo‘lim -
MATEMATIK STATISTIKA

foi om g Rrai

Sa aina s T
" VI bob. Tanlanma va uning xarakteristikalari’®" -
P SRR S BRI

. . .- &1 Matematik statistika predmeti

© Oldingi’ bo'limlardan ma lumki, ehtimollar nazariyasi tasodifiy
hodisalar bilan bog'liq jarayonlaming matemetik modellarini o'rganish
bilan shug'ullanadi. Ixiiyoriy tasodifiy jarayonlarga mos matematik
modellar yordamida bizni gizigtirayotgan u yoki bu hodisalarning ro’y
berish ehtimolligini fopishimiz munskin.

Matematik statistika tasodifiy hodisalar yoki jarayonlar haqida shu
hodisalarni kuzatish yoki tajribalar natijasida olingan ma’lumotiar asosida
umurniy xulosalar chigaradigan matematik fandir, Bu xulosalar umumiylik
xususiyatlariga ega bo‘lib, kuzatilayotgan tasodifiy hotatlarning barchasiga
taaluglidir. Matematik statistika ehtimollar nazariyasiga tayangan holda,
uning usullari va nazasiy hulosalari asosida o‘rganilayotgan obyeki haqida
xujosalar chigaradi. Agarda ehtimolar nazariyasida biz o‘rganayotgan
matematik modet to‘la-tokis berilgan deb hisoblab, bu model bizni
qizigtirayotgan holatlarni o‘rgansak, matematik statistikada biz qandaydir
tasodifly hodisalar natijalaridan kelib chiggan holda(bular ko‘pchilik
hollarda sonlardan iborat bo‘ladi), tasodifiy jarayonlarning rnatematik
modelini tuzishga harakatl gilamiz. Matematik statistika o'zining xulosa
chiqarish usullari yordamida o‘rganilayotgan obyektning nazariy ehtimoliy
modelini  tuzishga garatilgan. Masalan, Bernulli  sxemasida biz
kuzatayotgan 4 hodisaning bitta tajribada ro‘y berish ehtimolligi p bo‘lsin.
Bizni » ta bog*ligsiz tajribalar natijasida 4 hodisasining k(% <#) marta ro‘y
berish ehtimolligi qizigtirsin. Bu masala ehtimoliar nazariyasining usullari
bilan to‘liq hal etiladi. Endi shunday masala qo‘yilsin: » ta bog‘ligsiz
tajribalarda bizni qizigtiradigan 4 hodisa £ marta ro‘y bersin. U holda shu
hodisaning bitta tajribada ro‘y berish ehtimolligi p dely ganday miqdorni
olish kerak? Bu ho! matematik statistikaning namunaviy masalasidir,
Kofrinib turibdiki, matematik statistika masalalari ehtirnollar nazarivasi
masalalariga teskari masalalar ekan.

Mateinatik statistika oz hulosalarida biz gizigayotgan tasodifiy
bodisalarnt tavsiflaydigan, odatda sonlardan iborat bo‘lgan statistik
ma'lumotlar asosida o'rganilayotgan fasodifiy jarayonning nazariy-
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ehiimoliy qomuntyatiarini tuzish uchun turli usullarni ishlab chigishga
garatilgandir.

Endi  Bernulli  sxemasi misolida matemarik  statistika
shug‘uitanadigan va hal qilinadigan asosty masalalarni ko‘rib chigaylik.

I Noma’lum parametrni statistik baholash, » ta tajriba natijasida
biz kuzatayotgan 4 hodisa » marta ro‘y bersin. U holda, shu ma’lamotlar
asosida biz shunday p migdorai aniglaylikki, uni p= P(4) sifatida qabul
gilish mumkin bo‘lsin. Bizning holimizda 4 hodisaning chastotasini 7 =-':::—
deb qabul gilishimiz tabiiy. Albatta, biz statistik baho deb taklif etayotgan
P miqdor ma’lum ma’noda noma’lum parametr ;7 ga yagin bo*lishi kerak.

Il.1shonchlilik oralig'i. Ba’zi hollarda noma’lum parametr p ning
anig giymati emas, balki 1 ga yetarlicha yagin ehtimollik bilan uning
giymatini statistik ma’lumotlar asosida aniqlanadigan biror [P, 2,]
oraliqga tegishli bo‘lishi giziqfiradi. Bunda oralig chegaralari £ va 5, -
tmlar fagat m ge bog‘lig botladi. Tajriba natijasida to‘liq aniglanadigan
[ D; .1 oralig - ishonchlilik oralig‘i deyiladi.

H1. Statistik gipotezalarni tekshirish. Faraz qilaylik, gandaydir
(aprior) mulohazalar asosida p= p, degan xulosaga keldik. Bu yerda p, -

anig miqdor. Nisbiy chastota i::é asosida biz statistik gipoteza p~ p, ning
to'g‘ri yoki noto'g riligini tekshirishimiz kerak. Yetarli katta n lar uchun

Z nishiy chastota p ehtimollikka yagin bo‘igani nchun, statistik gipoteza
F

p=p, ni tekshiruvchi alomat [Z—p| ayirma asosida quriladi. Agarda bu
n

ayirma katta bo‘lsa, asosiy gipoteza p=p, rad ctiladi, agarda bu ayirma
yetarlicha kichik bo'lsa, statistik gipotezani rad etishga asos bo'imaydi.

Yugorida ko‘rsatilgan va hoshga statistik ma’lumotiarni hat etish
matematik statistikaning vazifasidir. Matematik statistika bu masalalarni
o‘zining tushunchalari va statistik usullari bilan hal etadi.

6.2 Bosh va tanlanma to‘plam

Aytaylik, ishlab chiqarilgan mahsulotlarning katta to‘piga tegishli
biron-bir xususivat (masalan, mahsuiotning o‘lchami, ogirligi, narxi va
hokazo} o‘rganilayotgan bo‘lsin. To‘pga tegishli barcha mahsulotlar bosh
lo‘plamni tashkil qiladi deyiladi. Ko‘p hollarda , bosh to*plamga
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mahsulotlar juda ko‘p migdorda bo'lib, ularning barchasini uzluksiz
o‘lchash amaliyotda mumkin bo‘lmaydi. Ba'zi hollarda bu umuman
mumkin bo‘lmasa, ayrim hollarda juda katta xarajatlarni talab qiladi.

Bunday hollarda bosh to'plamdan tasodifiy ravishda chekli sondagi

mahsulot ajratib olinadi va ularning xususiyatlari o‘rganiladi. Bu jarayon
tantanmalarga olib keladi. Demak, tanlamma bosh to‘plamdan tasodifly
ravishda olingan elementlar. Tanlanmajar usuli deganda biz bosh

to*plamdan tasodiffy ravishda olingan elementlarga xo0s  bo‘lgan

_qaralayotgan xususiyatlarni statistik tahdil qilib, shular asosida bosh
* to*plam elementlariga xos bo‘lgan xususiyatlar hagida umumiy xulosalar
" chigarishni tushunamiz,

_; Matematik statistikada har qanday mulohaza va xulosalar siatistik
" ma’lumotlarga yoki boshqacha gilib ayiganda tajriba natijalariga tayanadi.
. Odatda tajriba natijalari tagsimoti F{x) bo‘lgan X tm.mning X, X,,... 4,

kuzatilmalaridan iborat bo‘ladi. Demak, kuzatilmalar bog‘ligsiz va X tm.

bilan bir xil tagsimlangan t.m.lar ekan,

, v Kuzatilmalardan tuzilgan (X, X,,..X,) vektor hajmi n ga teng
~ bo'lgan tanlanma deyiladi. '

. Endi @& bilan X tm. gabul qiladigan giymatlar fo‘plami bo‘lsin. &5
. to*plam ‘bosh to*plamdan iborat bo‘ladi. & to*plam chekli yoki cheksiz
- bo‘lishi mumkin. Mavzu boshida ko’rilgan misoldagi barcha
. mahsulotlarning xususiyatlaridan iborat to‘plam-bosh to‘plam va shu
. xususiyatlarning sonii ifodasi esa X t.m. qiymatlaridan iborat bo‘ladi. Bosh
- to'plam 5% dan giymatlar gabul giluvchi X tinaing tagsimot funksiyasini
© va sonli xarakteristikalarini (masalan, matematik kutiima, dispersiya,
~ yuqori tartibli momentlar va hokazo) mos ravishda nazariy tagsimot va
* nazarly sonii xarakieristikalar deyiladi. Kuzatishlar asosida aniglangan
tagsimot funksiya va unga mos sonli xarakteristikalar empirik yoki
tanlanma tagsimot funksiyasi va sonli xarakteristikalari deyiladi.

6.3 Empirik tagsimet funksiya
Faraz qilaylik, tagsimot funksiyasi F{x) bo‘lgan X tm.
kuzatitayorgan bo‘lsin. (X, X,....,X, } — vektor esa unga mos hajmi » ga

teng bo‘lgan tanlanma bo‘lsin. Shu vektorning biron-bir aniq givmati:

x=(x, %, %,) - (6.3.1)
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A tm.ning amalga oshgan qiymati deyiladi. Har qanday tajriba natijaiari
{6.3.1) qatordan iborat bo‘lgan sonlar to‘plami bo‘ladi.

¥ Birinchi satri tajriba nomerlari, ikkinchisi esa X ning mos amaldagi
giymatlaridan {borat bo‘lgan quyidagi jadvalga

Il2|3!...l
|

J - x o on | ox | x

statistik gator deb ataladi. Statistik gator turli magsadlarda va turli vsuliar
bilan tahlil qilinishi mumkin. Mana shunday tahlilning maqsadi X t.m.ning
empirik{yoki statistik) tagsimot funksiyasini tuzishdan iborat bo‘lishi
mumkin.

(6.3.1) qatorni kamaymasligi bo'yicha tartiblaymiz:

Xy S Xy S0 S Xy {6.3.2)

hosil bo‘lgan (6.3.2) qator variatsion gator deyiladi.
Ixtivoriy statistik gator (6.3.1) yordamida empirik yoki tanlanma
tagsimot funksivasi aniglanishi mumkin.
¥ Quyidagicha

£ (x)= ZI(X <x) (6.3.3)

h-l

aniglangan funksiyva empirik(yoki tanlanma} sagsimot funksiyasi deyiladi.
Bu yerda {4} orqali 4 hodisa indikatori belgilangan. Statistik qator (6.3.1)
tm.lardan iborat bo‘lgani uchun, empitik tagsimot funksiva bam har bir
tayinlangan x da t.m. bo‘ladi.

6.1-misol. Uzoglikni o‘lchovchi asbob bilan ma’lum masofa
o‘lchanganda tasodifiy xatolikka vyo'l qo'yildi. Tajriba 20 marta -

takrorlanganda yo'l qo‘yilgan xatoliklar stafistik taqs'.mot funksiyasini

tuzing. Statistik qator quyidagicha bo‘Isin:

i 11 2 3 4] s 6 | 7 3 9 110

175 [ %8 |10 {151 3 | % |15 ] 20 12 | 15

P 1t [ 12 [ 13 [ 4415 |16 [ 17 | 18 | 19 | 20
x | -4 | 220148 {-12)16 1101 -51] 18

1
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Eng kichik kuzatiltna -15. Demak, £ (~15)=0. -15 bir marta
kuzatildi, demak, wning chastotasi ~2%. Shuning ochiun, -15 nuqtada

empirik tagsimot funksiya % ga teng bo‘lgan sakrashga ega, -15 nuqtadan
-12 nuqgtagacha bo‘lgan oraliqda F(x) funksiya '216 ga teng. -12 nigtada
empirik tagsimot funksiya 515 ga teng bo‘lgan sakrashga ega, -12 nugtadan
-8 nugtagacha bo‘lgan oraligda £ (x) funksiya 526 ga teng. -8 nigtada

empirik tagsimot funksiva % ga teng bo‘lgan sakrashga ega, chunki -8

giymat ikki marta uchraydi va hokazo. Empirik tagsimot funksiya grafigini
chizamiz.

fratc)
i R —
M
. . —
o ——
1 i
| —
[ C e——
o PR,
L1 -
o) —
-—— ——
— I
4-4‘“ b
e
. N b ————
AR R . 1
PN (™
P Fr ¥ BTE A 3 [} P Wi W iE e W A
34-rasm.

Har qanday tmning empirik tagsimot funksiyasi kuzatilgan
nugtalarda shu kuzatilmaning chastotasiga teng va sakrashga ega bo‘lgan
pog‘onali, uziukli funksiyadan iborat bo*ladi.

Bernulii teoremasiga asosan lajribalar soni » cheksiz o‘sganda
{& <x} hodisaning chastotasi shu hodisaning ehtimolligiga intiladi. Bu
esa empirik tagsimot funksiyaning » cheksizlikka intilganda haqiqiy
tagsimot funksiya F(x)=P{X <x} ga istalgancha yagin bo‘lishini
anglatadi.

Empirik tagsimot hagida quyidagi tasdigni keltirish mumkin.

Fiz2
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Teorema(Glivenko-Kantelli). 'Ixtiyoriy £>0 uchun quyidagi =
munosabat o*rinli

)lgg P{supiﬁ,(x)-—ﬁ‘(x)l < e} =

Demak n origani sari F(x finksiya F(») ga barcha x lar.da I
ehtimollik bilan tekis yaqinlashar ekan, '

6.4 Gistogramma va poligon

Tajribalar soni katta bo‘lsa, 1ajriba natijalari statistik qatori ham katta
bo‘ladi. Shuning uchun, ko‘p hollarda intervallik swatistik gatordan
foydalanish maqgsadga muvofiq bo‘ladi.

Faraz qilaylik, biron-bir usul bilan tajriba natijalari intervallarga
gjratilgan  ho‘isin. Har bir intervaldagi kuzatilmalarming chastotasini
hisoblaymiz. Olingan ma’lumotlar asosida jadval tuzamiz. Hosil bo‘lgan
jadval tanlanma majmua deyitadi, o

6.2-misel. Ma'lum masofa 100 marta o‘lchanganda vo‘l qo yllgan_
xatolar quyidagilardan iborat:

Gurublar [-20;-15) |[-15:-10) {[-10;-5) |[-5;0) | [0;5) 1[5:10) |[i0;15) |(15;20]

Guruhlarda
gi  xaiolar 2 8 17 24 26 13 6 4
Soni

Chastotalar | 0.02 0.08 | 0.17 1024 | 026 | 0,13 | 0.06 | 0.04

v' Statistik majmuaning grafik tasviri gistogramma deyiladi. Uni qurish |
uchun tmning qiymatlar sohasini uzunligi # ga teng bo‘lgan & ta
oraliglarga bo‘linadi va kuzatilmalaming har bir oraliqga tushgan sonlari
aniqlanadi. Masalan, », - soni i- oraliqqa tushgan kuzatilmalar soni
bo‘lsin, ubolda » +m, +..4 1, =0,

Chastotalar gistogrammasi deb asoslari oraliq uzunligi h ga teng .
1,

bo‘lgan va balandliklari —};— bo‘lgan to‘gri to‘riburchaklardan tuzilgan -

shaklga aytiladi. Chastotalar gistogrammasi quyidagi ko*rinishda bo*ladi:
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35-rasm.

Hosil bo‘lgan figuraning yuzasi o ga teng, chunki -tk=pn
BoE, bR =R,

Nisbty chastotalar gistogrammasi deb asoslari h  bo'lgan,
balandiiklari ;f; bo'igan to'rtburchaklardan tuzilgan pog'onali figuraga

aytiladi. Bu holda hosil bo'lgan figura yuzasi | ga teng.
Miscl. Masofa 100 marta o'lchanganda hosil bo'lgan xatolaming

- nisbiy chastotalar gistogrammasini yasang. Buning uchun I-jadvaldan

foydalanamiz.
35-rasindan  ko'rinib turibdiki, nisbiy chastotalar gistogrammasi
xatolar tagsimotining zichlik funksivasiga yagin bo'ladi. Bu yaqinlik

yanada aniqroq bo'lishi talab gilinsa, nisbiy chastotalar poligonidan
" foydalangan ma’qul.

v Tekislikda (yg,z'—],[yp%}---,(yp%) nuqtalarni  sinig chiziglar

bilan birlashtirishdan hosil bo'lgan figura nishiy chasiotalar poligoni

deyiladi.

14
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= o = k3 i ¥ 1] It =

- 36-~rasm.

6.5 Tanlanma xarakteristikalari

Mz lumki, ehtimollar nazariyasida taqsimot funksiyani bilish shu
tagsimot funksiyasiga ega bo’lgan tm. hagida to'liQ ma'lumotga ega
bo'lishni anglatadi. Ammo juda ko' p amaliy masalatarni hat gilishda t.m.ni
to'tiq bilish shart bo'lmay, balki uning ayrim sonli xarakteristikalariai
bilish kifoya bo'ladi. T.m.ning asosiy sonli xarakteristikalari bu-matematik
kutilma va dispersivalardir. Matematik kutilma t.m.ning giymatlari zich
joylashadigan o'rta giymatni anglatsa, dispersiya esa t.m. givmatlarini shu.
o'rta giymat atrofida qanchalik tarqoqligini bildiradi. Shunga ¢ xshash
sonli xarakteristikalarni statistik tagsimot funksiyasiga nisbatan ham
kiritish mumkin. Matematik ktilmaning statistik o'xshashi empirik o'rta
giymat yoki tanlanma o'rta giymatidan iborat bo'ladi va u (6.3.1) amaliy
qiymat yordamida quyidagicha aniglanadi

x==Yx. (6.5.1)
Orta giymaini quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin: - =~

115

www.ziyouz.com kutubxonasi



_ ] L3
x=—dxm, . (6.5.2)

H iy

bu yerda » har bir x, variantaning mes chastotasidir.
Empirik dispersiya yoki fanlanma dispersiyasi esa quyidagicha
aniqlanadi:

o

52=12(x ) (yoki §° =—-Z(x x] n, _ : (6.53)

Ly L

: 1-ichi tartibli tanlanma momentlar va markaziy momentlar ham shunga
! o'xshash aniqlanadi:

M

1., 1 -y :
SO AED Y EES) (6.5.4)

i= sy

: Agar tajribalar soni cheksiz katta bo'lsa barcha statistik taqsimot
?' xarakteristikalari nazariy souli xarakteristikalarga vagin bo'ladi. Endi shu
,I " yaqinkikai o rganishga kirishamiz
" 6.3 — misol, Test natijalariga ko'ra talabalar quyidagi ballarni
yig*dilar: {5,3,0,1,4.2,54,1,5}. Ushbu tanlapmaning  sonli
xarakteristikalarini hisoblang. '
Avval ushbu tanlanmaga mos chastotali tagsimot tuzamiz:

| % | 0 ] 2 3 4 5
Ln 1 | 2 1 1 2 |3

{6.5.2) va(6.5.3) formulalarga asosan:
x= fla(o-h-1-2+2-1+3-1+4-2+5v3)= 3,

:%(({»3)2‘1+(1--3}2‘2+(2w3}2‘1+(3~3)2'-1+(4—3)2-2+(5-3}2-3):32

V1 bobga doir misollar
1. Quyida berilgan tanlanma uchun variatsion qator hamda chastotali

tagsimot tazing: {5,3,7,10,5,52,10,7,2,7,74,2,4}. . . e o pO
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1. Tavakkaliga tanlangan 30° ta talabalammg bo‘y uzunllldarldan
iborat quyidagi tanlanma berilgan; :

178 160 154 183 155 153 16? 186 155 163

157 ¥75 170 166 159 173 182 167 169 171

179 165 156 179 158 17 175 173 172 164

Ushbu tanianma uchun interval statistik tagsimot tuzing. '
3. Chastotali taqsimoti berilgan tanlanmamng empirik tagsimot
funksiyasini toping:

3)
X (1516 [ 17 [ 18 ] 19
T {14542

F'x 1T 273745761718
L”' “L r1

1 131416521

4. Quyidagi tanlanma uchun:

[x 1o It {2 [3[4]5 6 |7 18 |9
U n, 18 T14120125130]24]16]32(7 |4

nisbiy chastotali gistogramma yasang.
5. Quyidagi tanlanma uchun:

Y. [ 3] 2]-110 :
m |2 14516521

poligon yasang.

.

r

X Jaloe]1T2]3]
m 3176716 4]

tanlanmaning sonli xarakteristikalarini hisoblang. _ '
7. Quyidagi tantanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini hisoblang:-
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Interval
chegarasi

38-40

42-44

44-40

.

30

20

8. Agar har bir variantani a) d songa kattalashtirilsa(yoki

kichiklashtirilsa); b) k marta kattalashtirilsa(yoki kichiklashtirilsa)

tanlanma orta qiymati va dispersiyasi qanday o°zgaradi?
9. Talabalardan 24 savoldan sborat test sinovi o*tkazitdi. Ushbu test
natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha tagsimlanishdi:

To'g'ti

javoblar | 10-12 | 12-14 | 14-16 | 16-18 | 1820 | 2022 | 22-24
soni 1
Talabalary 4 8 12 16 10 3
SO111

Tanlenma sonli xarakteristikalarini hisoblang. - -
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. VI bob. Noma’lum parametriarni bahotash

7.1 Statistik baholar va ularning xossalari

" Fataz gilaylik, tagsimot funksiyasi noma’lum parametrg ga bog'lig
bo'lgan t.m. X berilgan bo’isin. Boshgacha qilib aytganda, kuzatilayotgan
tin. X ning tagsimot funksivasi ff x,8) bitia parametrli parametrik tagsimot
funksiyalar oilasiga tegishli bo'lsin. Endi tajriba patijasida olingan
ma'lumotlar yordamida noma’lum parametr # ni “tiklash”, ya'ni ma'lum
ma'noda unga yaqin bo'Igan va tajribafar asosida to'lig tiklanadigan biron-
bir miqdorni tuzish masalasini ko'raylik. ® orqali # ning giymatlari
to*plamini belgilaymiz. ‘

Faraz qilaylik, (X,.....X,) X tmning hajmi n ga teng bo'lgan
tanlanmasi bo’ lsin.

v X,....X, kuzatilmalaming ixtiyoriy 7,=7T{X,,....X,) funksiyasi
statistika deyiladi.

Ta'rifdan kelib chigadiki, . statistika fagat kuzatiimalarga bog'lig
bo"lgan tasodifiy miqdor bo lib, u tajriba natijasida to'liq aniglanadi.

v" Agar T, €© bo‘lsa, u holda T, statistika noma’lun parametr ¢ uchun
batio deb ataladi.

Ta'rifdan kelib chiqadiki, bifta parametr uchun bir necha statistik
baho taklif gilinishi mumkin. Shuning uchun, statistik baholardan ma’lum
ma'noda “yaxshi” xossalarga ega bo'lishlari talab etiladi. Odatda har
qanday statistik baholarning quyidagt xossalarga ega bo’lishligi magsadga
muvofigdir.

Siljimagan baho

s Agarda statistik bahoning matematik kutilmasi noma’lum paramétrga
Jteng, ya'ni '

ML, =MT(X,,...X,)=0 L (7.1.1)

- bo'lse, statistik baho siljimagan baho deyiladi.

Agar statistik baho 7, = 7(X,...., X,) uchun b=MI'(X,,...,X,}~6%0
bo'lsa, u siljigan bako deyiladi va b -siljish kattaligi bo'ladi. R

Noma'lum parametr ¢ X t.mning matematik kutilmasi va &, X,
lar unga mos kuzatilmalar bo'Isin. Quyidagi statistikan kiritamiz

119

“www.ziyouz.com kutubxonasi



F(Kiron X ) =X ot a X, (7.3.2)

Bu yerda a,...a -lar @ +..+a, =1 tengiikni gancatlantiruvchi
o'zgarmas sonlar. MX=¢ va demak, MX, = . .MK, =& matematik kutilmani
hisoblash goidasidan

MI(X,...X,)=M(aX +..+aX,)=a8+. .+a0=(a+.+a}0=0

(7.1.3)
ega bo'lamiz. Bu tenglilkdan (7.12) statistikaniﬁg noma’ lwm 8 parametr
uchun siljirpagan baho ekanligi kelib chigadi. Xususan, ¢, =44, =..=g, =0

bo'lsa (7.1.2) dan 7(X,.....X )= X, statistikaga, agarda a,~..=a, ~— bo'lsa

==

T(X....X,)=x statistikaga ega bo'lamiz. (7.1.3) muneosabat g, +...+4a, =1
tenglik bajariladigan ixtiyoriy @,---@, lar vchun to'g'ri bo'lganligidan x,
va x statistikalar ham noma'lum ¢ parametr uchun siljimagan baho
ekanligi kelib chigadi. Demak, bitta parametr uchun bir nechta siljimagan
. baho tuzish mumkin ekan. Bu xulosadan, tabiiy, siljimagan baholarni
© taqqoslash zaruriyati kelib chigadi.

QOptimal babo

Noma'lum parametr & uchun siljimagan baholar to’plamini ¥ bilan
belgilaylik. Oldingi boblardan ma’tumki, tim. disperstyast shu f.m.ning
givmatlari uning matematik kutilmasi atrofida qanchalik zich yoki tarqoq
Jjoylashganligining mezont bo'ladi. Shuning uchun, tabiiy, siljimagan
baholarni ularning dispersiyasiga ko'ra taqqoslaymiz,

Faraz gilaylik, 1(X,,...,x.} va ,{X,.....X,) lar noma’lum ¢ parametr
uchun siljimagan baholar bo'isin, 7{X,,..X)et/ va T(¥,.. X )el.
Agarda shu statistikalar uchun :

DL{X, X <DL(X, X} -

munosabat bajarilsa, T( X,....X,) baho %,(X,....X,) bahodan anigroq baho
deyiladi. L - .

cLUIERAE L
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Demak, bitta parametr uchun bir necha siljimagan baholar mavjud
bo'isa, uning stafisitk bahesi sifatida aniqrog bahoni qabul gilish magsadga
muvofiq bo'ladi. Yugorida biz noma'lum matematik kutilma ¢ uchun
ikkita siljimagan X, va x-lardan iborat bo'lgan baholarni ko'rdik. Endi
ularni tagqoslaylik. Dispersiyani hisoblash qoidasiga asosan:

- 1 1 1
e (?x:D;%x,:;z—ngT:;éX R (7.1.4)
va DX, =0X bo'ladi. yugorida keltirilgan tagqoslash qoidasiga muvofiq,
ko'rinib turibdikix baho X, bahoga nisbatan aniqrog bo'ladi.

¥ Agar  inf DT(X,...X,)=DT"(X...X,}) T{(X,..Xx,)eU bo'lsa,
{X,....X,)- statistik baho optimal baho deyiladi.

Ko'rsatish mumkinki x statistika noma’lum matematik kutilma ¢

uchun barcha siljimagan chizigli babolar ichida eng aniq (optimal) bahodir.

Asosli baho

v Agarda n cheksizlikka intilganda 7{x...Xx, ) statistika ehtitnol

bo yicha noma’lum parametr ¢ ga yaqginiashsa, va'ni 1xt1y0ny kichik ¢>0
son uchun

i P § |7 X, X, )-8 <6 }=1

munosabat o‘rinli bo'lsa, u holda 7(x,.....x,) statistik baho asosii haho
deyiladi.

Demak, asosli baho T (X,....x,) tajribalar soni ortib borganida
noma’lum ¢ parametrga ehtimol bo‘yicha yaginlashar ekan. Odatda har
qanday statistik bahodan asosli bo'lish talab etiladi. Matematik ststistikada
asosli bo’lmagan baholar o' rganitmaydi.

7.1 — misol. Tanlamma o'rta qiymat » noma lum matematik qurilma
MX =8 ga asosli baho ekanligini ko rsating.

Chebishev tengsizligiga va (7.1.3) munosabatga ixtiyoriy kichlk £>0 son
uchun

P{|§—6‘>g}<25_2“_¥
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Oxirgi tengsizlikda dispersiya chekli bo'lsa, »—»w« da limitga o’tsak

hagiqatan ham  x statistikaning asosli baholigi kelib chigadi.

_ Umuman, ixtivoriy siljimagan baho 7(x....%x,) ning noma'fum ¢
parametrga asosli baho bo'lishlik shartini keitiramiz.

Yeorema. Agar 7,=7(x,..X,) stafistika ¢ parametr uchur
siljimagan baho bo'lib, #—« uning dispersiyasi £7, >0 bo'lsa, u helda
asosli baho bo ladi.

Isbot. T{x,...Xx) statistika siljimagan baho bo'lgani uchur
MT(X,...X,)=6. U holda ixtiyoriy £>0 uchun Chebishev tengsizligidar
quytdagl tengsizlikni yoza olamniz: : ;

P{T -6|<e}= (7.1.5°

pe
Ammo, shartga ko'ra, ixtiyorly tayinltangan £>0 uchun n—so &
DT, . .

e IR
. 6"2

. Demak, (7.1.5) tengsizlikdan T(X,....X,) statistikaning asosli bahc
s ekanligi kelib Ch}qadl ' : -

7.2 Nugtaviy bahnlash usuklari

Biz oldingi paragraflarda statistik baholar va ulaming xossalari bitan
tanishdik. Statistik baholar qanday topiladi? Mana shu savolga javob
beramiz. Statistik baholar tuzishning ikki usulini ko'rib chiqamiz.

1. Momentlar usuli

Faraz gilaylik, X kuzatilmalari X),.., X, lardan iborat va tagsimot
funksiyasi F (x,8) noma'lum parametr #={8,..,6,) ga bogliq bo'lgan t.m.
bo'lsin. Birinchi bobda tanlanma momentlar tushunchalarini kivitdik va
vlarning ayrim xosszlard bilan tenishdik. Xususan, KSQ ga asosan
tanlanma momentlar tajribatar soni katta bo’lganida nazariy momentlarga
istalgancha yaqin bo'lishligini bildik. Momentlar usuli asosida mana shu
yaqinlik g'oyasi yotadi. o
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Faraz qilaylik X tasodifly miqdoming birinchi » ta @, = MX*,
k=1...,# momentlari mavjud bo'lsin. Tabiiyki, viar poma'lum ¢

parametrning «, =, (6) funksiyalari bo'ladifar. 4. = S X k=
f=l

tanlanma momentiarini mos ravishda «,, k=1..,r, lerda tenglashtirib » ta
tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:

. al(g) = An[:

o a,(8)= 4

" ‘ (7.2.1)
o (6)= A,

Mana shu tenglamalar sistemasini 8,....8, larga nishatan yechib,
Br =0u(X,,. X k=1, yechimlarga ega bo‘lamiz. Shunday topilgan 6,
k=1..r statistikalar momentlar wsuli bilan noma’lum &, k=1..r

paramertlar uchun tuzilgan statistik baholar bo‘ladi.
7.2 - misol, Matematik kutilmasi va dispessiyasi no malum bo‘lgan,
s
zichlik funksiyasi /(x.8)= f—me > bo‘lgan normal qonunni garaylik,

Noma'lum g, va 8, parametrlarni momentlar usulida bahelaylik. Bu holda
{7.2.1) tenglamalar quyidagi ko*rinishda bo*ladi
9 | L va 9 ~H9 A,'
Natijada momentlar usuli bilan tuzilgan statistik baholar -
R R R
Lre) +=i
ko*rinishda bo®ladi.
Momentlar usuli bilan topilgan statistik baholar aynm hollarda
siljicnagan, asosli va eng aniq baholar bo*ladi. :

11. Hagigatga maksimal o‘xshashlik usuli

Kuzatilmalari x,,..,x, lardan va umumlashgan zichlik fucksiyasi
p(x.0) dan iborat X t.m.ni olaylik. Agar X diskret tm, bo‘lsa,
pix,0)=P{X = x;8} ehtimolliklardan, X uvziuksiz tm, bo'lgan holda esa
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pix,6)= f(x:6) zichlik funksiyadan rborat bo‘iadi. Quyidagi funksiyaga
L%y or %, 8) = %, ,8) .. plx,,6) haqidatga maksimal o‘xshashlik funksiyasi
deyiladi. Faraz qilaylik, L(x,..,x,,#) funksiya 8 €® yopiq sohada biror
¢ nugtada eng katta qiyinatga erishsin: '
g LI
L(xn-“vxmg.) = L(x)yen X, 60} vbmf s

Hagigaiga maksimal o‘xshashlik funksiyasi eng katta giymatga
erishadigan @ giymat noma’lum @ parametr uchun hagigatga maksimal
o‘xshashlik usuli bilan tuzilgan statistik baholar deb ataladi. Ulami
quyidagi tenglamalar sistemasidan ham topish mumkin:

@éw_ﬂ?lt -0 k=1.r. - (122
8, . L

{1.2.2) tenglamalar sistemasi hagigatga maksimal o*xshashlik fenglamalari
deyiladi.

Ko'p hollarda (7.2.2) tenglamalar sistemasi o‘rniga quyidagi
tenglamar sistemasini yechish qulay bo*ladi:

S ARSI Y

alnL(x,,,,_,x",él]F “0, k=l.r
“_——'_—hc'ﬁ& . , =

7.3 -misol. Matematik kutilmasi va dispersiyasi noma’lum bo‘lgan,
(x-83"
;e

zichlik funksiyasi /1 (x‘9)=72?€-8 " bo‘lgan normal gonunni olaylik.
2

[H RN

(72.3)

Haqigatga maksimal o*xshashlik funksiyasini tuzamiz:

w49

" " 1 -
L(x,,...,x,,,ﬂ)sz(Xi,9)=H~—\/i-=;§-e =
=l 1=1 2

1 1
IR — “Sar (X, _91 )2}
(\.5;82) Exp{ 20, ; :

Bundan . ..
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e I :
LR iIlL(xp‘-'sx 9) -u—-—-iI‘}ZJ‘T h‘ll‘lé’ zg_jg_)_
i=l

- b

Awal (7 2 3) sistemaning birinchi tenglamasini qaraylik:

&in Lix,,..., x,
_____.__.__ 2(X, -8
B 3 U 00,

Soddalashtirgandan so*ng . X, —nf, = 0 tenglamaga kelamiz.,
il .

Endi (7.2.3) sisternaning ikkinchi tenglamasini tuzamiz;

LY e, S S S
Oalix, %, ® L Ay Zgy =0
a{;‘k R 192 6’3;2:.( P 1) ..

Soddalashtirgéndaxl sotng 2 (X, —8Y —nbB; =0 tenglamaga kelamiz.
F=1 .
WNatijada & va & lar uchun

51 =%i‘ i:;, ﬁzz ziZ(Xf“;f:SZ

Ko‘rinishdagi statistik baholarni topamiz,
Demak, normal qonun uchun momentlar va haqiqalga mak51mal
o‘xshashiik usullari bilan tuzilgan statistik baholar aynan bir xil ekan.

7.3 Interval baholash

Ishonchlilik oralig'i o

Oldingi paragraflarda biz noma’lum parametrlaming noqtaviy
statistik baholari bilan tanishdik. Tuzilgan nugtaviy baholar tanlanmaning
aniq funksiyalari bo'lgan t.m. bo‘lib, ular noma’lum parametrlarning asl
givimatiga yaqin bo’lgan nugteni aniglab beradi xolos. Ko'p masalalarda
noma’lum parametrlarni statistik baholash bilan birgalikda bu bahoning
anigligini, ishonchiiligini topish talab etiladi. Matematik statistikada
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statistik baholarning aniqligini topish ishonchlilik oralig’i va unga mos g
ishonchiilik ehtimolligi orqali hal etiladi.

Faraz qilaylik, tanlanma yordamida noma’lum 8 parametr uchun
siljimagan 7( X,,..., X,) baho tuzilgan bo‘lsin. Tabiiyki | 7(x,.....x,) - €|
ifoda noma’lum # parametr bahosining aniqlik darajasini belgilaydi.
{Xx,....x,) statistik bahoning noma’lum & parameirga ganchalik
yaginligini amiqlash masalasi qo‘yilsin. Oldindan biron-bir § (0<f<I)-
sonni 1 ga yetarlicha yagin tanlab qo‘yaylik. Endi quyidagi

P{} Mx,..x,)-0 | <5}=p

- ~munosabat o‘rinli bo*ladigan &>0 sonini topish lozim bo*lsin, Bu
munosabatni boshqa ko*rinishda yozamiz

.

P{T(X,,.. X, -0<B< T( X ... ¥, }+6}=0 73

(7 3 1) tenghk noma’lum ¢ parametrning giymati 5 ehtlmollﬂ; _
€p=( TS X155 T X,)78)

oraligda ekanligini anglatadi.

Shuni aytish joizki, (7.3.2) dagi e~ oraliq tasodifiy miqdorlardan
iborat chegaralarga ega. Shuning uchun, 7 -- ehtimollikni noma'lum 8
parametrning aniq qiymati € ~ oraliqda yotish ehtimoli deb emas, baiki e
— oralig § nugiani o°z ichiga olish ehtimoli deb talgin gilish to‘g*ri bo‘ladi

(37 - rasm). '

N

T(x,.,X )0 0 XX, )4 L

37 — rasm.

¥ Demak, aniqlangan &, oralig‘i ishonchlilik oralighi, f—~ ehumol esa
nhonchkhk ehtimoli deyaladt
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Matematik kuiilma uchuen ishonchlilik oralig‘i

" Faraz qlla;hk X tasodifiy migqdorning matematik kutilmasi & va

dispersivast o ‘Isin. Noma'lum @ - parameir uchun ishonchlilik
ehtimoli £ - ga teng bo‘lgan e, — ishonchlilik oralig'ini tuzish masalasini
garaylik. '

X, .., X, — hajmi # — ga teng bo‘lgan tanlanma va unga mos
tanlanma o‘rta giymati va dispersiyasini tuzaylik:

r—v-ZX, , sh—Z{X -F7.

|y

Eslatib o‘tamiz, ¥ — bir xi! tagsimlangan, bog'ligsiz tasodifiy
miqdorlar yig* iudisidantuzilgandir Shuning uchun, markaziy limit
teoremaga asosan uning tagsimot funksiyasi normal qonunga yagindir. x
ning matematik kutilmasini va dispersiyasini htsuhlaymlz

Mx=0, b=
1]

Endi J 3 >0 sonni shunday tepaylikki, u uchun quyidagi munosabat
o“rin}i bo‘lsin:
Plz-d<8,{=8. (7.3.3)

x- t.m.ning tagsimot funksiyasi normat qonunga yaqin!igini hisobga

olib, (7.3.3) — tengsizlikning o*ng tomendagi f — sonini Laplas funks:yam
bilan bog‘laymiz:

PlF-d< aﬁ}{a;{f%] _q{_ aéfﬁﬂ T a3 .';

~ Buyerda o, \/%T— - o't kvadratik chetlanish.

: Laplas funksiyasining @(-x) = |-®(x) xossasini 1nobatga olsak,
- (7.3.4) - tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

P{|f’—a[c5ﬁ}=2¢[-c}if]-5_}_'l : ;- (13.5)

| (733)va(7.3.5) tengliklardan quyidagini hosil qifamizs. o ..
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oA SR

) g
o)1

Oxirgi tenglikdan &g ni a’:ﬁqléymiz:
8, =0 J20" [Hﬁ] S a38)

By verda #7(x) orqali Laplas funksiyasiga teskari funksiyani
belgiladik. (7.3.6) — tenglik bilan aniglangan J; — sopi noma’lum o,
migdor orqali yoziladi. Yetarli katta n lar uchun tanlanma dispersiya 5

2

nazatiy dispersiyaga yagin bo‘lgani uchun o, ni tagriban J S, ga teng
n

deyish mumkin, ya’ai __

RV TR
-

Gyomf—
o "
Shunday qilib, noma’lum o°rta qumat 8 = uchun B— lShOm:hIIllk
elmmohga teng € — ishonchtiilik oralig‘i '

ep=(i-g,8+5,} (@737

: : || 1 .
ga teng bo‘ladi. Bu yerda 9, \/ ~~~~~~ o).
7.4 -misol. X t.m.ning tajriba natijasida 20 ta qiymati olindi.

- i — iy e X s
1 109 11 108 !
2 107 - 2 103 !
3 1.6 13 . 105
4 105 L . los
5 106 © 15 109
6 10.4 16 10.6

7 13 - 17 P 8

8 10.8 18 108

9 112 19 10.9

10 | . 109 20 - L 107
128
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X tmaning matematik kutilmasi & uchun £ = 0 86 whonchhhk
¢htimoliga mos keluvchi ishonchlilk oraligtini tuzing.
Tanlanma o*rta giymat va dispersiyani topamiz.

r"l
E = 0.0564,

e

ORI Ty e

(7.3.7) formula bo‘yicha ishonchlilik oraligini tuzamiz:
8, = 0.0564/20(0.86) = 0.083 va ¥~ 5, =10.78 ~ 0.083 ~10.70;
4+5, =10.78+0.083 « 10.86, '
u ho!da ishonchlilk oralig‘i €=(10.70; 10.86) ckan.

\-'_ Normal tagsimot matematik kutilmasi uchun ishkonchlilik
oraligi. Styudent taqsimoti

Oldingi paragraflarda biz tagsitnoti funksiyasi ixtivoriy bo‘lgan t.m,
matematik kutilmasi uchun taqribiy ishonchlilik oralig'i tuzdik. Agarda
tanlanma o‘rta givmatining tagsimoti ma’lum be‘isa, ariq ishonchlilik
oralig*ini tuzish mumkin. _

Faraz gilaylik, X}, ..., X, lar matematik kutilimasi 0 va dispersiyasi o
bo‘igan normal qonun bo'yvicha fagsimlangan X tm.ning tajribalar
natijasida olingan hajmi # — ga teng bo*lgan tanlanmasi bo‘lsin.

Quyidagi statistikani kiritamiz:

=l | (73.8)
Bu yerda, o R :
| 7=l RARLI ol S
X x,, 8 n‘lg(x: xy.
Teorema. Agarda X}, X5, ..., X, — bogligsiz va (6, &%) patametrli
normal gonun bo‘yicha tagsimlan statistik tanlanma bo‘lsa, uholda -~

statistika erkinlik darajasi »-1 ga teng bo* lgan Styudent tagsimotiga ega
bo‘ladi.
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Styudent taqs:motmmg zichtik ftmk51ya51 quydagi ko*rinishd

bo*ladi: r{ J _ .
Ly

S,alt)= ;:(n~1)r{ =)

I'xy= Jﬂ”'le"“du- gamma funksiya yugqoridagi formuladan  ko“rinib

turibdiki, Styudent tagsimoti xvas$ statlsnkalarga bogliq bo‘lmay, fagat
kuzatilmalar hajmi # ga bog‘liqdir.

Endi Styudent tagsimotining ishonchlilik oralig‘i qurishga tadbigini
ko‘raylik.

Normal qonun bo*yicha taqsimlangan X t.m.ning tajribalar natijasida
X,.....X, qiymatlari topilgan bo‘isin. Bular asosida x va § statistikalarni
hisoblaymiz. T.m. noma’lum matematik kutilimasi & — uchun ishonchlilik
ehtimoli § {(0<8<1) bo‘lgan €y ishonchlilik oralig‘ini qurish masalasini
qaraylik.

Quyidagi ehtimolni ko'raylik: .

PlE-ai<a=s.

Bu tenglikning -chap tomonida x t.m.dan 7 — statistikaga o'tamiz.
Buning uchun |x-¢|<d, tengsizlikning ikkala tomonini —‘gi ga
ko‘péytiramiz.U holda, | :

IJ; |§—t9i %E_ -p .
| Jn N

tenglik hosil bo‘ladi. (7.3.8) formuladan foydalansak, i

Trk%’- -8
7

munosabatga kelamiz, I
Styudent taqsimoti zichlik funks;yasmmg _]uﬁhgldan foydalamb.
quyidagmi hosil gilamiz:
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]

CP{l<th=2fs.@d=p o (739)

- Endi (7.3.9) tenglikdan fs ni topishiniz mumkin. Styudent tagsimoti’ |
giymatlari jadvaldan foydalamb, ishonchlilik ehtrmoh 5 va erkmllk
darajasi n-1 ga mos # ni aniqiaymiz:

: S
55 = A :’/-—";
Bu esa €, ishonchlilik oralig'i uzunligining yarmiga teng
Demak,

(5.3
eﬁ—— Xﬁt“’ﬁ’x—k{ﬂvﬂ;

7. 5 mlsol (9 o %) parametli normal qonun bo‘yicha tagsimlangan
X t.mning 10 ta bog®ligsiz tajribalar natijasida quyidagi qiymatlari topildi:

i T 1 121371 45761771 8 [ 9110

X T35 72 T3 16 121124 [23 72515 | a7

matematik kutitna 6 uchun ishonchlilik ehtimoli £ = 0.95 bo'lgan éﬁ— |
ishonchlilik oralig*ini toping.
4. - Tanlanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini topamiz:

(/)I

e f:—l-ix 04 3210 i 2 —(0.4) |~ 4.933
s © T 9li04 ' o

Jadvaldan erkinlik darajasi »-1=9 va ehtimollik B =0.95 bo'yicha'
Btyudent tagsimotining (1-£5) — kvanttlml topamiz 7;=2.26. Demak

Oy Aiﬁ\/._zlis

va izlanayotgan ishonchlilik oraligt ep={z-6,5+8,} = (-1.18; 1.98)
ko‘rinishda bo*lar ekan. : o
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-VII bobga doir misellar

1. Binomial tagsimot ¢ parametri uchun T, = -I-i X, +1 statistika baho

botla oladimi?

2. Empirik tagsimot fimksivaning silfimagan va asosli baho ekanini
ko*rsating.

3. Agar £ ixtiyoriy tagsimotga ega bo‘lsa, a=M{ va o=0¢ lar
uchun x. $* tar ganday baho bo*ladi?

4. X,...X, tanlanma [0, €] oraligda tekis tagsimlangan bo‘lsa, &
parametr uchun quyidagi baholaming siljiimaganlik va asoslilik xossalarini

tekshiring: a)2x; b) x+ X,,,/2;¢) (n+ DX, d) 7((“+X{,,J,e) Ko

5. feBi(L6) modelda # uchun hagigatga maksimal o xshashlik
bahosi & ni toping.

6. £ ll(@)modelda noma’lum parametrini baholang va xossalarga
tekshzrmg

7. £eE(¢)y modelda hagigatga maksimal o‘xshashlik bahosi 9 ni
toping.

8. Momentlar usulidan foydalanib, a) [0, €1; b) (0,28];

o) [€-1, #+1%; d) {-7,8] oraligdagi tekis tagsimot noma’lum parametri &
ni baholang.

9. Agar ¢ T.m. kuzatish natijasida olingan tanlanma x™ =(x,.., X))
bo‘lsa, X, =max(X,,.,X,) va X, =min(X,,.,X,)-statistikalarning
tagsimot funksuyasini toping.

10 X tm. o‘rtacha kvadratik chetlashishi ¢ =3 ma’lum bo‘lgan
normal tagsimotga ega. Tanlanma hajmi #=36 va bahoning ishenchlilig
=095 berilgan. Noma’ lum a matemratik kutilma uchun ishonch intervalini
tuzing.

1. Quyida tasodlfan tanlangan 100 ta talabaning bo‘ylari hagidagi
ma’luimotlar keltirilgan: .

T

X, 154- 158- 162- | 166 170- 174- 178- J

]
158 162 | 166 170 174 178 182
7 10 14 1 2 28 12 [ 8 2

182,50
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Talabalarning Bo‘yi (@.6%) parametrli normal .téqSimotgé. ega va o'rtacha
bo y a=x ma’lum deb olib, 6° vchon lshonchhhk mtervahm
nzing(y=0,995). o
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- VI bob. Statistik gipotezalami tekshirish

8.1 Statistik sipotezalar. Statistik gipotezalarni tekshirish alomatlari
- va ularning xossalari

Ko'p hollarda tajribalardar olingan ma’lumotlar asosida
o‘rganilayotgan tasodif bilan bog'liq bo‘lgan jarayoniar xarakteristikalari
hagida bir yoki bir necha tuili gipotezalar(tahminlar) gilish mumkin.
Statistik ma’lumeotlar asosida tasodifiy jarayon tagsimoti yoki - boshga
xarakterisiikalari haqida aytilgan gipotezalarni tekshirishni matematik
statistikaning statistik gipotezalar nazariyasi bo‘limi o*rganadi.

v" Kuzatilayotgan t.m. haqida aytilgan ixtiyoriy fikrga statistik gipoteza
deyiladi.

8.1-misol. Hosildonligh a, bo‘igan dbug'doy navim hosildorhg) 4,
bo‘lgan bug‘doy navi bilan solishtirilmoqda. Ma'lum fumanda birinchi nav
bug‘doy ikkinchi navga gqaraganda ko*prog hosil beradi degan gipotezani
tekshirish kerak.

Keltirilgan misoldan ko‘rinib turibdiki, mavjud bo‘lishi mumkin
bo‘lgan gipotezalar turlicha bo‘tishi mumkin. Biron — bir ebyekt hagida
aytilgan gipoteza statistik ma’lumotlar asosida tekshirilishi mumkin,

v' Tekshirilishi kerak bo‘lgan gipoteza asosiy gipoteza deyiladi va u Hy
bilan beigilanadi. Asosiy gipotezadan garama-qarshi bo‘lgan ixtiyoriy
gipotezaga ragobatlashuvehi yoki alternativ gipoteza deb ataladi.

Afsuski, statistik ma’lumotlar asosida aniq va qat’iy bir yechimga
kelish giyin, shuning uchun har qanday yechimda ma’lum xatolikka yo'l
qo‘yish mumkin. Matematik statistikada statistik gipotezalarni tekshirishda
ikki xil xatolikka yo‘l qo‘yishi murnkin, Statistik yechim asosida asosiy
faraz u to*g‘ri bo‘lgan holda ham rad etilishi mumkin. Bunday xatolik
birinchi twr xatolik deyiladi. Statistik yechim asosida alternativ gipoteza
t0°giri bo'lsa ham rad etilishi mumkin. Bunday xatolik ikkinchi tur xatolik
deyiladi. Tabiiyki, xatoliklarni imkon qadar kamaytirish lozim. Statistik
gipotezalarni tekshirish iloji boricha bir emas, bir necha marotaba
takrortanishi va ular asosida xulosaga kelinishi maqsadga muvofiqdir.

Statistik gipotezalarni tekshirish statistik ma’lumotlarga asosianadi.
Faraz gilayiik, X5, X2, ..., X, lar # - ta bog‘ligsiz tajribalardagi X t.m.ning
kuzatilmafari bo‘lsin. X t.mmping biron — bir xarakteristikasi hagidagi
asosiy Hp gipoteza ko'rilayotgan bo*lsin. Endi statistik ma’lumotiar asesida
asosiy gipoteza Hp ni gabul qilish yoki rad etish qoidasini tuzish kerak.
Asosiy gipoteza F; ni qabul qgilish yoki rad etish qoidasi - Hy gipotezani
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tekshirishning statistik alomati deyiladi. Qdatda statistik gipotezalarni
tekshirish ~ statistik ma’fumotiar asosida asosiy gipotezani tasdiglash yoki
uni rad etishdan iborat bo‘ladi. Endi statistik alomatlami tuzish goidalari
bilan tanishamiz. Odatda statistik alomatni qurish empirik ma’lumotarni
asosiy Hy gipoteza bo‘vicha tavsiflovehi statistika T = T(x,....Xx,) ni
tanlashdan boshlanadi. Bunday tanlashda ikki xo0ssa bajarilishi talab
etiladi: a) statistika manfly qiymatlar gabul gilmaydi; b) asosiy gipoteza
to‘gri bo‘lganda statistikaning aniq yoki gipotezaiy tagsimoti ma'lum
bo‘lishi kerak. Faraz gilaylik, bunday stastistika topilgan bolib, S = {1. ¢ =
X, X XeoX, — tanlanma fazosiga tegishli} - statistikaning
qiymatlar to‘plami bo‘lsin. Cldindan 0<a<1 — sonini tayinlaylik. Endi S
sohani shunday kesishmaydigan 5, va 3\5,, sohalarga ajratamizki, bunda
asosiy gipoteza Hp to°g‘ri botlganida T{ x,...., X, )= &, tasodifiv hodisaning
ro‘y berish ehtimoh ¢ dan oshmasin:

PIT( Xy X, €S, /H, ) <.

Asosiy gipoteza H, ni tekshirish qoidasi quyidagicha bo‘ladi: x=(x,,
vy X} tm, X ning birer tanlanmasi qiymati bo‘lsin. Agar 1 = T(x) migdor
S, schaga tegishli bo‘lsa: T(x)e S, , u holda asosiy gipoteza H, to‘g'ri
boclganida rad etiladi. Aks holda, ya’ni 7(x) & 5,, bolsa asosiy gipoteza Hy
ni qabul gitishga asos bo‘ladi, chunki statistik ma’lumotlar asosida qilingan
hulosalar asosty gipotezani rad etmaydi. Shuni ta’kidlash lozimki, 1< 515,
bo‘lishi asosiy gipoteza Hj ni albatfa to*g‘ri bolishini tasdiglamaydi, balki
bu holat statistik ma’lumotlar va nazariy gipotezaning yetarli darajada
muvofigligini  ko‘rsatadi  xolos.  Yuqgorida  keltiriigan  qoidada
T=T(X,.. X)) statistikani statistik alomat statistikasi, S, - soha
alomatning kritik sohasi deyiladi. Odatda o ning giymatlari uchun 0.1;
0.05; 0.01 sonlari gabul qgilinadi. Yuqorida keltirilgan qoidadan shu keljb
chigadiki, alomatning kritik sohasi asosiy gipoteza H, to‘g‘ti bo‘lganida
alomat statistikasining barcha kichik ehtimolli qiymatlari to‘plamini o'z
ichiga olishi lozim. Odatda kritik schalar {rz« } yoki {2+, } ko‘rinishida
bo*ladi. :

Asosiy gipoteza Hy ni tekshirish uchun yugorida keltirilgan qoidaga
asoslanganimizda biz ikki turdagi xatolikka yo'l ge‘vishimiz mumkin:
aslida 10*g'ri bo*lgan asosiy gipoteza Hp ni rad etishimiz mumkin, ya'ni He
to‘g'ri bo*lganida :e5, hodisasi ro‘y beradi. Bunday xatolik birinchi
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turdagi xatolik deyiladi. Demak, shartga asosan birinchi turdagi xatolik «
dan oshmaydi. Ammo aslida noto*g'ri bo‘igan asosiy gipoteza H, ni qabul
ailishimiz, va’ni H; noto‘g'ri bo‘lganida ¢=7(x)=S515,, bo'lib biz Hy bi
qabui ilishimiz mumkis. Bunday xatolik ikkinchi turdagi xatolik deyiladi.
Statistik alomatlarga qo‘yiladigan asosiy talablardan biri bu ikki turdagi
xatoliklarni ilojt bericha kichik bo*lishini ta’minlamog’: kerak.

Demak, asosiy gipoteza Hp ni tekshirich uwchun turli statistikaiarga
asoslangan statisik alomatlarm iszish pumkin ekan. Tabiiyki, bunda
statistix alematlami solishtirish masalasi kelib chigadi.

- Faraz qiiaylik, S, alowatning keitik sohasi bolsin. U holda A
gipoteza io'g i bo‘lganida statistikaning qiymati kritik sohaga tegishli
bo‘lish ehtimolligi

W(H)=P{T{X, . X, )58, /H}

alomatning quyvat funksivasi deyiladi., Alomat guvvati H=H, bo’lganida,
ya'ni W(H;) echtimollik asosiy gipoleza noto‘g'ri bo‘lganida to*g'ri
yechimai qabul qilishi eltimolligini angiatadi. Alomatning siljimaganiik
x0ssasi muhim o‘xin tutadi va bu xossa

PP X X )e S, fH sa

tengsizlik bilan aniglenadi.

Asosiy gipoteza Hy ni tekshirish uchun giymatdoriik darajasi «
bo‘lgan ikkita 5, va S5, - alomat to‘plamlari aniglangan bo®lsin. Maviud
statisttk  gipotezalarni ikki gurshga ajratish mumkin: parametrik va
noparametrik  gipoteza. T.m.larning  tagsimot  funksiyasi  paramerli
tagsimotlar otlasipa tegishli bo‘lsin. Ammo, tagsimotning parametrlari
&=1(8,..0,) noma hamdir. Masalan, t.m. normal gonunlar oilasiga tegishli
bo‘lsa, uning tagsimot funksiyasi ikkita: o‘sta givmat va dispersiya orgali
to'liq aniglanadi va H; gipoteza, bu holda matematik kutilma hamda
dispersiya qiyrmatlan hagida bo‘ladi. Demak H, gipoteza asosiy noma’ium
parametr qivipatlari hagida bo‘lar ekan. Bunday statistik gipotezaga
parametrik gipoteza deb ataladi,

Agarda t.m.ning tagsimot funksiyasi umuman noma’lum bo'lsa,
noparameirik gipoteza qabul qilinadl. Noparametrik gipoteza tagsimot
funksiyasiring ma’tum xossalarga ega ekanligi hagida bo‘hishi mumkin.
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Endi parametrik statistik alomatlarini qaraylik. X t.an.ning asl .
tagsimot funksiyasi quyidagi taqsimotlar oilasiga tegishli bo‘lsin: '

#= {F(x,0)6 c 9}

Bu yerda 8=(8;, ..., 0;) — r - olchovli vektor, ©c & parametriar
qiymati to‘plami bo‘lsin. U holda asosiy gipoteza Hy ga asosan ¢e@,,
alternativ gipotezaga asosan esa #e®,=61@,. Asosiy gipoteza H, mi
tekshirish uchun s, va §,, ikkita kritik to‘plamlar bo’lib, ular har birining
giymatdorlik darajasi & bo‘lsin. Faraz gilaylik,

S0} (s, .6 e, | (8.1.1)
va .

w(s, .02 (5.9, 6feo, (8.1.2)
bo‘lsin.

Aytaylik, (8.1.2) tengsizlikda hech bo*hmagenda @ ning bitta qiymati
achun qai’ly tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. U holda 5., ga asoslangan statistik
alomat §,, nikiga nisbatan tekis quvvatliroq deyiladi. Tabiiyki, bu holda
S, ga asoslangan statistik alomatnis,, nikiga afzal ko‘nmoq magsadga
muvofiq bo‘ladi, chunki u alomat kam xatolikka yo°l qo*yadi,

Agarda (8.1.1) va (8.1.2) munosabatlar ixtiyoriy §, uchun o‘rinli -
bolsalar, S;, ga mos alomat tekis eng quvvatli (t.e.q.) alomat deyiladi.

8.2 Parametrik statistik alemat tuzish usallari

Oldingi paragrafda biz tekis eng quvvatli alomat hagida so‘z
yuritdik. Tabiivki t. e. q. alomat har doim mavjud bo‘lavermayvdi. Endi
parametrik statistik alomatlar orasida bo‘ladigan holni ko‘raylik. Faraz
gilamiz, parametlar to‘plam @ ikki elementdan iborat bo‘lsin: © = {#,,6:}.
Asosly gipoteza Hy ga asosan @=6, bo‘lsin, U holda alternativ H;
gipotezaga ko‘ra esa ¢ = 6, bo‘ladi.

Demak, shartga binoan biz o‘rganayotgan X tm. H, gipotezaga
asosan F,(x)= F(x.g,) tagsimotga, ammo H; ragobatlashuvchi gipotezaga
“ko‘raesa F(x)= F{x.¢} tagsimotiga ega bo‘ladi. Hajmi » — ga teng bo'lgan

X1.Xz2 ..., Xy} tanlanma asosida qaysi gipoteza to‘g‘ri ekanini aniqlash
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kerak. Bu statistik masala Yu. Neyman va E. Pirsonlar tomonidan hal
qiingan, '

Faraz gilaylik, Fp(x) va Fix) tagsimot funksivalar absolut uziuksiz
tagsimot fimksiyatar bo‘lib, mos ravishda fi(x) va f;(x) lar ularning zichlik
funksiyalari bo‘lsin, Quyidagi nisbatni ko*raylik

AR

Ixy= 2

gfo(x.)

Mana shunday aniglangan /(x) — hagigatga o*xshashlik nisbati deyiladi. Bu
funksiya bilan bo‘g‘lig
¥ie)= PYit) = of H, )

ehtimollikni kiritamiz. Bu yverda ¢ - soni ¥(c) = a tenglama bilan
aniqlanadi.

Teorema(Neyman — Pirson). Yugorida keltirilgan shartlar
bajariiganda har doim tekis eng quvvath alomat mavjud va u quyidagi
kritik to*plam bilan aniglanadi .

8., ={x:lixyz el

Bu yerda ¢- kritik nuqta ¥{c) = o tenglamadan topiladi.

T. €. q. alomat tagsimoti funksiyasi abselyut uzluksiz bo‘lgan hol
uchun keldrildi. Ammo bunday alomat diskret tagsimotlar uchun ham
mavijud be‘ladi.

8.2 — misol. X, X;, ..., X, lar noma’lum & o*rta qiymatli va ma’lum G
dispersiyali normal tagsimiangan tm.ning bog'ligsiz tajribalar natijasida
olingan kuzatilmalari bo‘lsin, Asosly gipotezaga ko‘ra H, : 6 = 6,
raqobatlashuvchi gipoteza H, ga ko*ra 8 = 8, va 6, > §, bo‘lsin. Demak,

=4 (-8
Pl e 7 A=

Endi haqgiqatga o*xshashlik statistik nisbati J(x) ni topaylik

257 & 2¢°

I(x) = expl ~ ] g[(x,—el)zm(xi—é'o]z]}:ex ?"—IE(SI—GOH-_f_h(Qf—Gj)}'
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B e

A\ H‘,.I . ‘ e _.'.'-.I__.::.-r_'i )
Uholda.i(x)z¢ wngmzhk quyidagi ‘

S _ 520t nc/blo, -8, )+ (6, -8,)2 -+
tehgmihkka ekvivalent. Oxirgi tengsiziikni quyidagicha yozish namkin, @
e o Y {1 1H
‘ Jn Jn
X ~8,)2 —m——lnc+—(0 -~ 8, )=t{c) B RE
( ) J—( I ) 20( i 0)

x - tanlanma o‘rta giymat &, va ¢*/a- parametrlik normal qonun bo ylcha,
tagsimlangani uchun -

Wey= Pz ofH,y )= P{l‘f’f_’- (®-9,)z r(c)} =®f-2(c))
[

Bu yerda ®(x) - Laplas funksiyasi. Tanlangan ixtiyoriy a (1) ehtimoilik
uchun, #e,)=2,, ®(1,)=a tengliklar bajariladigan c, seni har doim
mavjud, Demak, Neyman - Pirson teoremasining barcha shartlari
qanoatlantiriladi. Shu teoremaga asosan t. e. ¢. alomat mavjud va uning
kritik to‘plami quyidagicha anigianadi.

St = VnE-6, ozt |, V-t,)=a

Mana shu alomatning quvvatini hisoblaylik, Alternativ H, gipotezaga ko‘ra
x- tanfanmaning o‘rta giymati #; va <¢'/a - parametrli normal qonun
bo‘yicha tagsimlangandir. U holda

W(Sw,&)/’[ 4_:0,/!{) [ (3-6)= J-e -8 )+1, fH]

w[{*i(e.—ao)—:a}

{8.2.1) munosabatdan ikkinchi tur xatolik #= Bla,n)= (I)(ra ~Jn{8, -8, ))
ekanligi kelib chiqadi. ' )

Endi quyidagi masalani ko‘raylik. Alomatning giymatdorlik darajasi
o ga teng bo‘lganida, ikkinchi wr xatolik B ga teng bo‘lishi uchun nechta

(82.1)
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kuzatilma kerak?; ya’ni tanlammaning hajmi qanday bo‘lishi kerak?
Kerakli # soni topish uchun ikkita tenglamaga egamiz. Bular

Ot)=a va o, V76 -0)-5 - - L (822

B(Vy=p ténglamaning yechimini ko‘raylik. Bu tenglamaning yechimi y,
normal qonunning p - chi kvantili deyiladi. U holda (8.2.2) ga asosan
et =y, t, a6, -8 Yo=y, Oxirgi ikki tenglikdan n.n.i(g“m%f_n
munosabatga ega bo‘lamiz. Qidirayotgan son butun bo‘lishi lozim.

oz(ycr +y;})z

Shuning uchun, # ={—({3——9—)T—-jt+1_ Buerda [a] - a éonning butun
Yo

qismi. Masalan, a:ﬁ=0.05 va & ‘90 - 0.1 bolsa, u holda #"=1076 bo‘ladi;

agarda a=f=0.001, ~ DBt Y bo‘lsaj 7 =39 bo* ladi.

8.3 Noparametrik muvefiqlik alomatlari

Faraz gilaylik, X, X, ..., X, lar bogliqsiz # ta tajriba natijasida X
tm.ning otingan kutibmalari bolsin. X tm.ning tagsimoti noma’lun #(x)
funksiyadan iborat bo‘lsin. Noparametrik asosiy gipotezaga ko‘ra
Hp: Fix)=Fy(x). Mana shu statistik gipotezani tekshirish talab etilsin.

1. A. Kolmogorovning mwvofiglilkk alomati

XX ..., X, kuzatilmalar asosida F.(x) empirik tagsimot funksiyasint
tuzarmniz. Faraz gilamiz, F(x) uzluksiz tagsimot funksiyasi bo‘lsin.
Quyidagt statistikani kiritamiz

Dy = D, (X, Xy X, )= stp |Fo(x) = Fix)

e T

Glivenko teoremasiga ko‘ra n yetarli katta bo‘lganda D, kichik
qiymat gabul qiladi. Demak, agar asosiy gipoteza Ho o‘rinli bo'lsa DDy
statistika kichik bo‘lisht kerak. Kolmogorovping muvofiglik alomati D, -
statistikaning shu xossasiga asoslangandxr
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Teorema(Kolmogorev). Ixiiyoriy uzluksiz F(x)'taqsitﬁot funksiyasi
va A uchun

limP{J;Dn < ,1} - K(;{_) = i (_l)ie-zsz)_z

EEE h
fa—g

bo‘ladi. T
D, — statistikaga asoslangan statistik alomat kritik m‘plarm
quyidagicha aniglanadi

S =128 =D (X, Xy 0 X, ) > 1, }

Bu yerdan 0<a<1 — alomatning giviatdorlik darajasi.
Kolmogorov teoremasidan quyidagi xulosalar kelib chigadi: B
a} D, - statistikaning H, gipoteza 1o'g‘ri bo‘lgandagi tagsimoti F(x) .
bog‘lig emas;
b)  Amalty nuqtayi vazardan o = 20 bo‘lgandayoq teoremadagi
yaginlashish juda yaxshi natija beradi, ya'ni P{J;D”</1} ni K{1) bilan
almashtirishdan yo'l qo‘yiladigan xatolik vetarlicha kichikdir., _
Bu xuiosalardan kelib chigadiki, # > 20 bo‘lsa kritik chegara f, ni ~
4,/+n gateng deb olish mumkin. Bu yerda A, K(A,) = 1- « tenglamaning
ildizlaridan iborat. Haqiqatan ham berifgan 0< o <! uchun -
PID, &8, [H,) = PNaD, 2 4 [H =1~ K(4)= 2.
Shunday qilib, Kolmogorov alomati quyidagicha aniglanadi:
1} berilgan o orgali K{2,) = i- a fenglama yechimi 4, jadval yordamida
topiladi.
2} berilgan tajriba natijalari x;, x; ..., X, larga ko‘ra =D, (x;, X3 ..., Xp)
qiymati hisoblanadi,
3) Jat va h, solishtiriladi, agar 22, bo'lsa asosiy gipoteza H, rad
etiladi, aks holda tajriba H) ni tasdiglaydi. '

2. K. Pirsonning xi-kvadrat muvofiqlik alomati

Amaliyotda Kolmogorov statistikasini hisoblash ancha murakkab va
undan tashgari Kolmogorov alomatini qo'llash fagat tagsimot funksiya
F(x) uzluksiz bo*lgandagina mimkindir. Shuning uchun, amaliyotda ko‘p
hollarda Pirsonning xi — kvadrat alomati qo‘llaniladi. Bu alomat universal
xarakterga ega bo‘lib, kuzatitmalami guruhlash usuliga asoslangandir.

Faraz gilaylik, %~ kuzatilayotgan va tagsimot fumksiyasi noma’lum
F(x} bo‘lgan X tmming qiymatiari io'plami bo‘lsin. & ni & ta
kesishmaydigan orafiglarga ajratamiz:
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& =\Us, afe, =98, i, 4 )=tk

Takrorlanishlar vektori deb ataladigan v = {v,,..,v,) vektorni olaylik.
Bu vektoming i~ koordinatasi kuzatilmalardan v, tasi s oraligga
» tushganfigini anglatadi. Ko‘rinib turibdild, takrorlanishiar vektori v
_tanlanma (X,...X,) orqali bir giymatli aniglanadi va v, +v,+. +v, =1,
 Asosiy gipoteza Hy to‘g‘ri, bo‘lgandagi kuzatilmaning -, oraliqqa tushish,
~ ehtimolligini £, bilan helgllayhk
- Po=PlXes [H} i=12 0k

" Quyidagi statistikani kiritamiz

va Hy: F(x)=F,(x) asosiy gipotezani to*g*riligini tekshiramiz.
Kuchaytirilgan katta sonlar genuniga asosan nisbiy chastota v, /e bir
eirtimollik bilan nazarly ehtimollik £, ga intiladi. Demak, agar H;
gipoteza o‘rinfi bo‘lsa, u holda Y’ statistikaning qiymati yetarli darajada
kichik bo‘lishi kerak.Demak, Pirsonning »* mezoni v? statistikaning katta
givmatianda asosiy gipoteza Hy ni rad etadi, ya'ni alomaining kritik sohasi
S, =51} ko'rinishda boladi. Asosiy gipoteza Hy to'g*ri bo‘lganida v}
statistikaning aniq tagsimotini hisoblash ancha murakkab, bu esa o'z
navbatida alomatning kritik chegarasi ¢, ni topishda qiyinehilik tug*diradi.
Ammo, n  yetarli katta bo‘lsa H; gipoteza to‘g‘ri bo‘iganida Y?
statistikaning tagsimotini timit tagsimot bilan almashtirish mumkin.
Teorema(Pirson). Agar 0<p, <1, ; =1,2,.,% bo*lsa, u holda

lim P{Y] <1/ H, )= Plal, <t}

Bu yerda xo, erkinlik dara:]as: k-} bo‘igan xi — kvadrat taqsimotiga ega
bo‘lgan t.m.dir: '

-P{x,f_, 4t}= -—;_—1—-1*——? Ixz e e ,

(NS S . rli"\'if'j\-‘ Lo

142

www.ziyouz.com kutubxonasi



r(n) - Gamma funksiya. - C :
Amalivotda bu teorema natijasidan n_SO v, 245, i=12 . k bo‘lganda
foydalanish mumkin, Buholda ¢, Ply?, >t}=a, o0<a<r =
tenglamadan topiladi.

7 8.4 Matematik kutilma va dispersiyalar hagidagi statistik
' gipotezalarui tekshirish

Ikki bosh to‘plamlar matematik kutilmalari va dispersivalarining
tengligini tekshirish masalalariini ko‘raylik. Ikkala bosh to‘plam normal
tagsimlangan deb faraz qilamiz, Demak, birinchi bosh toplamdan X™=(X,

X} , ikkinchi bosh to‘plamdan esa Y*™=(¥,, .., ¥,) tanlanmalari
olingan bo‘lsin. ’

t. Matematik kutilmalar noma’lum bo‘lganida dispersivalar
tengligi haqidagi gipotezani tekshirish

X, X5 ..., X, lar o'rta giymati noma’lum va dispersivasi o? bo‘lgan
normal tagsimlangan X tm. kuzatilmalari va Y3, ¥, ..., ¥a lar esa o'rta
qiymati noma’lum va dispersiyasi ¢! bo‘lgan normal tagsimlangan
tm.ning kuzatilmalari bo‘lsin. Asosiy gipoteza Hj @ »? = o, tasdiqdan,
alternativ gipoteza H, : o} # o] tasdigdan iborat bo‘Isin. D:spemiyalanmng '

eng yaxshi statistik baholarini ko*raylik:

-~ 1 L -yt - 1 K ;o .
aj=;-_-:;m(X,—x) va G;:m"14=| (}:‘_yr

P statistika deb ataluvehi quyidagi statistikani kirltamiz

’ ',,,—:,';( )

_ Teorema(Snedekor). Agarda X o'rta giymati &, va dispersiyasi o}
bo‘igan normal gonun bo®yicha tagsimlangan t.m. va ¥ o'rta giymati ¢; va
. O U DI R S h o e BT Yy -;!
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dispersiyasi o? bo‘lgan normal qonun bo‘yicha _tﬁQsiriﬂét_l_gaiﬁﬂt,m.la:

bo‘lsa, u holda .
i p j AZ
1
T.0 5
t.m. erkinlik darajalari »-1 va m-1 bo‘lgan Snedekor tagsimotfiga ega
bo‘ladi. m

Snedekor taqsimotining zichlik fomksiyasi

G ' o r(n+m] . . J‘
.i;;\ nm(x} [ J xz - e

x>0

1 + m/m n*m Lo i N
(2)]{2) ( &
formula bilan aniglanadi:

Alomatning kritik sobasi quyidagicha tiziladi. Agarda s

-2 ~2

e <€ yoki ZE50,  (C<1<Cy)
Ty Ty

bo*lsa, asosiy gipoteza Hy ni rad etmoq lozim.

Yuqorida keltirilgan Snedekor teoremasidan foydalanib C, va C; -
sonlarni  aniqlaylik. Jadvaldan erkinhk darajasiga asosan - Snedekor
taqsimotining l~a kvantili topiladi. Masalan, ¢ = 0.15varn=m =9 bo‘lsa
C;=344,C,= C — =029, '

i

2. Matematik kutilmalar ma’lum bo‘lganida  sdispersiyalas:
tengligi hagidagi gipotezani tekshirish

Bu gipoteza oldingi gipotezaga o‘xshash tekshiviladi. Ammo o, va
- dispersiyalar mos ravishda quyidagicha hisoblanadi:

}=|1 FRCH

Z(X -6,) 3i~—1~]—£( 4,), i

: ~~_ Bu yérda 8, va ¢, lar X va ¥ tm.lar o'rta giymatlaridir.
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3; Dispersiyalar poma’lum bo‘lgaﬁida matematik kutilmalar
tengligi haqidagi gipotezani tekshirish -

Faraz qi iay[ik, X va Y t.m.lar mos ravishda o'rta giymatiari 4, va ¢,
dispersiyalari ol =0} =0’ bo‘lgan normal qonun bo‘yicha tagsimlangan
bo'lib, o', 8, va ¢, lar noma’lum bo‘lsin. (X, .., X)) X tmning
tanlanmasi va (¥, ..., ¥,) Y t.m.ning tanfanmasi bo'lsin. Asosiy gipoteza
Hy: 8,= ¢, va alternativ gipoteza H; : 8,# 6, Jardan biri o‘vinli ekanini
tekshirish kerak. Tanlanmalar o‘rta qiymatlari ayirmasi x-y ni qaraylik.
Shariga ko'ra

D(E - }) N Ll
Quyidagi statistikani kiritamiz:

nem

F : (= ;—; Jﬁ
G \[(nﬁl)ai+(m~l)3'i]f’in+mm2) e
) !

Bu statistika erkinlik darajasi n + m ~ 2 bo*lgan Styudent tagsimotiga ega
bo*ladi, U holda asosiy gipoteza H; o‘rinli bo‘lishini tekshiruvchi statistik
alomat quyidagicha tuziladi: agarda [f|>¢,{r+m—2) bo‘isa gipoteza Hj
gipoteza rad etiladi. Bu yerda t,{n+m~-2) qiymatdorlik darajasi a -
bo*lgan Styudent tagsimotining kritik nugtasidir,

4. Dispersiyalar ma’lum bolganida orta qiymatlar tengligi
haqidagi gipotezani tekshirish

Endi o‘rta giymatlar tengligi hagidagi gipotezani dispersiyalar
ma’lum be‘lganida tekshiruvchi alomat ko‘nib o*tamiz. Bu holda :
x-y
ol O
n m

t.m. standart normat qonunga ega. Shuning uchun agarda |f|> U, bo‘lsa Hy
1 6,=8, asosiy gipoteza rad etiladi. Bu yerda Uy~ qiymatdorlik darajasi a
{0<a<1) bo‘lgan standart normal gonun kritik augtasidir.

=
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VI bobga doir misoliar

1. Telefon stansiyasida har minutda noto‘g*ri ulanishlar soni X vstida
kuzatishlar olib boritib 1 soat davemida quyidagi ma’lumotlar olindi: 3; 1;
L4 22040:3,0:2: 2,02 5433 42,2 5 L2 5040
32:7:2;0,051:3:3;1;2:4,2;0,2: 3, 1,25 L L0 1 12,2, 1 155,
Bu tanlamaning nazariy = tagsimoti Puasson tagsimotidan iboratligi
haqidagi H gipotezani tekshiring(a=0.05).

2. Ma’lum mahsulotning narxi X'ning dispersiyasi o’ =2.25 ga teng
va quyidagi statistik tanlanmaga ega:

Narxlar | 3.0-5.6 ] 3642|4248 4854|5460 6066 6.6-7.2]
Intervali )
| Chastotasi | 2 8 35 43 22 15 5 |

Xi -kvadrat alomat yordamida bu tanlanmaning 99% ishonch bilan
N(3;2.25) normal tagsimotga ega ekanligi haqidagi H gipoteza o'rinli
bo‘lishint tekshiring.

3. Byuffon tangani n=4040 marta tashlaganida gerb tomoni m=2048
tnarta tushgan. Bu tajriba natijanlari tanga simmetrikligi hagidagi H
gipoteza bilan muvofig keladimi? Bunda ¢=0.05 va o=0.1 bo’lgan hollarni
ko‘ring. : '
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IX bob. Ko*p o‘lehovti statistik tahlil usullari

Ko*p sondagi korrelatsiyalangan miqdorlardan, yangi oz sondagi -
korrelatsivalanmagan miqdorlarga o tlsh ko'p oflchovli statlstlk mhllimng
mohiyatini tashkil giladi.

- 9.1 Faktorli tahlil

Igtisodiy keo‘rsatkichlarning ofzgarishini belgilovehi va iqgtisodiy
obyektlarni tasniflashni o‘rganuvchi “ yashirin” faktorlarni aniglash va
ularni tahlil gilish ko‘p o‘lchovli statistik tahllni asosiy masalalaridir.

Iqtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarishini belgilovchi omiliar to*plami .
komponentalari orasida stoxastik bog‘lanishlar bo‘lgan ko‘p o‘lchovli
vektor sifatida hamda “yashirin™ faktorlar esa markazlashtirilgan va
komrelatsiyalanmagan tum.lar deb garaladi. Mana shunday ‘‘yashirin”
fakioriarni aniglash faktorli tahlilning, xususan, bosh komponentalar
usulining asosiy masalalarini tashkil gilada.

Igtisodiy obyektlarni tasniflashda ko‘p oflchovli tanfanma igtisodiy
omillar giymatlaridan tuziladi. Har bir ko‘p o‘lchovli tanlanma — ko'p
o'lchovli tm.ning amalga olingan giymatlaridan iborat bo‘lib, u
o‘rganilayotgan igtisodiy ob’ekini tavsiflashga, sinflarga ajratishga xizmat
giladi. Shu magsad vo‘lida kop oflchovii t.m.ning tagsimot funksiyasi
haqida oldindan ma’lumotga ega bo‘lish muhimdir. Agar mana shunday
ma’lumot bo‘tmasa, sinflarga ajratish ularni tashkil qiluvchi obyekilar
“yaginligi” asosida amalga oshiriladi; bunda bir sinfdagi obyektiar
“yaqin”, twli sinfdagilari esa bir ~ birlaridan “uzoq” da bo‘ladilar.
Obyektlar orasidagi “yaginlik” ni belgilovehi masofa turlicha aniglanishi
mumkin, xususan, » o‘lchovli Yevkiid fazasidagi masofa deb ham
aniqianishi mumkin.

Endi fakiorli tahlil usuliga o‘taylik. Quyidagi holatni o‘rganaylik.
Aniq bir shaxsga yakka holda kiyim tikish lozim. Buning vchun shu yakka
shaxsni qaddi — gomatini tavsiflaydigan bir nechta ma’lumeotlar yig‘iladi.
Shu kiyim sanecat korxonasida ishlab chigilsa fagat uchta o‘zaro bog‘lig
ma’lumoilarga asoslanadi xolos: o‘lcham, bo‘y va to‘lalik. Bu holat
faktorli tahlilning asosiy masalasini to‘lig namoyish qiladi: boshlang*ich
ko*p sondagi o‘zare bog‘langan F;, ..., Fi &< “yashirin” omillarga o‘tish
masalast. : [

",
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Igtisodiyotda’ shu turdagi masalalar ko‘plab uchraydi. Masalan,
" ishlab chigarish manbalaridan samarali fovdalanish uchun bir necha
umumiashtiruvehi ko*rsatkichlarni topish zarurati tug'iladi.

Faktorli tahilil modeli quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

Xf=ai+iaf)’ﬁ}+vlsf H 3"‘;13 27 -u-y B k<m '. | (9'1'])

£=

Bu yerda MX, =aq, F;, j=1,2, ..., k- umumiy (*yashirin”) faktorlar;

@, = boshlang‘ich ko‘rsatkichlarning umumiy faktorlariga 1a’sir
koeffitsentlari;
£, , i=12,.,m - maxsus faktorlar ;

. v,- ko‘rsatkichlarning maxsus faktorlarga ta’siri.

Umumiy va maxsus faktorlar markaziashiiriigan (MF, =0,/ =12,..%,
Me, =0,4=12,..m), normallangan (MF} =1L j=12. b, Me!=l1=12,.m) va
korrelyatsiyalanmagan (MF, 7, =0.j# f, Mgz, =0i#f, MFs, =0,
Lf=12 Kk, ii'= _l;2,...,m ) deb faraz gitamiz. ._
Faktorli tahlilning (9.1.1) modeli matritsalar yordamida quyidagicha
voziladi ' .

X=a+AF +Ve, : (9.1.2)

. X,
. bu yerda X-—-( 5 ]

(%)
matematik kutilmalaridan tuzilgan vektor ustun. .

& o
. a=[ : J - boshlang‘ich ko‘rsatkichlar va ularning

am’

i £, M ’ .
F ={ } , £=| J -~ umumiy va maxsus faktoriar vektor ustuni,

. F; . B {'é‘ﬂf
TR T “u} v 0 ¢
4| em ai,,2 ay, i, V= 0_. v:;,_ 8 _
anrl amz anri‘_) 0 0 L™

umumiy va maxsus faktorlar ta’sir koeffitsientlari matritsalari.
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(9.1.2) ga asosan X ko'p o‘lchovli ko‘rsatkich uchta
komrelatsiyalanmagan tarkibiy go*shiluvchilardan iborat ekan:

1} a- tasodifiy bo‘lmagan tarkibiy bo‘lak (matematik kutilma};
2) vinumiy faktorlar aniglaydigan AF — tasodifiy tarkibiy bo‘lak;
3) maxsus faktorlar aniglavdigan V, tasodifiy tarkibiy bo‘lak.

Faktorli tahlilning (9.1.2) modelini amalga oshirish {qo‘lash) uchun
liech bo‘lmaganda uning birinchi ikki tarkibiy qoshilovehilarini statistik
ma’lumotlar asosida statistik  bahelash lozim. Bulardan, birinchisi
matematik kutilma « ni tanlanmaning o‘rta giymati o ga, ikkinchi
go'shituvchini uiarning statistik baholariga, ya’ni cmumiy faktorlar ta’sic
koettitsientlari bahosi va umumiy faktorlar bahosiga almashtirish kerak.

Yugoridagi masalalarni yechish uchun bir necha usullar mavjud. Ana
shulardan biri — bosh komponenialar usulidir.

) 9.2 Bosh kemponentalar usuli

Bosh komponentalar usule (ingl. Principal component analysis,
PCA) — olingan ma’lumotlarni eng kam informatsiya yo‘qotgan holda
o‘lchovini pasaytirishning asosiy usullaridan biri hisoblanadi. U K. Pirson
tomonidan 1901 yilda taklif etilgan bo‘lib, ko'pgina amaliy masalalarni
yechishda keng qo‘llaniladi. Bosh komponentalarni hisobtash boshlang‘ich
ma’lumotdan tuzilgan kovariatsion matrisaning xos son va xos vectorlarni
hisoblashga keltiriladi.

Bosh komponentalar usuli butun folig'icha umumiy ko‘rsatkichlarga
asoslanib hulosa chigaradi. Bu usulda ham faktorlar markazlashtirilgan,
normallangan va korrelatsiyalanmagandir. :

v rgenilayotgan X ko'rsatkichlar sistemasining birinchi  bosh
komponentasi  ¥Y{X) ushbu ko'rshatkichlardan tuzilgan normallashgan,
markazlashtirilgan shunday chizigli kombinatsiyasiki, u golgan barcha shunday
chiziqli kombinatsiyalar orasida eng katta dispersiyaga ega bo‘lishi kerak,

v O’rganilayotgan X ko’rsatkichlar sistemasining k-bosh komponentasi
¥i{X) ushibu ko’rshatkichlardan tuzilgan normallashgan, markazlashtirilgan
shunday chiziqli kombinatsiyasiki, u oldingi £-1 bosh komponentalar bilan
korrelyatsiyalanmagan va qolgan barcha normailashgan, markazlashiirilgan va
korrelyatsivalanmagan oldingi k-1 chizigh kombinatsiyalar orasida eng katta
dispersiyaga egadir.

K . . '.'.3149
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S Unmg mohiyati quyidagicha, Ushby
X,=a+Y aF, i=12..m T A
2 R
yoki matritsa korinishida yozib oladigan bo‘lsak,
L ' X=a+A4F

ifodani  ko‘raylik. Markazlashtirilgan beshlang'ich  ko'rsatkichlarni
Y, =X, -a,, j=12..m deb belgilaylik. U holda (9.2.1) muposabatni
{9.1.2) bilan solishtirish natijasida quyidagicha yozishimiz mumkin:

Y=A4-F, (9.2.2)
A — faktorlar ta’siri koeffitstenti matritsasini aniqlash magsadida
boshlang‘ich ko‘rsatkichlar kovariatsiyasi ‘matritsasining xos sonlarini 2
va xos vektorlarini 7 bilan beigilaylik:
(mxm) B= Hyov[xi,lel = ﬂcov{y,,yj)": MYY',
Eslatib o°tish joizki, xos sonlar quyidagi tenglamadan topiladi:

B-1=A-1 yoki (B-4E, ¥=0. (9.2.3)

By yerda E,, — birlik matritsa. (9.2.3) bir jinsli tengiamalar sistemasi noldan
fargli yechimga ega bo*lishi uchun bosh determinanti nol bo*lishi kerak

[B~4-E=0 v.2.4)

(9.2.4) tenglama X ga nishatan m ta tcﬁgiamalardan iborat bo‘lib, B -
matritsaning 4,....,4, Xos sonlaridan iborat bo‘lgan yechimlarga ega. _
Turli xos sonlarga mos keluvehi xos vektorlar ortogonal, shuning

uchun
L= (lj a'"a‘tm}
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matritsa normallangan xos vektoriardan tuzilgan bo‘lganligi uchun ham
ortogenal matritsadir. Ortogonal matritsa koordinatalar o‘qini burishuoi
anglatadi.

Shuning uchun, markazlashtiriigan boshlang®ich ko*rsatkichlarni
ortogonal L' matritsa yordamida chizigli almashtirish koordinatalar o*qini
burishni anglatadi:

FeLY, Y=L 025

;

Hosil bo‘lgan yaﬁgi korsatkichlar korrelatsivalanmagan bo‘ladi.
Haqigatan ham, (9.2.5) ga asosan ko‘rsatkichlar markaziashtirilgan
bo‘lgani uchun

 feovts )| =M =MEYYL = LMYYL = L'BL =

V, 0 .. 0
. Pt D % 7
; 0 0 .. A,

Demak,"

ooV f,)=0, 0%, Df,=cov(ff)=A.

Ortogonal almashtirish masofani saglaydi, shu sababli

2Y=2 S
il f=l

Demak, boshlang‘ich  ko‘rsatkichlarni barcha . dispersiyasi
normallashmagan bosh komponentalar dispersivasiga tengdir:-

iDX::M[il’f}ﬂf@.f}r—gbﬁ=)’mj&. (9.2.6)

sal =l 1 =l

Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, boshlang‘ich ko‘rsatkichlarning
barcha dispersiyasi xos sonlar yig‘indisiga teng ekan. Bosh komponentalar
usulida xos sonlar tartiblanadi 2, 24,2..21,.

Amaliyotda katta xos sonlarga mos keluvchi bir necha bosh
komponentatar bilan ish ko*riladi. Bunga asos bo‘lib (9.2.6) tenglik xizmat
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qiladi, ya'ni boshlang‘ich ko‘rsatkichlarning dispersiyasf shu xos sonlar
yig*indisiga juda yaqin bo‘ladi.

Bosh komponentalarni normaliashtiraylik £, =:f~%- y0k1 F=pA" f

-matritsa ke‘rinishida yozamiz. By yerda

) :{Lf o .. o)
} ;

vesl Dm0k

: N I 1

{0 0 .. J—EJ

Endi F=AY"F bo'lganligiuchun ¥ =27 =L-A"F=4.F.
Oxirgi tenglikdan boshlang‘ich ko‘rsatkichlarning umunny
faktorlarga ta’siri

JE -0 o
ampnn, peef O VRO N (¥ X))
Lo o .. & '

ko‘rinishda ekanligi kelib chigadi.
Amaliyotda yuqorida chigarilgan xulosalar va bajarilgan hisoblarni
nazariy matematik kutilma « va kovariatsiyalar matritsasi B uchun emas,

baiki tanlanmalar yordamida ular uchun qurilgan « va 5 statistik baholar
uchun bajarish kerak. Buni quyidagi misclda koraylik.

9.1 ~ misel. 24 ta (n=24) toshbaqalarning tosh pansitlari ko’rsatkichlari:
uzunligi X}, eni X; va balandligi X; ni (mm larda) o’lchash natijasida quyidagi
kovariatsion matrisa B hosil gilingan bo’lsin,

g
' {451,39 27127 168.70
Be=|271a7 17173 103291
L168.70 10329  66.6% )

S
.

(9 2. 4)ga asosan quyidagi mos 3-darajali
’ : M5139-4 27117 168.70 |
271.47 1TL73-4 10329 |=
168.7) 10329 6665 A4

B
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tenglamani- echib mos ravishda 2,=680.40, 1,=6.50 va 1,=2.86 eckanligini
aniglaymiz. Topilgan xos sonlarni mos ravishda (9.2.5) sistemaga qo’yib, u'lm‘m
noma’lum J, = {/,.4,./,}arga nisbatan hisoblaymiz:

.8126 - 0.5454 ~0.2054
=| 049551, £, =| C.8321 |, [, ={ -0.2491
0.3068 | 0.1006 0.9465

U holda bosh komponentalar quyidagiga teng bo’ladi:

C (= 081X, + 050X, +031X,;

o f(D=~0.55X, + 083X, +0.10X, ;
5 f(ly= 021X, ~0.25X, +0.95X,.

IX bobga doir miscllar

1. Tavakkaliga tanlangan 20 talabalaming vazni (X), yoshi (Y) va

" bot vi (Z) to‘g'risidagi ma’lumotlar asosida tuzilgan quyidagi B kovariatsion

... matritsa uchun bosh komponentalarini hisoblang:

19.69 111 14.13

8 [1.11 209 133

(1433 133 17.61

2. Quyidagi kovariatsion matritsalar uchun LY, —LO"(fnf )= 4, 131'111
" harda bosh komponentalarini hisoblang. . o
. 374 1.85 2.12} 2603 1650 1640Y S
: a}Ll.ss 633 0.70{; b) (16,50 6495 956 {. '
212 070 2,00J L1640 9.36 19.79
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ILOVA

1-ilova
=
P(x)= e’ > fun ksiyaning giymatlari jadvali
Vo
x 0 1 p) 3 4 5 6 7 3 9
0,0 03989 3089 3986 3088 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0.} ! 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3025 3008
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
03 [ 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3730 3726 3712 3697
04 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3389 3572 3555 3538
05 3521 3303 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3327 3352
iX] 3332 3312 3292 32Ty 351 32300 3209 3187 3t6e 3144
07 1 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 1966 2043 2920
0.8 | 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2700 2685
0.9 | 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1.0 2420 2396 2371 2347 2323 22090 2275 2358 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1963
1,2 1942 19192 1895 187 1849 1826 1804 1781 1738 1736
13 | 1714 16517 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1318
14 1497 ° 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1.5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1883  E63 1145 1127
L6 | 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0980 0973 (957
L7 | 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0R33  OBI®  (0RO4
I8 | 0790 0775 0761 0748 0734 0721 07 0694 0681 0669
1,9 | 0656 0644 0632 0620 0608 0506 0584 0573 0562  055]
2,0 | 06,0540 0529 0519 0508 0498 (488 0478 0468 0455 0449
S 1| 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 Q371 0363
22 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
©2,3 | 0283 0277 0270 0264 (0258 0252 0246 0241 0235 (029
24 | 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0I94 0189 0184 0180
2,5 (0175 0171 0167 0163 6158 0154  0ISl 0147 0143 0139
26 , 0136 0132 0120 0126 0122 6119 0116 ©01i3 0110 0107
27 gi0d  GR01 0095 0095 0093 0091 0088 0086 0084 0081
- 2.8 o0%e 0077 0075 0073 0071 00D 0067 0065 0063 0061
2.9 G060 00OSE 0086 0055 0053 0051 0050 0048 64?0046
30 10,0044 0043 0042 0040 0039 0G38 D037 0036 0035 0034
3.1 0033 0032 003t 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3.2 ] 0024 0023 6022 0022 002! 0020 0020 ODIS  00IS 001
33 Q17 0017 0016 0016 0015 0015 0014 Q014 0013 0013
34 | 0012 0012 0012 0011 0011 0010 ODIC  G0IG 0009 000D
3,5 | 0009 0008 0GOS 0008 6008 0007 0007 0007  00GT 0006
3,6 0005 0006 0006 0005 0OG5 0005 O0DS 0005 8005 0004
3,7 G004 0004 0004 0004 00D4 0004 0003 0003 o003 0003
38 0003 G003 0003 0403 003 0002 0002 0002 0062 0002
39 | 0002 0002 0002 0002 0002 0002 00M2 0002 0001 000)
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0,00
0,01
0,02
0,03
0,4
0,05
0,06
0,67
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
9,13
0,14
0,15
6,16
017
0,18
0,19
0,20

“on
0,22
1,23
0,24
0,25

. 0,26

0,27

0,18

0,29

0,30

0,31

0,32

0,33

0,34

0,35

0,36

037

0,38

0,39

0,40

© o4

042

0,43

0,44

l D)=

@ (xy
(0000
.0,0040
0,0080
00120
00160
00199
0,023¢
0,0279
00319

. 00359

. 00398

0,0433
00478
0,0517
0,0557
0,0596
0,0636
00675
0,0714
0,0753
- 0,0793
0,0832
- 00871
00910
10,0048
0,0987
. 0,1026
- 0,1064
84,1103
0,1141
0,1179
0,1217
0,1255
20,1293
0,133
0,1368
0,1406
6,1443
0,1430
0,1517
0,1554
0,1591
0.1628
0,1564
0,17090

L ]'e"f’*/ dt funksiyaining giymatlari jadvali

X

0,45
0,46
0,47
0,43
0,49
0,50
0,51
0,52
0,33
9,54
0,55
0,56
0,57
0,5%
0,59
0,60
0,6
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72

0,73

0,80
0,81
0,82
0,383
0,84
0,35
0,86
087
0,88
0.8%

D, (x}
0.1736
0,1772
(,1808
G,1844
0.187%
01915
(,1950

1oL
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X

0,90
0,91
0,92
093
0,94
0,95
0,9
0,97
0,98
9,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
106
1,07
1,08

1,10
L1
112
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
119
1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27

1,29
1,30
L3
3.32
1.33
1,34

Dy(x)
3159
0,3186
0,3212
0,3238
0,2264
03289
0,3315
03340
,3365
{,3389
0,34)3
03438
3465
03485
0,3508
0,3531
0,3554
03577
03599
03621
0,3643
0,3665
{,36R6
0,3708
03729
03749
03770
0,3790
0,3810
,3830
0,3849
0,3869
0,3883
0,3907
03925
0,3944
0,3962
11,3980
0,3997
04015
f),4032
04046
0,4066
04082
0,400

X

135
1,36
1,37
1,38
1,39

1,40

1,41

1,42

1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49
1,50
1,38
1,52
1,53
1,5¢
1,55
1,36
1.57
1,58
1,59
1,60

1,61
1,62

1,63
1,64
165
1,66
167
1,68
1,69
1,70
1,711
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

" “2-ilova

B (x)

04115

08,4131
04147
0,4162
0,4177
04192
04207
04222
0,4236
04251
0,4265
0,4279
0,4292
04306
0,4319
0,4332
0,4345
0,4357
0,4370
0,4382
0,4394
0,4406
0,4418
04429
0,444}
0,4452

04474
0,4484
0,4495
£6,4505
04515
0,4525
0,435
0,4545
0,4554
04564
0,4573
0,4532
04591
0,4599
0,4608
0,4616
04625
0,4633



1,80
152

1,89

1,93

1,95
1,%6
1,37
1.98
1.9%
2,00

0,4641
0,4649
04656
0,4664
0,4671
04678
0,4686
0,4693

0.4659

0.,4706
04713
04716
0,4726
0,4732
0,4738
04744
04750
0,4756
0.4761
0,4767
06,4772

A0
T242

2,02
2,04
2,66
2,08
2,10
2,12
2,14
216
2,18
2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30
2,32
2,34
2,36
2,38

0,4783
0,4793
0.4803
04812
0,4821
04,4830
0,4838
0,4846
0,4854
0,486}
10,4868
04875
- 0,4881
. 0,4887
. 0,4893
0,4808
0,4904
. 0,4900
- 04913
T 04918
. 04922

156

2,68
2,70
2,72
2,74
2,76
2,78

2,82
2,84

0,4927
0,4931
0,4934

04938 .

0,4541
0.4945

04948 -

0,4951
0,493
0,4956
06,4959
0,4961
0,4963
0,4565
0,4567
09,4969
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Cleider 7 edglentie e

. JEVET . ) c 3-1‘10\"3;' L
< yp? taqsimotming kritik nuqtalari - rvtelanees
N
k- e giymatdorlik darajasi
ozodlik
darajasi 0,41 0,025 0,05 095 0,975 0,99
somi
H 0,6 5,0 3.8 0,063% 3,00098 0,00016
2 9,2 7.4 6,0 0,103 0,051 0020
3 11,3 9.4 7.8 0,352 0216 0,115
4 13,3 11,1 9.5 0,711 0,484 0.297
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 9,554
6 16,8 144 12,6 1,64 1.24 0,872
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1.69 1,24
8 20,} 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65
g 217 19,0 169 3,33 2,70 2,09
19 232 20,5 18,3 394 3,25 2,56
11 247 21,9 19,7 4,57 3,82 3,08
12 20,2 233 21,0 5.23 4,40 357
13 277 24,7 324 589 501 41l
14 29,1 26,1 237 6,57 5,63 4.66
15 30,6 27.5 250 126 626 | 523
16 32,0 28,8 263 7.96 6,91 581
17 33,4 302 21,6 8,67 1,55 6,41
18 348 315 289 9,39 8,23 7,01
19 36,2 329 3G,1 i0.1 8,91 7.63
20 37,6 34,2 314 10,9 9,59 §.26
21 389 | 353 32,7 11,6 103 890 |
22 40,3 36,8 339 12,3 110 954
23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2
24 430 304 36,4 13.8 12,4 10,9
25 443 40,6 37 14,6 13,1 11,5
26 45,6 41.9 389 154 i3.8 122
27 470 43,2 40,1 16,2 14,6 122
28 48,3 445 413 16,9 15,3 . 136
29 496 45,7 42.6 17,7 16,0 14.3
30 508 470 438 18,5 16,8 15,0
L i )
§ MR e 5 ;
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