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Роздш 1. Теоретичш аспекти 
§ 1. Поняття про функщю i и границю

Розглядатимемо функщУ д1йсноТ змшноТ х , х  е  /?' [1, 2].
Д1йсна зм1нна у називаеться функшсю у  = Д х )  д1йсно1 зм1нно1 

х , якщо кожному х в!дпов1дас у i т!льки одне.
Задания функщУ може бути анал!тичне, фаф!чне, табличне i 

програмне.
Кожна функшя вважаеться щлком заданою, якщо вщомими е 

область визначення функщУ, область значень функщУ i функщональна 
в1дпов!дн1сть.

Для аналггично заданоУ функщУ функц!ональна вщповщнють 
записуеться формулою, для граф!чно заданоУ функщУ функщональна 
в!дпов!дн!сть зображаеться граф!ком функщй, для таблично заданоУ 
функщУ функщональна вщповщнють окремо не ф!гуруе, для програм- 
но заданоУ функщУ функщональна вщповщнють задаеться програмою 
обчислювання значень функщй.

Функщя номера називаеться послщовн!стю, а п = / (п),  i запи­

суеться виразом {ап}, я кий прочитуеться як {ап } = а^,а2, а ъ,......
Тут п = 1,2,3,..... -  значения аргументу функщУ -  послщовно перебран!;
а ь а2, а 3,....,ап... -  члени послщовност! або значения функщУ.

Границя функщУ розглядаеться ! дослщжуеться в матемэтич­
ному анал!з! тшьки для анал!тично заданих функщй. Причому, границя 
функщУ може дослщжуватися при прямуванн! аргументу до  меж! об­
лает! визначення функщУ, що входить в теор!ю одностороншх границь.

При закритж облает! [a ,b ]  визначення функщУ Д х )  границею 

функщУ Д х )  при х ->  х0,х 0 е  ]cz,/>[ е lim / ( х )  = / ( х 0) зпдно класич-
х - > х 0

ного означения, тобто границею функщУ в точц! облает! визначення е 
значения розглядано'У функщУ в ц!й точщ.

Це не стосуеться границ! послщовност!, бо границя послщов­
ност! розглядаеться т!льки при п ->  +со, а натурального числа (+со) не 

!снуе -  юнуе т!льки поняття про б!льше в!д вс!х натур ал ьних чисел.
Означения Кош!. Число d  називаеться границею функщУ Д х )

при X —» х 0 [4], якщо для всякого £  > 0 юнуе таке б > 0, що коли 

х * х0 i | х - х 0|< ^  виконуеться нер!вн!сть | / ( х ) - d \ <  Е.
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Модульний запис в цих нер!вностях означае, що означениям 
Komi означено двосторонш границ! -  тобто х —> х0 то зл!ва в'щ х0 , то 
справа.

Означения Гейне. Число d  називаеться границею функцп / ( х )  

при х —> х0, якщо для будь-якоУ посл1довност! {х„}, яка збтаеться до 

х0 (тшьки при п ->  -ко), причому х„ *  х0, -  послщовн!сть { /(х ,,)}  

збшаеться до d,  / (х„) —> d .

На основ! означень границ! функщУ д!йсно'У зм!нноУ Кош! та 
Гейне можна записати означения односторонн!х границь lim / ( х )

х —*х0 +0
(справа) та lim / ( х )  зл!ва зпдно текст!в:

х - * х 0 -0
а) Число d  називаеться границею справа функщУ / ( х )  при

х ->  х0 + 0  (справа в!д х0), якщо для всякого £  > 0 !снуе таке б > 0,

що з умов и 0 < х -  х0 < б при х„ Ф х0 виконуеться \ f { x ) - d \  < Е

(Кош!). В цьому випадку зб!жн!сть з двох сторш е можливою тшьки 
уздовж ос! ординат Оу.

б) Число d  називаеться границею справа функщУ / ( х )  при 

х ->  х0 + 0 (справа в!д х0), якщо для будь-якоУ послщовност! {х„}, в 

якоУ х„ -  х0 > 0 при /? ->  -ню ! х„ ф х0 та {х„} ->  х0 виконуеться, що 

посл!довн!сть { / (х„} зб!гаеться до d,  lim / ( х „ ) =  d  (Гейне).
И —> + с о

в) Число d  називаеться фаницею зл!ва функщУ / ( х )  при 

х ->  х0 - 0  (зл!ва в!д х0), якщо для всякого £  > 0 !снуе таке б > 0, що 

з умови - 5  < х -  х0 < 0 при х *  х0 виконуеться \ f ( x ) - d \  < Е  (Кош!).

г) Число d  називаеться фаницею справа функщУ / ( х )  при 

х ->  х0 -  0 (зл!ва в!д х0), якщо для будь-якоУ послщовност! {х„}, в 

якоУ х„ -  х0 < 0 при а? ->  + 0 0  ! х ^ х 0 та {х„} ->  х0 виконуеться, що 

посл!довн!сть { / (х„)} зб!гаеться до d,  lim / ( х )  (Гейне).

При х е  ]ti,b[ фаниця lim / ( х )  може розглядатися тшьки як
х —уа

фаниця справа, lim f ( x ) =  lim / ( х ) ;  при x ^ b  фаниця lim / ( х )
х - у а  д:-»а+0 .г-»А

може розглядатися тшьки як границя зл!ва, lim / ( х )  = lim / ( х ) .
х -* Ь  х -> Ь -0
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Аналопчно, фаницею lim ап посл1довност! {ап} с тшьки ф а-
И->со

ниця зл!ва, lim {ti„}= lim {а„}.
П —» с о  П - > + с о

Отже, число d  називаеться фаницею функцп дшсноУ зм!нно1 

/ ( х )  при х ->  х0, тод! i тшьки тод! коли

lim / ( х )  = \ ш  f ( x )  = d  (1)
л:<—д:о+0 .г—».г0 -О

При х ->  со у зв’язку з невизначешстю х ->  +оо чи х ->  -со на 
вшмшу вщ випадку и ^  со (де я —>-юо тшьки) доводиться при 
досл!дженн{ lim / ( х )  розглядати два випадки, знаходити i lim / ( х )

л:->а> х-»+со
i lim / ( х ) .

j r - » - C O

§ 2. Важлив! фанищ  
2.1. Перша важлива фаниця

sin х
Першою важливою фаницею називають lim

х->0 X
аргумент! синуса розглядаеться в рад!анах.

Теорема, lim - П * =  1 .
•*:—»0 X

. Зм1нна х в

(2)

Доведения. В пром!жку 0 < х < — мае M i c u e  подв!йна нер!в-

Н1СТЬ

sin х < х < tgx.

що випливае з креслюнка 1.
(3)

Креслюнок 1.
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Дшсно, s in х = BD, x  = k jAKB  ( 'u A K B  вим!рюеться в рад!анах, 
тут мова йде про геометричну довжину k j AK B) ,  tgx = АС,  що 

шдтверджуеться нер1втстю для площ S Mcm < 8 секпюраАКН() < S MCO, 

зв!дки

— ОА2 - sinx < —ОА2 • х < — О A 2 tgx.
2 2 2

Осктьки sin х > 0, дшимо подвшну нер!вн1сть (3) на sin x  (тут 

sin x  > 0 ). Звщси

I * 1I < --------- <  —
Sin X COS X

_ , s in x  - , sinx
або 1 > --------> cos x, 0 < 1-----------< 1 -  cos x.

(4)

Враховуемо, що 1 -  c o s  x  =  2 s i n 2 - ^  <  2 s i n  ^  <  x ,  6 o  s i n - ^ - c l ,

. X X
s i n  — < — зпдно креслюнка i означения синуса.

Звщси 0 < 1 -  Sm *  < х при х > 0, i при - у  < 0 маемо
х

л  ,  s i n ( - y )  _  -  ,  s i n ^  . . ...
О < 1-------------- < у ,  тоото 0 < 1----------- < у  в силу непарност! функцп

- У  У
f ( y )  =  s i n  у.

Отже, можемо записати остаточно 
s i n x

-1 14 (5)

що при |х| ->  0 робить результат теореми очевидним.

На основ! HepiBH O CTi (5) додатково перев!римо виконання озна­
чения Кош! границ! функщУ. Дшсно, задаем© £  > 0. Тод! в якосгп 8

г* * 71 . I I ?можна взяти менше 13 чисел t  \ —, i при |х| < о тут автоматично

буде в силу 5
sin х

-1 < Е.

Теорема доведена.

Зм!ст першоУ важливоУ границ! е
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2.2. Друга важлива фаниця

Другою важливою границею називають l im ( l+ —)". Природ-
л-»со п

НЬО, ( д  - >  со ) =  ( и  - >  -ко).

1х« (6)Теорема, lim (1 + —)” = е,
/?->оо п

де £?« 2,718281828459045..., яке називають числом Непера, i яке е 
трансцендентним числом.

V
п

Доведения. Роз глянем о вираз х п = . Зпдно б!нома Нью­

тона

(«, + бУ-= <." +  »■ ° П-'Ь + ■ 62 + 2) дП-зАз + .

2 ! 3!

w (n -l)- .... (w-A: +  l) L„
ч-------------------------------- а о +... + D ,

к\
тобто вираз х„ можна записати як

(7)

1 « ( « - ! ) !  л (л -1 ) ( л - 2 )  1 п (п - \ ) - . . . - (п ~к  + \) 1
= 1 + Я— + —----- -^гЧ-—-----   --7Г + ... + —  ̂ - - Г  + ...+

п 2! л2 3! и3 it!

1 , 1 (, Л  i f ,  V f l -
2' l f , 1

ч- —  = 1ч-1 + — 1 —  \ + - \  1 — + . . .+ -  1 — X1++

пп 2! < П 3!l п , 1 «У к\{ П; ' " Ч  " п\

x h . I W i . l r i
п) V п

Якщо розглядати х„+|, то починаючи з третьего доданку eci 
доданки в попередньому вираз! будуть бшьшими. та ще й додаеться 
один додатн!й доданок.

Зв1дси х„+| > х„, i послщовшсть {х„} с зростаючою, але посл!- 

довн!сть {х,,} с обмеженою зверху.

Д!йсно, збшьшимо х„ - кожен множник в игл яду | l  j  зам!-

нивши на 1, бо ] < 1 при к < п. Отримаемо х„ < 2 + —+ —Ч-...Ч-—. 
п 2! 3! п\

1с-\ 1 1Позаяк к\> 2 при к >2,  то тим б!льше х„ < 2 ч- — ч- —  ч-...
2 22
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I * 1 1 1
+ ~^Z\ < 3 в силу перебування сум и + -^ ::у- сумою спадно!

геометричноУ nporpeciV, Sn =

n - i

1 -
< 1  .

*„=11 +  -  
п

Отже, вагою обмеженост! зверху [1 ,2 ]  послщовшсть {х„}, де

Г "
мае скшченну границю, яка i позначаеться е.

, 1 1 1  1По cyTi, е =  1 + — + — + — +
1! 2! 3! п\

Теорема доведена.

Змют другоУ важливоУ границ! е  ((~ 1)+” ) 

Вар!анти другоУ важливоУ границ!:

a) lim 1 + — I = е
х̂>+<х>{ X

(8)

Зм!ст: ((~1)+” )

б) lim
Х-*-<Х>

1 + — I = е 
х

Зм!ст: ((-I)" ” ) 

в) limfl + а )а  = е
а-»0

Зм!ст: ( (-  1)” ), де со можна розглядати ! як ( + о о ) ,  ! як ( - с о )

г) lim
х->0

д) lim
а - » 0

1п(1 + х)
X

Зм1ст:

О 
1 о

(l + аУ* - 1
а

Зм!ст: [-]КО)

= ц



x  — 1
e) lim :------- = Inx, x > 0, x Ф 1

a->o a

Зм1ст: I —
lo

§ 3. Неск1нченно мал! i неск!нченно велик!

Функшя a (x )  при х  -> а  називаеться нескшченно малою при 

х  а , якщо lim a (x )  = 0.
х-*а

В окол! свого кореня х0 кожна функшя е нескшченно малою 

при х ->  х 0.

Функшя може бути нескшченно малою тшьки при х ->  х0 + 0 

(справа) чи х ->  х0 -  0 (зл!ва).

В результат! пор!вняння неск!нченно малих a (x ), х -> а,  ! 

Р(х), х ->  я (е неск!нченно малими при одному ! тому ж а)  маемо 

таблицю пор!вняння неск!нченно малих:

а) При 1 ! т - ^ ^  = 0 неск!нченно мала a (x ), х  ->  я називаеться
*~*а № )

неск!нченною малого вищого порядку мал ост! пор!вняно з неск!нченно 
малою Р(х), х ->  я.

б) При lim = с  ф0,  \с \ < -но неск!нченно мал! ег(х), х  ->  я
/?(х)

! /?(х), х —> я називаються несюнченно малими одного порядку 

мал ост! при х ->  я .

в) При lim = 1 несюнченно мал! а (х ) ,  х  - » я ! /?(х),
х-*а  у5(х)

х ->  я називаються екв!валентними несюнченно малими, ! при 
знаходженн! фаниц! складно! функцп при х ->  я Yx можна м!няти 
одна на другу.

г) При lim = с ф 0  К  >\ ,  \с\ <  -ю о  несюнченно мала
х-*а /3  ( х )  11

а (х ), х —> я називаеться неск!нченно малою к-того порядку мал ост! 

пор!вняно з несюнченно малою Д х ) ,  х я .
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Функшя А(х),  х  -> а  називаеться неск!нченно великою при 

х  а, якщо icHye нескшченно мала а(х ) ,  х  -> а  таке, що

А (х ) = - 7 ^ -  а ( х )
Пункти а), б), в), г) § 3 мають Micue в протилежному розумшш  

для неск!нченно великих, тобто для несюнченно великих А(х),  х  а 

i В(х),  х  ->  <з виконуеться:

д) При lim  = 0 нескшченно велика 5 (х ), х  - > а
х—*а В(х)

називаеться нескшченно великою вищого порядку росту пор!вняно з 
неск!нченно великою А(х) ,  х ->  я .

А(х)
е) При lim -------- = с  ^ 0 , с < -юо нескшченно велик! Д х ) ,

■х->а В(х)

х  а  \ В(х),  х  а  називаються нескшченно великими одного

порядку росту при х —> а .
А(х)

е) При lim  = 1 нескшченно велик! Д х ) ,  х —> a i В(х),
х -*< 1 В(х)

х ->  а називаються екв!валентними неск!нченно великими при х —► я, 
i Ух можна взаем но мшяти м!сцями при знаходженн! фаниц! при 
х ->  ti .

А(х)
ж) При lim —jr-—  = с ^  О, AT > 1, \с\ < -ко неск!нченно велика

В к (х ) 1

А(х),  х  -> а  називаеться неск!нченно великою к-того порядку росту 

пор!вняно з неск!нченно великою Д х ) ,  х  а .

Неск!нченно велию х"(х ->  оо, п = const),  а х ( а >  1), х ! (х е  yV) 
при х ->  -ко мають саме проф!ксований порядком запису порядок 
росту.

§ 4. Основш правила вщнайдення фаниць

а) Границя стало!' е ця сама стала, lim с = с, с = const.
х-*а

Якщо юнують lim сх(х) i lim /?(х), то:
х-*а х-*а

б) Границя сум и (р!знищ) функщй дор!внюе сум! (р!знищ) 
границь функщй, lim ( Д х )  ± /? (х )) = lim сс(х) ± lim Д х ) .

х—>а х-*а х->а
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в) Границя добутку двох функцш дор!внюе добутку границь 
функщй за в]дсутност! невизначеност!,

l i m  (а (х )  • /? (х )) = l i m  а ( х )  ■ l i m  /? (х ) .
.с->а х -» а

г) Границя частки двох функщй за вщсутносп невизначеност!
lim а (х )

дор!внюе частщ границь цих функщй, Пт _  х-*а
х-*а Р (х )  Пт р{х )

х —>а

д) Границя степеню за вщсутност! невизначеност! дор!внюе
z \ lim /?(х)

частщ степеню фаниць, lim (ог(х))^ х  ̂ =  lim <х(х) Г”*0 
х->а у

е) Границя нер!вност1, яка виконуеться для B c ix  х, дор!внюе 
H e p i B H O C T i  границь (причому строгий знак нер1вност! може бути

замшений на нестрогий, Н т (а (х ) < р(х)) => Пт а (х )  < Пт Р(х) .
/  \ х - * а  х - * а  J

е) Границя добутку обмежено! функщУ на нескшченно велику е 
несюнченно велика, фаниця частки обмеженоУ функщУ i несюнченно 
велико'У е несюнченно малою.

ж) Границя добутку обмеженоУ функщУ на несюнченно малу е 
несюнченно мала.

§ 5. Невизначеносп

,  ( 0 •  с о ) ,  —  , ( g o - go) ,  ( оо0 ) ,
Г о)

Вирази в границях типу I —

(0°), (~ 1 ” ) i деяю шип под!бного плану називаються 

невизначеностями.
Деяю з них розкриваються за допомогою так званих важливих

границь, наприклад (~ 1” ).

Вирази типу I ~  I >
( 1

—  | ,  (о о  +  с о ) ,  ( о о - с о ) ,  ( с о ” )  невизначено-
оо

стями не е, i для них одразу записуемо результати |̂ — | = со ,

(о о  +  с о )  =  с о , ( с о  • с о )  =  с о , ( с о + х  )  =  со , ( о о ~ со )  =  0 .

Г 1 1 = о,
со
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Невизначеносп типу
, 0 ,

i
оо
—  I можна розкривати за допомо-
оо

гою правила Лошталя-Бернул!, шил ж невизначеност! шляхом класич- 
них алгебричних перетворень для розкриття Ух зводимо до важливих

.  . , 0 )  foe
фаниць або до  невизначеностеи типш | — I, I — щоб застосувати

правило Лошталя-Бернулл
Правило Лоп1таля-Бернул1:
а) Для функщй а(х ) ,  Д (х), визначених на пром!жку х е  ]о,/)[ 

при lim а ( х )  =  0 , lim /?(х) =  0 ,  d  €  \ i , b \  виконуеться
x - ^ d  x —>d

lim a (x )
' 0 '

, 0 )
= lim a якщо похщн! a  (x), /? (x) !снують при 

x^>d p  (x)x^>d p ( x )  

x  = d & \ t , b [ .
б) Для функщй A(x) ,  B (x ) ,  визначених на пром!жку x e  ]я,5[ 

при lim A(x)  = oo , lim B(x)  = со , d  e \ j , b [  виконуеться
x—td

lim — ■ = I — I = Hm ~ г ~ ~ ,  якщо похщн! A (x), В (x) 1снують при 
x ^ d B ( x )  \ c c )  x ^ d  В (x)

x  = d  e \ i , b \
Застосування правила Лоп1таля-Бернул! при х ->  а чи х ->  5 

спряжене з труднощами, осктьки юнування пох!дних а { х ) , /? (х ), 

Л (х ), 5 (х ) при х  = а  чи х  = Ь може зводитись до 1снування тшьки 

односторонн!х похщних а ' ( а + 0 ) ,  Р ' (а  + 0),  Л'(а + 0 ) , В'(а + 0) чи 

а \ Ь - 0 ) ,  Р Х Ь - Ъ ) ,  А ' ( Ь - О ) , В ' (Ь-О)

Роздш 2. Ehipui 
§ 6. Границя послщовност!

Границя послщовност! завжди вщнаходиться при п  ->  +оо, i 
розр!зняеться з фаницею функцп при х —> оо тим, що завдання знайти 
фаницю при х ->  со наперед означае знайти два вар!анти фанищ — 
вар!ант при х ->  -ко i вар!ант при х -оо.

На основ! означения границ! функцп Кош! використовуеться 
наступне означения границ! послщовност! {х„}: lim х п = d ,  якщо для
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всякого £  > 0 icnye такий номер N ,  починаючи з якого (п > /V) вс! 

члени послщовност! с розм!щеними вщ d  на вщсташ, менш!й за 

E \ \ x n - d \ <  Е.

7 п 2 - \  I n 1 -1
Зразок 1. l im — -̂------------ = lim

«-х» 3/72 + 2л + 5 "-++<* Зп2 + 2п + 5
До фаниц! частки переходити не можемо, бо результат дшення 

нескшченностей не визначено. Тому до мит! переходу до  фаниц! 
частки д т и м о  чисельник ! знаменник на старшу одночленну степшь

чисельника ! знаменника, тобто пор!внюемо стелен! л2, л, л°, як! е в 

даних чисельнику ! знаменнику.

Старшею стетнню  с л2. Отже,

7л2 -1
lim
п-*ао Зл" + 2 л  + 5 

^ 2" 1 7 - 4  limf?—V
п 2   л2 ___ " - Ч ___ п 2= lim — г ----------= lim

w-»*0 Зя2 +2п+5 - и .3+2 +_5. limf3+2 +^

1
п  Л 2 w  Л 2

lim 7 - lim
Л->00 И->00 I — О _  /

lim 3 + lim- + lim 4  3 + 0 + 0 3л->оо и->® Л л->«> 77

8л + 3 8 л + 3 f  со
Зр азок 2. h m —   г- = lim — г-------т =  —

и->со 4л' + 2л" л->+=о 4 /7- +2л" Ч°о
Дшимо чисельник i знаменник на одну i ту ж старшу степ!нь з 

стелен!в чисельника i знаменника л, л3, л2 - тобто, на л3.

8л + 3 8л 3 f  8 3+ —  lim -ТГ +

lim °" +  3"2~ = Hm /  2  ~  lim " l п3 f
л-x» 4 л ' +  2л~ ”-^c0 4 л + 2 л  «->«> 4 л ‘ 2л Hmf 4 +  -

л3 л3 л3 M->col  w
8 3

lim — + hm —т-
_  п  " / 1 - > с о  77  _  0  +  0  _  0  _ 0

lim 3 + l i m -  4 + 0 4
И -> 0 3  Л —>05 Л
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Зразок 3. lim
. 7л -5/1+4

= lim
In  - 5 л + 4 f О

«->« З л + 3 и-»+«= Зл + З

7 л 2 - 5 л +  4

= lim л = lim

^ 5 4 )
7 —  + —у  lim

л л у 7 - - + 4л л2 7 - 0  + 0

I 0 + 0  Jм-»со Зл + З и->оо f  3 3

п 2 U  + л2 у

Г7)
— = +G0 .

.oj

Зразок 4. lim s‘n^  + ̂  = lim = 0 , осктьки /(я) = sin(8« + 5) 
«-»” л + 2  л + 2

с  обмеженою функшею при л ->  оо , |з!п(8л +  5)| < 1.

Зразок 5.

lim
2 4 , я - 1 = П т ----- г— = Пт

Я - > е о

/  ,4"

I 2
1- Г 1 

2
Я —> о о  3

2

= П т -  .
И —>со JПт —

И->00 2

1 2
= у  = —, осктьки вираз

\  I 1 (-1)Я'П
1 - -  +  — . . . +

2 4 > п - 1

сумою члент спадно!' геометричноУ nporpecil" 3i знаменником q =

§ 7. Формальн! аспекти знаходження границ! функцп.

Пропонуеться вс! дп по знаходженню границ! функцп подтяти  
на формальш (легко засвоюван! старанними студентами) i фактичн!.

A kciomh: I. Формальна д!я служить ni дета вою фактичноУ д!У. 2. 
Семантика формально!' д!У сп!впадае з семантикою програмування, як 
дисципл!ни, широко вивчаноУ. 3. Семантика програмування надае пот- 
р!бних можливостей як в математиш, так в програмуванш -  вщокрем- 
лювати зм!ст вщ форми.

Позначення ( •) -  означае змют ситуац!!' записано!' в дужках, i не 

вимагае присутност! формального зм!сту в межах записаного в дуж­
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ках; позначення (~ l)  означае ситуац!ю з! зм!стом перех1дност! до оди-

ниц1 в границ!.
Означения: Нос!ем нуля при х ->  а вважаеться найпроспший 

вираз, шо перетворюеться в нуль при х ->  а (насправд! вираз ( х - а ) ,  

 < оо ). Hocifi нуля ( х - а )  при х  а  е найпрост!шою неск!нченно 

малою при х  -> а .
Вимагаеться: при знаходженн! границ! функцп при х ->  а 

неформально п!дставляти х  = а у  вираз поза залежшстю в!д того, що 
в и йде з виразу (без виконання недозволених математикою д!й), з 
наступним формальним виконанням вс!х д!й, доки сдержаться вирази

ГПсля одержания згаданих вираз!в пропонуеться на баз! 
формального висновку або одержувати вщповщь, очевидно випливну ! 
однозначну, або висновки фактичн! -  з видшенням нос!я нуля ! 
наступним скороченням носП'в нуля в чисельнику та знаменнику, 
застосуванням першоТ та другоУ важливих границь ! перетворень, що 
призводять до першоУ чи другоУ важливих фаниць. Зм!стом другоУ

важливоУ фаниц! пропонуеться вважати ((- l)00)
Зразок 6.

ник ! знаменник перетворюються в нуль при х —> 1, то !снуе ! функ- 
щонуе нос!й нуля ! в чисельнику ! в знаменнику, одержаний з виразу 
х ->  1 перенесениям числа 1 вл!во, тобто з х ->  1 одержуемо х - 1  О, 
тобто нос!ем нуля е а  = х - \  при х ->  1. Зв!дси

Ыос!й нуля (х — 1) в чисельнику видтено. Черга за знаменни­
ком, де нос!й нуля одержуемо шляхом л!кв!дування !ррац!ональност! в 
знаменнику, тобто -  в даному випадку -  шляхом домноження 
чисельника ! знаменника на множник, нейтральний щодо нос!я нуля 
(при х ->  1), тобто на спряжене до знаменника. Отже,

( Ь
типу —1о

Оск!льки ! чисель-Одержали зм!ст невизначеност! типу
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( x  - x )  

■t-»1 у  x  — \
= lim 4^-1)

VI-1
= l ta i £ ^ W ^  = lim( £ ^ M ^  = |im i( ^ + 1L 2 

^-»1 ( V x - l ) ( V x +  1)  *->1 ( x - 1 )  X-»1
Зразок 7.

lim
x - 4 x

x - + 2  з 1 п 2 я х :

4 -1
0V in 4 /r  J

Hociii нуля x —> 2, ( x - 2  - > 0 )  був присутн1м тшьки в знамен­
нику, але ц!кавим був знак чисельника. Тут со с позначенням чогось 
дуже великого, що не вкладаеться в свщ омосп, тобто -  поняття 
(теор!ю понять вивчае математична лопка).

Зразок 8.

sin лх r sin(—л-) ^
sin(—Зл') ̂ l o j

lim-
x->i sin Злх

Видшяемо нос1й нуля (х  +  1) в чисельнику i знаменнику 1з 
переформуванням вираз!в, що м!стять х

lim
sin лх 

-1 sin Злх
(О
0)

= Hm sin ^ (x  + l - l )  _  |im sinл~((х4-1) — l)
x-+ -\ s in  Зл-(х +  1 - 1 )  x—>—i s in  Зл-((х + 1 )  - 1)

.. 51п(л(х +  1 ) - л )  s in  л ( х  + 1 )  • c o s  л  -  c o s  л ( х  + 1 )  ■ s in  Л
= Inn — --------------- +r = lim

x-»-i s i n ( 3 n ( x  +  1 ) - З л ) -1 sin Зл(х +1) • cos Зл -  cos3n(x +1) • sin Зл 

-51пл"(х + 1)
= lim 

x—>-i — sin Зл'(х +1)
П1сля видшення ноая нуля знову пщставляемо х = -1  з причин:
1. Подивитися, чи не вщбулося зайвого скорочення;

2. Перев!рити, як збертся зм!ст невизначеност! типу °
чОу

, тобто

чи немае помилки. 
sin то:

lim
х —>—1 s in 3 7 T X

0 )  sin л ( х + 1)
—  I =  l i m - - - - - - - - - - - - - - - -

x 0 J x 1 sin37t(x +1)
=  l i m

5 т л (х + 1 )-З л (х  + 1)

I 5!п Зл(х + 1)-Зл(х + 1) 

Зл(х + 1), . 1 1  sin л(х + 1) ,
=  l i m —  = —, осктьки l i m ---------------- =  1, Inn

X-1 3-1 3 x-»-l л(х + 1) x-»-l 51пЗл(х+ 1)
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Зразок 9.

lim
л : - » ° о

Зд: -д: 
х 2 + 2 х  )  Х+А

х~ + х  + 4

Значок со означае, традицшно, i (+со), / (-оо).

е невизначен!стю (тобто поняттям математичноУ лопки)

належно незрозумтою , бо може обернутися як в вираз вигляду —
b

— |,  так 1 в вираз
00

А
Kb2 j

; 5 < оо, 6, < оо , 62 <с о .  Тому вираз

im
+ 2х

lim
Х->00  ̂х  + х  + 4 

Z х 2 + 2х

п{длягае окремому досл!дженню. Отже,

lim
x - x x i х~ + х + 4

Отже, для виразу lim
дг-»°о

=  l i m

x 2 + 2 x   ̂

x 2 =  l i m
X-»co

f , + 3  1
X

I е0 У x 2 + x  + 4 , 1 41 H----- 1--- y
I  x 2 ) I X x L )

х + 2 х

xly
=  1 .

Здг-д:
л+1

маемо невизначенють
ЧХ 2 + x + 4 z

типу ( ( - 1)”  ], яка мае зм!ст другоУ важливоУ фанищ. Залишаеться з

.. [ х  + 2 х  
виразу lim —-----------

я—>оо̂ х + х  + 4

а  ->  0 при х ->  со. 
Д1емо зг!дно шаблону. 

_ х 2 + 2 х  х 2 + Х + 4 

х 2 + х  + 4 1 

х - 4  

ГИдставляемо

. х -> о о  сформувати вираз вигляду 1 + а ,  де

lim
дг—»<»

/  -> 
х + 2 х

х 2 + х  + 4

З х2- х
х+1

lim
Х->со

1 + -

Зх -X 
х - 4  )  х+1

*000

'Xlfsher Navoiy 

nomidagin 

O ’zbek iston  M K



a  =
х - 4

при X ->  00.
х + х  +  4

О ск1льки д р у гу  важ ли ву  границю  заф !ксован о у  вигляд! 
1

х — 4
lim (1 + a ) “  , в !дтворю ем о ф орм альн о  такий  вигляд при a  = — ---------- ,

«-►О х + х + 4
х  ->  оо М аемо

lim
х + 2х 

х 2 + х  + 4
= ((-!)" )=  limfl +

х - 4

х + х  + 4

Зх2- х
дг+1

= lim 1 +
х - 4

х + х  + 4

х 2 + х + 4  х - 4  З дг2 - д

х - 4  х 2 + х + 4  х + 1

Зал и ш ил ося зн айти  границю  lim
Х - * 0 0

(х -4 )(3 х  - х )  
(х2 + х + 4)(х + 1)

, бо

lim I +
х - 4

х + х  + 4

х  +Х+4 

х - 4
=  е.

lim
X —+ с о

(х -4 )(3 х  - х )  

( ( х 2 + х  +  4 ) ( х  +  1)
= lim

= lim
Зх - х  -1 2 х  +4х

х(3х -  х) -  4(3х -  х) 

х 2(х + 1) + х(х +1) + 4(х +1)

Зх3 х 2 12х2 4х
„3

= lim х 3 + х 3
х3 + х 2 + х 2 + х  + 4х + 4 ^-»е> х 3 х 2 х 2 х 4х 4

_ У  +  _ Т + _ У  +  Т  +  ~ + “  х  х  х  х  х  х

= lim
Х - » о о

,  I 12 43 ------------------------ +  —

X X X
, 1 1 1 4  4
1 +  -  +  -  +  - у  +  - 2 -  +  —

X х  х^ x J

. 2 = 3

З х  - x

О тж е, lim
х + 2х

х + х  + 4

х+1 3
=  е .

Я к показано , ф ормал1зування знаходж енн я границ) надае м ож ­
ливостей  бш ьш  рац !он альн и х алгоритм !в  знаходж ення границ!, особ­
л и во  зручни х  для  слабш и х сту д ен л в .
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§ 8. В икористання зам ш и  змшноТ при знаходж енн! границ! ф ункци

В икористання зам ш и  незалежно'! змш ноТ (аргум ен ту ) будем  о 
використовувати  для сп рощ енн я розгляд аного  виразу  ! зруч н ого  
використання правил алгебр и.

З р а з о к  10.

. .  V x - 2
lim — -------

д- — 16

0 '
= lim

х  = у  , 

( х - + 4 ) ^  ( у  

(У ~ 2 )

2 )
= lim

V 7 - 2
= lim

y - 2

у->2 / - 1 6  У~>2 /  - 1 6

= l im
(у -  2 ) ( у  +  2 ) ( у  +  4 )  у-*2 ( у  +  2 ) ( у  +  4 ) 32

З р а зо к  11.

. .  V ^ - 8
11— 

х -> 6 4 < /х -4 чОу

deg^  = ' ! ^ b

//.с1./с.{2,3} = б, х  = у 6 , 

(х  ->  64) ( у  ->  2)

= lim
У~*2 у у в - 4  У-»2 у  - 4

= | 0 ) = lim lim Z ± 3 z ± ! = 3 .
0 J у-^2  ( у - 2 ) ( у + 2) т-*2 у + 2

§ 9. Знаходж ення границь за  доп ом огою  екв!вален тни х н есю н чен н о
м алих

Н есю н чен но  мал! в R ] розум !ем о класично.
Звичайн о, неск!нченно м алою  м ож на означити:
1. Ф ун кш ю  / ( х )  при х  ->  оо, х  е  /V, якщ о lim / ( х )  =  0.

Х-»со

2. Ф ун кщ ю  / ( х )  при х —> а,  якщ о lim  / ( х )  =  0.
х - * а

П ерш е означення стосуеться неск!нченно м ало! поел!довноет!.
В д ругом у  озн ачен ш  м ож ливим  е а  =  оо.

З р а з о к  12. З ’ясувати , чи функщТ сс\ (х ) =  х 2 -  2 х  , а 2 (х ) =  ех ~4 

« з (х )  =  е 2 е неск!нченно м алим и.
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Р о зв ’язання. П рир1вню емо aj  (х)  = 0 . О держ уем о, щ о х, =  О, 

х 2 =  2. П рир1вню емо е х ~4 = 0.  О держ уем о, щ о _4 ->  0 при

_£ i _£i
х е  0 .  П рир1вню емо е 2 =0.  О держ уем о, щ о е 2 -> 0 при х  ->  ±оо. 

В щ п овщ ь: а \ ( х )  =  х 2 - 2 х  е н есю н чен н о  м алою  при х  ->  0 ;

о '| (х ) =  х 2 - 2 х  е н еск!нченно м алою  при х - > 2 ,  а 2(х) = ех ™4

_xl
н есю н чен н о  м алою  бути  не м ож е, а 3(х ) =  е 2 е неск!нченно м алою

при х —>+оо, « з ( х )  =  е  2 е  н есю н чен н о  м алою  при х  —> -ею.

Екв1валентн1‘ н есю н чен н о  мал! п щ  знаком  ф а н и щ  м ож на 
зам ш яти  одну на другу. П роте не зайвим  буде нагадати , що 

н есю н чен н о  мал! а 4 (х ) =  х 3 - 1  при х  ->  1 ! а 5(х ) =  х 2 - 9  при х  -+  3 

не е  екв!вален тни м и  неск!нченн о  м али м и , хоча у них е однаковим  
п орядок м ал  ост!.

О сю льки  м ай ж е кож на ф ункщ я Т Ф Д З м ож е п еретворю ватися  в 
нуль -  кож н ого  разу  за  конкретних вщ повщ н их  умов -  пропонуеться у 
а ( х )  уточн и ти  т е р м ш о л о п ю  ! говорити: не н есю н чен н о  м ал а  сх(х) -

а неск!нченно м ал а  а ( х )  при х  —> а  завж ди  ! т!льки.

П обудову  н есю н чен н о  малоТ потр!бного  п орядку  м ал ост! 
зд !й сню ем о  наступним  чином:

Р озглян ем о  неск!нченн о  м ал у  а б(х ) =  (5х  +  2 ) sin (x  - 1  )3 при

х  —> 1.

П риродно, а 6 (х ) е н есю н чен н о  м алою  тр етьего  п орядку  м алос-

z х , , (5x +  2 ) s in ( x - l ) ’ ^ л
Т1 п о р т н я н о  з  а 7(х) = (х -1 )  при х -> 1, цебто lim    г = 7 + 0.

'-»1 (х -1 )

Тод! пщ  знаком  границ! при х  ->  1 н еск!нченно м алу  а 6 (х ) при 

х  —> 1 м ож на безостереж н о  зам !нити  на побудовану н есю н чен н о  м алу 

а 8(х ) =  7 ( х - 1 ) 3 при х  ->  1.

Звичайн о , н есю н чен н о  м ал! а 4(х ) при х  ->  1 ! а 5(х ) при 

х  ->  3 е не п ор!вн ю ван им и  (без зам !ни  незалежноТ зм!нноУ зеувом ), 
о с к т ь к и  водночас не е н есю н чен н о  м алим и.

З р а з о к  13. Знайти
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/ g 3 (JC +  2 ) In 7 (3 +  x ) 7 (Зл:2 +  5д: + 1) sin (x  +  2 )6 +Злг
lim

х —> -2

a rc s in 2 (x  +  2 ) 2 ■ arctg4 yfx + 2 -(5х3 - 7 ) ( 3 x  +  6 )5 (1)

= lim ^ (x ) .
x - > - 2

Р озв’язання. С перш у пщ ставляем о  x  =  -2 .

lim cp(x) =
x -> -2 1 0

З ’ясовуем о, як! м нож ники  в чи сельн ику  i зн ам ен н и ку  е неск!н- 

ченно м али м и  ф ункш ям и  при х - >  - 2 .  Це <х9(х) =  / g ?(x  +  2) при

3

х ^ - 2 ;  а 10(х ) =  1п7 (3 +  х ) 7 при х  - > - 2  ; a i |( х )  =  sin (x  +  2 )6 при

5

х  —> - 2  ; « ^ ( х )  =  a rcsin2 (x +  2 ) 2 при х —> - 2 ;  а ,3(х ) = arctg4-J~x~+2 

при х - > - 2 ;  а |4(х ) =  (3х  +  6 )7 при х ->  - 2  .

О с к т ь к и  tgx ~ х  при х  ->  0 ,  1п(1 + х )  ~ х  при х  ->  0 ,  a rc s in x  ~ х

при х - » 0 ,  arctgx ~ х  при х  ->  0 ,  то  а 9(х ) = /g 3( x + 2) ~ (х +  2 )3 при

х  ->  - 2  ; а , 0(х ) =  ln 7(3 +  x ) 7 =  1п7(1 + ( х  +  2 ))7 ~ (х  +  2 )7 = (х + 2)

при х ->  - 2  ; o'] i(x ) = sin(x  +  2 )6 ~ (х  +  2 )6 при х  ->  - 2  ; а ]2(х) =

= a rc s in 2 (x +  2 ) 2 ~
5 )  

(х + 2)2 = (х + 2)5 при * -> -2 ,  а\ з(х) = arctg4 Vx + 2̂  ~

- ( V x + l ) 4 = (х  +  2 )2 при х - > - 2 ;  а |4 (х ) =  (Зх +  6 )5 ~ 3 5(х  +  2 )5.

На п1дстав! останн1х в и кладок зд ш сн ю ем о  зам ! ну складн их  

виглядом  i виразом неск!нченно м али х  а 9 ( х ) ,  <Xio(x), а и (х ) , а , 2 ( х ) ,  

« 1з ( х ) ,  ti'i4 (x ) при х  ->  - 2  на вщ повщ н! екв!валентн1 н еск!нченно 

мал! м ногочленн ого  вигляду при х  -»  - 2  в вираз! (1). О трим аем о



= lim
* -> -2  ( х  + 2 )12(5х3 - 7 ) - 3 5 

3 -е

. (*  +  2 ) l2(3*2 + 5 x  +  l) -e * 2+3* (Зх2 + 5 х  +  1)-е
" "  =  lim

х '+ З д :

-2

*-*-2 (5л:3 - 7 ) - 3 ;
- 2

4 7 -3 - 47-81
Т аки м  чином м ож на ш укати р1зн! типи  щ онайскладш ш и х 

границь.

§ 10. В икористання прави ла Лоп1таля-Бернул1 для розкриття 
н евизначеностеи .

Р озгл яд аем о  дробопод!бш  невизначеност!. Недробопод1бн1 не­

визначеност! зводи тим ем  д о  дробопод!бни х  ти пу  f ^  J,

,  . . .. х 2 - 2 х  + 3
З р а з о к  14. lim

х-»оо 2дг +  4

z ccx

Vе0 У

.. (х2 - 2 х  + з)
= hm  — =

^  (2л-+  4 )

2 х - 2  
=  l im  =  со.

х -1Зе
З р а з о к  15. lim —  ---------------

х-* ^ 2 х ' + 3 х  - 7

В ар!ан т 1. lim
Зе х -1

2 х  +  Здг - 7

- м усим о розглян ути  д в а  вар!анти.

=  1 |т   l- y  =
x-**°[2x '+ 1 x 2 - i )

=  lim
Зе Х - 1

в х 2 + 6х  I оо

00

О с к т ь к и  зн ову  м аем о  н еви зн ачеш еть  ти п у  —
V00.

Зе^"1
застосовуем о  п рави ло  Л ош таля-Б ерн ул!, lim —     =

x->+oo 2 х  + 3 х  - 7

= lim Ъе* * = 1 - 1 =  lim
х-*-нс в х  + 6х  ХСО 1 х-»+со (бх2 + 6 х )

Зе х -1

lim
х-»-ко 12x +  6  ^оо^

00

,. (Зе"4 ) ,. Зе""1
lim  LT = hm  ---------=  -юо.

(1 2 х  +  б )  12

зн ову
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3ex~l
B a p i a H T  2. l i m  — r---------- г =  0.

^ - « > 2 х3 + З х 2 - 7

З р а з о к  16. l i m  ——  -  з п д н о  п рави л а Л о тт а л я -Б е р н у л !
и + 4 «

ф а н и ц ю  ш укати  не м аем о  п рава, бо и е д и скретн ою  зм ш н ою , а 

похщ ну м ож на брати  по неперервш й  зм1нн!й. А ле, о с к т ь к и
З я - 7  ^  З х - 7

hm  — -------- веде себе  на н еск ш ч ен н о сп  так , як  п т   , то
„ - к о  +  4 ^  ЛГ-+-Н» X + 4 х

записуем о
З п - 1  ( с о

lim
и —н о  п 2 + 4 / 7  I  СО

=  l i m  -3 — 7 - =  l i m  (3^ 7L = i i m  — =  f l  | =  0 .
дг-̂ +со +  4 x  / 2 + 4 Л. |  -r^+co 2 x  +  4

З р а з о к  17. 

lim
x 1 - x - 2  f O )  (x2 - x - 2 )  2 x - l _ _ f 3 )

* -»2x 2 - 4 x  +  4 чОу
=  l i m  -y------------------- y  =  l i m

^ 2 ( x2 _ 4 x  + 4 ) x_>2 2 x - 4 xOy

§ 11. О дносторонш  ф а н и щ .

Розглянем о ф ун кщ ю  д1йсно1 змш но!' [ l - З ]  у  = / ( х ) ,  х е  /?'.

Н ехай  у  = f ( x )  -  кусково  н еп ерервн а з р озри вам и  в точк ах  а , , 

i = \ , n . П !д односторонн!м и  границям и  будем  о розум !ти  lim  у ,
х - > а ,+ 0

lim у , lim у , lim у  .
х - » а , - 0  х ^ + с о  х - » - с о

В раховуем о, щ о в розш и реш й  ком плексн!й  площ ин! Z  побутуе 

одна н еск!нченно в!ддалена точк а  z =  со, а  в Т Ф Д З неск1нченн1сть 

(х  =  со) е тш ьки  поняттям  про щ ось д у ж е вели ке -  б ш ы и е за все 

в щ о м е .

В раховуем о також  те, щ о ф орм ал!защ я м атем ати чн ого  зап и су  
стала щ лкови то  н еобх!дною  за к ом п ’ютеризащУ, оск!льки нараз! ми не 
п ередбачаем о нав!ть сгаш ття  -  коли к ом п ’ю тери  п очнуть розум !ти  
зм!ст, не належ но реал!зований  ф орм ою  подання шформащУ, -  i про­
дем онстр  уем о п ропонований  ф орм альний  зап и с зн аходж енн я  односто-
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p o H H i x  грани ц ь, який  н есклад но  ал гори тм п увати  на якш сь конкретш й 
мое! програм уван ня високого  р!вню .

Звичайн о, ми не виходим о з  того, щ о щ е дек ш ьк а  стол!ть том у  
ф орм ульни й  зап и с  в м атем ати щ  не використовувався з о в а м  -  i вже 
теп ер  тш ьки  в небагатьох  вип адках  класичного анал!зу об ’ем 
ф орм ал!зац и  запис!в  с благен ьки м  -  тобто доводи ться  серй озно  
н адолуж увати  у  я вою , щ о с нестерпн о  складн им  для  пор!вняно слабких 
студент!в  техн !чн и х вуз!в.

О ф орм лен и я процедури  пош уку односторонньоУ границ! 
пропонуеться  наступне:

1. Hm / ( х )  =  lim / ( х ) ;  lim / ( х )  =  l im / ( х ) ;
-г->а+0 х-*а х-*а-0 х-*а

х>а х<а
2. lim / ( х )  =  l im / ( х )  =  lim / ( х )  =  lim (р{х -  а),

-г^я+О х-*а х-+а х-а->0
х>а (x-a)>Q (х-а)>0

д е  / ( х )  =  ф ( х - я ) ,  вщ  виразу  / ( х )  п ереходим о д о  виразу ф(х -  а) за  

рахун ок  виокрем лен ня н о а я  нуля ( х - а ) .

З р а з о к  18. Знайти  lim — ^ ^  S'n ^2— - ^ г -  
^ 2 - 0  (х  - 8 ) ( х  + З х - 1 0 )

Р озв’язання.

l i m  2 > 2 s i n ( "  ^  2 =  l i m  =
*-*2 - 0  (х  -  8 )(х  +  Зх - 1 0 )2 х-> 2  (х 3 -  8)(х  +  Зх - 1 0 )2

l i m  ( x - 2 ) 2 ( - s i n ( x - 2 ) )
( - 2 ) - о  (х  -  2 )(х 2 +  2х  +  4 )(х  -  2 )2 (х  +  5 )2

- ( x - 2 f
sin(x -  2)

= lim   —    —   — — — l i m— ; -̂----------- T-= ------!— .
(Г_ 2 й 0 ( х - 2 ) 3( х 2 + 2 х  +  4 ) ( х  +  5)2 ( x  +  2x + 4)(x + 5 )  12-49

З р а з о к  19. у  =

x 2 - З х ,  x  <  -1  

x  +  4, - 1  < x  <  5.

6, x  > 5

Знайти  lim у  = lim у  =
д:—►-I+0 х—>—1

дг>-1

вибираем о т у  п л к у  у  при х > -1 ,

щ о безп осеред н ьо  зб ли ж уеться  з  х  =  -  l| =  lim (x  +  4 ) =  3.
X —>-1
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З р а з о к  20. Знайти  l im  ^ .
х -» -3  . ....

2 + 4 х+3
Р озв’язання.

5 5 .. 5 5
lim  —  = l im  —  = hm  —  =  —

дг-> -3-0  _ Z _  JT->-3 _ L  x - * - 3  _ L
2 + 4 х+з *<-3 2 + 4 х+3 х+3<о 2 + 4 ДГ+3 2 +  lim 4 Х+3

л+ 3 -» 0
дг+3<0

5

2 + 4"”  J  2

5 5 5 5
lim  — = l im --------- =—= lim -------- =—= -----------------=—

x -» -3 + 0  _ 1 _  л -» -3  _ 1 _  Jr+3-*0 _ L  —
2 +  4 л:+з л>-3 2 + 4 jr+3 л+3>0 2 + 4 Х+3 2 +  lim 4-r+3

л+3->0
лг+3>0

5 1 =  0 .

U  + 4 '

2 + 00

О с к т ь к и  -  ^  0. тобто 
2

5 5
hm   — Ф lim ---------— ,

х -> -з -о  _ L  л-^-3+o _ L
2 +  4 * +3 2 +  4 x+3

то  едино! границ! ф ун кц п  у  =  при х  ->  - 3  не 1снуе, - й, з п д н о

2 +  4 -^ 3

означення, границ! ф ункци у  =  при х  -+  - 3  не icnye взагал!.

2 + 4 х+3
П ри пош уку односторонн!х  ф а н и ц ь  при х  ->  +со керуем ось 

означениям  неск!нченно велико!' величини  я к  обернено!' до  величини  
несю нченно мало!'. Застосовуем о процедуру п ош уку Т Ф К З  пош уку 
ли ш ку  в н ескш чен но  в!ддалеш й точц! д о  н ескш чен н о  вели ких  величин 
сс(х) =  х, х  —> +со; а ( х )  =  х , х  ->  -со.

Т аки м  чином,

y y j
lim / ( х )  =  lim /

Л̂ +ОО у-»+0

z i )  f
; hm  / ( х )  =  hm  /

З р а з о к  21. Знайти  lim
х-*-< о  . / . . 2Vх  + 1
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Р о зв ’язання.

lim = lim , =  lim — t=1
-  -jx2 + 1 i t ;

- г - 1-------= lim — = l im  r - - ■ ■ =
1 >-»o 1 y->o . .  I

j 7 +l ,<0 ^ 7 +1 ,<0 - M j 7 +I

= lim
-1

=  - 1.

' - ‘’■ J i + S

Т ут ми скористали ся  ти м , ш о п щ  кор!нь парного  показни ка 
м ож на вносити  тш ьк и  в1дпов!дну до  показни ка кореня стеш н ь модуля 
ВНОСИМО! величини.

Р о зд ы  3. Завдання.
§ 12. Г раниця поел 1довноет!.

В изначити  границ!.

2 .12 .1 . lim
. З п  - 7 / 1  +  4

«->°о 2 п  + 4 а7 +  3

2 .12 .2 . lim
2п  +  7

п->со - 4 а 7  +  1

^ .  .. 3 « 2 - 4 и  +  5
2 .12 .3 . l i m -----------------

W-HO 3/7 - 1

2 .12 .4 . lim
. 5/7" - 7 / 7  +  4

И-+СО 6/7" + 4

2 .12 .5 . lim
5/73 - 7 / 7 - 4

л->оо 7 Я 3 - 4 л 2 + 2

2 .12 .6 . lim
п->а.

2 .12 .7 . lim
п->а

2 .12 .8 . lim

. 7 /7 2 + 2 / 7 - 4

3/7 +  2  

4 /7 2 + 3

2 /7 2 + 5 / 7 - 1  ’ 

2 /7  +  3

л/3/7 +  5

2.12 .11 . lim
5 / 7 - 7

2.12 .12 . lim

V4 / 72 + / 7  +  2 ’ 

h n 2 - l n  

V2 / 72 + / 7  +  5  ’

2 ”
2 .12 .13 . lim  — ;

и—>»3 3"

2 .12 .14 . lim
. / 7 + 3

) / ; -2

2.12 .15 . lim

2.12 .16 . lim

«-><» 2 /7 ' + 4 /7  

sin /7

n-^co 2/7  +  3

2 .1 2 .1 7 .  l i m C0S^ 5 ) ;
VA7 + 2

2 .12 .18 . lim 5
71- > « i  7

/1+1

71-4
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~ n  v + n  
2 .12 .9 . l i m ------------

n—tco 2n -1
2.12.19. lim

2/7 +  3
л- w  (  1 Л"

2 .12.10. lim
+ 3/7 + 3

2 .12 .20 . lim

П
n -2

л /4 / 7 2 - / 7  

§ 13. Г раниця ф ункци при х

_ , .. З х - 2
2 .13 .1 . l im  ;

2 х  -  4

2 .13 .2 . lim
З х - 7

2 .13 .3 . lim
2 х  - х

2 .13 .4 . lim
2 х - 4

^ +со Vx2 +x

2 .13 .5 . lim
З х - 2

^ - ” 7 ^  +  7 ’

2х  +  3
2 .13 .6 . lim  ,-------------

+ху[х

2 .13 .7 . lim
Зх +  5

^ - ” 3V x3 + x 2

T n  о г  Т Зх  +  52 .13 .8 . lim . ;
V 2x +  3

,3x+ l

2 .13 .9 . lim
x->»x  + 2 x  +  l

2 .13 .10 . lim
3x +  5

■*->«> 2 X 1 + x ’

T n  11 i- V 2x + 32.13 .11 . lim . ;
^->+® v 3 x - 5

2.13 .13 .

и-»со /7 — 3 

-> oo.

lim

2.13.14. lim

V x3 - 1  ’ 

2x  +  l

x^ ^ J x 2 + 2 ^ [ ^ ,

2 .13.15.

2.13.16.

lim
3x - 2

^-»+0° 5x + x

2 x 3 +  x  +  2lim —   —
3x - x  +1

2.13 .17 . lim
3 x 3 + 5 x 2

2.13 .18 . lim

2.13 .19 . lim

2 x 4 - 3 x 2 +1 

2 x 3 + x 2 + x  +  3 

2x  +  3

2.13 .20 .

2 .13.21.

2 .13 .22 .

2 .13.23.

л:—» o o  g X  _  -]

l x  + 2

х^ ” - З х  +  2"

s in x  
l i m  ;
x-»co x

sinTtx 
lim ----------;

x->-=o 2x

s i n ( x - l )

х-»-ню 2x  -  2
lim
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2 .13 .12 . limJ
'-соЗ/

X  + X  +  1

x + 2 x - 2
§ 14. Граниш  алгебри чн их вираз!в при х  ->  а , а< сс. 

2 .14 .1 . lim
х 2 +1

2 .14 .2 . lim

х-> \ х *  - 1  

х 3 - 1

2 .14 .14 . П т ^ 7* 1

2 .14 .3 . П т

*->1 х  +  1 

2 х  +  2

2 .14 .4 . Н т
х  - З х  +  З

^-»3 х  - 9  

2 .14 .5 . П т
х 2 - 4

*-*-2 х  + З х  +  2

2 .14 .6 . П т
х  - 8

х  - 5 х  +  6

2 .14 .7 . П т
1

2 .14 .8 . П т
л->2

2 .14 .9 . П т

^ Қ х - З  х 2 - 9 у

Г 2 1

х - 3

х 3 +1

2.14 .10 . П т
х -* а

2 .14 .11 . П т

х  - ( а  +  1 )х+  а

х 2 -  а 2

I х  —
л-»1 ^  -1

2 .14 .12 . lim 5V*  +  1

2 .14 .13 . Н т

- 'V T  +  l ’

х  + V x - 1

< /х -1

* - * ° V x + T - i  ’

0  . .  . .  . .  V x  +  1 +  X  1
2.14 .15 . П т  ------  ;

V x + 1  - х - 1

2 .14 .16 . l i m ^ ^ l ;  
х~*-] V 2 +  X -1

2 .14 .17 . l i m ^ V ^ Z ;
х-»2 x 2 - 4

2 .14 .18 . П т
9 - х '

х~*~3 V4 +  x  - 1

2 .14 .19 . l i r n f Z ^ - 2 ; 
^ 2  V x +  6 - 2

о м  -in г  V9 +  X - 22.14 .20 . П т  . — ;
V e + x  - 1

2.14 .21 . Н т ^ ў 2 3 
л ^?  х 2 - 4 9

.  V x —1 + 2
2 .14 .22 . П т  . — ;

*-*-7 \  X + 6 + 1

Т  1/1 Т Э  1* - Ix -J a2 .14 .23 . lim  »— .— j
х~*а i j x  - у  а

2 .14 .24 . l im V ^ 7 3 - V 3 ^

2.14 .25 . П т
л-»3

*->1 х 2 - 4 х  + 3 

2

Л - 1 V ^ + T - 2

~ 1z1 VX2 + 5 х - 1  - 7
2.14.26. П т - т — —

л-»5 V 4 +  x  - V l  1 + х
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„ , ,  .. s in 3 x
2 .15 .1 . h m --------- ;

x-*0 X

^ ^ .. sin 2x
2 .15 .2 . h m --------- ;

*->0  sin 5x

s in 3 x
2 .15 .3 . lim

2.15.4 .
x-*2 X

§ 15. В аж лив! грани ш .

; 2 .15 .26 .

2.15 .27 .

2 .15.28.

2 .15.29.

^ г sin ли 
2 .15 .5 . l im ---------

Я-*» п

2 .15 .6 . lim  ( и +  1)s in — ;
и - к о  И

2 .15 .7 . lim
s in x

НШ ;
х-»-1 a r c tg (2 x -2 )

с \ п
lim 1 + — ;

Я->со\^ И  ,

lim l 1
Я ^ с о ^  И  _у

z \
х  + 2 х - 3

lim
X — К С х  +  З х - 2

2.15.30.

2 .15 .31 .

2.15 .32 .

у
х+2

lim
х-*2

Z -ч Nх - 2

. 7 ^ 4  J

х+З

х -» 3  X
lim
X—>1

^ Ҳ2 — 1

Х + 1

1
х -1

^  s in x
2 .15 .8 . h m -----

х -к о  X

~ ,  n s in 2 x
2 .15 .9 . l im — ----

х -> 0  X  +  X

2.15 .10 . lim 4 ^ ;  
х->о s in x

2.15 .11 .
х->1 X -  X

2 .15.12. lim  Zg2X'
х->0 /g 3 x  ’

_ , „ , ^ sin  лс
2.15.13. lim

х-*о tg2nx  ’

2 .15 .33 .

2 .15.34.

2 .15.35.

2 .15.36.

2 .15 .37 .

2 .15 .38 .

lim
x —к о

lim
X — » 0 0

X  + 3  

ч 2 х 2 -  \ j

(  x 2 +  2 x  +1 ~Г 

x 2 + 4 x

2x
lim I , ,

x-»+col х  +  2 у

im -lim .
x-»®^ x  +  2 y

\_

Hm(l +  s in 2 x )  c;
x -» 0

lim (l +  /g x )5ni;
x -» 0
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2.15.14. l i m ™ * * - * ) -
2 2 x-*n x  -  71

0 , ,  , c .. s i n x - s i n  2
2 .15 .15 . h m    ;

д:->2 x  - 4

c o s x - c o s 7
2.15 .16 . h m -------------------;

x->7 x - 7
. l- c o s 2 x

2 .15 .17 . lim ----- г— ;
д:-»0

2 .15 .18 . lim  —  ~ ;
х->з x - 3

2 .15 .19 . l i m - ^ ;
* - * 2  X  — 2

2 .15 .20 . lim x -s in  —;
дг-» 0  x

2 .15 .21 .  lim (1 +  x )  / g — ;
д:-»-1 2

2 .15 .22 . 1 1 т ^ п 2 х ; 
лг-» 0  3x

2 .15 .23 . l i m ^ ( £ z £ ) ;
д-->^ X  -7 Г

2.15 .24 . lim
-г-*3л- З л - Х

2.15 .25 . l i m - ^ l ;
arcsin  2x

2 .15 .39 . l i m f a ^ x ) * ;
x -»0

J_

2.15 .40 . H m (cos3x )r ;
x->0

2 .15 .41 . l im -n-̂ l + 5 x ) ;
j:-»0 2x

2 .15 .42 . lim (1п(Зд: + 1)-1п(д: + 3)); 
д:-»оз

2 .15 .43 . l i m ^ 2 ( I ± M ;
дг->0 X

2 .15 .44 . lim x(ln(x + 2 )- ln (x  + l)}.

2 .15 .45 . lim ln(C° S 2 jt) ;
jr->0 jc 

2X -1
2.15 .46 . lim -------

л->о д:
Г j

2 .15 .47 . lim x  3^ -

2л J x  e - e
2.15 .48 . lim

-r-» 0  X

2.15 .49 . П т 1п(1+2д:); 
аг-»о s in x

2 .15 .50 . lim 1 - 6
л:-»0  s in x

§ 16. Знаходж ення ф а н и ц ь  за  доп ом огою  пор!вняння несю нченно
м ал их.

2 .16 .1 . l im V W ^ - l n 3( l  +  2 x )
4Г—>0

x 3/g 35x

2 .16 .2 . iim r i ^ r i ;
arcsin  ( 2 x - 6 )

.. s i n /g 2x
; 2 .16 .6 . lim   .  ;

^->oin(l +  3 x 2)

2 J_

2 .16 .7 .
sin x
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_ , - _ yJx + \a rc tg2(x  + \) „ .. ln 3(l +  2x )
2 .16 .3 . lim  — 2 .16 .8 . h m - y --------

x->-i a rcsin  (x  +  1) ^-»° tg  arcsin  x

,  2 ln 4f l  +  /g  —

2 .16 .4 . lim Sin (x  +  56)ln  (X + 6 ) ; 2 .16 .9 . l i m— | ^  
x-*-5 arctg (x  + 5) X~*Q x  arctg x

v ln 2(l +  s in 2 x )  о m  V V arcsinX
2.16 .5 . h m —  ------5— 2. 16. 10.  h m ---------------- .

x->o arctg x  *->0 arctgx

§ 17. О дн осторонш  границ!.

2 .17 .1 . l im —- — ; 2 .17 .7 . lim
л -» 2  X  -  2  * -» 2  —1—

1 +  e-x-2

2 .17 .2 . lim - Д = = ;  2 .17 .8 . lim
^ x 2 +  2 л:̂ +со e

2 .17 .3 . lim  2 .17 .9 . lim
x -> -0  X  x ->-co  g ‘

2 .17 .4 . lim 2,X+— \ 2 .17 .10 . lim M 1 ± H ;
x—»+co2 4 /^ 2  , ,  x - » - = 0  XX +  1

sinlxl ^  2  +  е л
2 .17 .5 . lim — L-1: 2 .17 .11 . hm -

x->+o x  x->o 3 +

2 .17 .6 . lim 2 .17 .12 . lim  X

2.17 .13 . lim

x—»-0  X  x -> 3 -0  x - 3
X

x—>3+0 x  — 3

2.17 .14 . П ри п п ерб ол!чн и х  ф у н к щ я х  shc = —(^x -<

c/ix = -  +  e~x \  thx =    —  знайти

2 .17 .14 .1 . lim 5/zx; 2 .17 .14 .4 . lim chx\
X - > + = 0  X —> —CO

2 .17 .14 .2 . lim shx\ 2 .17 .14 .5 . lim thx\
x -> -< n  x — > + c o

2.17 .14 .3 . lim с/гх; 2 .17 .14 .6 . lim thx.
X -+ + C O  X  > —CO



2.13.9. {+oo; x  - *  -Н»; О,

§ 18. В1дпов1д1

2.12.1. 2.12.2. 0; 2.12.3. oo; 2.12.4. 0; Z  /2.5. 2.12.6. oo;
2 7

Z /Z 7 . 2; 2.12.8. oo; 2 / 2 9 .  0; 2.12.10. - ;  2 / 2 / / .  - ;  2 / 2 / 2  J - ;
2 2 V 2

2 / 2 / 5 .  0; 2.12.14. 0; 2 / 2 / 5 .  oo; 2 / 2 / 6 .  0; 2.12.17. 0; 2 .12.18. 0;
2 / 2 / 9 .  oo; 2.12.20. 0.

2 /5 . / .  - ;  2 / 5 .2  2 /5 .5 . - ;  2 /5 .4 . 2; 2 /5 .5 . -3 ; 2 /5 .6 . 2;
2 3 2

fVJ
2 /5 .7 . 3; 2 /5 .5 . x ^ + o o ;  0 ,  x ^ - o o

x  —> -oo}; 2.13.10. {0, x  —> +co, 3, x  ->  -oo}; 2.13.11. +oo; 2 /5 . /2  0;

2.13.13. -2-, 2.13.14. 2; 2.13.15. 2 /3 ./6 .  - ;  2 /3 ./7 .  2 / 3 . / 5  oo;
5 3 7

2 /5 . /9 .  0; 2.13.20. 2 / 5 . 2 / .  0,2 .13 .22 . 0; 2 . /5 .25 . 0.

2 .14.1. oo; 2 / 4 .2  0; 2 /4 .5 . - ;  2 /4 .4 . oo; 2 /4 .5 . 4; 2 /4 .6 . -12;

2 /4 .7 . oo; 2 / 4 .5  oo; 2 /4 .9 . - ;  2 ./4 ./0 . — ; 2.14.11. - ;  2 ./4 ./2 . - ;
5 2я 2 5

2 .14.13. - ;  2.14.14. - ;  2 ./4 ./5 . 2 /4 ./6 . 2.14.17. — ; 2.14.18.
2 2 3 2 16

12; 2.14.19. 44; 2.14.20. - ;  2 /4 .2 / .  — ; 2 /4 .2 2  - ;  2.14.23. - a b \
2 84 4 2

2 /4 .2 4 . 2 /4 .2 5 . oo; 2 /4 .2 6 . 0.
8

2 / 5 . / .  3; 2 / 5 .2  - ;  2 /5 .5 . 0 ,2 .1 5 .4 . 0\ 2.15.5. 0\ 2.15.6. \ ,  2.15.7. 
5

— ; 2 /5 .5  0 ,2 .15 .9 . 2-2.15.10. 2\ 2.15.11. \ - 2.15.12. - ;  2 ./5 ./5 . - ;
3 3 2

2.15.14. — ; 2.15.15. 2 ./5 ./6 . - s i n 7; 2.15 .17 .2-2 .15 .18 . — V ;
2л- 4 cos 3

2 ./5 ./9 . я-; 2 /5 .2 0 . 0 ,2 .1 5 .2 1 . - ;  2.15.22. - ;  2 /5 .2 5 . — ; 2 /5 .24 .
/г 3 2л-
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1 ; 2.15.25. \ ' 2.15.26. 0-2 .15 .27 . е5- 2.15.28. е~3; 2.15.29. е~2-
9 л 2 +1

2.15.30. 2.15.31. - r ;  2.15.32. (О, x ^ l + O ;  оо, х - И - О } ;  2.15.33.
4  4

2

0-2.15.34. е2- 2.15.35. oo; 2 ./5 .J 6 . е "2; Z / 5 J 7 .  е 3 ; Z / 5 J &  е; 2.15.39.

- -  5 7
\ ,  2.15.40. е 2 ; Z / 5 .4 / .  Z / J .4 Z  \ \ 2.15.43. ------ ; Z /5 .4 4 .  l ; Z /5 .4 5 .

2 In 2
1; 2.15.46. In 2; Z /J .4 7 .  In3; 2 .1 5 .4 8 .- \ - 2 .1 5 .4 9 .2 -2 .1 5 .5 0 .- \ .

2.16.1. I -
\3

5 J
; Z /6 .Z  — ; Z 7(5.3. 0; Z /6 .4 .  oo; Z /6 .5 .  4 ; Z /6 .6 .  

16

2.16.7. \-, 2.16.8. 8; 2.16.9. — ; 2.16.10. oo.
3 16

Z /7 .7 .  {+ 00, x - > 2  +  0; -o o , x ^ 2 - 0 ( ;  Z /7 .Z  -1 ; Z /7 .3 .  -1 ;

2.17.4. 2; 2.17.5. \ \ 2 .1 7 .6 .- \ \  2.17.7. {o, x - > 2  +  0; 1, x - + 2 - 0 } ;  Z 77 .S .

0 ; 2.17.9. 1 ,2 .17.10. 0, 2.17.11. j l ,  x - > + 0 ;  | ,  x - + - o | ;  Z / 7 . / Z  -oo;

2.77.73. +oo; 2.17.14.1. +oo; 2.17.14.2. -oo; 2.17.14.3. +oo; 2.17.14.4. 
+oo; 2.17.14.5. \ \ 2.17.14.6. -1.
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