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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

Второе издание переработано с учетом опыта ав

торов, замечаний и пожеланий, высказанных препода

вателями кафедры теоретической механики МВТУ 

им. Н. Э. Баумана, а также преподавателями других 

вузов. Некоторые задачи исключены, исправлены опе

чатки и ошибки Е ответах, введен ряд новых задач 

в целях более полного раскрытия соответствующих 

разделов курса. Для' задач повышенной трудности, 

отмеченных эвездочкой, даны краткие решения в ГJl. 22. 

К. С. Колесников 
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Раздел первый 

СТАТИКА 

г л а в а 

ПЛОС~АЯ СИСТЕМА СИП 

§ 1. Равновесие тела 

1.1. На .нерастяжимоЙ · нити Аве в ее середине 
подвешен груз веса Q. Точки А и С .. расстояние между 
которыми 1, на-ходятся на горизонтальной прямой. 
Смещение ТОчки В от прямой АС равно х. 

Определить натяжение нити в зависимости от от
ношения [/х. 

Ответ: N= ~; -J(2;Y + 1 • 

к задаче 1.1 к задаче 1.2 

1.2. Однородный круговой цилиндр веса Р = 100 Н 
и радиуса R = 0,5 м требуется вкатить на плиту вы· 
соты h = 0,1 м. Какой момент М пары сил нужно 
приложить для этого к цилиндру, полагая, что в точке 

А проскальзывание невозможно? 

Ответ: М = Р -V h (2R - h) = 30 Н· м. 
1.3. Однородный стержень АВ веса Р опирается 

на гладкий горизонтальный пол в точке В под углом 
а и поддерживается двумя опорами С и D. 

Определить реакции опор в точках В, С и D, если 
стержень нагружен парой сил, момент которой 
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м -= 4Ра, жня l = 6а, расстшшие 
-=CD= 

Ответ: RD = Р(4 + 3 cos 
1.4. Р BCD в точке В 

неподвижном шарнире, в точке А поставлена на ка
ток. Пролет рамы СЕ наГРУ)1(ен равномерно распре
деленной СИЛ.оЙ интенсивности q. 

Определить реакции опор, если а = з' м, q == 
~ 2 Н/м. . 

Ответ: RA = 5,64 Н, RB = 8,96 Н. 

А 

I< задаче 1.3 I< задаче 1.4 

1.5. Пролет CD= 3L Г-образного стержня нагру
жен силои, еаспределенной по линейному закону с 
максимальнои интенсивностью qo. 

Определить реакции опор, если l = 3 м, qo = 
== 2 Н/М. . 

Ответ: RA = 10,1 Н, RB = 4,5 Н. 

I< к задаче 

1.6. "Консольная балка находится под действием 
силы Р, пары сил с моментом М н нагрузки, распре
деленной по линейному закону с максимальной ин
тенсивностью qo. 
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Ответ: ХА = 200 Н, УА = 150 Н, ХВ --:- -200 Н, 
Sб = --S7 = 168 Н, S8 = О. 

IJ !I 
с' 

к задаче 1.9 ' к задаче 1.10 

1.11. На МОСТУ. схематично представленному фер
мой, стоит автомобиль веса Р. 

Считая автомобиль материальной' точкой. опреде
лить силы. действующие в стержнях фермы в зави
симости от координаты х автомобиля, если а = 300. 

Ответ: при х:;:;; 1 Sl = S5 = -Px/l, S2 = Px/l, 
р,уЗх . 

S3=S4= 21 

!J 

I 1 
1 1 

к задаче 1.l1 к задаче 1.12 

1.12. Стержни АС и СВ. соединенные между собой 
шарнир но. нагружены равномерно распределенной си
лой с интенсивночью q. Стержень АС заделан в сте
ну. правый конец стержня СВ поставлен на каток В. 

Опреде,llИТЬ 'р'е~кции опор. 
Ответ: У в = 0.5ql, ХА = О, УА = 1,5ql; МА = ql2. 
1.13. В стержневой конструкции горизонтальный 

стержень заделан в стену. наклонный - правым кон
цом удерживается с помощью горизонтального стерж

ня ВВ', Нагрузка на конструкцию. ' показана на ри-



§ 2, РАВНОВЕСИЕ СИСТЕМЫ ТЕЛ 13 

сунке; . интенсивность распределенной нагрузки q =::::z 

==20 Н/М, М=80 Н'М, [=2 М. 
Определить реакцию заделки. 
Ответ: ХА = -69,2 Н, УА = 80 · Н, М4 = 240 Н· м. 

IJ _ 

к задаче 1.13 к задаче 1.14 

1.14. Г-образный стержень Аве шарнирно соеди· . 
нен со стержнем CD, удерживаемым в горизонталь
ном положении нитью DE. Пролет BD нагружен рав
номерно распределенной силой с интенсивностью q; 

Определить натяжение нити DE и реакцию за
делки. 

Ответ: Т = O,f>ql, ХА = О, УА == 2,5ql, МА:= 3ql2. 
1.15. Два стержня АС и СВ соединены шарнирами 

между собой ис неподвижными опорами. На стер
жень АС действует сила Р = 40 Н и пара· сил с мо
ментом М-:- 120I1·M .. Стержень ВС нагружен ли
нейно распределеннойси~ой с маКСJiмальной интен
сивностью qo = 30 Н/м. 

!I 

, IJ 
" 

tl 
,-" . 

р 

.. 
~ 
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Определить реакцию шарнира В, если 1 = 1 м. 
Ответ: ХВ = ~13,3 Н, УВ = 30 Н. 
1.16. Стержни ADC и св соединены шарнирами 

между собой и с неподвижными опорами. Стержни 
нагружены, как показано на рисунке. 

Определить реакции опор, если Р = 100 Н, М:z::I 
= 1600 Н· м, q = 25 Н/м, а = 2 м. 

Ответ: ХВ = -125 Н, УВ = 50 Н, ХА = 225 Н, YA:::::I 

""7= 150 Н. 
1.17. Груз веса Q подвешен на тросе, огибающем , 

блок D и п~икрепленном к стержню ве. 
Определить реакцию шарнира В, если М = 4Qa, ~:~ 

qo =с ЗQ/а. . : 
. Ответ: ХВ = 0,75Q, УВ = ЗQ. " 

"~'~ 
:~ 

А 

I< задаче 1.17 I< задаче 1.18 
.~ 

1.18. Заделанный одним концом в стену стержень 
AD соединен посредством скользящего шарнира С со ) 
стержнем св, нагруженным линейно распределенной 
СИЛОЙ с максимальной интенсивностью Qo. 

Определить опорные реакции, если qo = 100 Н/м, 
1=3 м. 

Ответ: ХА = -:28,8 Н, УА = 50 Н, МА = -200 Н· М, 
Ха = 28,8 Н, УВ = 100 Н. 

I.J9. На стержне ВЕ с помощью шарниров D и Е 
укреплены . два блока одинакового радиуса r = aj2, 
Груз веса Q подвешен на нити, огибающей оба блока 
и прикрепленноЙ к стержню АС, заделанному в стену. 
На стержень АС действует пара. сил с моментом 
M=6Qa. 
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Определить реакцию в точке С и момент в заделке. 
Ответ: = 2Q; МА = 1 Qa. 

. 1.20. Заделанный в стену горизонтальный стер
жень АВ соединен со стержнем CD скользящим шар
ниром С. середине стержня CD приложена гори

зонтальн ая сила Р; на 
стержень АВ действус\, 6', пара сил с моментом 

, . [о« М и вертикальнан СИ4 
па .Q. 

к зцаче 1.19 к Э8даче .20 

Определить реакцию в шарнире С и в заделке, 
сел и Р = 4 М = 1 Н· м I Q 16 а 1 м. 

Ответ: Rc = 2 Н, ХА = О, УА = -14 Н, МА =
"""'-32 Н· 

1.21. для стержневой конструкции, изображенной 
на рисунке, определить реакцию в 11Iарнире В мо
мент в заделке, если дано qo= 10 Н/М, М=40 Н'М, 
а=] м. 

Ответ: REJ = Н, = 72,4 . м, 
1.22. Стержни DE и РС 

соединены между собой 
прикреплены к вертикально-

му заделанному основанио " 

11: 

к задаче .21 К задаче .22. 
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стержню АВ ша рнирами. Конструкция нагружена, 
как показано на рисунке. 

Определить реакцию в шарнире С и момент в за
делке, если q = О,БР /1. 

Ответ: Rc = 1,88P, МА = 8Pl. 
1.23. Система состоит из трех стержней, один из 

которых заделан в основание, а два други~ соединены 

между собой и с неподвижным основанием шарни
рами. К стержню АС приложена линейно распреде
ленная сила с максимальной интенсивностью qo. К-се
редине стержня CD приложена параллельца оси у 
сила Р, на стержень BD действует пара сил с мемен-
томМ. . . 

·Л 

А 

к задаче 1.23 к з.адаче 1.24 

Определить реакцию в шарнире D и момент в за
делке, если qo = 50 Н/м,Р = 200 Н, М = 400 Н· м, 
а= 1 м. . 

Ответ: RD = 421 Н,МА = -1050 Н·м .. 
1.24 .. для стержневой конструкции, изображенной 

.. на рисунке, определить реакцию в шарнире· С имо

мент в заделке, ес.7lи дащ): Р, М = БРа; qo = 2Р /а. 
Ответ: Rc = 2Р -V2; МА = 7,ЗРа. . . . 

1.25. Шар веса Р и радиуса R опирается на глад
КУIO стенку и однородный гладкий стержень, заделан
ный в стену. Вес стержня Q = 4Р, его длина 21 = 
= 3R -V3. . 

. Опреде.лить силу давления шара на стенку и мо
мент в з-зделке. 
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Определить реакции опор. 
. Р" 

Ответ: УА = УВ = Р. ХА = -ХВ = Tctg a 

к задаче 1.31 к задаче 1.32 

1.33. однородныIй стержень BD веса Р жестко со
единен с ползуном D, который может скользить вдоль 
гладкого вертикального стержня АС. Положение точ
ки А определяется координатами ХА = О, УА. 

Пренебрегая весом определить реак-
ции опор. При каком равновесие невоз-
можно? 

Ответ: ХА = - УВ = Р. Равно-

весие невозможно 

IJ 
с 

к задаче 1.33 

1.34. наклонных пло-
скостях призмы нах.одятся 

грузы веса Р\ и Р2, удержи
ваемые гибкими нерастя
жимыми тросами, которые 

намотаны на ступенчатый 
барабан радиусов R\ и R2. 

к задаче 1.34 

Определить условия равно'Весия грузов. 
Ответ: P!R! sin (Х - P2R2 sin ~ = О. 
1.35. Стропила крыши сестоят из двух однородных 

стержней веса f каждый: Стержни соединены между 
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1.43. Цилиндр веса Р и радиуса R лежи'!' на шеrо. 
ховатой наклонной плоскости. Коэффициент трения 
скольжения цилиндра по плоскости равен f. 

При каком моменте М пары сил, приложенных 
к ЦИЛИНДРУ. и каком угле наклона а плоскости к го

ризонту возможно равновесие цилиндра? Трением ка
чения пренебречь. 

Прuмечаltuе. ОбраЗУЮщая цилиндра перпендикулярна линни 
наибольшего ската наклонной плоскОСти. 

Ответ: М = PR sin а. а :Е; arctg {. 

к задаче 1.42 к зада че 1,43 

1.44. К цилиндру веса Р. находящемуся на наклон
нои шероховатой плоскости. через нить подвешен груз 
веса Q; радиус цилиндра R. коэффициент трения ка
чения равен б. коэффициент трения скольжения - t. 

к задаче 1.44 к задаче 1.45 

При каком соотношении величин Р. Q. б. '. R, а 
цилиндр будет находиться в равновесии? (См. при-
мечание к задаче 1.43.) . 

Ответ: 

f ........ t Q --~~t а.<:"" Q + ~ ;:::р g а., (Р + Q) cos а ~.,.". g ~ (Р + Q) cos ~ 1[' 
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1.45. Цилиндр веса Р = 10 Н и радиуса R = О, I м 
находится на шероховатой плоскости, наклоненной 
под углом а = 300 к горизонту. К оси цилиндра при
вязана нить, перекинутая через блок и несущая на 
другом конце груз В. . 

При каком весе Q груза в цилиндр не покатится, 
если коэффициент трения качения равен б = 0,01 м? 
(См. примечание к задаче 1.43.) 

Ответ: 4,1 Н ~ Q ~ 5,9 Н. 
1.46. Кривошип ОА длины 1 соединен шарниром 

с камнем, помещ.енным в прорезь кулисы. Шток ку
лисы может двигаться в горизонтальных направляю

щих, расстояние между которыми равно 1. К штоку 
приложена сила Р. Коэффициент трения скольжения 
штока по направляющим равен , . 

р . ~-' @, е 1 ) V/.; 
о Ь 

к задаче 1.46 к задаче 1.47 

Пренебрегая трением в прорези кулисы, опреде
лить, при каком моменте М пары сил, приложенных 
к кривошипу, механизм будет находиться в равнове
сии? Весом механизма пренебречь. 

Pl sin <р Pl sin <р 
Ответ: 1 + 2' sin <р ~ м ~ 1 - 2! sln <р , 
1.47. Колесный трактор веса G соединен с прице

пом ВОДИЛОМ, расположенным на расстоянии h от пло
щадки контакта колес с дорогой (!:E.yIlTOM). Сила со
противления движению прицепа равна Q. Радиусы 
передних и задних (ведущих) колес принять одинак'о
выми, равными R, коэффициент трения качения колес 
б, коэффициент трения скольжения между колесом 
и дорогой {. 

. Полагая, что ведущие колеса трактора не про
скальзывают, найти: 1) при каком моменте М на ве
дущей оси трактор стронется с места? 2) вертикаль
ные силы N А И N в давления на колеса в этот момент; 
З) силу тяги трактора Ql из условия, что она не опро
кидывает его; 4) силу тяги Q2, при которой OTCYT~ 
ствует проскаЛЬЗI>lвание ведущих колес. 





26 ПРОСТРАНСТВЕI:'IНАЯ СИСТЕМА 

r л а в 
ПРОСТРАНСТВЕН СИСТЕМА СИЛ 

§ 1. Приведение системы сил к центру' 

2.1. При установке пан~льной короб~FJ ~ вей ПРИ
ложили четыре силы с одинаj{.9JU>JМ модулем р => 10 Н 
и пару сил с,моментом М = 10 Н,ом, 

Определить глаВlIЫЙ вектор ~ и главный момент 
L o данной системы сил 9тносительно начала КОQРДИ
нат, если,. Ь = 2с = 2а =:1 1 м. К какой простейшей си
стеме можно привести данную систему с1И? 

Ответ: = -17 Н, Rz = -27 
= 32 Н, 'м, L r -= б Н,м, 
Lo = систему можно пр 
наме. 

к задаче 2.1 

2.2. 

к задаче 2,2 

прямоугольного 

квадрат со стороной основан 

а высота 

дой из 
приложено четыре силы, 

Опреде,n 
Lo этой 

=20 Н. 
вектор R и главный 

относительно начала 

!J 

и указать, к 

приводится. 

какому простейшему виду эта система 

Ответ: Rx = -12,2 Н, Rr = 34 Н, Rz = 18,8 Н, 
R=40,8 Н; Lx=-30 Н,м, Lr=--9,4 Н,м, Lz = 
== 1 О Н· м, Lo = 33 Н· м. Система приводится к ди· 
нвме. , 
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ZB, УВ 

z 

к 2.7 

2.8. Горизонтальная телевизионная весаР 
прикреплена вертикальной стоике, УСТ3110вленнойв 
гнездо О и удерживаемой тремя растяжками, нижние 

к 2.8 

КОНЦЫ закреплены в RЛОСКОСТИ ху. Рас-
стояние центра антенны стойюt 
равно 0,25/, расстояние от точки крепления растяжек 
А до гнезда О равно 1. Точка С лежит в плоскости XZ, 
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Найти силу натяжения растяжки 3, необходимую 
для равновесия, и реакцию гнезда О, если силы натя· 

жения растяжек 1 и 2 равны T1 = Т2 = Р --../'2/4 . 
. Ответ: ТЗ-Р, Хо=-Р/4, уо=о, Zo=2,48P. 

2.9. К однородной прямоугольной плите веса Q = 
== 15 Н, удерживаемой в горизонтальном положении 
сферическим шарниром А, петлей (цилиндрическим. 
шарниром) В и стержнем ке, приложена горизон· 
тальная сила F = 30 Н. 

z 
fi 

F 

{JJ 

к задаче 2.9 к задаче 2.10 

Определить сжимающую силу S в стержне ке и 
реакции опор, если ~ = 300. 

Ответ: S = 8,66 Н, ХА = 27,84 Н, УА = -3,75 Н, 
ZA = 7,5 Н, ХВ = О, ZB = О. 

2.10. Однородная прямоугольная плита веса Q = 
= 10 Н прикреплена к стене с помощью шарового 
шарнира· В, петли (цилиндрического шарнира) С и 
удерживается в горизонтальном положении нитью ЕР. 
прикрепленной одним концом к плите, другим
к стене. На плиту действуют сила Р = 5 Н и пара 
сил с моментом М = 20 Н. м. 

Определить натяжение нити'Т и реакции опор, если 
DE ' ЕС = 0,5 M,~ ве = 2 м, ct = 600, ~ = 300. 

Ответ: Т = 40 Н, ХВ = -5,68 Н, У в :::::1 17,3 Н, 
ZB = 5,0 Н, Xc::z: 35,68 Н, Zc == -10 Н. 

2.11. Откидная лестница веса Р = 300 Н прикреп~ 
лена к кузову грузовика. цилиндрическими шарнирами 

А и В и стержнем ЕР. Лестница составляет с верти
кальной плоскостью угол ct = 600, ~ 





-, 
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Определить реакции подшипников и вес G груза, 
необходимый для равновесия вала. 

Ответ: ХА = 45,4 Н, ZA = -45,2 Н, ХВ = -56,6 Н, 
ZB = 180,5 Н, G = 70,5 Н. . 

z 

к задllче 2.13 

2.14. Квадратная однородная полка веса Q = 80 Н 
при креплена к стене с помощью шарового шарнира 
А и цилиндриче<:,.кого шарнира В и удержива~тся в го
ризонтальном положени~ однородным стержнем, веса 

z 

к задаче 2.14 

р = 20 Н, соединенным с по.1JКОЙ и стеной сфериче-
скими шарнирами С и Е. :': -," 

Определить реакции шарниров А, В и Е, eC-!1И ,а =:= 
= 600. ", 

Ответ: ХВ = -ХА = 28,8 Н, УА = -28,8 Н,' ZA= 
= 40 Н, ХЕ= ZB =0, УЕ = 28,8 Н, Z,a,=,60H. 

2.15. Для рычажной системы робота в положении 
равновесия, показlШНОМ. Н,а, рисунке, определить мо

мент М1 в приводе С и опорные реа1ЩИИ в подшип-
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Определить реакцию заделки. 
Ответ: ХО = 10 Н, Уо = -45 Н, Zo = 27,3 Н; Lx = 

~ 1,35 Н·м, [ у =-33,65 Н·м, Lz=-45,625 Н,м. 

z 

/1 

к задаче ~.16 к задаче 2.17 

2.18. Стержень, заделанный в стену, Haгpy~eH си
лой Р ""'" 1 00 Н, действующей в вертикальнои пло
скости, которая наклонена к плоскости xz на угол ~ • 

.. 
к задаче 2.18. к задаче 2.19 

парой сил с моментом М = 200 Н· м и силой; распре
деленной по линейному закону с максимальной ин
тенсивностью qo = 600 Н/м, как показано на ри
сулке. 



§ 3. РАВНОВЕСИЕ 

Определить реакцию 
:= 300, L = 1 м. 

СТЕРЖНЕй 35 

Ответ: ХО = -4Э = -86,5 Н; 
l.x=-lOO Н,м, [ у -750 Н·м. 

2.19. К стержню ОВ, заделанному внеподвижную 
опору, приварено тело в форме куба, на которое дей
ствует сила Р = 20 Н, пара сил с моментом М = 
= 30 Н· м и распределенная по линейному закону 
сила с максимальной интенсивностью qo = 160 Н/м. 

Определить реак-
цию заделки, если а = 
=600, l=O,5 м. 

Ответ: ХО = 7,1 Н, 
Уо=47 Н, Zo=17,3 
Lx =-42,6 Н·м, L y 
= -10,6 Н·м, Lz 
о::: -23,5 Н· М. 

2.20. Стержень, 
имеющий форму дуги 
полуокружности, рас

положен в горизон-

z 

2.20 

тальной плоскости и нагружен равномерно распреде
ленной силой интенсивности q. Левый конец стержня 
заделан в стену, правый I 

конец свободен. 
Определить реакцию 

заделки, если радиус 

окружности равен г. 

Ответ: ХА = УА = О, 
ZA = qлг; Lх =qлг2, [1'= 
= 2qr, Lz = О. 

2.21. Стержень 
цом А заделан в 
Участок АВС расположен 
в горизонтальной плоско
СТ-И и нагружен парой 

!J 

задаче 2.21 

с моментом М = .: 
участок СОЕ, имеющии окружности 
радиуса (, нагружен равномерно распределенными 

радиальными силами интенсивности q. Угол АВС 
равен 900. 

Определить реакцию заделки, если 1 = ". 
Ответ: ХА = О, УА = qr, ZA =--qr; Lx = -2qr2• 

L y = -3qr2, Lz = qr2• 

2* 
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2;22. Два однородных стержня одинаковой длины 
41 =:1 2 м и одинакового веса Р оа::::: 120 Н соединены 
~ежду собой и с опорами сферическими шарнирами. 
В горизонтальном положении стержни удерживаются 
тросом DE. К стержню АС приложена сила F = 240 Н, 
которая параллельна оси х. 

z 

к задаче 2.22 

Определить реакции шарниров А и В и силу натя-
жения Т троса. . 

Ответ: Т = 160 Н, ХА = 180 Н, УА = о, ZA ос: 60 Н; 
Хв 60 Н, Ув=О. ZB=20 Н. 

§ 4. Равновесие механизмов с зубчатыми парами 

2.23. Зубчатое колесо 2 радиуса R, закрепленное 
на валу лебедки, находится в зацеплении с колесом 1 . 

.. . 1 

IIJ 
к эада'lе 2.23 

Сила натяжения каната лебедки Т = 100 Н напраR
лена параллельно оси х. Сила давления Р зуба ко
леса 1 на зуб колеса 2 направлена по линии, обра. 



зующей угол 
к окружности 

Определить 
если радиус 

горизонтальной касательной 
зацепления. 

подшипников 

r=R/2, АВ= 
сом лебедки пренебречь. 

Ответ: р = 53,2 Н, ХА = -8,33 Н, ZA = 15,17 Н, 
Ха = 58,33 Н. ZB = 3,03 Н. 

2.24. К валу / зубчатого редуктора приложена 
пара сил с моментом М\. Определить момент М2 пары 
сил, приложенных к валу //, и реакции подшипников 

[( задаче 2.24 

промежуточного вала CD в условиях равновесия. Счи ... 
тать, что силы давления зубчатых колес PI-2 и Р4-а 
направлены под углом а = 200 к касательным к ок
ружностям в точках зацепления, Г2 = 4rl, Гз = Г1. 
Г4 = 2rl. 

Ответ: М2 = 8М\; ХС = O,67M 1/rl, Zc = O,73M,/r\. 
X D = 2,З3M 1 /rJ, ZD = I,09M 1!r,. 

2.25. К ведущему 1 конической передачи 
ложена ПЭр'а сил М1 • 

к задаче 2.25 



38 гл. '. ПРОСТРАНСТВ~ННАЯ СИСТЕМА СИЛ 

Определит~ момент пары сил М2, который надо 
приложить к ведомому валу l/, чтобы валы находи
лись в равновесии, а также реакции опор ведомого 

вала. Радиусы шестерен равны соответственно '\ и '2. 
Указание. Сила давления .иа зуб в прямоэубой конической 

передаче имеет три составляющие: окружную Р, радиальную 
R = Р tg а. cos ~ и осевую N = Р tg а. sin 6, где tg б = '2/'1. 
а. = 200. 

Ответ: 

м - М"2. Х _ М.Ь 
2 - '1' А - 'I.a • 

у А = М. Ig а ['2 sin () - ь cos 6], 
'Ia 

Z =~tgasin6' х =_ M1(a+b) 
А,. ,в. г.а' 

у в = М. tg а [(а + Ь) соз {) -'2 sin 6]. 
'Ia . . 
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3.4. Точка движется на плоскости по окружности 
радиуса R = 20 см согласно уравнению s(t) = a.t
- pt2 см, где а. = 24л см/с, ~ = 4л см/с2• 

Найти скорость, касательное и нормальное ускоре
ния точки в те моменты времени, когда положитель

ное значение дуговой координаты s будет равно поло
вине длины окружности. 

Ответ: Vl = 16л см/с, V2 = -16л см/с, аn == 
= 12,8л2 см/с2 , а" = -8л см/с2 . 

3.5. Точка движется нв плоскости по окружности 
радиуса R == 10 см согласно уравнению s и) = 

= 5 лsiп ~ t см. 
Найти п.оложение точки на траектории, а также ее 

скорость, касательное и нормальное ускорения в мо

менты времени t""", О, t:a;:; 3 с, t = 7 с. 
Ответ: при t!CE О V = 8,22 см/с, a-r - О, аn = 

~= 6,76 см/с2, , 

при t = 3~ v =- О, . a i = -4,31 см/с2, аn = О, 
при t = 7с v == -7,12 см/с, а" = 2,15 см/с2, аn = 

'= 5,07 см/с2 • 
3.6. Точка движется на плоскости.с постоянной по 

модулю скоростью V = 2 см/с по траектории, уравне
ние которой х·у = 4 (где х> О). 

Найти ускорение точКи в тот момент времени, 
когда ее абсцисса х = 2 см. 

Ответ: а = -V2 см/с2• 
3.7. Материальная точка движется на плоскости 

с постоянной по модулю скоростью Vo по траектории, 
уравнение которой у"'" Ьх2 , где Ь = const > О. 

Определить максимальное ускорение точки, изо
бразить ее траеr<торию и вектор максимального уско
рения. 

Ответ: аmз)( = 2bv~. 

3.8. Точка движется на плоскости по траектории, 
уравнение которой в параметрической форме имеет 
вид; 

n n 
х=2 sln -rt см, у=4 + 4 sln т' см. 

Найти уравнение у.,... '(х) траектории точки, аа
'(()!-I движения s и) точки по траектории, а также 
llроекции ее скорости v и ускорения а на касатеJIЬНУЮ 
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Найти время движения точек до встречи, если мо
дуле их скоростей одинаковы и равны и каждый.· 

ОтвеТI t -- 2а/ (3u). 

,§ 2. Координатные способы задания движения точки 

3.12. Движение точки на плоскости задано урав-
нениями: 

а) х';' 2 + 4 sin ~ t, и = 4 cos ~ t, 

б) x-.-2sintt, у=6соз ~ " 

В) Х ""'" 4t2, У .... 3 + 2tЗ , 
г) х ..... O,5et , у:::. 3e-t , 

д) х аа t, У r:::::: COS ~ t 

I~x И У - в сантиметрах, t - в секундах). 
Найти траекторию точки, а также определить ско

рость ТО':lки, ее касательное, нормальное ускорения и 

радиус кривизны траектории в момент времени t=1 с. 
Траекторию точки и векторы ее скорости и ускорения 
при t = 1 с изобразить графически. 

Ответ: 

а) (х - 2~2 + у2 со: 16, v r:::a: 4,19 см/с, ат = О, 
а,,=4,З9 ам/с, р=4 см, 

~ .~ 2 
б) 4+36= 1, v = 1,81 см/с, ат == 1,1 см/с, 

а" ..... 0,95 см/с2 , р ..... 3,46 см, 

В) у=3+ *f, где x~O; v= 10 см/с, at:::a:l 
: ..... 13,6 см/с2, а" ..... 4,8 см/с2, р == 20,8 см. 

г) ху = 1,5, где х ~ 0,5; v = 1,75 см/с, а,; = 0,36 см/с2, 
а" RCE 1,7 см/с2, р = 1,8 см. 

1t 
д) У == cos 3 х, где х ~ О; v = 1,35 см/с, 

ат ==О,37 см./с2 , а,,=<О,41 см./с2 , р=к4,47 см. 
3.13. Движение точки на плоскости задано урав

нениями х I:!::I:: sin2 t - 2, у ==< cos2 t (х и у - в сантимет
рах, t - в секундах). 

Н::lЙТИ траекторию точки, а также 'дуговую коор
динату s, скорость v и ускорение а точки как функ
ции времени. Дуговую координату отсчитывать от 
вачальноroriоложения точки. Изобразить графи~ески 
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траекторию точки и построить графики 5.(t), V(t)i 
а и). 

Ответ: у=-(1+х), где -2~x~-'-1, 

s (t) = .у2 siпЧ см, v (t) ::::о -v'2 sln 2t см/с, 

а (t) = 2 -v'2 cos 2t см/с2• 

3.14. Движение точки на плоскости задано ypaB~ 
нениями х = sin t, у = cos 2t (х и у - в сантиметрах; 
t - В секундах). 

Найти: 1) траекторию точки; 2) проекции скорости 
и ускорения точки на естественные оси координат в 

моменты времени t = О, t = П/4 и t -= 3it/2, 3) проек
ции скорости точки на орты полярной системы коор
динат в моменты времени t =- О и t Z::::::I п/4, а также 
наименьшее расстояние от точки до полюса. 

За полюс полярной системы координат принять Ha~ 
чало декартовой системы I{оординат, за полярную 
ось - ось х. Траекторию точки, векторы ее скорости 
и ускорения в заданные моменты времени изобразить 
графически. 

Ответ; 1) У = 1 - 2х2, где -1 ~ х ~ 1; 
2) при t = О 0= 1 см/с, а", = О, аn = 4 см/с2, 

при t = П/4 0':-'- 2,12 см/с, а", =.-0,24 см/с2, 
a~ -:- 0,67 см/с2, 

при t=3n/2 v =0, а,(=4,12 см/с2, аn=О; 
3) при t=O v,=O, Op=-l см/с, . 

при t = П/4 V, = 0,71 см/с, Vp = -2 см/с, 
fmln = 0,66 см. 

3.15. Движение точки на плоскости в интервале 
времени О ~ t ~ ~/ (2<0) задано уравнениями: х = 
==Ь sec <ot, у=Ь tg rot, где b=const > О, ro=const > О. 

Найти: 1) траекторию точки; 2) проекции скорости 
и ~!!.орения точки на естественные оси и на орты по

лярной системы координат в момент времени t = О. 
За полюс полярной системы координа1' принять на

чало декартовой системы координат, за полярную 
ось - горизонтальную прямую, совпадающую с осью 

х. Траекторию точки, а также векторы ее скорости и 
ускорения при t = О изобразить графически .. 

Ответ: 1) траектория ТОЧКИ - ветвь гиперболы 
х2 - у2 = Ь2, где х ;:;;:, Ь, у ;:;;:, О; , 

2) V'( (О) = Ьro. а'[ ~O) = О, аn (О) = Ь<О21 .ОТ 10} = О, 
Ор(О) = Ьro, а, (о) = Ьro I ар (0).== О. 
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3.16. Найти траекторию точки, если ее радиальная 
и трансверсальная скорости равны по величине в лю

бой момент времени. Полярные координаты точки в 
начальный момент времени 'о и <ро. 

Ответ: ,= ,Oe(CP-СРО) - логарифмическая спираль. 
3.17. Движение точки на плоскости задано в декар

товой системе координат Оху уравнениями х ~ 
= at cos 00(, у = at sin 00(, где а = const > О, 00 = 
r:::::: const > О. 

Найти: 1) радиус кривизны траектории точки в на
чальный момент времени (t=O) и предельное (при 
t -- (0) значение этого радиуса; 2) траекторию точки 
в полярных координатах; 3) проекции скорости и 
ускорения точки на орты полярной системы коорди
нат. За полюс принять начало декартовой системы 
координат, за полярную ось - ось Х. 

а 
Ответ: 1) Р (О) = -2 ' Рпр = 00; 

. 00 
а 

2) ,= - ф - спираль Архимеда; 
00 . 

3) V, = а, Vp = аоое, а, = -аооЧ, ар = 2аоо. 
3.18. Движение точки на плоскости задано в по-

лярных координатах уравнениями ,= аеЫ /, <р . oot, 
где а = const > О, 00 = const > о. 

Найти траекторию точки и проекции скорости и 
ускорения точки на орты полярной системы координат 
и на естественные оси координат. 

Ответ: ,= аеСР - логарифмическая· спираль; v, =r 

= Vp = аооеЫ /, а, = О, ар = 2а0о2еы /, а1:,у2 aroerJJt, a't= 
= аn = -V2 a002erJJt. 

3.19. Стержень АС в точке А шарнирно при креп
лен к ползуну, который перемещается вдоль верти
кальной направляющей. Движение точки В стержня 
в полярных координатах описывается уравнениями 

ОВ=г= ~ [,у1 +8 sin200t, ф=агсtg(3tgооt), 

где (1) = const > О, l = const > О, О::;;;; Ф ~ n/2. 
Найти для точки В в декартовой системе коорди

нат Оху траекторию, годографы скорости и ускорения, 
• 4хl 4у l 4~I 4у2 

Ответ. 7+V= 1, [2оо2 + 912002 = 1, 
4х2 4fjl 

12004 + 912(;)4 =-'" 1. 
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3.20. В условиях предыдущей з-адачи найти траек
торию точки К стержня АС в декартовых координатах 
и, перейдя к естественному способу задания движения 
точки, ее дуговую координату s как функцию времени, 
если АК = / (АВ = 1/4). Построить годограф скорости 
точки К. 

Ответ: траектория точки К - отрезок прямой у=О; 
s и) = 1 (1 - cos oot), где· координата s отсчитывается 
влево от точки, декартовы координаты которой х = /, 
у=О; годограф vк-отре:юк прямой [-[00, /00]. 

IJ 
А 

D 

I< задаче 3.19 I< задаче 3.21 

3.21. Стержень АВ длины 1 падает, находяс,ь во 
все время движения в вертикальной плоскости. Концы 
А и В стержня при этом скользят по вертикальной 
стене и горизонтальному полу соответственно. 

Найти траектории точек С и D стержня (АС = 1/2, 
АД = 31/4), а также радиус кривизны траектории точ
ки D в момент соприкосновения стержня с полом. 

Ответ: траектория точки С - окружность 4 + 
+ УЬ = [2/4, траектория точки D - элли па хъ + 9Yt:ac:l 

= 196 12, Р IФ_п/2 = 1~ 1. 
3.2·2. В механизме Рифлера линейка AD в точках 

В и .С шарнирно орикреплена к ползунам, которые 
движутся в прямолинейных взаимно перпеНДИКУJIЯр
ных направляющих. Угол а, который линейка обра~ 
зуе:г с осью Ох, изменяется по закону а = oot, где 00 :C8III 

c::::z const > О. 
Найти траекторию ТОЧКИ А и радиусы крив~~ны 

этой траектории при t = О и t = n/ (200), если АВ ~ 
= ВС = 1. Построить годографы векторов СКОР.ОQТИ и 
ускорения точки А, 
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Ответ: :' + у2 = [2, Р (О) = f '. р (2:) = 4l; годо-
. • 2 .• 2 

графы VA и аА - эллипсы T+.t? = [2ф2, Т+у2=[2ф4. 

3.23. По стержню ОА. который вращается вокруг 
оси, проходящей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка. скользит ползун 4. Движение ползу

на происходит под дей
ствием нити - 2. кото

о 

JJ 

Кsaдаче 3.22 

горизонтален. а точка 

кой С диска. 

А 
рая при вращении 

стержня наматывается 

на· неподвижный диск 
1 радиуса R. Нить при-

. креплена одним кон· 

цом К ползуну. а дру. 

гим (в точке В) к ди
ску 1 и во все время 
движения натянута 

пружиной 3. В началь-
ный момент времени 
(t = О) стержень ОА 

А1 ползуна 4 совпадает с точ-

Найти уравнения движения ползуна относительно 
системы координат ОХУ. скорость, нормальное и ка· 
сательное ускорения ползуна как функции угла ер; 
радиус кривизны траектории ползуна в начальный 
момент времени, если ер = фt -(Ф = const > О). 

Ответ: Х = R (1 + фt) cos Фt, У = R (1 + Фt) sin фt-:
спираль Архимеда, v (ер) = Rф '\1'1 + (1 + ер)2, ~{ep)= 
= Rro2 (l + ер) ,а ( ) = Rro2 [2 + (1 + ер)2] (О) =..!. R. 

-./1 + (l + <р)2 r1 ер . -./1 + (l + ер)2 Р 2 

9 9. 

к задаче. 3.23 к задаче 3.24 
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3.24. Кривошип ОА вращается вокруг неnодвиж
ной оси, проходя щей через точку О перпендикулярно 
плоскости рисунка. Он приводит в движение подвиж
ную шестерню 1 радиуса Г, которая обкатывается по 
внутренней поверхности неподвижной шестерни 2 ра
диуса R. 

Найти уравнения движения точки В подвижной 
шестерни 1 в декартовых координатах, если угол по
ворота кривошипа <р =- rot (ro с8 const > О). В началь
ный момент времени (t >= О) точка В совпадала с точ
кой С неподвижной шестерни 2, а кривошип ОА был 
расположен на оси Ох. 

Ответ: х -= (R - г) cos rot + r соз [(R;- г) rot], 

и = (R - г) 51п oot - r sln [ (R -; г) rot]. 

3.25. В условиях предыдущей задачи найти радиус 
кривизны траектории точки В шестерни 1 и дуговую 
координату s этоЙ точки как функцию времени, если 
s (О) = О и R = 2г. 

Ответ: р::::о 00, S и) = 2г (1 - соз rot). 
3.26. В условиях задачи 3.24 найти траекторию 

точки В шестерни 1 и дуговую координату s этой точ
ки как функцию времени, если R = 4г. Определить, 
в какие моменты времени (при одном полном обороте 
кривошипа ОА из его начального положения) ско
рость точки В будет равна нулю, и найти проекции 
ускорения точки В на орты полярной системы коорди
нат в эти моменты времени. За полюс полярной си
стемы координат принять точку О, за полярную ось
ось Ох. 

Ответ; траектория точки В - астроида х2/З + у2/Зr=t. 
<:::::1 (4г) 2/3, s(t)=6rsin2 oot, v=O, ar =-12rro2, ар=О 

(n - 1) . 
при t = 200 п, гдеn= 1, 2, 3, 4. 

3.27. Кривая - улитка Паскаля - может быть вы
.черчена грифелем, закрепленным в точке. А стержня 
АВ, который проходит через вращающуюся вокруг оси 
О муфту 1 и движется в плоскости рисунка Ta~, что 
<р = ro! (ro = const> О), а неизменно связанная с ним 
точка С описывает окружность радиуса R с центром 
в точке 01. 

Найти уравнения движения точки А в декартовых 
и полярных координатах, а также проекции скорости 
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и ускорения этой точки на орты полярной системы ко
ординат, если АС -- а == const. 3а полюс полярной си
стемы координат принять точку О, за полярную ось
ось Ох. 

Ответ: 

х = (2R cos 001 + а) cos oot, У = (2R cos 001 + а) sln oot, 
r = 2R соз 001 + а, q> = 00/; V, = -2Roo sin ооУ, vp = ,001 

а, = - 002 (4R cos 001 + а), ар = -4R002 sin 00/. 

А 

к задаче 3.27 к задаче 3.28 

3.28. Кривошип ОА враща'ется вокруг неподвижноА 
оси, проходящей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка. Он приводит в движение шестерню J 
радиуса R, которая обкатывается вокруг неподвижной 
шестерни 2 того же радиуса. 

Найти траекторию точки В шестерни J в декарто
вых и полярных координатах, если угол поворота кри

вошипа а =z (j)t «(j) = const > О). 3а полюс полярной 
системы координат принять точку О, за полярную 
ось - ось Ох. В начальный момент времени (t = О), 
Ifочка В совпадала с точкой С шестерни 2, а криво
шип ОА, был расположен на оси Ох. 

Ответ: траектория точки - кардиоида, 

х"""" R (2 cos oot - cos 200/), У == R (2 з!п (j)/ - sin 2(0/), 

ОВ D . /5 4 t [2 sin оо! ~1 - соз OOt)] = r = л.'V - cos (j)t, q>=arc g (2 СО! ооЕ _ cos 2oot) • 

8.29. В условиях предыдущей задачи найти наи
меньшее и наибольшее значения скорости и ускоре
ния точки В аа l!ремя одного полного оборота кри
вошипа ОА из его начального положения. Кроме того, 
найти радиус кривизны траектории точки В в момент 
времени t = n/(j). 
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Ответ: Vm/n = О, ат/п = 2R(j)2 при t = О, Vmax С= 
==4R(j), аmах ж::::о6R(j)2 при t=rt/(j); р{rt/(j)}=8R/З. 

3.30. От самолета, который летит с постоянной ско
ростью Vo на высоте Н над Землей, внекоторый мо
меН1' времени отделяется точка М. Движение точки 
происходит в вертикальной плоскости с постоянным 
ускорением g. 

-~ ~/ 
О 

(JJ 111J / 

Н( ~ 

А 

Т 
. 

1 
и 

~ задаче 3.30 к задаче 3.31 

Найти: 1) траекторию точки в цеподвижной систе
ме координат ОХи, начало которой совпадает с поло
жением точки в момент ее отделения от самолета; 

2) расстояние 1, на котором точка должна отделиться 
от самолета, чтобы попасть в точку А на поверхности 
Земли; 3) скорость точки М и угол а между вектором 
скорости этой точки и вертикалью в положении А. 

Ответ: 1) 1/ -= ~ х2; 2) Еl = 00 • / 2Н I 
2ио '\1 g 

3) V -= ~v~ + 2gH, а .... arctg (-у':;Й ). 
3.31. Лыжник (точка М), оторвавшись от горы раз

гона трамплина со скоростью Vo, движется в верти

кальной плоскости с постоянным ускорением g. Углы, 
которые образуют с горизонтом прямолинейный уча
сток 0\0 горы разгона трамплина и линия наиболь
шего ската горы приземления равны ~ и Р соответ

ствеННО,ОА - h. 
Найти· наибольшую высоту подъема Н лыжника 

над тачкой его отрыва от горы разгона трамплина и 
горизонтальную дальность полета L. 
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в положении В("" =a+~) гимнаст отделяется от 
трапеции и продолжает двигаться в той же плоскости 
с постоянным ускорением g. 

НайтИ": 1) скорость и ускорение гимнаста в поло
жении В; 2) уравнения движения гимнаста после его 
отделения от трапеции (В полярных координатах г, ЧJ, 
где Г= ВМ). -

Ответ: 

1) vj3 = .vfvб + 2g/ (cos ~ - cosa), 

ав = .vf( а1)2 + (a~)2. 
Vб + 2g1 (cos ~ - cos а) 

где a1=-gsin~. a~= 1 

2) г =/ "'./v1- (gvB siп ~)/ + ~ g2j2, 

q>=arctg(tg~- 2Ов~ОЗР /). 

3.34. Найти . дальность полета точки М, от делив
шейся от колеса велосипеда радиуса R = 0.55 м в по
ложении А. Движение точки происходит В вертикаЛIa
ной плоскости с постоянным ускорением g (g ===> 

= 10 м/с2). Скорость центра С колеса, катящегося 
без проскальзывания, постоянна и равна Vc >::::1: 5 м/с. 

Ответ: L = 5,5 м. 

.!I fJ I.l c ______ ~ 
lJ 

~ 4и 
/ 

I 

О ' tQ 

к задаче 3.34 Кзада'lе 3.35 

3.35. Зенитная ракета (точка А) стартует с поверх
ности Земли вертикально и движется в вертикальной 
плоскости с постоянной по 'величине скоростью У, все, 
время направленной на самолет (точка В). Самолет 
движется равномерно и прямолинейно со скоростью u 
на высоте Н над поверхностью Земли! 
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Определить зависимость угла поворота q> криво
шипа ОА от времени при условии, чтобы скорость 
транспортируемо!'о груза в поддоне была постоянна 
и равна 0,05 м/с. 

Найти также уравнение 
АВ =0,8 м, ОА = 
момент времени q> = 

1 
Ответ: q> (t) = за 
4.7. В механизме, 

А, находящаяся на 
равноускоренно. Ка-
сательное ускорение # 
этой точки a~ ==< 5 М/С':!.. 

Длина спарника ВС """" 
= 1 м, а кривошипа 
ОВ -= DC с::::а 50 см, 
В начальном положе
нии стержень О В гори
зонтален, а угловая 

скорость его равна 

точки В, если 
в начальный 

= 2,25 м2 • 

рисунке, точка 

спарника ВС, движется 

А 

4.7 

Найти уравнение 
траектории точки А, угловое уско-
рение кривошипа, точки В. 

Ответ! . y~+ (ХА - тУ 0= ОВ2, (J)ob:--10t рад/с, 
80В= 10 paдj~}, VB-=5t м/с, ab=-5-v!1 + 1М!' м/о2 • 

4.8. В механизме, приводящем в движение эубча. 
тую рейку 4 строгального станка, колесо 1 с числом 
зубцов ZI вращается по закону <р1 ""'" а sin pt. ДЛЯ МО· 

:rt 
мента времени t l -= 4р с, прошедшего от начала дви-

жения (t z=- О), найти "",""',~ 
и М4, колеса 3 и 
и 3 равны Z2 и Zз 
колесах с шагом h. 
ма, изображенное на 
времениtl. 

ускорения точек M~ 
зубцов колес 2 

нарезаны на 

положение механиз
соответствует моменту 
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4.9. Зубчатая рейка 1 движется в горизонтальных 
направляющих по закону s = аtЗ м из состояния по
коя и приводит во вращение шестерни 2 и 3. С ше
стерней 3 жестко связан барабан, на который намо
тана нерастяжимая нить с трузом В 'на конце. 

к. задаче 4.8 к. задаче 4.9 

Найти СКОРОСТЬ и ускорение груза, если радиусы 

шестерни 3 и барабана равны между собой. 
Ответ: v = 3at2 м/с, а = баt м/с2• 
4.10. В изображенном на рисунке механизме к 

спарнику АВ = ОС приварен зубчатый сект()р 1, на
ходящийся в зацеплении 

е колесом 2. Зубчатое ~=!lI=:::::-... 
kолесо 2 радиуса Г2. не 

к. задаче 4.10 к. задаче 4.12 

связанное с кривошипом ве, может вращаться во
круг ОСИt проходя щей через точку С. 
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. П 

Для момента времени t = 26) с определить уг ло-

вую скорость И угловое ускорение колеса 2, если кри
вошип ОА = 1 = СВ вращается по закону <р = ь 51п rot. 
В начальный момент времени стержень ОА горизон
тален (<р = О). 

Ответ: ro = О, 8 = b/ro2 j '2. 
4.11. В изображенном на рисунке механизме (см. 

рис. к задаче 4.10) к спарнику АВ = ОС приварен 
f!убчатый сектор 1, находящийся в зацеплении с ко
лесом 2. Зубчатое колесо 2 радиуса '2, не связанное 
с кривошипом ве, вращается равноускоренно с угло
вым ускорением 8 вокруг оси, проходя щей через. точ-
ку е. . 

Найти закон вращения кривошипа' ОА == 1 = св, 
если механизм приводится II движение И8 состояния 
покоя. 

Ответ: <р = ~l8 (~. 

4.12. «Колесо обозрения» вращается вокруг гори
зонтальной оси О в вертикальной плоскости. В точке 
А к нему прикреплена шарнир но кабина в, которая 
движется поступательно. 

Найти максимальную перегрузку в вертикальном 
направлении n = I ау I / g (g - ускорение силы тяже
СТИ), испытываемую человеком, находящимся в ка
бине, если ОА = R, а колесо вращается равномерно 
с угловой скоростью ro. Через ау обозначена проекция 
ускорения человека на вертикаль. 

Ответ: n ~ Rro2jg. 

§ 2. Преобразование простейших движений тела 
4.13. В цилиндрической аубчатой передаче нахо

дятся в зацеплении два колеса радиусов " и '2. 
Найти скорости и ускорения двух соприкасающих-

П 
ся точек КОЛiС М, и М2 В момент времени t, = зro о 
после начала движения, если первое колесо вращается 

по закону <р, = sin rot рад и "jr2 == 2. Положение ме
ханизма, изображенное на рисунке, соответствует мо
менту времени t,. 

Ответ: vм,=VМ'=',Ф/2, 

ам, """ г1ф2.у 13/4, аМа='lф2, 
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Найти закон вращения колеса 1 такой, чтобы ваго
нетка двигалась равноускоренно с ускорением 0,5 м/с2, 
Известно, что 21 = зо, 22 = 90, а 'з = 40 см. В началь-
ный момент находилась в покое. 

Ответ: <р1 
4.16. Механический 

диуса 'J, вращающегося 
по закону <р состояния покоя, и 

надетого на со шкивом 2 
жестко связан а Iпестерня 8 с числом 
2з, приводящая во вращение шестерню' 4 с числом 

А7.,5 

к задаqе 4.16 

sубц()в 24 выходного вала, 
Найти угловую скорость 

и угловое ускорение ше

стерни 4, скорости и ускоре
ния двух соприкасающихся 

точек А 2 и А5 •. Точки А 2 И 

2. 

к задаче 4.17 

As принаДJJежат соответственно шкиву 2 и ремню 5 
и расположены в месте схода ремня со· шкива. 

Проскальзывание относительно шкивов 
ствует. 

Ответ: v А, 

·4.17. Редуктор состоит из четырех цилиндрических 
шестерен с числом зубцов 21, 22. 2з. 24 соответственно. 
Вал 1 вращается по закону <Р! = t2 - 3t3 рад из со
стояния покоя. Все шестерни жестко закреплены на 
валах. 
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НаiIти угловую скорость и угловое ускорение ше
стерни 4 для момента времени t = 1 с, если г1 = 6, 
Z2 = 18, гз = 12, Z4 = 16. 

Ответ: о) = 1,75 рад/с, 8 = 4 рад/с2• 
4.18. Во фрикционном вариаторе скоростей сфера 1 

радиуса Рl = 10 см при водится во вращение роликом 
2 радиуса '2 = 5 см. Ролик 2 вращается вместе с ше
стерней 3 радиуса '3 = 8 см конической передачи. Ко
ническая шестерня 4 радиуса '4 = 6 см жестко на
сажена на вал, который вращается по закону СР4 = 
= t2 - 2t ра'Д. 

к задаче 4.18 

Полагая, что ролик 2 не проскальзывает относи
тельно сферы 1, определить ускорение точки М! на 
сфере в момент времени tl = 1 с, а также угловую 
скорость 0)1 И углово~ ускорение 8\ сферы, если ~ = 
= 600, а = 300. В начальный момент времени угол 
поворота конической шестерни 4 СР4 = о. Положение 
механизма,. изображенное на рисунке, соответствует 
моменту времени t\. 

Ответ: ам, = 12,99 см/с2, 0)\ = о, 8\ = 1,5 рад/с2 • 

4.19. В кулисном механизме рейка 2, имеющая 
вертикальный паз С, соединяется с кривошипом ОА 
посредством камня А, шарнирно укрепленного на кон
це кривошипа и способного скользить по пазу С. 
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полуокружности радиуса Г2 == R. и сообщает ему ДВИ· 
жение. 

Определить скорость поступательного движения 
кулачка, если при t = О 'Ф = 'Фо = n/3. 

к задаче 4.22 к задаче 4.23 

ОтвеТI V Z:::: Rt / v ( I ~ t2 у - 1 . / 

4.24. Эксцентрик. изготовленный в виде диска ра
диуса Г. вращается .вокруг оси. проходящей через 
точку О и приводит В движение. стержень АВ. 

к задаче 4.24 

Найти скорость точки. В, если эксцентриситет Ой 
равен е, а угол поворота диска задан функцией q> и). 
в начальный момент времени прямая ос горизон
rrаЛЫUI. 

Ответ: V = [(в. -. е2 соз ер ) sin <Р] ф. 
--/г2 _ е2 sin2 q> 
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4 • .15. Штанга АВ движется в вертикальных направ
ляющих п'о закону s (t) .... ut. Упираясь нижним концом 
В в стержень ОС, представляющий собой дугу окруж

ности радиуса R, она при· 
водит его во вращение во

круг оси .0. 
Найти угловую скорость 

Q) стержня ОС и скорость. 
точки С в момент времени t, 
если в начальный момент 
времени угол СОВ равен 
n/4. 

О Т8ет: Q) == 2 s~n ". Vc ==-
Rv и = ---:--;-. где 'У"'" -R' sln '11=. 
SШ., . 

0= + -у'-2 ---2-"';'==2 -vt-_-V~2t2 . 
4.26. Во фрикционном 

вариаторе скоростей диск 2 
К задаче 4.25 радиуса R2 .... 20 см приво-

. дится во вращение роликом 

1 радиуса '1 = 5 см, который вращается по закону 
<рl = 2t- tз рад. От диска при помощи ролика 8 ра
д~yca '8 = 5 см вращение передается валу BD. 

1 

к задаче 4.26 

Полагая, что ролики 1 и 8 не проскальзывают ОТ7 
носительно диска 2, а ролик 8 движется равномерно 
со скоростью v = 1 мм/с вдоль оси BD, определить 
в момент времени t1""'" 1· с после начала движения 
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угловую скорОсть и угловое ускорение Qjiла BD, если 
1 =-10 см. В начальный момент времени Ь .... ~ см, а 
угол поворота ролика 1 равен нулю. 

Ответ: (j) s: 0,21 рад/с, I =- 1,27 рад/сR• 
4.27. Фрикционный вариатор скоростеЙ состоит из 

конического колеса 1 и находящегося с ним в эацеП4 

лении цилиндрическо

го ролика 2 радиуса '2. 
Колесо I вращается 
BOKpyr оси OD по за
кону q> ..... at рад. 

Определить угло-
вую скорость (j) и угло- ,
вое ускорение 8 вала 

АВ, если ролик 2 пере
мещается равномерно 

со скор острю tI вдоль 
оси АВ. ПроскаЛЬ8Ы-' .1( задаче 4.27 
вание между колесом 

и роликом отсутствует. В начальный момент времени 
ролик j находится на расстоянии 1 от правого торца 
колеса 1 радиуса '1, угол , 
конусности которого равен .. ,.--"B~_~ 
«, а q>::o::: О. 

Ответ: Ф:=:.!!.. [Г l + '. +(co~a -vt)Siпа]. 
8= д.. v sin а. '. 4.28. Механизм. изобра~ 

женный на рисунке, состоит 
из ползуна М, движущегося 
по закону s и) = t2 - t м, 
линейки эллипсографа 1, 
приводящей в движение 
зубчатую рейку 2, которая 
вращает шестерню 3 и с по· 
мощью шестерни 4 застав- 1( задаче 4.28 
ляет подниматься груз В. 
Найти для момента времени t = 1 с скорость и УСКО4 
рение груза В, уг ловые скорости If ускорения эубча. 
1'ЫХ колес, если R=O,2 м, г=О,1 м. АМ=О,4 м; 
нить нерастяжима. 

з 1\. ~' l\олесuнков н ~. 
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Ответ: ОВ 
... 12,5 радjс2, 

4.29. В 

ТВЕРДОГО ТЕЛА 

на рисунке, ку

па закону <p(t)= 

<= "(-л/3) t рад, зубчатую рейку 2, 
которая с помощью зубчатого колеса 3 сообщает 
вращение шестерне 4 вокруг оси 01. Найти в момент 
времени t -= 1 с угловую скорость и ускорение ко· 
леса 4, скорость и ускорение точек Аз, А 4• если h1 = 
= 0,15 м, r = О,] м, R = 0,3 м. 

Ответ: 004 -= 6,3 рад/с,' 84 = 23 рад/с2, V А, = v А, = 
-= 0,63 м/с, аА" = 2,65 м/с2, аА• = 4,58 м/с2 • 

4.30. В механизме, изображенном на рисунке, кри-
вошип 1 О по закону <р (1) = 
""'" (nj4) t рад шатуна АВ приводитв 
дви>Кение которая заставляет вра-

щаться r = 0,1 м. Найти 
скорость и угловую скорость 

И угловое момент· времени (=1 с, 
если АВ =< момент. времеди 
,и =< О) угол <р = О. 

Ответ: V D, -= VD, ""'" 0,22 м/с, aD, = 0,174 м/с2 

aD,=O,514 м/с2,roз =2,2 рад/с, 8з = 1,74 раД/с2• 

4.31. Механизм для подъема груза М состоит из 
рейки 1, приводящей в дви>Кеиие сtупенчатый ворот 3 
радиусами r и R с помо~ью зуб'IЗТОГо. колеса 2 ра-
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диуса '2 И нерастяжимого ремня 4. Найти скорость 
и ускорение груза М. если перемещение рейки s = 
= at2j2, проскальзыва
нием ремня и нити, на 

которой подвешен груз, 
пренебречь. Кроме этого. 
найти скорость и ускоре-

к задаче 4.30 к задаче 4.31 

ние точек А 2 и А 4 колеса 2 и ремня 4, расположенных 
в месте схода ремня со шкива. 

Ответ: V M = atr/R. ам = ar/R. v А. =::11 V А, = at. 

аА, =а ~l + (~:~ у. аА, =а. 

Глава5 

ПЛОСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§ 1. Системы с одной степенью свободы 

5.1. доказать. что при движении плоской фигуры в 
ее плоскости концы векторов скоростей точек. лежа
щих на одной прямой, также лежат на некоторой пря
мой. 

5.2. Доказать, что при движении плоской фигуры в 
ее плоскоС1'Я концы векторов ускорений точек. лежа
щих на одной прямой, также лежат на некоторой пря
мой. 

5.3. Какому условию должны удовлетворять ско
рость и ускорение центра колеса, имеющего возмож

ность катиться без скольжения по прямолинейному 
пути. чтобы мгновенный центр ускорений ..совпал а 
точкой контакта? 

Ответ; v = О при произволыюм а. 
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5.4. Цилиндрический каток радиуса r катится без 
скольжения по цилиндрич.ескоЙ лунке радиуса R так, 
что его центр С имеет постоянную по модулю ·ско· 

рость V. 

к: задаче 5.4 к: задаче. 5.5 

Определить ускорение точки контакта катка ··А и 
диаметралыto противоположной ей точки В. 

О 2 R . 2 R-2r 
твет: ал = tI r (R _ (')' ав = tI r (R - ") • 

Б.5. Кривошип ОА кривошипно-ползунного меха· 
низма ОАВ в указанном на рисунке положении имеет 
угловую скорость ф = 1 рад/с и угловое ускорение 

е= 1 paдjc2• 
Определить ускорение точки С и положение мгно

венного центра ускорений шатуна АВ, если ОА == 
_ACac::CB:к:zO,l М. 

Ответ: ас = 0,0577 м/с2 , мгновенный центр ускоре
ний совпадает с точкой В. 

5.6. Кривошип ОА длины 0,2 м, вращаясь равно
мерно с угловой скоростью ФО = 2 рад/с, при водит в 
движение посредством шатуна АВ длины 0,4 м диск 

к: задаче 5.6 к: задаче 5.1 
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радиуса r = 0,1 м, вращающийся вокруг оси, прохо
дящей через точку О!. 

В положении, указанном на рисунке, определить 
скорость и ускорение точки В. 

Ответ: VB = 0,69 м/с, ав = 7,62 м/с2• 
5.7. Стержень ОА шарнирного четырехзвенника 

ОАВО! вращается с постоянной угловой скоростью 
ЫО = 2 рад/с. 

в положении, указанном на рисунке, определить 
угловые скорости и угловые ускорения звеньев АВ и 
ВО!, а также скорость и ускорение точки В, если 
ОА =АВ = ВО! =0,1 м. 

Ответ: (i)лв = 2 рад/с; 8Ав=4,62 рад/с2 , Ыво,=2 рад/с, 
8во, = 9,24 рад/с2 , vB = 0,2 м/с, ав = 1,01 м/с2 • 

5.8. Стержень ОА шарнирного четырехзвенника 
ОАВО! вращается с постоянной угловой скоростью 
ЫО = ! рад/с. 

В положении, указанном на рисунке, определить 
~гловую скорость и угловое уско.рение звена АВ, а 

к задаче 5.8 к задаче 5.9 

также скорости и ускорения точек В и С, если ОА = 
=АС=СВ=ВО,=о,! м. 

Ответ: ЫАВ = 1 рад/с, ВАН = 4,73 рад/с2, VB == 
=O,17~ м/с, aB=l,06 м/с2, vc=O,1 м/с, ас= 
= 0,58 м/с2 . . 

5.9. Пластина ABD, представляющая собой равно
бед.ренныЙ прямоугольный треугольник, имеет в точ
ках А и В ползуны, движущиеся по прямолинейным . 
взаимно перпендикулярным направляющим. 

В положении, указанном на рисунке, определить 
скорости и ускорения точек В, С и D, если АВ = 
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= 0,2 точка А движется 

скоростью, ..у2 м/с. 
Ответ: м/с, ав = 0,283 

== 0,1 м/с. м/с2, VD':"- О, aD 

5.10. Ползун В, перемещаясь по горизонтальной 
направляющей по закону S8 и) = 0,01 ,2 + О, 18! м, при
!'одит В движение через шатун А В колесо радиуса 

задаче 5.10 

'R = О, катится по горизонтальной 

сти без 
В момент времени t z:::: 1 с определить скорости и 

ускорения точек А и С, если в этот момент механизм 
занимает положение, указанное на рисунке. 

Ответ: VA = 0,2 м/с, аА = 0,127 м/с2, VC = 0,1 м/с. 
ас = 0,039 м/с2• 

5.11. Ползун А, пеРiмещаясь по прямолинейной 
направляющей, приводит в движение через стержень 
АВ колесо 1 радиуса r = 0,1 м, которое катится без 
скольжения по неподвижному колесу 2 того же ра
диуса. 

к. задаче 5.12 
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Ответ: Vn = 1 м/с, ав =-= 2,83 м/с2 , V€ =- 1,41 м/с, 
ас = 5,66 м/с2 ; МЦУ нахоДИТСЯ на ободе колеса в точ
!<е, противоположной точке С. 

5.17. Колесо радиуса r катится беэ скольжения 
внутри цилиндрической лунки радиуса R. Стержень 
ве шарнирно связан с точкой В Йа ободе колеса· и 
ползуном С. Центр колеса - точка А .zi'вижется по за· 
кону SA (() = 0,3 et- 1 м. . 

В момент време~и t = 1 (! определить скорость и 
ускорение ползуна С, если в э"тот моме"'!' точ·R:а В диа
метрально противоположна точке KOH!aI<Ta колеса с 

поверхностью лунки. Известно, что R ZtI 4г а:::а 1.2 м, 
ВС = 0,6,уз м. 

Ответ: Vc = 1,2 м/с, ас = 1,7 м/с2• 
5.18. В механизме, рассмотренном 8 задаче 5,17, 

ползун С движется в направлении проtи,в. хода часо
вой стрелки по закону Sc (t)= 0,6 (6t - t2) м. 

В момент времени·t = 1 с определит}) скорость и 
ускорение центра колеса А, если в этот момент ме
ханизм занимает положение, указанное на рисунке. 

Ответ: VA = 0,6 м/с, ад = 0,5 м/с2• 
5.19 . Стержень АВ скользит своими концами по 

вертикальной и горизонтальной направляющим. 
К нижнему концу стержня привязана нерастяжимая 

о 

к задаче 5.1 9 к задаЧi 5.20 

нить, намотанная на колесо, катящееся по горизон

тальной плоскости без скольжения. 
Считая, что нить не скользит по колесу, опреде

лить скорость и ускорение центра колеса С, если в 
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данный момент времени скорость и ускvрение точки А 

равны VA = 0,5 м/си аА = 2"уз м/с2, а стержень со
ставляете вертикалью угол в 300. Длина стержня 
равна 1 м. 

Ответ: Vc <= 0,433 м/с, а(; = 2 м/с2. 
5.20. Двухступенчатый каток с радиусами ступеней 

r и R =2г = 0,2 м катится без СКОJlьжен!ltя по гори
зонтальным направляющим благодаря нити, намотан
ной на наружную ступень. · Конец D нити движется 
горизонтально по закону SD(t) = O,le t - 1 м. . 

Определить скорость и ускорение точки А в мо
мент времени t = 1 с. Положение точки А в этот мо
мент указано на рисунке. Нить по катку не скользит. 

Ответ: VA = 0,28 м/с, аА =а 0,383 м/с2 • 
5.21. Двухступенчатый блок с радиусами ступеней 

r = 0,05 м и R =0,1 м подвешен на двух нитях, намо
танных на малую и большую сту
пени блока. Конец D нити BD 
движется вертикально по закону 

sD(t)=O,Olt м. 
Полагая, что нити не скользят 

по блоку, определить скорость и 
ускорение точки А блока в мо
мент времени t = 1 с. Положе
ние точки А в этот момент ука
зано на рисунке. 

Ответ: VA = 0,0283 м/с, аА = 
К задаче 5.21 -= 0,0595 м/с2 • 

5.22. Двухступенчатый бара~ 
бан 1 с радиусами ступеней r = 0,1 м и R = 0,2 м 
вращается вокруг оси, проходящей через точку О, 
по закону <p{t) = t2 - 3t рад. Нерастяжимая нить на· 
мотана на ступени барабана 1 и охватывает блок 2. 

Считая, что нить не скользит по поверхностям бло
ка и барабаиа, определить в момент времени t = 1 с 
скорости и ускорения точек С, D и Е, а также угло
вую скорость и угловое ускорение блока 2. Положе
ние точек С, D и Е в этот момент указано на рисунке. 

Ответ: Vc с:8 0,05 м/с, VD = 0,2 м/с, ан == 0,1 м/с, 
ас - 0,1 м/с2, aD CI:II 0,427 м/с2 , аЕ = 0,25 м/с2 , Ul2 = 
-= 1 рад/с, 82 ::::::8 2 рад/с2• 

5.23. ДвухступенчатыА каток 1 и одноступенчатый 
каток 2, катящиеся без СКОЛl,жения по прямолиней
ным напраВJIЯЮ!:ЦИМ, связаны между собой нерастя-
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5.26. В 

к задаче 

Ответ: (04 

= 2,77 м/с2, 
5.27. В 

ТВЕРДОГО ТЕЛА 

кривошип ОА, вра-
через точку О по за

q>(t) = 5t - t2 рад 
приводит в движение ше

стерни 2 и 3, жестко свя
занные между собой. Ше
стерня 2 обкатывается по 
неподвижной шестерне 1, 
а шестерня 3 находится в ' 
зацеплении с шестерней 4. 

В момент времени t = 
=2 с определить угловую 
скорость и угловоеуско, 

шестерни 4, а так-
ускорения соприкасаю

точек Вз и В4 , ес
=гз=2Г2=0,2 м. 
3,6 рад/с2, ав, = 

эллипсографе звено ОА 
через точку О с 

8 

постоянной = 0,5 рад/с. Звено 
см шарнирно АВ в точке С и 
находится в со звеном ОА. 

Определить ускорение точки М в дола-
жении, указанном на рисунке. Известно, что ОА = 
.= OIB = 0,6 м, см = 0,4 м. 

Ответ: VM = 0,436 м/с, ам = 0,132 м/с2, 
5;28. В зубчато-рычажном механизме ведущее зве

но ОА вращается вокруг оси, nроходя!:Цей через точку 
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О, имея в данный момент времени угловую скорость 
ro = 2 рад/с и угловое ускорение 8 = 4 рад/с2• 

Определить угловую скорость и угловое ускорение 
зубчатого колеса 2, если в этот момент времени меха
низм занимает положение, указанное на рисунке. Из
вестно, что ОА ""'" АВ = В0 1 = 0,5 м, R ..... 0,3 м, '''''' 
=0,2 м. 

Ответ: ro~ = 8,83 рад/с, 82 = 11,32 рад/с2, 

I( задаче 5.28 I( задаче Б.29 

5.29. Ось вращения диска радиуса, = 0,2 м прохо .. 
дит через точку D стержня АВ, на концах которого 
имеются ползуны А и В,движущиеся соответственно 
по вертикальной и горизонтальной направляющим. 
Точка С на ободе диска шарнирно связана со стерж
нем СО, вращающимся вокруг оси О. Ползун А дви
жется по закону S,4 (t) = 2t м. 

В момент времени t == 1 с определить угловую ско
рость и угловое ускорение диска, если в этот момент 

механизм занимает положение, указанное на рисунке. 

Дано: АВ = 1 м, СО = 0,5 м, AD = DB. 
Ответ: ro = 8,66 рад/с, 8 = 90 рад/с2• 
5.30. В механизме, изображенном на рисунке, оси 

колес связаны стержнем АВ, на конце А которого на
ходится ползун, движущийся по вертикальной направ-

ляющей по закону SA (1) => -v: JЗ м. 
Считая, что скольжение между колесами и коле

сом 1 и горизонтальной плоскостью отсутствует, опре
делить в момент времени t = 1 с угловую скорость 
и угловое ускорение колеса 2, если в »тот момент 
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механизм занимает положение, указанное на рисунке, 

а радиусы колес одинаковы и равны 0,5 м. 
Ответ: Cl)2 = 6 рад/с, е2 = 1,86 рад/с2. 

к задаче 5.30 

5.31. Пластина А перемещается по горизонтальной 
плоскости IЮ закону SA (1) = 0,1 (t4 + 7,5t) м. На пла

стине находится каток 

радиуса R = 0,2 м, обмо
танный нерастяжимой ни- . 
тью, конец Е которой за
креплен на стене. 

Считая, что скольже
ние катка по пластине и 

нити по катку отсутству

ет, определить в моменг 

времени t = 0,5 с ускоре-
К задаче 5.31 ния точек В, С и D катка, 

указанных на рисунке. 

Ответ: I%в=0,8 м./е2, ас= 0,15 м/с2 , aD= 0,854 Mjc2. 
5.32. Пластина А движется по наклонной плоскости 

по закону SA (() = 0,1 t2 + 0,4t м. По пластине катится 
без скОльжения каток радиуса R = 0,2 м.е точкой D 
на ободе катка шарнир но связан стержень ED длины 
0,4 м, вращающийсявокруг оси Е. 

В момент времени t = 1 с определить угловую ско
рость катка, а также скорости точек В, С и D, если 
в этот момент механизм заним·ает положение, указан

ное на ри.сунке. 

Ответ: CI) =а! рад/с, VB = 0.6 м/с. Vc -= 0.4 M/t? 
!JЛ -~1346 м/о. 
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ускорение ее точки D, если в этот момент механцзм 
занимает положение, указанное на рисунке, и ОА
=0,3 м, АВ-О,6 м, ' ..... 0'2 м, R=0,4 м. 

Ответ: (1)2=1 рад/с, 811=14,02 раД/с2, aD==I,32 M/CS, 
5.38. Движение катка радиуса R = 0,5 м по прямо

линейному пути задано законом перемещения его цен
тра С и углом поворота: Sc (t) -= 0,5et- 1 м. <р (е)
.... t2 - 2t рад. С катком связан шатун АВ. 

'f(f) 
----;r 

к задаче 5.38 

Считая, что в момент времени t = 1 с механизм за
нимает положение. указанное на рисунке. определить 

скорость и ускорение ползуна В. . 
Ответ: ив = 0,5 м/с, ав == 1,5 м/с2• .. 

5.39. Каток радиуса R = 0,1 м катится со сколь
жением по горизонтальной плоскости, вращаясь по 

'f(f) 
.-.:---

к задаче 5.39 

вакону <р (t) =а 2t2 рад. С помощью шатуна АВ длины 
4R он связан с ползуном А, который движется по го
ризонтальной направляющей по закону .УА И,""'" 0,4t м. 
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Определить 
шатуна АВ, 

механизм за 
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и угловое ускорение 

ускорение центра С 
если в этот момент 

Ответ: (ОАВ= 1 рад/с, &МВ""'" 
ас == 1,13 м/с2• 

указанное на рисунке. 

рад/с?, ис= 0,965 м/с, 

5.40. Ползуны А и С, соединенные двумя стержня
ми АВ длины 0,4 м и ве длины 1 м, движутся по пря
молинейным, взаимно перпендикулярным направляю
щим соответственно по законам SA и) = 0,1 t2 м, Se (t) = 
Е::2 O,4t - 0,1 t2 м. В момент времени t = 1 с механизм 
занимает положение, указанное на рисунке. 

к задаче 5.40 

Для этого момента времени определить угловые 
скорости и угловые ускорения стержней АВ и ве, а 
также скорость и ускорение точки В. 

Ответ: = 0,707 8АВ = О, (ове = О, еве == 
а= 0,0828 = 0,153 м/с2• 

к задаче 5.41 

5.41. В представленномна рисунке механизме кри
ВОШШI ОЛ вра_щается BOKPY~ ТОЧКIi Q ПО закон)' 
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Ответ: VB = 1,8 м/с, ав -= 1 м/с2, <ОАВ = О, 8АВ = 
= 2 рад/с2, . 

5.44. В дифференциальном механизме с внешним 
зацеплением шестерня 1 и кривошип ОС вращаются 
независимо друг от друга вокруг оси О по законам 

1 
q> (1) = 3t2 - 2t рад и 'Ф (t) = 3" fI рад соответственно. 

В момент времени t = 1 с определить скорости и 
УСКCl'!JСНИЯ точек А и В шестерни 2, занимающих в ЭТОт 
момент положения. указан

ные.· на рисунке, если Rl = 
=R2= 0,1 м. 

к задаче 5,44 К задаче 5.45 

Ответ: VA = 0,283 м/с, аА = О, VB = О, ав :С::: 
=: 0,632 м/с2• 

5.45. В дифференциальном механизме с внутрен
ним зацеплением шестерня 1 и кривошип ОВ враща
ются независимо друг от друга по законам q> (t) = 
=z 4! - t2 рад и 'Ф и) = t + 0,5t2 рад соответственно. 

В момент .времени t = 1 с определить скорость и 
ускорение точки А шестерни 2, если R = 0,3 м, r = 

= 0,1 м, а точка А занимает 
положение,. указанное на 

рисунке. 

Ответ: VA = 0,447 м/с, 
аА = 0,2 м/с2• 

5.46. В дифференциаль
ном механизме шестерни 1, 
8 и кривошип ОА могут вра
щаться вокруг оси О неза
висимо друг от друга. Ше
стерня 2 одинакового ра
диуса с шестерней 8 шар-

1( задаче 5,46 нирно связана с кривошипо~ 
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ОА и находится в зацеплении с шестернями 1 и 3. 
Известно, что шестерня 1 и кривошип ОА вращаются 
против хода часовой стрелки с постоянными угловыми 
скоростями 001 И 00. 

Определить: 1) в каком соотношении должны на
ходиться 001 . И 00, чтобы шестерня 3 не вращалась; 
2) угловую скорость шестерни 3, если 001 = 200. 

Ответ: 1) 001 = 400/3; 2) 00з = 200 - шестерня 3 бу
дет вращаться по ходу часовой стрелки. 

5.47. В дифференциальном механизме шестерня 1 
и кривошип ОСз вращаются независимо друг от друга 

к задаче 5.47 

вокруг оси О по законам qJ (t) = 2t - t2 рад, '" (1)'= 
= t + 0,5/2 рад соответственно. 

Считая, что в момент времени t = 1 с механизм 
занимает положение, указанное на рисунке, опреде

лить в этот момент скорости и ускорения точек А и В 
шестерни 3, если R1 = Rз = 0,4 м, R2 = 0,2 м. 

Ответ: VA = VB = 
= 2,4 м/с, аА = 4,18 
м/с2 , ав = 4,82 м/с2 • 

5.48. Механическая 
система состоит из кат

ка 1 радиуса r = 0,1 м, 
шестерни 2 радиуса 
R = 2г~ скрепленной с 
KaTKO~, кривошипа АВ, 
шарнирно соединенно

гас осью А катка, и 
шестерни 3 радиуса г. 
Каток катится без 
скольжения, при этом 

ось А движется по к .:3адаче 5.48 



I 
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закону ~A.(п."""" O,18 t- 1 М, а УГОЛ отклонения криво
шипа АВ от вертикали изменяется по закону 

n 
ер (1) ="6 + 1,5 - 2/ + 0,5(2 рад. 

в момент времени t <= 1 а определить угловую ско
рость и угловое ускорение шестерни 8, а также ско
рость и ускорение ее нижней точки D. 

Ответ; (t)з = 1 рад/с, tз = 5 рад/с2 , VD = 0,3 м/с, 
aD == 0,874 м/с2• . 

5.49. Зубчатые рейки А и . В суммирующего меха
низма д~ижутся горизонтально по законам SA (t) == 

к задаче 5.49 

== 61 - 2/2 м, S8 и) = ,2 - 3t м соответственно. С точ
кой D шестерни радиуса R = 0,2 м шарнирно связан 
стержень DE длины 1 м, имеющий на другом конце 
ползун Е, движущийся по горизонтальной прямоли
нейной направляющей. 

В момент времени t = 1 с определить скорость и 
ускорение ползуна Е, если в этот момент механизм 
занимает положение, указанное на рисунке. . 

Ответ: VE = 3, I м/с, аЕ = 35,4 м/с2• 
5.50. В механизме, . рассмотренном If задаче 5.49, 

зубчатая рейка А двиЖе.тся по закону SA и) = 24t- 1 м, 
а ползун Е п~ремещается слева направо с постоянной 
скоростью VE = 1,5 м/с. 

В момент времени t = 1 с определить скорость и 
ускорение рейки В, е~ли в этот момент механизм за
нимает положение, указанное' на рисунке. 

. Ответ: VB = 3,37 м/с, ав = 9,08 м/с2• 
5.51. Барабан 1 раДИУG.а r.=Q.\ м и бара(ап Z ра

диуса 8. = 0,2 м, вращающиеся · по законам <р (t} ~ 
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. 4~2 ~ == 5еЧ рад И 'Ф (/)= ----п- s!n ""4 f рад вокруг осей 

О и 01 соответственно, связаны перастяжимыми ни
тями с двухступенчатым блоком 3. НИТИ по бараба
на и ступеням блока не скользят. момент вре
мени t::::z 1 с определить 
ускорения точек А, В и С 
блока, указанных на ри
сунке. 

Ответ: аА -= 0,538 Mjc2, 
ав - 0,186 Mjc2, ас = 
= 0,271 Mjc2, 

5.52. В механизме, рас
смотренном З8даче5.51, 
барабан 1 вращается во
круг оси О по закону ер (1) = 
= 8eO,5-1 рад, а центр бло
ка 3 - точка С - опускает-
ся вниз по закону .sc и) = к задаче 5.51 
=/2 м. 

В момент времени - с определить угловую 

скорость И угловое ускорение барабана 2. 
Ответ: (1)2 5,5 рад/с, 8? 17 радjс2 

5.53. Ползун А, двигаясь по. закону SA и) = 
=O,l(4t2 -tЗ ) м, приводит В движение линейку АВ 
ДЛИНЫ 0,5 м, с которой шарнирно связаны ползун В 
и блок 1 радиуса R = 0,3 м. Барабан 2 радиуса r = 
= 0,1 вращается вокруг оси О по закону ер (t) == 
= 4е l-1 рад, наматывая нерастяжимую нить, перебро-

шею!ую черсз блок и 
скрепленную с грузом Е . 

.к задаче 5,53 
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в момент времени t = 1 с определить скорость и 
ускорение точки D блока, а также ускорение груза Е, 
если в данный момент механизм занимает положение, 
указа,нное на рисунке, а скольжение нити по барабану 
и блоку отсутствует. 

Ответ: VD= 1,4 м/с, aD=2,94 м/с2, аЕ= 1,15 м/с2 • . 

5.54. В механизме, представленном на рисунке, оси 
колес 1 и 2 одинакового радиуса R = 0,5 м связаны 
етержнем АВ, один из концов которого движется 
вместе с ползуном А по вертикальной направляющей 

по закону SA (t) = -v; tЗ м. При этом колесо 1 ка
тится . по пластине С, перемещающейся по горизон
тальной плоскости по закону Sc (t) = 6t - 2t2 м. 

Считая, что скольжение между колесами и между 
колесом 1 с пластиной С отсутствует, определить в 
момент времени t == 1 с угловую скорость и угловое 
ускорение колеса 2, если в этот момент механизм за
нимает положение, указанное на рисунке. 

Ответ: Ы2 = 2 рад/с; е2 = 6,14 рад/с2• 

к задаче 5.56 

5.55. В механизме, рассмотренном в задаче 5.54, 

ползун А движется по закону SA (/)= -v; IЗ м, а ко
лесо 2 вращается по закону q> и) = 51 - 1,5t2 рад (по
ложительное направление вращения против хода ча

еовой стрелки). 
В момент времени t = 1 с определить скорость и 

ускорение пластины С, если механизм в данный мо
мент занимает положение, указанное на рисунке. 

Ответ: ис = 2 м/с, ас = 0,57 м/с2• 
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5.56. Кривошип ОА вращается вокруг оси, прохо
дящей через точку О, по закону qJ (t) = et- 1 рад. Кри
вошип АС вращается вокруг оси, проходящей через' 
точку А, поворачиваясь относительно шатуна АВ на 

угол 'ф (1) = 

Определить 
ускорение ползуна 

=2АС=lм, 
Указание. 

времени t = 1 с акорость 
В=20А=2 м, 

момент угол АОВ равен 

ползуна D как 

Ответ: VD = 1 м/с, aD = 1,382 м/с2• 

Глава6 

СФЕРИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ И ОБЩИЙ СЛУЧАИ 

'nВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§ 1. Сферическое движение и общий случай 
движения тела 

6.1. Углы 
дого тела с 

определяющие положение 

точкой, изменяются 

по закону: qJ = с siл ~ t, а, Ь, 
стоянные. 

Определить угловую скорость тела для момента 
времени t = 1 с. 

Ответ: (j) = ~"''''а'J.''+-:--Ь::-;;2=-+-:-''':2=-а'7ь-с-о-s -с. 
6.2. Определить угловое ускорение тела, если 

углы Эйлера заданы ураВНеНИЯМи qJ = nt, \jJ => тt. 

в = во, n, т и во --:- по
стоянные. 

Ответ: в = 
6.3. Положение 

неподвижной 
дано углами 

Углы Крылова 
ют ориентацию 

ного с телом 

ка Охуг относительно ка
кой-либо системы отсчета 
06'1')~, как это показано 
на рисунке. к эадаqе 6.3 
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Получить формулы, аналогичные кинематическим 
уравнениям Эйлера, выразив угловую скорость тела 
через углы Крылова и их производные. 

Ответ: проекции угловой сю;>рости тела на связан-
ные с ним оси равны 

(ох = а cos ~ cos V + ~ sin V, 
(оу = - а cos ~ sin V + ~ cos v, 
(oz = а sin ~ + ". 

6.4. Доказать, что если проекции абсолютной угло
вой скорости тела на связанные с Ним оси остаются 
постоянными, то движение тела представляет собой 
вращение вокруг неIЮДВИЖНОЙ оси С постоянной ско
ростью. 

6.5. Колесо 1 может свободно поворачиваться на 
своей оси относительно рамки 2. При вращении по
следней вокруг какой-либо оси г', не совпадающей 
с осью г, колесо вынуждено также совершать некото

рое вращательное движение. Если колесо симметрич
но относительно оси z и трение отсутствует, то дви
жение его будет таким, что проекция абсолютной 
угловой скорости колеса на ось z явл~ется величиной 
постоянной (это доказывается методами динамики). 

т 

!J 
к задаче 6.5 к задаче 6.6 

в начальный момент рамка и колесо покоились. 
ватем рамку повернули вокруг неподвижной оси z' на 
360". 

Какова будет ориентация кол~са к концу этого 
поворота? 
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Ответ: по отношению к первоначальному положе
нию колесо окажется повернутым вокруг оси z на 

угол qJ=4л:siп2 (е/2), где е-угол между .осями 2 
и z'. 

6.6. Волчок 1, помещенный в обойму 2, опертую в 
неподвижной точке О, прецессирует так, что обойма 
вращается вокруг вертикали с постоянной угловой 
скоростью ф, а волчок вращается относительно нее 

с постоянной угловой скоростью ф; при этом ось 
волчка образует с вертикалью постоянный угол е. 

Определить абсолютную угловую скорость и угло
вое ускорение волчка в проекциях на оси Oxyz, скреп

. ленные с обоймой (ось волчка лежит в плоскости xz). 
Ответ: фх = Ф sin е, Юу = О, (i)z == ф cos е + ф, Вх == 

r= 8z = о, Ву = ~,p sin е. 
6.7. в условиях предыдущей задачи вычислить ско

ростn точки А волчка с координатами х == 2 = 10 см, 
у = о, если ф= 30 рад/с, ,р = 3 рад/с, е = 300. 

Ответ: tlх ""'" о, tI/I z:::::::z 140 см/с, Vz = О. 
6.8. В условиях задачи 6.6 вычислить ускорение 

точки А волчка в момент, когда координаты точки 
равны х=у=о, 2=20 см. 

Ответ: ах = 96 м/с2, ау = о, az = -45 м/с2• 

~(8eHlIm) 

~ цель __ . 

к задаче 6.9 

6.9. Оптический визир 1 установлен в кардановом 
подвесе, наружная ось 2 которого вертикальна, а внут
ренняя 3 горизонтальна; оптическая ось визира гори
зонтальна и направлена на Север. При наведении ви
зира на цt>ЛЬ пришлось повернуть его вокруг верти-
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кальной оси на угол а = 450. а вокруг горизонталь
ной - на угол ~ = 600. 

Вычислить углы, образуемые линией визироваНflЯ 
с осями ;. 11, ~. направленными соответственно на B(j
сток, Север и в Зенит (трехгранник Дарбу. ориенти
рованный географически). 

Ответ: углы. обrазуемые с осями ~. 11, G •. соответ
ственно равны: 110 40'. 69020'. 300. 

6.10. В условиях предыдущей задачи получить фор
мулы, определяющие скорость цели по измеряемым 

текущим значениям углов а. ~ и расстоянию R до 
цели. 

Ответ: проекции скорости цели на оси трехгран-
ника Дарбу равны: 

tI~ = R (В siIl а sin ~ - а cos а cos ~) - R sin а cos~, 

tl l1 = - R (~cos а sin ~ + а sin а cos~) + k cos а cos~. 

tlt = R ~ cos ~ + R sin ~. 

6.11. Визир, установленный в пункте с широтой 11'. 
следит за подвижной целью. 

Получить формулы, позволяющие вычислить абсо
лютную угловую CKOP~CTЬ визира по измеряемым_уг

лам наведения а и ~.(Здесь под абсолютной угловой 
скоростью подразумевается скорость вращения в инер

циальной системе отсчета.) 

Ответ: Ш; = ~ cos а, {J)11 = ~ sin а + U cos 11'. (()i. = 
= а+ U sin ер, где U - угловая скорость Земли. 

6.12. Самолет совершает горизонтальный полет 
курсом 450 со скоростыо v = 800 км/ч, качка отсут
ствует. (При горизонтальном полете курс самолета
это угол между вектором скорости самолета и направ

лением на Север.) 
Вычислить абсолютную угловую скорость ffi само

лета в момент пересечения им параллели 800 (ш - уг
ловая скорость в инерциальной системе отсчета). Вы
разить ffi в дуговых минутах в минуту времени 

-('jмин). 
Ответ: проекции абсолютной угловой скорости на 

оси трехгранника Дарбу равны ffit; = -5,1' jмин, Ш!) = 
= -7,7' /мин. ШС = 43,5' /мин. 

6.13. Конический роликовый подшипник состоит из 
внутреннего кольца 1. насаженного на ось ротора 2, 
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наружного кольца 3 и нескольких, ко~и~е~ких 
ков 4.1 ' , 

ро:л.!,!-

При укйзанных на рисун размерах 
угловую и угловое ускорение ролика, 

катится нроскаль-

зывания, а угловая 

скорость ротора посто

янна и равна Q. 

Ответ: (t)= 

6.14. Вычислить уг- ~ 
ловое ускорение роли-

ка (см. задачу 6.13) g 
при переме!!IIОЙ угло-
lЮЙ скорости ротора Q; задаче 6.13 
ОСЬ ротора ПРИНЯТЬ ле-

жащей плоскости yoz. 
Ответ: проекции вектора углового ускорения на 

оси координат равны 

е = соз и\ + 2а) соз f3 Q2 
х 2 cos а С05 (f3 + а) , 

_ соз (13 + 2а) dO 
- sin 2а 

cos (13 + 2а) • А dQ 
8" = - sln 2а SIП 1"" ([Г" 

6.15. В условиях задачи 6.13 определить скорость 
точки А ролика и ускорение точки В касания его с 
наружным кольцом. 

Ответ: = шЬ sin а, VAz = О, О, 

аВII = 8 13, aBz = 8 13, (jJ и 8 

В ответе к задаче 6.13. 
6.16. Для точной доводки поверхности детали, 

имеющей форму шара, ее обрабатывают (притирают) 
с помощью инструмента 1, представляющего собой 
чашу, внутренняя поверхность которой 

обрабатыва сфере и к ней. 
струмент оси Z с 
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скоростью 

ростью ())2; 

Вычислить 
с которыми точки 

к задаче 

ДВИЖЕНИЕ 

оси ZI С угловой ско
лересекаются в центре шара. 

наимеflЬШУЮ скорости, 

инструмента движутся относитель

но поверхности шара, 

есл и радиус ша р а R:::zz 
"""" 10 см, <р = 600, 2б::::: 

Z, -= 400, ())2 = 5,25 рад/с, 
())I =::r: 1,04 рад/с. 

Ответ: Наибольшую 
скорость имеет точка В, 
наиболее удаленная от 
мгновенной оси относи
тельного вращения; эта 

наклонна к оси Z под 
51020'. Скорость 

скольжения (относитель-
скорость ) точки В на· 

правлена плоскости осей Z и Z\ от 
читателя и Наименьшую скорость 
скольжения, нулю, точка инструмента, 

лежащая на мгновенной оси относительного вращения. 
6.17. Велосипедист движется по круговой дорожке 

трека с постоянной скоростью v. 
Каковы при этом угловая скорость и угловое уско

рение колеса велосипеда? Радиус трека R, радиус ко
леса г; принять, что во время движения плоскость 

колеса остается вертикальной и оно катится без про
скальзывания. 

Ответ: (J) 

6.18. 
ускорение колеса 

когда скорость 

(а""'" const). 

задаче угловое 

разroна велосипедиста, 

по закону v = at 

Ответ: ускореиия на оси х, у, z 
равны: ех=а/г, еу = v'J./(Rr) , ez=-a/r (ось z вер
тикальна и пррходит через центр траектории, ось х 

параллельна осям колеса). . 
6.19. Колесо 1 насажено на горизонтальную ось 

АВ, укрепленную в вилке 2, вращающейся вокруг вер
тикальной оси 3. При этом колесо катится по гори-
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Ответ: являются те, которые рас-
положены на относительного враще-

ния; эта ось точку касания дисков С 
и наклонена 300. 

6.23. Центр масс С космической станции движется 
по круговой орбите вокруг Земли с первой космиче

ской скоростыо v Z:iII: -v gR, где R - радиус Земли. Ось 
симметрии станции остается все время направленной 

, 
ь Центр 8СI1Л/J 

I< задаче 6.21 к задаче 15.23 

к центру Земли. Одновременно с 8ТИМ станция вра
щается вокруг оси симметрии, делая два оборота в 
минуту. \ 

Вычислить угловую скорость и угловое ускорение 
станции в проекциях на оси орбитальной системы ко
ординат. (Орбитальная система координат - сопро-
вождаЮЩQ:Й трехгранник, ось 
Z которого Земли, а ось у - по 
касательной 

Ответ: roх=С 
8" =821=0, 

, 6.24. 
В станции, 
ординаты этих 

ХА = 100 м, УА 
ZB = 20 м. 

О, roz= 0,21 рад/с, 

ускорения точек А и 
задаче, если ко

системе равны: 

Хв=О, Ув= 100 М, 

ОТ8ет: для точки А: ах = -4,4 Mjc~, ау = О, аг ~ 
~ -g; для точки В: ах - О, ау =- -4,4 Mjc2, a~ ~ -~g. 

6.25. Получить формулы, определяющие у~кореНИ6 
любой точки станции, совершающей описанное в эа· 
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перпендикулярва площадке S), а с кораблем 
гранник Оохо!/ого (ось Ха параллельна продольной оси 
корабля, 20 перпендикулярна палубе). 

Найти выражения авляющих I\ОСИНУСОВ осей 
ХО, уа. го относительно х, у, углы качки 

корабля. Углы и р считать положительнымИ при 
повороте рамок против хода часовой если 
смотреть с КОНЦОВ осей х и у соответственно. 

Ответ: 

х I I 
z 

%0 l соз I о I 
r 

I I 
Уа sin а sin f3 

I 
соз а. 

I 
s!n а соз f3 

Zo I - sin f3 соз а. I sin а о I соз а соз f3 

6.29. Пользуясь одним гирогоризонтом (см. 
дущую задачу), создают искусственные горизонталь
ные площадки в различных точках корабля. Чтобы 

к задаче 6.29 

получить подобную площадку, достаточно подвесить 
ее в такой же карданов подвес, как у гирогоризонта, 

получая него информацию, поворачивать 
щадку SI относительно корабля на те же углы ~, 
на которые повернута площадка S гирогоризонта. До
пустим, что вследствие веточности начальной выставки 
наружная ось подвеса площадки SI отклонена от од
ноименной оси гирогоризонта на малый б, оста
ваЯСh параллеЛhНОЙ палубе. 

кова в этом случае ошибка стабилизации (т. 
о отклонение от горизонта) площадки S,? 
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Указание. Составив таблицы направляющих косинусов осей z 
11 гl (нормалей площадок S и SI) относнтельно осей корабля, 
сравните их между собой. 

Ответ: в таблице приведены направляющие коси
нусы осей Z и ZI относительно осей корабля. В третьей 
строке указаны разности соответствующих косинусов, 

lЗычисленные с точностью до малых второго порядка 

uтносительно угла 6. 

Ха I Уа I 2, . 
% I sln ~ I - sln а соз ~ I соз асо! ~ 

%1 I соз 1\ sin ~ + 
I 

sln 1\ sln ~-

I 
соз а соз ~ 

+ siпб sina cos ~ - 5in а соз ~ соз 1\ 

62 /)2 
О -"- sln ~- - т 5iп acas ~-2 

- /\ 51п 'а cos ~ . -/\ 51п ~ 

Глава7 
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§ 1. Движение точки при заданных переносном 
и относительном ее движениях 

7.1. Точка М движется равномерно со скоростью 
V, по меридиану шара, вращающегося с постоянной 
угловой скоростью ffi вокруг вертикальной оси Ог. 

Построить график зависимости модуля ускорения 
Кориалиса от угла <р (О ~ <р ~ 2л). 

7.2. Вал 1 вращается вокруг вертикальной оси 0102 
С постоянной угловой скоростью ffil = 2 рад/с. К валу 
в точке О прикреплена горизонтально расположенная 
ось, вокруг которой равномерно вращается диск 2 
раЩ'Iуса R = 15 см. 

В положении механизма, указанном на рисунке, 
определить абсолютные скорости и yckopeHI-iЯ ~очек 
А и В диска, если ffil = CJ)2. 

Ответ: иА = 42,43 см/с, аА = 120 см/с2, ив =; 

~ 30 см/с, ав = 134,2 см/с2• 
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7.4. Стрела кран-бал ки, установленной на палубе 
корабля, вращается вокруг оси 02 по закону 'Ф (t):::::J 
=0,11 рад. 

Для момента времени t = 6 с определить абсолют
ную скорость и абсолютное ускорение точки А стре
лы кран-балки, если корпус корабля испытывает бор
товую качку, при которой он вращается вокруг оси, 
проходящей через точку О перпендикулярно плоско-

. л 

сти рису~ка так, что ep(t) =0,1 siП"6' рад. При ре-

шении задачи полагать, что в заданный момент вре
мени стрела кран-балки находится в ПЛОСКОСТИ ри
сунка и что ОВ = 6 м, АВ = 4 м. 

Ответ: v = 0,548 м/с, а = 0,053- м/с2 • 
7.5. Определить абсолютную скорость и абсолют

ное ускорение точки В схвата 3 робота, изображен
ного на рисунке, в момент времени t = 1 с, если: 

1) схват выдвигается по закону s (1) = 0,212 м, а 
рука 2 вращается вокруг оси, проходящей через точ
ку О перпендикулярно плоскости рисунка так, что 

ер (t) -:- ~ sin ~ , рад, ОА = 0,8 м; 

2 

~ s/t) 1 

к задаче 7.5 к задаче 7.6 

2) рука 2 робота вращается вокруг оси, проходя
щей через точку О перпендикулярно плоскости ри-

:rt 
сунка, по закону ер (/) == 3 t рад и вокруг вертикаль-

ной оси z по закону 'Ф (t) = -g- (рад, ОА = 0,8 м, 
АВ =0,2 М; 
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самолета в плоскости Оху вокруг точки С). Винт са
молета вращается с постоянной угловой скоростью 
<Ul = 120л рад/с. ' 

Для момента времени t = 1 с определить скорость 
и ускорение точки В винта по отношению к корпусу 
самолета, переносную скорость и переносное ускоре

ние .этоЙ точки, а также ускорение Кориолиса ак . Счи
тать, что при t =< 1 с точка В находится в плоскости 
Оху, АВ=О,4 м, АС=2 м. 

Ответ: tJ B=150,8 м/с, ав=56850 м/с2 , tJ~=94,26 м/с, 

а8 = 79 63 м/с2 а = О в ) t К '" 

7.8. По однородному шарнирно опертому стержню 
АВ длины 1 = 100 см, изгибные колебания которого 

описываются уравнением у (х, ') = Ао cos <u1t siп ~X см, 
скользит кольцо М по закону АМ == s (t)= vot см .. 

к задаче 7.8 

Определить скорость и ускорение кольца относи
тельно стержня, скорость и ускорение кольца в пере

носном движении и ускорение Кориолиса в тот мо-

мент времени, когда АМ = l/5, если А о = 4 см, <Ul = 
= 'Л/6 рад/с, Vo = 10 см/с. Векторы скоростей и уско
рений показать на рисунке. 

Ответ' а' = 008 см/с2 v' = 10 см/с ае = 032 см/с2 . М, , м ,М' , 

v~ = 1,07 см/с, ак = 0,92 см/с2 • 

7.9. По трубке ВС, изогнутой по дуге окружности 
радиуса R =r 6 см и вращающейся вокруг неподвиж
ной оси 001 по закону <р и) = t(5 - t) рад, движется 
точка М. Уравнение движения точки М относительно 
трубки ВМ = 'Лt2 см. 

Определить абсолютную скорость и абсолютное 
ускорение точки М в момент времени t = 2 с, если 
AB=CD=4 см. 

Ответ: VM = 15,57 см/с, ам = 47,46 см/с}. 
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Определить абсолютную скорость и. абсолютное 
ускорение точки М в момент времени t = 1 с, если 
1 = 4,08 см. Считать е = 2,72. 

Ответ: ам = 12,3 см/с, ам = 31,69 см/с2• 
7.12. Катер пересекает реку так, что его центр 

масс - точка С - движется по кривой У = kX3/ 2 - Ь 
и {ось Х направле~а вдоль 
" берега) с постоянной ско

ростью v = 9 км/ч, вектор 
которой. образует постоян
ный угол а. = 300 с про
дольной осью катера. Пас
сажир движется вдоль ка

тера по прямой АВ от точ-
. ки А к В с постоянной отно
сительно катера скоростыо 

и = 0,5 м/с. 
Найти абсолютную ско-

О tIJ рость И абсолютное ускоре-
ние пассажира в тот мо-

К задаче 7.12 мент, когда он находится в 
точке С катера, а точка С 

удалена от берега на расстояние У = 400 м. Коэффи
циенты k и Ь равны; k = 0,5 м-о,5; Ь = 100 м. 

Ответ: v = 2,94 м/с; а = 0,74·10-3 м/с2• 
7.13. В механизме копировального станка копир 1, 

скользя в неподвижных н"аправляющих со скоростью 
V] = 2t см/с, приводит в движение ползун 2 и шар
нирно соединенный с ним горизонтальный шток 3. 

Определить скорость и ускорение точки В штока 3 
в момент времени t = 1 с, если ползун А в системе 
координат ОХУ. связанной с копиром, описывает тра
екторию УА = (ХА - 2)2 см И В указанный момент вре
мени его координата ХА = 3 см. 

Ответ: VB = I см/с, ав = О. 
7.14. Полагая в задаче 7.13, что движение ползуна 

2 в декартовой системе координат Оху, связанной с 
копиром 1, описывается уравнениями ХА (1) = 2 + t см, 
УА и) = /2 см, определить скорость и ускорение точки 
В штока 3 в момент времени t = 1 с. 

Ответ: ав = 1 см/с, ав = О. 
7.15. Вал 1 с жестко прикрепленным к нему стерж

нем CD вращается вокруг оси 00] с постоянной угло
вой скоростью Ф1 = 2 рад/с. По валу 001 и стержню 
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CD движутся муфты А и В, шарнирно соединеНЩ~Iе 
СО стержнем 2 длины 1 м. Муфта А движется по валу 
001 вверх с постоянной скоростью VA = 0,2 м/с. 

Определить угловую скорость и угловое ускорение 
стержня 2 в относительном (по отношениЮ к валу 

О, 

'~I~ 
1~r:==~°J===D 

V, 

1 

f 

R. задаче 7.13 R. задаче 7.13 

00\) Д,!ижении, абсолютные екорость и ускорение 
муфты В, если а __ 600. 

Ответ: 0)2 = 0,23 рад/с, e:l =- 0,03 рад/с2, VB =-
=: 1,74 м/с, ав = 3,56 м/с2• 

7.16. По шатуну 2 кривошипно-полэунного меха
низма скользит кольцо М по закону Ам =:1 s (t) -==
-= 10t2 см. 

к задаче 7.16 R. задаче 7.17 

Определить абсолютную скорость и абсолютноа 
ускорение кольца в момент времени t == 2 с, если 0)\ == 
е= 1 рад/с, 8\ = 3 рад/с2, а'" 300, LAOB = 90(), ОА =
.-=- 40 см. 

Ответ: VM = 77,27 см/с, ам >= 95,94 CMjC\ 
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7.17. Кольцо М скользит с постоянной по модулю 
относительной скоростью V, = 2 м/с по обручу ра
диуса R = 0,5 м, который катится без скольжения по 
прямолинейному желобу. 

Для 11оказанного на рисунке положения системы 
определить абсолютную скорость и абсолютное уско
рение кольца, полагая Vc = 4 м/с и ас = 1 м/с2 , где 
С - центр обруча. 

Ответ; VM = 10 м/с, ам = 72,03 м/с2• 
7.18. По рельсу катится без скольжения колесо ра

диуса R = 2 м, причем центр колеса имеет постоян
ное ускорение ас = 0,5 м/с2, Одновременно вдоль ра
диуса СА колеса от его центра к ободу движется точ
ка М по закону СМ = s (t) = 0,25t2 м. 

Определить . абсолютное 
ускорение точки М в тот 
момент времени, когда 

СМ = R/2, а радиус СА го-

к задаче '1.18 

I 

1<. задаче 1.19 

ризонтален (как это показано на рисунке), В началь
ный Момент времени и=о) колесо находилось в покое, 

Ответ: ам = 1,46 м/с2, 
7.19. Обруч 2, радиус которого R = 5 см, в точ

ках А и В шарнирно прикреплен к равным по 
длине кривошипам 1 и 3. Кривошипы вращаются 
вокруг параллельных осей, проходящих через точ
ки О и 01 перпендикулярно плоскости рисунка. По 
обручу скользят ползуны. С и D, соединенные ли

нейкой CD длины 5.уз см. Скорость ползуна С 
по отношению к обручу постоянна по модулю и 
равна 10 см/с. 

Определить абсолютную скорость и абсолютное 
ускорение ползуна D для положения механизма, по-



§ 2. ДВИЖЕНИЕ. ТОЧКИ ПРИ ИЗВЕСТНО\'!! ТРА~кт6I'ИИ 10\) 

казанного на рисунке, если а = 600, 001""'" АВ, (О1-=
= 2 рад/с IIC: const, ОА = 10 см. 

Ответ: VD =: 29,09 см/с, aD = 58,19 см/с2• 
7.20. Механизм робота вращается вокруг непо

движной вертикальной оси Oz по закону 'Ф и) =r 

:rt 
=т' рад. При этом шарнир С руки робота выдви-

гается по за~ону s (t) = 0,1 ,3 М, а стержень CD со 

. c:6P(tJ 

к задаче 1.20 

схватом вращается вокруг оси СХl (СХl 11 Ах) так, что 

ери) = ~ sin ~ t рад. 
Определить абсолютную скорость и абсолютное 

ускорение точки D схвата робота при t = 1 с, если 
АВ = 0,6 м, CD = 0,4 М. 

Указание . . При определении относительной скорости и отно
СI!Телыюго ускореиия· точки D воспользоваться заданием ДВl!же
ния этой точки В системе координат Axyz. 

Ответ: V = ] ,05 м/с, а""'" 0,633 м/с2• 

§ 2. Движение точки при известной траектории 
ее абсолютного движения 

7.21. Кольцо М, двигаясь на плоскости по непо-
движной направляющей 1 согласно уравнениям х и)
= -Уз. t см, y(t) = 3t2 см, приводит во вращение во
круг оси, проходящей через точку О перпендикулярно 
плоскости рисунка,стержень 2, 
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Определить' скорость и ускорение кольца относи
тельно стержня 2, а также угловую скорость и угло
вое ускорение стержня в момент времени t = 1 с. 

Ответ: v, = 6,06 см/с, а, = 5,85 см/с2, «) = 
=0,43 рад/с, е '0,65 рад/с2• 

7.22. Призма движется поступательно и прямоли

нейно по горизонтальной плоскости по закону s(t)~ 
= 2! (5 - t) см. К наклонной грани призмы прижи
мается концом А с помощью спиральной пружины 
рычаг длиной 20. см, который вращается вокруг оси, 
проходящей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка .. 

" 
к задаче 7.21 к задаче 7.22 

Определить угловую скорость и угловое ускорение 
рычага в момент времени t = 1 с, если в ЭТQТ момент 
времени ~ = 600, а угол а равен 300. 

Ответ: 00=0,17 рад/с, 8=0,13 рад/с2 , 
7.23. Призма 1, двигаясь поступательно и прямо

линейно по горизонтальной плоскости, .приводит В 
движение шток 2, который помещен в вертикальные 
направляющие и с помощью пружины прижимается 

нижним концом к поверхности цилиндрич~~кой вы
емки призмы радиуса R = 12 см. Уравнение движе-

ния призмы s (t) = .12 (1 - cos ~ t) см. 
Определить абсолютные скорость и ускорение 

штока, а также его скорость и ускорение относительно 

призмы в момент времени t = 2 с. 
Ответ: [J = л; см/с, а = 0,29 102 см/с2, t'r: = 231 CMlc1 

а, = О,33л2 см/с2, 
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7.24. В механизме ДЛЯ резания листового металла 
(<<летучи& ножницы») стол 1 движется в неподвиж-

ных направляющих по закону 8 (t) = 20 sin ~ t см. 

Ползун А с ножом 2, ша.рнирно приклепленный к кри
вошипу 3 длины 60 см, скользит по направляющей 4, 
которая жестко связана со столом 1 (а = 900). 

к задаче 7.23 1( задаче 7.24 

Определить скорость н ускорение ножа 2 относи
rельно стола, угловую скорость и угловое ускорение 

КРИВОЦIипа 8 при t -- 1 с, если В этот момент времени 
q> """ 60Ь• 

ОтвеТI v; - 6,05 см/а, a~ ""'" 13,78 см/с2, (оз ""'" 0,2 рад/о. 
tз = 0,39 рад/см2 , 

7.25. Стержень ОАВ, изогнутый В точке А под пря
мым углом, вращаясь вокруг оси, проходя щей через 
точку О перпендикулярно плоскости рисунка, приво
дит в движение кольцо М, надетое на этот стержень 
и на неподвижный стержень CD. 

Определить абсолютные скорость и ускорение 
кольца М, а также скорость и ускорение кольца М 
относительно стержня ОАВ, если (о = 2 рад/с, е C::I 

0:::= 1 рад/с?, ОА ... l = 40 см, q> = 300. 
Ответ: v~ = 160 см/с, a~=474,3 см/с2 , VM= 160 см/о, 

ам = 473 см/с2 , 
7,26. В «секанснам» механизме кривошип 1 (изог~ 

t:IуТый под прямым углом стержень ОАВ) вращаетс~ 
iюкруг неподвижной оси, проходя щей через точку О 
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перпендикулярно плоскости рисункг и приводит В 

Движецие толкатеJlЬ 2, который скользит в направ
ляющиi. 

~.~ 
D I 2 

к задаче 1.25 к задаче 7.26 

Определить скорость и ускорение толкатеJlЯ 2, а 
также скорость и ускорение точки С толкателя ОТНО
С1iтельно кривошипа в тот момент времени, когда 

<р=<З00 , (01=1,5 рад/с, 81=2 рад /с2, OA .... I 0 -V3 см. 
Ответ: v2=17,32 см/с, a2=51,9 см/с2, vc=34,64 см/с. 

at = 13,81 см/с2. 
7.27. В механизме пресса кулачок 1, представляю

щий собой диск радиуса R =< 4 см, вращается с по
стоянной УГJlОВОЙ скоростью (01 z=: 0,2 радjс вокру!' 

. к задаче 7.27 к задаче 7.28 
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оси, проходящей через точку О перпендикулярно пло· 
скости ,рисунка, и приводит в движение 'ползун 2, ко-
торый скользит в направляющих. . 

Для показанного на рисунке положения механизма 
определить скорость и ускорение ползуна, если ОС = 
= з см и отрезок ОС горизонтален. 

Ответ: а2 = 0,6 см/с, а2 = О . 
. 7.28. Диск 1 радиуса R -= 40 см, вращаясь с по· 

стоянной угловой скоростью (J)1 =z 2 рад/с вокруг оси, 
проходящей через точку О перпендикулярно плоско· 
сти рисунка, приводит в движение два шарнирно со

единенных между собой ползуна. Один из ползунов 
скользит вдоль паза, расположенного на диске на рас

стоянии l = R/2 от оси диска, а второй'--: вдоль непод-
вижного стержня 2. . 

Определить скорости и ускорения точки А, распо
ложенной на оси шарнира ползунов, относительно 
диска 1 и относительно стержня 2 в тот момент вре
мени, когда точка А достигнет конца паза. 

Ответ: vA=160 см/с, aA=1109 см/с2 , vA=138,6cM/C, 
аА = 1120 см/с2• 

7.29. На неподвижный проволочный обруч 1 ра
диуса R = 4 см надето кольцо М, через которое про

к задаче 7.29 

ходит стержень 2. Стержень 2 вра
щается вокруг оси, проходящей че
рез точку О перпендикулярно пло
скости рисунка по закону <р (1) == 
-7t- 5t2 + fЭ рад, 001 = 3 см. 

к: задаче 7.30 

Для момента времени t = 2 с и положения меха
низма, показанного на рисунке, определить абсолют. 
ную скорость и абсолютное ускорение кольца М. 

Ответ: v = 6,25 см/с, а = 14,3 см/с2• 
7.30. Стержень 1, изогнутый по дуге окружности 

радиуса R = 20 см, вращаясь вокруг оси, проходя щей 
!-lерез точку О перпеНДИКУJ1ЯРИО плоскости рисунка, 
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приводит В движение КОЛЬЦО М. Кольцо М одновре
менно надето на этот стержень и на неподвижный стер
жень 2, изогнутый по дуге окружности того же ра
диуса, что и стержень 1. Точка О совпадает с центром 
кривизны стержня 2. 

Определить· абсолютную скорость и абсолютное 
ускорение кольца М, а также его скорость и ускорение 
по отношению к стержню 1 в тот момент времени, 
когда центр кривизны стержня 1 совпадает с точкой 
В и U)1 = 0,5 рад/с, 81 = 0,2 рад/с2 • 

Ответ: VM = 10 см/с, ам =б,4 см/с2 , им=О, aM~O. 

7;31. Диск 1 радиуса R = 4 -Уз см, вращаясь 
вокруг оси, проходя щей через точку О перпендику
лярно плоскости рисунка, с постоянной УГ.1JОВОЙ ско
ростью U)1 = 1,5 рад/с, при водит в движение стержень 

к задаче 7.31 

2, который прижимается к диску спиральной пружн
ной 3. Стержень вращается вокруг оси, проходя щей 
через точку 01 параллельно оси вращения диска. 

Определить скорость и ускорение точки D ДЛЯ по
ложения механизма, показанного на рисунке, если 

qJ = 300, 01D = 4 см. 
Ответ: VD = 3 см/с, aD = 4,48 см/с:!. 
7.32. Кулачок 1, вращаясь вокруг оси, проходя

щей через точку О перпендикулярно плоскости ри
сунка, приводит в движение толкатель 2, который со
прикасается с кулачком в точке А. 

ДЛЯ показанного на рисунке положения меха
низма, при котором толкатель 2 и сторона CD ку
Лачка горизонтальны,' определить угловую скорость 

и угловое ускорение толкателя, а также ускорениа 

точки А относительно кулачка, если U)1 == 1 рад/о. 
81 = 3 рад/с2, R = 2 см, 01А = 4 -Уз см, а= БОа. 

Ответ: Ш2 = 0,5 pa~/c, 82 = 1,21 раД/с2• аА = 0,8 см/о\ 
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7.33. В обращенном эллиптическом циркуле I{РИ
вошип АВ длины 60 см (ОА = ОВ) вращается вокруг 
оси, проходящей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка. Ползуны А . и В, шарнирно соединен
ные с кривошипом, приводят во вращение вокруг оси, 

параллельной оси вращения кривошипа и проходя
щей через точку 01, стержень C01D, изогнутый под 
прямым углом. 

2 
А 

C"===aQ====-9$ 

JJ 

к задаче 7.3~ к задаче 7.33 

Определить угловую скорость и угловое ускорение 
стержня C01D в момент времени t == 1 с. если угол 
поворота кривошипа АВ fP = ~ t2 рад. 

Ответ: ф = лj4 рад/с, е == л/4 раД/с2 • 
7.34. Толкатель 2 

скользит во втулке, на

клоненной под углом 
а = 300 к горизонту 
под действием диска 1 
радиуса R = 4 см, ко
торый катится без 
скольжения по гори

зонтальной плоскости. 
Для показанного на 

рисунке положения ме

ханизма (точки А и С 
находятся на оси тол-

к задаче 7.34 

кателя) определить скорость и ускорение толкателя. 
Ответ: Ф2 = 0,5 рад/с,е2 = 1/6 рад/с2 , 
Ответ: V2 = 10,39 см/с, а2 = 12,46 см/с2• 
7.35. Обруч радиуса R= 0,5 м, скатываясь без 

скольжения по наклонной· плоскости, приводит В дви
жение кольцо М, надетое на обруч и неподвижныА: 
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стержень АВ. Стержень АВ параллелен линии наи· 
большего ската наклонной плоскости . 
. ' Определить абсолютные скорость и ускорение 
кольца для положения механизма, показанного на ри

сунке, если Vc == 2 м/с, ас = 2 м/с2, 1 = 0,75 м. 

к задаче 7.35 

Ответ: VM -= 2 м/с, ам = 2 м/с2• 
7.36. В кулисно-ползунном механизме ползун 1, 

скользя вдоль направляющей, приводит в движение 
кулису 2, камень 3 которой вращается вокруг оси, 

к задаче 7.36 

проходящей через точку В перпендикулярно плоскости 
рисунка. 

Для показанного на· рисунке положения механизма 
определить угловую 'скорость и угловое ускорени~ ку· 

лисы 2,. скорость и ускорение точки В относительно 
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кулисы 2, если а = 450, 1 = 6 см, VA = 6 см/с, аА = 
= 4 см/с2• ~ 

Ответ: «)2 = 0,5 рад/с, 82 = 1/6 paдjc2 , vn = 4,24 см/с, 
а'В = 4,95 см/с2• 

7.37. Диск 1 радиуса R = 0,2 м катится без сколь
жения по плоскости и приводит ВО вращение вокруг 

оси, проходящей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка, стержень 2 длины 0,4 м, который со
прикасается с диском в точке А. 

2 

I( задаче 7.37 к задаче 7.38 

Определить угловую скорость и угловое ускорение· 
стержня 2, если а.= 600, ~ = 300, Vc = 0,8 м/с, ас = 
= 0,2 м/с2 •. 

Ответ: «)2= 1 рад/с, 82=6,15 раД/с2 • 
7.38. Диск 1 радиуса R са:: 0,4 м катится без сколь

жения по плоскости и при помощи ползуна 3, шар
нирно прикрепленного к ободу диска в точке А, при
водит в движение изогнутый под прямым углом стер
женц 2. Стержень 2 СКОЛЬ:iiJ:'I' в направляющих. Ско
рость центра диска ПОСТUЯ1ша и равна Vc = 0,8 м/с. 

Определить скорость и ускорение стержня 2, а 
также ускорение точки А относительно стержня 2 
в показанном на рисунке положении механизма, если 

1 = 0,6 м. 
Ответ: О2 == 0,69 м/с, а2 = 0,8 Mjc2, a~ = 1,38 Mjc2• 

7.39. В механизме с качающейся кулисой диск 1 
радиуса R = 0,1 м' катится без скольжения по на
правляющей и при помощи ползуна 3, шарнирно 
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уравнениями 

ХА (t) = e1- t см, 

ХВ (() = t + 5 см, 

УА (t) = 2el - t см; 

YB(t)=f3 + 1 см. 

Определить скорость и ускорение точки А по от
ношению к точке В в момент времени t = 1 с. 

Ответ: v:4 = 5,38 см/с, a~ = 4,12 см/с2 • 

7.47. Диск 1 вращается с постоянной угловой ско
ростью 6)1 = 1 рад/с вокруг оси, проходя щей через 

к задаче 7.47 

ТОЧI<У О перпендикулярно плоскости рисунка, а диск 2 
радиуса R = 5 см - вокруг оси 0\02 С постоянной 
угловой скоростью 6)2 = 2 рад/с. Расстояние между 
осями вращения дисков ОС = 25 см. 
,Для положения системы, при котором плоскости 

дисков совпадают, определить скорость и ускорение 

точки А диска 2 по отношению к системе координат 
Oxyz, связанной с диском 1. Точка А находится на 
прямой ОС (С-центр диска 2). 

Ответ: VA = 31,62 см/с, a~ = 50 см/с2 • 

7.48. В кривошипно-кулисном механизме штампа 
кривошип 1, вращаясь вокруг оси, проходящей через 
точку О перпендикулярно плоскости рисунка, приво
дит в движение ползун 2 с пуансоном. Ползун 2 дви
жется внутри прямолинеиной кулисы 3, перемещая ее 
по направляющеЙ.4. 

Определить скорость и ускорение кулисы относи
,тельно направляющей, а также скорость и ускорение 
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ползуна 

<р = 450, 
Ответ: 

а2 =О. 

СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ 

кулисы в момент 

81 = 4 рад/с2, 

aJ=,141,4 см/с2 , 

7.49, кривошипно-кулисном механ 
1, вращаясь вокруг 

дящей перпендикулярно 
сунка, ПРИВОДИТ В движение камень 2, 
зит по наклонному пазу пуансона 3. Пуансон движет
ся в неподвижных направляющих. 

Определить скорость и ускорение пуансона отно
сительно направляющих, если (01 = 2 рад/с, 81 = 

= 1 рад/с2 , q> = 600; 
ОА = 20 см, б = 600. 

Ответ: vз = 40 см/с, 
аз = 26, J 9 см/с2 • 

7.50. В мальтийском 
механизме 

i вращается 

проходящей 

О перпендикулярно 
скости рисунка, 

янной угловой 

(01= ,у2 
неподвижно прикрепленный к кривошипу, 
вдоль паза диска 2 радиуса R и приводит его во вра
щение вокруг оси, проходящей через точку 01 па
раллельно оси вращения кривошипа. 

Для показанного на рисунке положения механизма. 
определить угловую скорость и угловое ускорение 
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диска 2, а также ускорение пальца относительно 
диска, если ОА = R = 20 см, а = 450. 

Ответ: 02 = 1 paдjc, 82 -= 3,4 paдjc2, ал = 48,2 см/с2• 

7.51. Кривошип 1 длины 20 см вращается вокруг 
оси, проходя щей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка, и при 

помощи ползуна 3, 
шарнирно прикреплен

ного к кривошипу в 

точке А, приводит В 
движение криволиней
ную кулису 2. Кулиса, 
изогнутая по дуге 

окружности радиуса 

R = 20 см, вращается 
вокруг оси, проходя

щей через точку 01 па
раллельно оси враще

ния кривошипа. 

Определить угло-
вую скорость и угловое 

к задаче 7.51 

ускорение кулисы, а также скорость и ускорение 

точки А относительно кулисы, если <р = 60О , 01 = 
== 0,1 рад/с, В1 = 0,2 рад/с2 , 001 = ОА. 

Ответ: 002 == 0,1 рад/с, В2 = 0,2 paдjc2 , vA = 2 см/с, 
a~ ~ (аА)т = 4 см/с2 • 

7.52. В механизме ножниц кривошипы 1 и 2 оди
наковой длины 1 = 40 см вращаются вокруг осей, 
проходящих через точки О и 01 перпендикулярно 
плоскости рисунка. Они . 
приводят В поступатель

ное -движение рычаги 5 и 
6, к которым прикрепле
ны ножи 3 и 4. 

Определить скорость 
и ускорение ножа 4 отно
сительно ножа 3 (ско
рость и ускорение ~еза- С 

ния) при а = ~ = 60, ес-
ли 001 = 1 рад/с = const. 

Ответ: v~ = ti9,29 см/с, 
a~ = 40 см/с2• 

в 

к задаче 7.52 
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7.53. Кривошип 1 длины 30 см вращается вокруг 
оси, проходящей через точку О перпендикулярно пло
скости рисунка, и при помощи ползуна 3, КОТОРЫЙ 
шарнирно прикреплен к кривошипу 1 в точке А, при
водит в движение диск 2 радиуса R = 20 см. Ползун 
скользит вдоль паза в диске на расстоянии l = 1 О см 
от центра диска. Диск 2 катится без скольжения по 
плоскости. 

к задаче 7.53 f 

Определить угловую скорость, угловое .. ускорение 
диска 2 и ускорение ползуна относительно диска в по
казанном на рисунке положении механизма, если 

Ы1 = 0,2 рад/с, 81 = 0,1 рад/с2 • 
Ответ: (02=0,35 раД/с, 82=0,52 рад/с2, аА= 12,3 см/с2 , 
7.54. Ползун 3, прикреплеНl!ЫЙ в точке А к ли

ненке 1 длины 0,4 м с помощью шарнира, скользит 

... 

к задаче 7.54 

вдоль направляющей. В точке С к линейке прикреп
лена шарнирно муфта 5, через которую проходит стер
жень 2, вращающийся вокруг оси, проходящей через 
точку О перпендикулярно плоскости рисунка, 
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Для положения механизма, показанного на ри
сунке,. определить угловую скорость и угловое уско

рение стержня 2, скорость и ускорение точки С по 
отношению к стержню 2, если а = 300, АС = ве, 
точка В находится на одной веРТИI<али с ТОЧКОЙ О, 
1 = 0,2 м, VA = 0,6 м/с, аА =0,2 м/с2 • 

Ответ: 002 = 1,73 рад/с, 82 = 2,31 рад/с2 , ас = 
= 1,2 м/с2, Vc = О. 

7.55. Для положения механизма, показанного на 
рисунке к задаче 7.54, определить скорость и ускоре
ние точки С стержня 2 по отношению к стержню 1, 
если а = 300, точки О и ~ находятся на одной верти
кали, 1-= 0,2 м и стержень 2 вращается вокруг оси О 
с постоянной угловой скоростью 002= 2 рад/с про
тив хода часовой стрелки. 

Ответ: Vc = О, ас = 1,6 м/с2 • 

7.56. Ползун А, прикрепленный шарнирно к концу 

линейки АВ длины 20.у2 см, движется вдоль гори
зонтальной направляющей с постоянной скоростью 
VA == 60 см/с. в точке 
В к линейке шарнирно 
прикреплены ползун 8, 
движущиися вдоль 
вертикальной направ
ляющей, и муфта 4, ко
торая скользит по 

стержню 2. Стержень 2 
вращается вокруг оси, 

проходящей через точ
ку О перпсндикулярно 
плоскости рисунка. 

Определить угло-

вую скорость и угловое К зада'lе 7.56 
ускорение стержня 2, а 
также скорость и уско-

рение точки В по отношению к стержню :1 для поло
жения механизма, показанного на рисунке, если а=> 

s:::: 450, ~ = 600. 

Ответ: 002=1,3 рад/с, е2=13,6 рад/с2 , v~=51,96 см/а, 

a~ = 272,8 см/с2• 



126 ДВИЖЕНИЕ точки 

§ 3. Смешан 

7.57. К 
нога в задаче 

2 

механизма, описан

трубка 3, внутри ко
торой движется точка М 
по закону МоМ = 
=s(t) = 5л:t2 см, где мо-
положение точки М в 
трубке в момент времени 
(=0. 

Полагая, что показан
ное· на рисунке положе

ние механизма соответ

моменту времени 

К задаче е, определить абсо-
лютную скорость и абсо
JПОТlюе ускорение точки 

М в этот и (О, = -v'i рад/с = 
= const, ОА (3 = 450. 

Ответ: VM 37,4 CMjc2• 

7.58. Кулачок 2 см, вращаясь с по-
стоянной угловой скоростью (О, = 2 радjс вокруг оси, 

проходящей через точку 01 перпендикулярно плоско
сти рисунка, приводит в движение изогнутый под пря
мым углом рычаг AOD. Рычаг AOD вращается вокруг 
оси, проходящей через точку О параллельна оси вра-
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-К.':lМНЯ· 4 приводит в движение КУЛJiСУ 2. Кулиса 2 в 
. точке·Б шарнирно соединена с кулисой 3, ,камень 5 
. которой вращается вокруг оси, проходящей через точ-
ку С параллельно оси вращения кривошипа 1, 

Определить угловую скорость и угловое ускорение 
кулисы 3,. а ТaI<же скорость и ускорение точки С по 

/J 

к задаче 7,62 

отношению к этой кулисе для положения механизма, 
показанного на рисунке, если а --:- 600, 13 = 300, [= 
=50 см. 

Ответ: (i)з = 0,075 paдjc,' 8з = 0,14 paдjc2, Vc = 

= 2,5 см/с, ас = 4 см/с2• 

7.63. По неподвижной вертикальной стойке l' 
скользит ползун А по заJ{ОНУ 5\ и) = 20t2 см. К пол
зуну А шарнирно прикреплен стержень АВ длины 

1 

к задаче 7.63 

Б 1<, С. l(olleclllfKOB и д?. 
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8.2 см. Другой КЩНЩ стержня шарнирно связан с ПОЛ
~YHOM В, которыЙ скользит по горизонтальной полке 
уголка 2. Уголок движется в вертикальных направ-

л: 
ляющих по 8акону 52 (t) == 1 О sln "3 t см. 

Определить угловую скорость и угловое ускоренио 
стержня 8, а также ускорение ползуна В ·относитель
но уголка 2 при t -= 1 с, если в этот момент времени 
а =450. 

Ответ: ооз=2 рад/с, 8з=2,65 рад/с2, a~=150,5 CM/C'l, 

7.64. По неподвижной вертикальной стойке 2 сколь
зит втулка 1 по закону 5\ (t) c:::z [з см. К. втулке 

2 

J:2.(t)~ 

1 ,1 
к задаче 7.64 

в точке А шарнир но прикреплен стержень 3, кото· 
рый соприкасается с ползуном 4, представляющим 
собой полуцилиндр радиус~ R =<4 ,у2 СМ. Ползун 
скользит по горизонтальной плоскости по закону 

52 (t) = 2 sin ~ t см. 
Определить угловую скорость и угловое ускорение 

стержня 3 в момент времени t = 1 с, если a.::.'ii::z ~ ~ 450, 
а l = 16 см . 

. Ответ: ООз = 0,15 рад/с, 8з = 0,59 рад/с2• 
7.65. В механизме, схема которого показана на ри

сунке, кривошипы 1 и' 2, вращаясь с постоянными УГ,. 
ЛОВЫМИ скоростями 001 =0,2 рад/с, и 002=0,15 рад/с 
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вокруг параллельных осей, проходящих через точки О 
и 01 перпендикулярно плоскости рисунка, приводят 
в движение шарнир но соединенные между собой в 
точке А ПОЛЗУНЫ. Один из ползунов скользит по кри
вошипу 1, а другой - по кривошипу 2 

I< задаче 7.65 

Определить CI<OPOCTb и ускорение точки А для по
JIожения механизма, показанного на рисунке, если 

ОА = 01А = 20 см и ер = 300. 
Ответ: VA = 4,16 см/с, аА = 0,86 см/с2. 
7.66. В механизме, изображенном на рисунке к за

даче 7.65, кривошип 1 вращается по закону ер и) == 

= ~ 12 рад, а ползун скользит по этому кривошипу 
так, что ОА = s (t) = 2 (6 + cos nt) см. 

Определить угловую скорость и угловое ускорение 
кривошипа 2 в момент времеНI1 t = 1 с, если в этот 
MO~1t:HT времени L ОАО\ = 900. 

Ответ: (1)2 ...:... О, 82 = 1,52 рад/с2• 

I< задаче 7.67 

7.67. Два обруча одинакового радиус~ R = 10 см 
~атятся без скольжения по направляющей в противо
положные сторонь!; Скорости центров обручей по
стоянны, VA = 5 см/с,. VB = 20 см/с. . 
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Определить скорости и ускорения кольца М, -на
детого на оба обруча, по отношению к каждому и~ 
обру'ч~й, а также абсолютную скорость и абсолютное 
ускорение этого кольца для положения системы, при 

котором LMAB -== 300. 

Ответ: иг, == 30 см/с, иг, = 45 см/с, аг, = 140,8 см/с2 , 
аг, = 229,6 см/с2, им:=: 22,91 см/с, ам = 124,8 см/с2 • 

7.68. В комплексном мехаН:.Iзме кривошип 1 длины 
30 см вращается вокруг оси, проходящей через -точку 

к задаче 7.68 

О. перпеидикулярно плоскости рисунка по закону 
n 

q> (t) == Т t рад. По спарнику 2( О.А = 02D) скользит 

муфта 3, палец В которой входит в паз качающейся 
кулисы 4, изогнутой под прямым углом. В другой паз 
кулисы 4 входит палец С ползуна 5, скользящего в 
направляющих по закону s(t)= 20 t2 см. 
, Определить угловую скорость кулисы. скорость 
пальца В по отношению к кулисе (иг,) и скорость 
пальца В ОТliосительноспарника (иг,) при t = J с; 
еСJJИ ~. этот момент времени а = 300, ОВ = 80 см, 
ОG=IЮ см. -

OTBeTi (04 = 0,4 рад/с, иг.=18,81 см/с, иг.=36,6 см/с. 
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вектора измсш!етея закону vп -

поток воздействует на 
const > О, и, - ско-

= 2,5 "1/2. t 
деталь с силой 
рость потока 

Определить время начала движения детали и за
висимость скорости детали от времени, если т = 
=0,1 кг, f=O,2, а=450, ",,=0,1 Н'С/М, g= 10 м/с2 ; 
ОТРJжение потока воздуха от направляющих не учи

тывать. 

Ответ: 'l = 1 с, v (t) ~ 2 [t + е(l-О - 2] м/с. 
8.4. Тело массы т падает без начальной скорости 

на Землю, преодолевая сопротивление воздуха. Сила 
сопротивления скорости тела. Коэф
фициент ПРОПОРI(ионаЛLНОСТИ равен"" (/l=const > О).' 

Полагая по,nе однородным, определить 
• предельную скорость падения тела. 

Ответ: Vпр 
8.5. Лодка начальную скорость 

прямолинейно, преодо
сопротивления R = 

= -[!и, где СК9РОСТЬ ,10ДКН, "" = const > О. 
Полагая т = 48 кг и ио = 10 м/с, определить: 
1) коэффициент"" силы сопротивления, если после 

прохождения расстояния в 50 м скорость лодки равна 
5 м/с, а также найти время, за которое лодка пройдет 
это расстояние; 

2) наибольшее расстояние, которое пройдет лодка 
и время прохождения этого расстояния. 

Ответ: 1) "" = 4,8 Н,с/м, t = 10 'П 2 с; 
2) Smax = 100 
8.6. Тело прикрепленное к концу неде-

формированной на гладкой гори-
зонтальной горизонтальна. 
В некоторый О) тело приводится 
в прямолинейное движение с началь-
ной скоростыо ПО оси пружины. За-
висимость силы от ее деформации 
Л имеет вид F I > О. 

Определить, при какой деформации пружины ско
рость тела уменьшится в n раз по сравнению с его 
начальной скоростью. 

V-2-m-v;;-~ (7'nn2-_---,1):-

Ответ: л=' 2' 
СП 
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8.7. Тело массы т, прикрепленное к концу нед..ефор
мированной пружины, приводится в ПРЯМОJIинейное 
поступательное движение по гладкой горизонтальной 
плоскости с начальной скоростью Vo, направленной, 
по оси пружины. СИ,::Iа упругости пропорциональ
на деформации пружины Л, т. е. F = ел, где е
= const > О. Кроме пружины, к телу при креплен шток 
с поршнем, помещенным в цилиндр, заполненный жид
костью. При движении поrшня возникает сила сопро
тивления, равная R ='J.I. V, где V - скорость ПорШнЯ, 
J.I.=const > О. 

1( задаче 8.7 1( задаче 8.8 

Найти значение начальной скорости тела, при ко
тором его максимальное отклонение от начального по

ложения раnно 1. 

Ответ: Vo = v-;~ [1 + (2~1 _ 1) /~l]. 
8.8. Ползун 1 и тело 2, массы т, присоединенное 

к нему при помощи пружины, коэффициент жесткости 
которой равен е, находятся в покое на гладкой на
клонной плоскости, образующей угол tX С горизонтом. 
В некоторый момент времени (t = О) ползун начи
нает двигаться вверх с постоянной скоростью и, 
сжимая пружину и приводя в движение тело. При 
движении тело преодолевает силу сопротивления 

среды R = -J.l.V, где V - скорость тела, J.I. == 
=const > о. 

Считая, что начало отсчета координаты х совпа
дает с положением покоящегося тела, получить урав

нение его движения по наклонной плоскости. При ре
шении задачи обозначить с/т = k2 И принять J.I./m =:::& 

Е=' 2k. ' 
2u 2u ( "-) Lt Ответ: х (/) = u! - Т + Т' 1 +"2 t е-". 
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( 3х )2 К2у2 
Ответ: уравнение траектории - - 1 + -т = 1, 

. 1 . ОО 

ГЭС . ГС 
где К = 'У' м; если Vo =: 1 'У' 3т ' то 'траеК1,'ориеit 
точки будет окружность. 

8.11. Прямой круговой цилиндр массы т погру
жается, оставаясь в вертикальном положении, в не

подвижную жидкость, плотность которой р. В началь
ный момент времени цилиндр находился в покое и его 
нижнее основание касалось поверхности жидкости. 

Высота цилиндра h, площадь поперечного сечения S. 
Пренебрегая силами сопротивления и полагая т:::::=

== pSh, найти скорость цилиндра в тот момент, когда 
его верхнее основание сопадет с поверхностью жид

кости. 

Ответ: V == --Igh. 
(J 

-
r ~=: 

- - ---1---
- --- -х -'(. -- - --, ---- F----

к задаче 8.11 к задаче 8.12 

8.12. Прямой круговой цилиндр массы т движется 
поступательно, вертикально вниз в жидкости. В на
чальный момент времени (t == О) его верхнее основа
ние находилось на поверхности жидкости и цилиндр 

имел скорость vo. На цилиндр действует направлен
ная по его оси вниз сила F, равная F = bt (Ь =
= const > О) и сила сопротивления жидкости R == 
== -IlV, где 11 = const > О, V - скорость цилиндра. 

СЧИТqЯ, что выталкивающая сила, приложеннаf! к 
погруженному цилиндру, равна силе тяжести, найти 
зависимость скорости цилиндра от времени. 

( mЬ) -i t Ь ( m ) Ответ: V (1) = Vo + 7 е + "j! t --;- . 
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оси Ох. 
находилась в 

1/0 = d, а 
ным центром 

ТОЧКИ· 

(t ...... О) ТОЧКf1 М 
были Хо zr"" О, 
с неподвиж-

Найти уравнения движения точки М в неподвиж
ной системе координат, а также ее траекторию в по
ДВИЖНОЙ системе координат BXtYt, движущейся посту
пательно и прямолинейно в направлении оси Ох со 
скоростью и! -:- С2и/(Сl + С2), В начальный момент 

11 

1( задаче 1( задаче 8.23 

времени точка. В совпадала с центром О. При реше
нии задачи обозначить (01 + С2) /т = k2. 

Ответ: 

х = -t- (kt - sln kt), 1/- d cos ktj (k:/ У + ( ~I У = 1. 

8.23. Материальная точка М массы т, находящая-
си на гладкоl\ плоскости, притягива-

ется к подвижному 

с = oonst > О, 
равномерно со 

точка преОДОJlсвает 

сопротивления 

рость точки. В 
дилась в покое 

а центр А совпадал 
координат Оху. 

~ 

СИJlОЙ F -- -с·АМ, где 
в той же плоскости 
Ох. При движении 

D."СПК''- среды, причем сила 

const > О, V - ско-
времени точка нахо

были Ха =- О, Уо = d. 
с началом неподвижной системы 

Найти уравнения движения точки М в системе ко
ординат AXtYt. движущейся поступательно, если 4l = 
-=2 --./ёm. При решении задачи обозначить 2m/!А = 'r. 
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Ответ: 

ХI = - 2и,; [1 - ( 1 
8.24. Грузу А массы находящемуся на 

поверхности неподвижной: плиты массы т. == 80 кг, 
в момент времени t - О сообщили скорость Vo (ио =-

гаться влево 

кону s ('t) == 0,25",2 М, 
ния скольжения для 

к Sjiдаче 8.24 

Определить: 1) в "'1 скорость 
груза относительно нулю; 2) зна-
чение силы G при "'2 нужно приложить 
к плите для обеспечения ее движения по заданному 
закону S (Т), если сила сопротивления движению пли
ты по полу R = -I),Nv, где 1), = 0,01 с/м, v - скорость 
плиты, N - сила нормального давления. При вычис
лениях полагать g = 10 м/с2• 

Ответ: 1)"-1 = 4 с; 2) G = 80 Н. 
8.25. Материальная точка М может двигаться в 

трубке АВ, которой сообщается поступательное ЛВИ
жение в вертикальной 
плоскости при 

кривошипов ОА и t! 
одинаковой длины 
щающихся с постоянной 
угловой скоростью 
эффициент трения 
жения между точкой 
трубкой равен f. 
чальный момент времени 
точка М находилась на К задаче 8.25 
конце А трубки в состоя-
нии относительного покоя, а трубка и кривошипы рас
полагались горизонтально. 
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Определить перемещение точки М по трубке З~ 
время, соответствующее четверти оборота кривоши-

пов, если f = 0,2 и (j) = 2 "1/ gf/r. 
Ответ: s =::. О,806г. 

8.26. Материальная точка М движется из крайнего 
нижнего положения по шероховатой поверхности 
бака, имеющего форму полусферы радиуса R. Вак 
движется поступательно и прямолинейно по горизон
тальной плоскости с постоянным ускорением а. Коэф
фициент трения точки о поверхность бака равен f 

Составить дифференциальное уравнение движения 
'---/ 

точки М для координаты s -= МоМ. 

Ответ: § + ~ 82 = (а - gf) соэ ~ - (g + а!) sin t. 
8.27. Используя условия предыдущей задачи и по

лагая, что движение системы началось из состояния 

покоя, определить, при каком ускорении а точка М 
достигнет верхнего края бака, если: 1) поверхность 

бака гладкая, 2) поверхность шероховатая и '
= (ln 2) /л ~ 0,22. 

Ответ: 1) а = g; 2) а = l,79g. 

к задаче 8,26 к задаче 8,28 

8.28. Бульдозер, движущийся по горизонтальной 
плоскости равномерно и прямолинейно'со скоростью 
и, встречает ножом камень массы m. Камень мгно
венно приобрета'ет переносную скорость, равную и, и 
одновременно начинает скользить вдоль ножа 

(и, (О) = О). Сила сопротивления движению камня 
по горизонтальной плоскости R = -!lV, где ~t = 
= const > О, V - абсолютная скорость камня. Коэф
фициент трения скольжения между камнем и поверх

ностью ножа равен '. Угол наклона ножа к направ
лению движения бульдозера ct. 
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Рассматривая камень 
полагая ctg а > f, 
камня. 

Ответ: и, = u (cos 
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материальную точку и 

относительную скорость 

8.29. Сохраняя условия предыдущей задачи, опре
делить, на какое расстояние s от края ножа будет 
отброшен камень в направлении, перпендикулярном u. 
При решении задачи полагать, что промежуток вре
мени, в течение которого камень скользит по поверх

ности ножа, значительно больше t' = mjf1. Поэтому 
относительную скорость камня в момент достижения 

им края ножа считать равной предельному значению 
этой скорости и, = и 

Ответ: s = щ; (cos 
8.30. Самолет массы 

лубу авианосца, 

ной скоростью и=8 
та в момент его. посадки 

на палубу ио = 60 
Сила СОПРОТИВJlения, 
действующая на самолет 

со стороны тормозного 

парашюта, R = -flV, где 
~l = const > О, v - абсо
лютная скорость самоле-

та. Сила F сопротивления 
от тормозов шасси имеет 

постоянное значение. 

посадку на па

ннейно с постоя н-
скорость самоле-

~ 1"......~ .a_=>~JJ 
Rj' 

l 
к задаче 1).31 

Определить путь, пройденный самолетом по ш. 
лубе до остановки, \ F = 0,3 mg, 
g = 10 Mjc2. 

Ответ: 

s=~~[vo-u-(u p)]=105,5M. 
8.31. Самолет 1\1 горизон-

тально и прямолинейно совершает по-
садку на палубу авианосца, который движется равно
мерно со скоростью и по дуге окружности радиуса R. 
Сила сопротивления, создаваемая тормозным пара

шютом R, = -f1V, где f1 = const >- О! V - абсолютная 
скорость самолета. 
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Определить максимальную силу радиально:о дав
ления кольца на обруч. 

Ответ: N так = 2 (2 + --./"2) mR.(j)2. 
8.41. Кольцо (материальная точка М) массы т 

движется из состояния относительного покоя по об
ручу радиуса (, преодолевая силу сопротивления 

R = -fAVr, где ~t = const > О, V r - скорость кольца 
относительно обруча. Обруч вращается в своей пло
скости вокруг вертикальной оси, проходящей через 
центр обруча с угловой скоростью ()) = ())о (1 - e- I /1:) • 
где ())о = const > О и't = const > о. 

Найти предельное (при t -+ 00) расстояние, кото
рое пройдет кольцо М в относительном движении, 
если 't' =m/fJ.' 
- Ответ: SЛР = r(})o't. 

к задаче 8.41 к задаче 8.42 

8.42. К диску, вращающемуся с постоянной угло
вой скоростью ()) вокруг вертикальной оси, перпенди
ку.лярной плоскости диска и проходящей через его 
центр О" прикреплен гладкий стержень АВ, В;lI.оль 
которого скользит кольцо М массы m. Стержень па
раллелен плоскости дискаt и расстояние между ним 

и осью вращения ДИСI<а равно [. К кольцу с двух сто
рон прикреплены ,<Онцы двух одинаковых пружин, 

жесткости которых с. Вторые концы этих пружин 
закреплены на концах стержня. В средней точке 
стержня АВ кольцо М находится в относительном 
равновесии и пружины при этом не деформированы. 

Найти закон движения кольца по стержню, если 
оно было OTK.7IOHeHO от положения относительного рав· 
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8.45. В условиях предыдущей задачи найти урав
нение движения материальной точки по трубке, если 
поверхность трубки шероховатая и коэффициент тре
ния скольжения между точкой и трубкой равен " а 

(д! 
~ 

к задаче 8.44 к задаче 8.46 

длина стержня АО = [. При определении нормальной 
реакции силой тяжести точки пренебречь. 

Ответ: . 
х (t) = (а + {!) (k ek,t - k ek,t) - t! 

(k 2 -k l ) 2 j , 

где k j 2=-n=F .уn2 +ro2 , n= ~ +2fro. , т 

8.46. Материальная точка М массы т движется 
в трубке, изогнутой по дуге окружности радиуса ,. 
Трубка пращается вокруг вертикальной оси, перпен
ДИКУЛЯРНОЙ плоскости трубки и проходящей через 
центр КРИВИЗНЫ трубки, с угловой скоростью rO = 
= roо (0,5 - e-21 /,r), где roо = const > О, 't = const > о. 
Точка преодолевает силу сопротивления R = -/1V" 
где /l = const > О, V, - относительная скорость точки. 
В начальный момент времени (t = О) точка находи
лась в трубке в состоянии относительного покоя. 

Определить абсолютную скорость точки при t = Т, 
если /l't = 4m. 

Ответ: v (т) = roо' (2e- 2Т1-t - e- IlТ1m - 0,5). 

§ 3. Смешанные задачи 

8.47. Тело массы т падает на Землю вертикально, 
преодолевая силу сопротивления I30здуха R = ---/lV, 
где Jl = const> 01 V - скорость тела. На высоте h, 
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После достижения поверхности жидкости верхним 
основанием цилиндра действующей на него силой со
противления становится R2 = -/12V, где /12 = const > 
>0. 

Найти уравнение движения цилиндра после вы
хода из )!<идкости его верхнего основания, если 

т = pSh, /12 = 2 .у gpSm. 
2111 (H-h)+J.I.,I 

Ответ: х = vole 2т при Х < h. , 
8.50. Тело массы ml брошено вертикально вверх 

с поверхности Земли с начальной скоростью Va. Дви
жение тела происходит под действием силы притяже

ния к Земле, принимаемой постоянной и равной mlg, 
а также силы сопротивления, модуль которой Q = /1и2, 
где /1 = const > О, v - скорость тела. 

На высоте h от тела мгновенно отделяется мате
риальная точка массы т с относительной скоростью 
и, направленной вертикально вверх. Модуль силы при
тяжения точки к Земле изменяется по закону F = 
=mg ( R ~ х у. где R - радиус Земли, х - расстояние 
от поверхности Земли до точки . 

Пренебрегая действием силы сопротивления на 
точку, определить наибольшую высоту ее подъема над 
поверхностью Земли . 

При решении задачи считать, что 2/1h = ml lп 2, 
2 . 

/1ио= 2m)g. 
8gR2 (R + h) 

Ответ: Н = 8gR2 _ (R + h) (vo + 2u)2 - R. 

8.51 . Материальная точка М массы т движется 
прямолинейно по гладкой горизонтальной Плоскости 

под действием силы от-

к заДilче 8.51 

тал кивания от неподвиж

нога центра 0\. Модуль 
силы отталкивания Р\ =, 
= ь,з, где Ь = const > О, 
r = OIM. В начальный 
момент времени ('t = О) 
точка находилась в покое 

на расстоянии 'о от цен

тра 01. В некоторый мо
мент времени при ,= 
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8.53. Материальная точка М массы т начинает 
двигаться из состояния покоя по гладкой трубке 
длины [., которая лежит на наклонной плоскости, об
разующей угол c't с горизонтом. Угол между трубкой 
и линией наибольшего ската наклонной плоскости ра
вен ~. После вылета из трубки точка движется по 
наклонной плоскости, преодолевая силу сопротивле
ния R = -~V, где 1..1. = const, V - скорость точки. 

!I 

к задаче 8.53 к задаче 8.54 

Полагая наклонную плоскость достаточно протя

женной, найти предельное (при t- 00) удаление 
точки от оси абсцисс системы координат Оху, если 
а. = ~ = 450. 

т • lТi 
Ответ: Упр = -; 'v Т· 
8.54. Материальная точка массы т движется из 

состояния покоя по шероховатой плоскости, наклонен
ной под углом c't к горизонту, и попадает в прямо

угольный бак с жидкостью. Начальная высота точки 
над поверхностью жидкости равна h, коэффициент 
трения скольжения точки о плоскость ~ высота бака 
Н, ширина l. При движении в жидкости точка преодо
левает силу сопротивления R= -I..I.V, где /l = const >. 
> О, V - скорость точки. 

Найти промежуток времени Т ОТ момента попада
ния точки в бак до ее удара о стенку и глубину, на 
которой произойдет удар, если c't = 450, f = 0,25, 
1 = ~ ./Зgh; m:g < (Н -l). Выталкивающей (архи. 
~~ ~ . 





\60 

наклонена 

противления 

Пренебрсгая 
на тело в 

. верхностью воды 

ТОЧI(И 

горизонту. Сила со-
где ~2= const> о. 
силой, действующей 
его подъема над по

в момент окончания действия силы 

J.lIV~ 
F, если F = 4тg, !tIVo = 2JA.2, 2J.1 1h = т In -- и поле mg 
сил тяжести однородно. 

m2 (-~T . ) . т 
Ответ: Н = -4 е т - 1 + -1L Т. 

2J.l2 _. . 112 

8.57. Лыжник массы 
горы высоты 'h,' за счет 

т, находящийся на вершине 
толчка приобретает скорость 

Vo и скользит 

скости. Вначале 
окружности 

вится прямая 

в точке А 
зонту'. Сил а 
возникающая 

лыжника 

к 

участке, R 
лыжника. 

Найти 

в вертикальной нло-
лыжника является дуга 

затем траекторией стано
касательная к дуге окружности 

углом а = 300 к гори-

к задаче 8.58 

const > О, V - скорость 

лыжника на прямолиней-
"П':Н."""Н' силами сопротивле-

полагая аа = 0,1 gh. 

Ответ: s = _mg [!... _ 1. (_m_g - 1 92ао) Х 
р. 2 к2р. , 
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продолжает движение в воздухе, преодолевая силу 

сопротивления R2 == -~2V,- где ~2 = const > О, v
скорость точки. 

Найти высоту h точки над горизонтальной пло
скостью, проходящей через верхнее ребро призмы, 
как функцию времени (время. отсчитывается от мо
мента схода точки с ПРИЗМЫ). При решении задачи 
полагать Т == т/~I, Ь = g~le/т (е - основание нату
рального логарифма), а = 15°. Обозначить: т/~I = 1:1, 

т/~2 = 1:2. 

Ответ: h (t) = g1:2 [(1:2 + 31:1/2) (1 - e- t /'t2) - t]. 

Глава9 

ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИ НАМИКИ 

§ 1. Теорема об изменении количества движения. 
Теорема о движении центра масс 
механической системы 

9.1. По борту стоящего свободно на воде катера 
массы 600 кг и длины 5 м с носа на корму переходит 
человек массы 80 кг. 

Пренебрегая сопротивлением воды, определить на
правление и величину перемещения катера. 

Ответ: вперед на 0,59 м. 
9.2. С кормы катера массы 600 кг, стоящего пер· 

пендикулярно причалу, на причал прыгает человек 

массы 60 кг. 
Какую скорость v приобретет при этом катер, если 

скорость человека относительно катера в момент от

талкивания от него равна 2,75 м/с? 
Ответ: v = 0,25 м/с. 
9.3. в условиях задачи 9.2 определить путь s, ко· 

торый пройдет катер до остановки, если со стороны 
воды на него действует сила сопротивления R=-av. 
где а = 50 Н,с/м. . 

Ответ: s = 3 м. 
9.4~ Космический корабль массы 4000 кг при сты

ковке подходит к орбитальной станции массы 12000 кг 
с относительной скоростью u(и Е:: 0,4 м/с). 

Как изменится скорость станции сразу после сты
ковки? 

Ответ: станция получит приращение скорости, 
равное 0,1 м/с, направленное по вектору относитель
ной скорости. 
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9.5 .. По понтонному 
автомобиль массы т 

к задаче 9.5 

ДВИЖЕНИ~ 163 

м движется 
+ е-а/-о. 

Пренебрегая сопротивлением воды и течением, оп
ределить: 1) скорость VA, С которой двигался бы мост, 
если его не скрепить с берегом; 2) силу Т натяжения 
тросов, удерживающих МОСТ, 

Ответ: 1) v А = направлена в 

сторону, противоположную 

2) Т = тыу2е-а{ •. 
9.6. Определить 

ста, рассмотренного 

стороны воды на него 

R = -jJ.VА (jJ. = const . 

автомобиля; 

незакрепле~ного мо

учитывая, что со 

сопротивления 

Ответ: мост будет двигаться в сторону, противо
положную движению автомобиля со скоростью: 

- mЬа2 ( -Р1 _ -(11) п' ри - ..4- А 
V А - (а _ ~) (М + т) е е а -, 1-', 

_ mЬа2 t -~t А 
V А - М + т е ~ при а = 1-', 

где ~ = M~ т . 

9.7. Однородный стержень ОА 
расположен в 

связан со стержнем 

ность двигаться в 

к задаче 9.7 

Д,1ИНЫ 1 и м'ассы т 
и шарнирно 

имеющим возмож

на!1равляющих К 
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и L. Стержень выступа N и падает на 
стержень В 

Пренебрегая определить смеще-

ние, которое стержень Ее. 
Ответ: стержень сместится влево на 1/16. 
9.8. Два тела масс т, и т2, связанные между со

бой пружиной жесткости С, лежат на горизонтальной 
гладкой поверхности. . 

Определить ненулевую частоту собственных коле
баний системы. 

О 2 C.(тl + т2) 
. твет: юо = тlт2 • 

9.9. В стиральной машине типа «Эврика-3», схема-
тически изображенной рисунке, стирка и отжим 
белья происходят 
рабане с 
осью вращения, 

Определить 
тальное движение 

ны и силу 

. m, tJ тг 

'l7m.~//h 
к задаче 9,8 к задаче 9.9 

на пол в процессе отжима, если масса мокрого белья 
равна 5 кг, смещение ОС его центра масс относи
тельно оси вращения барабана равно 0,085 м, ско
рость вращения барабана при отжиме равна 
380 об/мин, а масса самой машины равна 80 кг. Тре-
нием в осях их массой пренебречъ. 

Ответ; колебания с ампли-
тудой 0,005 ад/с (6,3 Гц); N = 
= 8ЗЗ + 673,2 поворота барабана 

когда центр масс белья 
находится в 

9.10. На л,пастине Е, связанной с 
плитой D, горизонтальной гладкой пло-
скости, укреплен механизм эллинсографа, Кривошип 
ОС длины , начинает вращаться с постоянной угло
вой скоростью .ю. 

Определить закон движения плиты, если массы 
ползунов А и В равны т,. масса плиты с пластиной 
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равна 1 бm, а массы кривошипа и линейки пренебре
жимо малы. В начальный момент плита D находи
лась в покое, ползун А занимал крайнее правое поло
жение. 

Ответ: 6 (t) 

находится на 

наклона а = 
лась в покое. 

Ответ: б (1) 

:% -oYt) 
к задаче 

для случая, когда 

наклонной плоскости с 
момент плита 

--d'(t) 

к задаче 9.13 

9.12. Механизм, рассмотренный в задаче 9.10, по
мещен на горизонтальную шероховатую плоскость. 

Определить, при каком значении угловой скорости 
ro плита будет скользить по плоскости, если угол тре
ния между плитой и плоскостью равен ер. 

Ответ: ffi > 3 л.j f sin ер • 
9.13. Призма 

кой горизонтальной 
составляющей 
скольжения каток 

растяжимой нити, 
А массы т и 
. по закону q> (t) 

6т находится на 
По стороне DE 

угол а = БОа, катится 
2т под воздействнем 

вокруг него. 

наматывает нить, вращаясь 

Учитывая, что имеет массу т, определить 
закон движения призмы, если при t =0 она находи
лась в покое. 

Ответ: б(t).= O,0258rf2. 
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9.14. Р<!шить задачу 9.13, предположив, что пере-
мещению призмы по ГОРИЗОflтальной плоскости пре
пятствует пружина жесткости с. В начальный момент 
времени призма находится в покое, пружина не на

гружена. 

Ответ: б (t) = ; ~ (1 - cos ,у 1~m (). 

9.15. На плите D, лежащей на горизонтальной 
гладкой плоскости, установлен механизм, в котором 

используются два на-' 

Q в 

глухо соединенных 

между собой взаимно 
перпендикулярных пол

зуна С, обеспечиваю
щих стержню АВ по
ступательное движе

ние. Кривошип ОА, 
~~~~~~~~~~~~" представляющий собой 

6(tJ -
К'задаче 9.15 

однородный стержень 
длины l и массы т, 
вращается вокруг оси 

О с постоянной угло
вой скоростью ro. Масса стержня АВ равна 4т, мас· 
са ползунов С равна 2т, масса остальной конструк
ции 20т. 

Определить: 1) закон горизонтального движения 
плиты б (1); 2) силу N (t) давления плиты на пло
скость; 3) угловую скорость вращения roКР, при кото
рой плита начинает подпрыгивать. Принять б (О) = О., 

1 
Ответ: 1) 6(1) ='6 (1 - cos rot); 

2) N (1) = 27mg - 6,5тro2[ sin rot; 

/54g 
З) roКР = '\I13Т . 
9.16. Определить закон горизонтального движения 

плиты D механизма, рассмотренного в задаче 9.15, 
если со стороны горизонтальной плоскости на нее 
действует сила сопротивления R = -!lVD, где !l = 
*= const > О, VD - скорость плиты. 

Ответ: 6 (t) = ~ 0)2 ~ n2 [ro (e- nt - cos rot) + n sin rot], 

где n = !l/(27 т). 
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I(o какой угловой скорости 00, относительно плат
формы необходимо раскрутить маховик, чтобы плат
форма остановилась? Сопротивлением вращению пре
небречь. 

( М Я2 . 2dl ) 
Ответ! (1), = - -2 + -2- + 1 (1)0 = 259(1)0' 

т r , 

9.20. В условиях задачи 9.19 определить, какова 
будет угловая скорость (1)1 вращения платформы, если 
маховик раскрутить в сторону вращения платформы 
до относительной угловой скорости (1), = 490>0. 

ЗА 
Ответ: 0>1"'" 87 0>0' 

9.21. Исполнительный механизм промышленного 
робота вращается с угловой скоростью 0>0 вокруг вер

А 

к аадаче 9.21 

тикальной оси. Штан
га АВ, несущая на кон
це В «схват>, нахо
дится в положении, 

при котором ось вра

щения проходит через 

середину ее длины. 

Какова будет ско
рость вращения испол

нительного механизма, 

если штанга выдви

нется. горизонтально 

так, что конец А будет 
находиться на оси вращения? Как изменится скорость 
вращения, если после этого штанга повернется в вер

тикальной плоскости на угол а. При решении задачи 
предполагать, что момент привода уравновешивается 

моментом сил трения в опорах, штангу, считать одно

родным стержнем массы т и длины 1, «схват» - то
чечной массой М, сопротивлением воздуха прене
бречь. Момент инерции остальных вращающихся. ча
стей меХ{i.ниама равен J. 

ОтвеТI 
1~1 + ml2 + 8M12 

12i + 4mZJ + 12MZ2 Фоl 
12/ + ml2 ± ЗМZ! . 

121 + (4m12 + 12M12) со.' а фо· 
9.22"'. Космическая станция с колъцевыми ради

альными коридорами движется поступательно со СКО-
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ростью 'О, перпендикулярной плоскости DD. Космо
навт, находяrцийся в точке А, начинает двигаться по 
кольцевому коридору с относительноЙ скоростью u. 

Определить угловую скорость, которую приобре
тает в результате этого станция. Станцию считать 
симметричным телом массы М, центр масс ее В нахо
дится в точке пересечения щ:и симметрииОz с пло· 
скостью DD, радиус инерции станции от'носителыiо 
оси Oz р = O,8R. При решении задачи космонавта 
считать материальной точкой массы т = О,ОО5М. 
Определить также прираrцение скорости центра масо 
станции В. 

z 

к задаче 9.22 

и 1 и 
Ответ: 00 = -R 2 М + ..... O,00771-R ; центр 

~. т т +1 

масс Qтанции приобретает дополнительное движение 
, и 

В плоскости DD со скоростью I.':..VB == М + т " R2 =-
-= 0,ОО494u. т + рг 

9.23. Для создания искусственной тяжести в коль
цевом коридоре космической станции, рассмотренной 
в задаче 9.22, ее раскрутили с помощью ракетных 
двигателей' вокруг оси Oz до угловой скорости 0)0. 

В момент раскрутки космонавт находился в центре, 
на оси вращения станции. 

Как измен-ится угловая скорость вращения стан
ции, если космонавт, двигаясь по радиальному кори

дору, достигнет кольцевого коридора (точки А). 

ОтвеТI 00"'" :: ' RJ = 0,9923000' , 
l+M+m 7 
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вращения 000, используется гидродинамический тор
МОЗ, представляющий собой стержень АВ, поворачи
вающийся вокруг оси, перпендикулярной оси враще
ния, и выходящий из тела через специальные прорези. 

Пренебрегая массой стержня АВ и полагая, что 
момент сил сопротивления при включенном тормозе 

пропорционален угловой скорости: Мс z:s::z аоо, где 
а = const > О, определить закон изменения угловой 
скорости и предельное значение угла поворота тела. 

-~! . 1 
Ответ: 00 (t) = ооае J , О ~ t < 00; 11т <р (t) """" - 000' 

t~oo а 

9.27. Решить задачу 9.26, предполагая) что наряду 
с моментом сопротивления МС = аоо, пропорциональ
ным угловой скорости, на тело действует постоянный 
момент сил сухого трения в ОП,орах, равный kaooo, где 
k = const > о. Определить закон' изменения угловой 
скорости, время, необходимое для остановки тела, и 
угол, на который повернется тело до остановки. /" 

Ответ: 

-~ t 
oo(t)=ooo(l+k)e J -kooo, O~t~tl; 

t l = ~ In 1 t k; <р (t l ) = ~ 000 ( 1 - k 1п 1 t k). 
9.28. Решить задачу 9.26, полагая, что масса стерж

ня равна т, а ero длина l = .уЗ/1m. Временем вклю
чения тормоза пренебречь. 

Ответ: 

12<001 ( 
00 (t) = 12/ + m[~ ехр - 12а! ) 

12/ + m[2 = 
( O,8af) = 0,8000 ехр - -/ - , 

lim <р (t) = /ооо/а. 
t-+ 00 

9.29. Однородный диск радиуса R = 0,05 м и массы 
М может вращаться вокруг горизонтальной оси О, 
проходящей через его центр. К диску приварен стер
жень длины 1 =R, имеющий на конце точечный груз 
массы т. 

Полагая М = 8т, определить закон вращения по
лучившегося физического маятника, если его откло
нили от положения равновесия на малый угол <ро и 
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отпустили без начальной скорости. Массой стержня 
пренебречь. 

Ответ: c:p(t) = <l'ocos 7t. 
9.30. Квадратная рамка Авсп, сваренная из тон

ких однородных стержней, может вращаться вокруг 

к задаче 9.29 к задаче 9.30 

горизонтальной оси, проходящей через точку А. Рам
ку отклонили от положения равновесия на малый 
угол <1'0 и отпустили без начальной скорости. 

Определить закон движения рамки, если ее диа
гональ d равна 0,96 м. 

Ответ: с:р (t) = <ро cos 3,5t. 
9.31. ОпредеЛить частоту малых колебаний рамки, 

рассмотренной в задаче 9.30, если ее ось вращения 
совпадает с серединой одной из сторон. 

Ответ: Фа = "У! 612 ~ == 3,518 рад/с. 

1 1 

9.32. Три шарика одина
ковой массы т лрикрепле
ны к нижним концам свар

ной стержневой конструк
ции, имеющей возможность 
вращаться вокруг горизон

тальной оси О. 
к задаче 9.32 Пренебрегая размерами 

шариков и массой конструк
ции, определить частоту малых колебаний системы, 
если 1 = 0,48 м . 

. j3i" 
Ответ: Фа =- /\j 5г = 3,5 рад/с. 
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9.33. Решить задачу 9.32, .полагая, что каждый из 
однородных стержней длины 1, составляющих стерж
невую конструкцию, имеет массу т. 

'. / 27g . 
Ответ: 6>0 =;у 521 = 3,256 рад/с. 

9.34. При включении вентилятора на него, наряду 
с моментом от двигателя, действует момен1' сил аэро
динамического сопротивления лопастей, пропорцио
нальный квадрату угловой скорости, МС = аоо2, где 
a=const > о. . 

Считая момент двигателя М постоянньiм, опреде
лить угол поворота вентилятора как функцию· време
ни, если момент инерU:ии его относительно оси враще-
ния равен J. . 

J .уМа 
Ответ: ер (t) == а 1п сЬ -/- t. 

9.35. После выключения двигателя вентилятор, вра
щавшийся с угловой скоростью 000, тормозится силами 
аэродина мического сопроти.вления, момент которых 

пропорционален квадрату угловой скорости: МС = (1(1)2, 

где ct = const > о. 
Определить время, за которое угловая скорость 

вентилятора уменьшится вдвое, и угол, на который 
повернется вентилятор за это время, если его момент 

инерции 'относuтельно оси вращения равен J. . 
. I / . . 

Ответ: t1 == -. ер::с: -1п 2. 
ато а 

9.36. После того как выключен двигатель венrиля
тора, рассмотр.енного в· задаче 9.35, при торможении, 
наряду с моментом аэродинамического сопротивления 

МС = аю2, действует постоянный момент трения в опо
рах, который· задан в виде LTp == k2aro~, где k-
.... const > о. 

Определить время, необходимое для остановки вен
тилятора, и угол, на который он повернется в процессе 
торможения., 

/ 1 J\ 1 + kl 

Ответ: t1 - аkю arctg т' ер = 2а 1п ---,;,г- . . о 

9.37. Однородный диск радиуса r И массы т, вра
щающийся с угловой скоростью 000, тормозится при 
ПОМОЩИ КОЛОДКИ, прижимаемой силой Р. Коэффи
циент трения f связан со скоростью проскальзывания и. 
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соотношением f = foe-r>v, где fo =' 
р = сопst > О, ~ = сопst > О. . 

Определить время, необходимое 
для остановки диска. 

О · . т т (~rooo 1) 
твет. = 2foPP е - • 

9.38. Маховик, имеющий момент 
инерции J. раскручивается из со
стояния покоя двигателем постоян

ного тока с независимым возбужде
нием, вращающий момент которого 

К задаче 9.37 может быть представлен в виде 
МВР = МО (1 - rojroo). где Мо• roо

параметры двигателя, ro ~ roо - угловая скорость 

вращения маховика. 

Пренебрегая рассеянием энергии, определить за
кон изменения угловой скорости. 

Ответ: ro (t) = roоС 1 _ е - ;: t). 
9.39. Решить задачу 9.38, предполагая, что на ма

ховик действуют момент сил вязкого сопротивления 
аro и момент сил сухого трения в опорах ~Mo, где 
а = сопst > О и ~ = сопst > О. 

м (1 А ( Мо+аооо t) 
Ответ: ro (t) = о6)о - "') 1 - е - JCJ)o • 

МО + (1000 

9.40*. Твердое тело может вращаться вокруг вер
тикальной оси. Спиральная пружина жесткости с соз
дает при его повороте восстанавливающий момент, 
пропорциональный углу поворота. Тело повернули из 
положения равновесия на угол СРО и отпустили без 
начальной скорости. 

Определить угловую скорость, которую будет 
иметь тело в момент первого прохождения положения 

равновесия, если при движении на него действует мо
мент сопротивления, пропорциональный квадрату уг
ловой скорости МС = аro2, где а = сопst > О. Момент 
инерции тела относительно оси вращения равен J. 

( С с/ ) ( - ~ фа) с 
Ответ: ro2 = а-СРО + 20.2 1 - е J - а СРо· 

./ 

9.41. Однородная пластина ABCD массы т и дли
ны АВ = 1, имеющая возможность вращаться ВОКРУIl 
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§ 3. Теорема об изменении кинетической энергии 

9.44. 'Автомобиль, двигающийся со скоростью 
60 км/ч, при экс,:\,ренном торможении проходит тор
мозной путь длины 30 м. 

Как изменится длина тормозного пути, если авто
мобиль будет двигаться со скоростью 90 км/ч? При 
решении задачи считать, что со стороны дороги на 

автомобиль с заторможенными колесами действует 
постоянная сила трения сколь>Кения; сопротивлением 

воздуха пренебречъ. 

Ответ:уве'личитея в 2,25раэа ибудет равен 67,5 M~ 
. 9.45. В условиях задачи 9.44 определить, каков бу

дет тормозной путь автомобиля, если при скорости в 
60 км/ч он тормозит на уклоне крутизной в 100 
(si.n 100 = O,174,cos 100 = 0,985). 

Ответ: 48,6 м. 
9.46. Центру С цилиндрического катка радиуса г, 

имеющего возможность катиться без сколь>кеНIIЯ по 
наклонной' плоскости, сообщена скорость vo, направ
ленная параллельно плоскости вверх. 

KaKOB~ будет скорость центра катка, когда он вер
нется в исходное положение, если коэффициент тре
ния качения равен б, а угол наклона плоскости к го
ризонту а. 

Ответ: v2 =-= v2 rtg а - () 
о r tg а + () 

9.47. В кулисном механизме однородный стержень 
ОА длины 1,2 м и массы 5 кг приводит В движение по 
горизонтальной направляющей ползун массы 15 кг. 
В начальном положении угол отклонения стержня от 
вертикали а = 300 и механизм находится в покое. 

Определить угловую скорость (J), которую надо со
общить стержню, чтобы он достиг вертикального по
ложения. Расстояние от оси вращения стержня О до 
направляющей равно h = 0,9 м, Рассеянием энергии 
за счет сил трения пренебречь. 

Ответ; (J) = 0,573 рад/с. 
9.48. В условиях задачи 9.43 определить скорость 

вагонетки v в зависимости от ее перемещенияs, по
лагая, что движение начинается из состояния покоя. 

О ,J м + g (m 2R. - mlr 51п а.) 2 
твет; V~, , 2+ 2+' R.2 rs. 

mр mlr m2 
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9.49. В шарнирно-параллелограммном механизме 
с внутренним зацеплением подъем груза D массы 10т 
происходит за счет постоянного момента М::::I 40mgr, 
приложенного к кривошипу ОА. 

Определить скорость груза после того, как криво
шип ОА повернется из состояния покоя на один обо
рот, если кривошипы ОА и OIB представляют собой 

к задаче 9.47 к задаче 9.49 

однородные стержни длины 1 = 2, и массы т каж
дый, масса звена АВ равна 3т. Блок-шестерня С 
имеет массу 3т и радиус инерции относительно соб
ствР.нноЙ оси вращения р = 2г /3. Кроме того, R = 3, 
и '1 = О,5г. Трением в подшипниках пренебречь. 

Ответ: V D = 2 "';лgг. 
9.50. Ползуны А и В одинаковой массы т, шарнир

но соединенные однородным стержнем АВ длины .[. 
имеющим также массу т, могут скользнть без трения 
по взаимно перпендикулярным направляющим, рас

положен.ным в вертикальной плоскости. В положении 
Ао ползуну А сообщается начальная скорость VO .. 

Определить, при каком значении начальной ско
рости стержень достигнет горизонтального положения. 

Ответ: vo= ~ ,у2gl("';З -1). 

9.51. Два однородных цилиндрических катка ра
диуса , и массы т каждый, оси которых шарнирно 

связаны однородным стержнем АВ длины 1 = 2"';2 r 
и массы тl = О,5т, могут катиться· без скольжения 
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внутри цилиндра рар.иуса R = 3г с горизонтальной 
образующей. 

Определить, пренебрегая трением качения, скоро-
сти осей катков , когда стержень АВ 
займет 

момент 

к задаче 9.50 

дены в положение, 

без начальной 

к задаче 9. 51 

рисунке, и отпущены 

1) gr = 0,788 -v gr. 

9.52. В низме. расположенном в 
вертикальной шестерня 1 находится во 
внутреннем зацеплении с неподвижной шестерней 2. 
С шестерней 1 жестко связан барабан того же ра
диуса, на который намотана нераст,яжимая нить а 

грузом А массы т на свободном конце. 

А 

t 

I 
I 
I 

fl 
L..J 

к задаче 9.52 к задаче 9.53 
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Определить скорость груза как функцию его пере~ 
мещения h, если момент инерции барабана с крыль
чаткой равен J, радиус барабана r и при вращении 

к зада'Jе 9.55 

крыльчатки возникает момент 

сопротивления, пропорцио

нальный квадрату угловой ско
рости МС = аro2 , где а == 
--.,;. const > о. Движение начи~ 

к задаче 9.56 

нается из состояния покоя. ~ассой троса и сопротив~ 
лением воздуха движению груза пренебречь. 

Ответ: v~ = mg,8 (1 - е - r (~~~I) ) • 
. а 

9.56. Груз.А массы т находится на гладкой на
клонщ>й плоскост~ с угло~' наклона а и связан пру
жиной жесткости с с' неподвиж'ной точкой в. Пру
жину сжимают из свободного состояния на величину 
8, после чего груз отпускают без начальной CKopOCT~. 

Орределить: 1) скорость груза в тот момент, когда 
его удаление от точки В будет равно длине свободной 
пружины, 2) максимальное растяжение пружины. 
. . '( CS) 

Ответ: 1) V::z: 'v 2g 51п а + т S, 

2) Л == s + 2mg sln а • 
. с . 

9.57. rруз А массы т" имеющий возможность 
скользить вдоль гладкого стержня DE, наклоненного 
под углом а к горизонту, связан с помощью нерастя

жимой нити, перекинутой через блок М, с грузом' В 
массы т2. В начальный момент груз А отведен от по
ложения С, в котором нить перпендикулярна стержню, 
вверх на величину 5И отпущен без начальной ско
рости. 
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Обозначив через k отношение т! sin а, устано-
• m2 

вить, при каких значениях k груз А сможет остано
виться, пройдя от положения С некоторое расстояние 
", вниз, и определить'" как функцию k и $. Расстоя
ние от блока М до стержня DE равно l. Размерами 
блока, массой блока и нити пренебречь. 

О . k < l' ~ _ s (1 + k2) + 2k ~ 
твет. , I'v - 1 _ k2· .' 

к задаче 9.57 к задаче 9.58 

9.58. Ползун А массы М, имеющий возможность 
двигаться в горизонтальных направляющих, связан со 

стержневым ромбом BCOD, образованным однород
ными стержнями длины 1 и массы inкаждыЙ. Пру
жина жесткоети с связывает вершины С и D ромба. 
Механизм находится в покое (пружина CD не нагру
жена), когда угол COD равен 900. 

Какую начальную скорость надо сообщить ползу
ну, чтобы вершина ромба В переместилась в положе
ние В', если ВО = 28'0. Трение в шарнирах и направ
ляющих не учитывать. 

cl2 

Ответ: a~ = 0.625 3М + 5m • 

9.59. двухступенчатый барабан массы тl = 15 кг 
связан с неподвижной точкой А посредством нерастя
жимой нити, намотанной на малую ступень барабана 
радиуса '. Большая ступень барабана радиуса R = 2, 
обмотана двумя нерастяжимыми нитями; к одной из 
них подвешен груз D массы т2 = 15 кг, а к ·концу 
другой приложена сила F = 196 Н. 

Найти скорость и ускорение груза D после того, 
как он опустится на величину s = 1 м. Радиус инер-
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§ 4. Смешанные задачи 

9.64. Грузовой автомобиль везет в кузове тяжелую 
бетонную плиту, двигаясь со скоростью V. 

При каком минимальном тормозном пути (тормо-' 
жение считать постоянным) плита не tместится отно
сительно кузова, если коэффициент трения скольже
ния между плитой и кузовом равен ,. 

02 
Ответ: Smln == 2gf . 

9.65. Маятник ударного копра, используемого для 
испытания l4атери&лов, может вращаться вокруг гори

ЗОlIтальной оси' 'О.' П'ере.ц ,ударом его о'Х'клоняют от 
полож~ния равновесия на, угол еро и отпускают без 
наt.r8ЛЬНОЙ скорости.' 

/J 

к задач. 9.63 К задаче 9.67 

Определить силу давления на ось О маятника в 
начальный момент движения, если его масса равна 
т, радиус инерции относительно оси вращени'Я р, рас

с'Х'ояние от центра масс маятника С до оси вращения 1. 

Ответ: Ro = mи,. V 1 - fr ( 1 '- 0,5 t) (1 - соз 2еро)· 
9.66. Маятник ударного копра, рассмотренный в за

даче 9.65, о'Х'клоняют от положения равновесия на 
угол еро = 900 и отпускают без наЧ,альной скорости. 

Определить силу давления на ось' маятника как 
функцию угла ср о'Х'клонения его от положения равно
весия. Трением в оси и сопротивлением воздуха пре
небречь. 

Ответ: 

. I [2 l4 lJ ( /2 ) Ro = mg 'v 1 + pr + 2,6 j)i" + 3 ра 1 + 0,5 р2 соз 2ер. 
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, 9.67. Треугольник ОАВ, стороны которого пред
ставляют собой однородные тонкие стержни равной 
длины, массы т каждый, может вращаться вокруг 
горизонтальной оси, проходя щей через вершину О 
перпенДикулярно плоскости ОАВ. Из положения, 
когда сторона ОА горизонтальна, треугольник отпу
скают без начальной скорости. 

Определить силу давления 'на ось О в начальный 
момент движения И в момент, когда сторона АВ ста
нет горизонтальной . 

. Ответ! R1 -mg'-'/З, R2 =>5mg. 
9.68. для отделения нскусствеННОГОСПУТНhка Зем

ли (ИСЗ) массы т от последней ступениракеты-но
сителя массы М используеТся Iiружинный толкатель, 
рабочим элементом которого являетСЯ пружинажест
кости с. 

Определить относительную екорость v, ИСЗ после 
разделения, есл~ ход штока tолкателя равен 1 и по 
окончании движевия толкателя. iIpужина не напря-

к задаче 9.68 

жена. Разделение происходит в пустоте после оконча
ния работы двигательной установки последней сту
пени. Зависит ли относительная скорость ИСЗ от ско
рости, приобретенной последнеЙС1'упенью вместе со 
спутником к моменту разделения? 

О 1 .. J с (М + т) 
твет: о, =- 'V Мт ; не зависит. 

9.69 .. В пружинном ружье для подводной охоты 
выброс гарпуна массы т происходит за счет пружин-

I 

к задаче 9.69 
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4 массы М = катится без скольжения 
по наклоннои наклона к горизонту 
а = 600. НИТЬ наКJ10ННОЙ плоскости. Об-
щая масса равна т, их радиус 

инерции относительно оси вращения равен р = ~ Rr. 
К шестерне 2 приложен момент сил сопротивления 
Мо:. = -~(J), г.де (J) - угловая скорость шестерни, ~ = 
= 0,225 Н· м ·с. В начальный момент система по
коилась. Принять F = 2mg. 

Определить закон движения s (t) рейки 1. При 
t = О определить касательную составляющую Q реак
ции в зацеплении рейки 1 и шестерни 2 и натяжение 
нити Т. 

Ответ: s 
Т=55,3 Н. 

9.90. Гладкая 
на оси Az под 

к задаче 9.92 

5,68! м, Q = 34,8 Н. 

1 жестко закреплена 
вращаться вокруг этой 
трубки движется мате-

2 массы т, к кота
постоянная сила Р. 

вдоль трубки. Мо
мент инерции трубки относительно 
оси вращения Az равен J. В началь
ный момент трубка имела угловую 
скорость (J)o, материальная точка 

находилась в точке О и ее началь
ная скорость относительно трубки 
была равна нулю. 

Определить угловую скорость 
трубки и абсолютную скорость ма

а), 

точки 2 при вылете ее 
расчетах принять 

=450, F=mg(1 +. 
Ответ: (J) = лJr-2-g-1-+-0-,-8-55-ro--;;~""'l2. 
9.91. В задаче при вылете мате-

риальной точки ускорение трубки 
и ускорение относительно трубки, 
а также силу ее давления на трубку. 

Ответ: е -= 0,18 ~O .y2g1 + 0,45roБР (замедленное 
вращение), s = g + 0,405~, N = -V NI + N~, где N ,:са 
= т (0,707g + 0,405ro6J), N2 = 1,146 m(J)o.y2gl + 0,45w2J2. 
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9.92. Гладкая трубка 1, изогнутая в виде· кольца 
радиуса R, вращается вокруг неподвижной вертикаль
ной оси Аг. Внутри трубки движется шарик 2 массы 
m. Л10мент инерции трубки относительно оси Аг ра
вен J = 4mR2. В начальный момент трубка имела уг
ловую скорость 0)0, а шарик 2 находился в точке О и 
имел скорость относительно трубки, равную vo. В мо
мент, когда шарик достигает положения М\ в трубке 
'(ер = :гr/2) , найти угловые скорость и ускорение труб
ки и скорость и ускорение шарика относительно 

трубки. 
Ответ: 

6)=0,8<00' 8=0, s=,yOJ8Ci)~R2+v~+2gR, s=g. 

r л а в а 10 

ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§ 1. Ilлоское движение тела 

10.1. К концу D нити, намотанной на барабан А 
радиуса г, жестко связанный с катком В радиуса R, 
приложена горизонтальная сила Р. Радиус инерции 
катка с барабаном относительно общей оси симмет
рии С равен р. 

11т --

к задаче 10.1 к задаче 10.2 

Выяснить, при каком соотношении между ра
диусами R и r и радиусом инерции р каток будет 
катиться по горизонтальной поверхности без скольже
ния, независимо от модуля силы Р, при любом от
личиом от нуля значеНIIИ коэффициента трения сколь
mеНjIЯ. Трением качения пренебречь. 

Ответ: RI' = р2. 

7* 
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10.2. К однородному сплошному цилиндру радиуса 
R и массы т, находящемуся в покое на горизонталь
ной шероховатой плоскости, приложены сила Q (t) = 
= O,12тg(t + 1) и мом_ент ми) =0,24тgR(t2+t). 

Определить момент времени t, смены направления 
силы трения и момент t2 начала скольжения цилиндра 
по плоскости. Коэффициент трения скольжения f = , 
= 0,14, трением качения пренебречь. 

ОТ"8ет : t, = 0,25 с, t2 = 0,75 с. 
10.3. Каток А Nдиуса , может катиться вверх по 

наклонной плоскости под воздействием вертикальной 
силы Р,пр_иложенно~ к концу D нерастяжнмой нити, 
намотанной на барабан В радиуса R = 2г. Барабан 
жестко связан с катком. их масса равна т = 2Р / g. 
а радиус инерции относительно общей оси симметрии 

С равен p=-VR,. 
Определить предельное значение угла а наклона 

плоскости к горизонту. при котором каток будеr ка-

р 

11 

к задаче 10.3 к задаче 10.4 

титься без скольжения. если коэффициент трения 
скольжения f = 2/3. Трением качения прене6речь" 
нить по барабану не скользит. .-j 

Ответ: cos а - sin а = -з1, а = -21 arcsin 98 = 31022'. :; 
J 
~ 10.4.* К концу D нерастяжимой нити, намотанной .~ 

на барабан А радиуса " жестко связанный с катком ~ 
В радиуса pR = 2г, приложена под углом а к гори- ~~ 
зонту сила . Maccg катка с барабаном т = Р / g, их -
радиус инерции р относительно общей оси симметрии 

С равен ,.,fRr. -
Определить максимально/;! значение угла а. при 

котором каток будет катиться по горизонтальной ше
роховатой плоскости без скольжения, если коэффи-
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циент трения скольжения равен f = 0,1. Трением K<i

чения пренебречь, нить по барабану не скользит. 

а 1 . 
Ответ: tg"2===- • г2 .0,279; а=31 0 12' . 

. l+'Vзт 

10.5. Груз А массы m прикреплен к нерастяжимоА 
нити, пере~инутой через блок В массы 2т и присоеди
ненной к оси С катка . 
D, представляющего 
собой однородный ци
линдр массы 4m. 

Пренебрегая трени
ем в оси блока и тре
нием качения между 

катком и плоскостью. 

определить минималь

ное значение коэффи- . 
циента трения сколь-

к задаче 10.5 

жения lm.n, при кото- . 
ром каток будет катиться по горизонтальной плоско
сти без скольжения. Блок В считать однородным ци
линдром. 

Ответ: lmln = 0,0625., 
10.6. Рещитьзадачу 10.5, учитывая трение " качения 

между .'. катк().r~S>иriлОсJ<остыо'~если коэффициент тре
ния качения . б = O,05R, 'Где R-рад}!ус катка. 

OT~eT: f rr:';n' -, 0,1. . .. ' . 

. 10.7. Труз А. массы т прикреплен к нерастяжимой 
нити, переКИfiУТОЙ через невесомый блок В И , I:ic1MQTaH-
ной на каток D массы - . - - --
2т. Каток представля
ет собой ' однородный 
цилиндр, имеющий воз
можность катиться по 

накnонной -hлоскости: 

к зада'че 10.7 

Пренебрегая трени~ 
ем качения и трением 

в оси блока,опреде
лить: 1) минимальное 
значение коэффициента 
трения скольжения fl11iП.при котором возможно каче
ние без скольжения при нулевом значении угла 
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_ Определить силу трения!! точке контакта К В за
висимости от ее положеItия (угла а). 

1 
Ответ! Ртр = 2" тg sin а. 

JO.J7.* Оси ,С однородного цилиндра радиуса (, на
ходившегося в нижнем положении внутри цилиндри

ческой полостИ' радиуса R а горизонтальной образую
щей, сообщили начальную скорость, равную 

vo= ~ : <R-r)g. 

Определить до какого значения угла <р цилиндр 
будет катиться внутри полости без скольжения, если 
коэффициент трения скольжения f равен 1/7. Трением 
качения и сопротивлением воздуха пренебречь. 

Ответ : <р = 450. 
JO.18. В условиях задачи 10.17 выяснить, какую 

наименьшую скорость надо сообщить оси цилиндра _ 
в нижнем положении, чтобы он, двигаясь без сколь
жения, достиг положения, определяемого углом 

<р = 900. 

Ответ: vo= ~.!f(R~r)g. 

I Z. -Сферическое 'движение тела 

JО.19.{)днородныЙ куб массы т с _ребром 2а вра-
щае'fСЯ с угловой скоростью т. - - _-

- Найти кинетический момент куба относи.те.льно ка-
кой-либо точки его диагонали, когда. мгновенная ось 

- - вращения куба совпадает 
с этой диагональю. 

·Ответ:кинетическиЙ 
t.J момент КО -направлен _ 

--~ вдоль указанной диагона- 
ли ; Ко ~ 2nta2ro/3. 

-- JO.20. Прямой круго
вой цилиндр массы т с 

К задаче 10.20 радиусом основания R и 
__ - ' высотой h вращается с 

угловой скоростью ro вокруг мгновенной оси; проходя
щей через центр цилиндра и образующей с его осью 
симметрии угол а. -
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Найти кинетический момент КС цилиндра относи
тельно его центра и относительно какой-либо точки, 
лежащей на оси вращения. ' 

Ответ: КС = ~; ,y(3R.2 + h2)2 sin2 а + 36R.4 ёоs2 а. 
Вектор Кс образует с осью симметрии цилиндра угол 

ЗR2 + h2 
'Ф, определяемый равенством tg'Ф """" 6R2 tg а. 

Кинетический момент относительно любой точки оси 
);!ращеНИЯ2авен Кс. 
, 10.21. Доказать, что при движении тела с непо
движной точкой кинетическая энергия тела остается 
неизменной в том и только том случае, когда кине
тический момент тела К относительно неподвижной 
точки все время остается ортогональным вектору его 

углового ускорения в. 

Указание. Учесть, что кинетическая энергия Т тела с неПQ· 
движной точкой равна Кro/2 . ' 

10.22. Тело подвешено на подвижной тележке с по .. 
мощью сферического шарнира, центр которого совпа
дает с центром масс тела. Трение в шарнире отсут-
ствует. " 

Доказать,что после остановки тележки тело будет 
вращаться с постоянной угJJовоЙ скоростью т, где 
т - угловая скорость, КQ1ГQРОЙ дблаДЗJЩ Te~() . В , ,",о
мент остановки тележки. 

10.23. Нй'симметричное однородное твердое тело, 
вращающееся вокруг неподвижнойточки; со;впаЩ1Ю- '. 
щей, е еГБЦ~НТром MaCCj действуют силы сопротивле
ния среды, главныЙ момент которых от·носительно 
этой ТОI:JКИ 'м == -!J.<O,' где j.L= const > О, т - угловая 
скорость тела. '. 

ПО какому закону· изменяется угловая скорость 
тела? ., ' 

-~ t -" t , 
Ответ: 6)е ={J)eoe А • 6) .. = 6)%ое с , где · Фе. 6)%--

sкваториальн-ая соста:вляющая и проекция на ось 
симметрии угловой скорости тела; 6)еО. 6)%0 - началь
ные значения этих величин; А, С:""'- экватьриальный 
и полярный моменты инерции тела. 

10.24. Показать, что при свободноА регулярной 
прецессии симметричного твердого тела угловая ско

рость Ф собственного вращения его и угловаяскорост,ъ 
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• ф А-С 
прецессии 'IjJ связаны соотношением -;-' = -с-- cos в, 

11' 
где е - угол нутации; А и С - экваториальный и по-
лярный моменты инерции тела. 

10.25. Симметричное твердое тело совершает ре
гулярную прецессию. 

Найти выражение для кинетического момента тела 
через угловые скорости собственного вращения Ф и 

прецессии 'Ф. 

Ответ: КО = [C~ + (С - A)~ cos в] еl + A~e2' где 
еl и С2 - орты осей собственного вращения и прецес
сии, е - угол нутации, А и С - экваториальный и по
лярный моменты инерции тела. 

10.26. Каков должен быть главный момент Lo 
внешних сил, приложенных к симметричному твер

дому телу, чтобы они сообщали ему регулярную пре
цессию. 

. (С-А ~ ) Ответ: Lo = С'ljJф (e2Xel) 1 + -С- --;р cos в . Обо-
вначения те же, что и в задаче 10.25. 

10.27. В условиях задачи 10.22 положить, что центр 
шарнира не совпадает с центром масс тела. 

Доказать, что при поступательном движении те
лежки с некоторым ускорением, движение тела отно-

к задаче 10.28 

Сl!тельно тележки будет таким же, как если последняя 
неподвижна, но в центре масс тела приложена сила 

dv ) F=-m(fГ' где т-масса тела, v=v(t -закон, 

определяющий скорость тележки во время ее движе
ния. 

10.28 Бегуны 1 дроБИ,;fЬНОЙ мельницы, имеющие 
форму усеченных конусов, приводятся В дпижение мо-
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Определить силы N. сжимающие 
ложении равновесия системы. 

заготовку в по-

М 
Ответ: N = 2,' 

~==~~======~~========~~ 

к ·задаче 11.2 

11.3. Шарнирный трехкратный параллелограмм на- . 
ходится под действием горизонтальных сил F и Q. 

Сила F задана. ., 
Определить силу Q, j 

, которая обеспечивает ; 
. равновесие параллело-1 
грамма. .. 

Ответ: Q = 2Р. 
КзадачеJl.3 11.4. Щестерня 1 же-

стко • связана . соспарни

ком АВ и находится в за
цеплении с шестерней 2 Р,э:диуса R. К кривошипу ОА . 
длины r ПРi1.riожена пара · сил с моментом М 1. а 1{ 

шестерне 2 ~пара с моментом М2 • Механизм распо
ложен в горЙЭ:ОнтальноК· плоскости. 

~ .... 

к задаче 11.4 

При за,данном моменте М2 определить момент M 1• 

при котором механизм находится в равновесии. 

О· м· r \А 
твет: J .. [) ! VJ 2' 
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Определить момент М пары сил, при котором 
ханизм находится в равновесии. 

Ответ: М = Qr2h tg а. 
2nгз 

11.7. В винто-рычажном механизме с шаровым 
шарниром В ОА = АВ = [, LAOB = а, шаг винта 11 

А 

07J 
к зада'!е 11.7 

равен h. К винту в плоскости его нормального сече
ния приложена пара сил с моментом M1, а к стержню 
ОА в плоскости рисунка - пара с моментом М2 . 

Определить соотношение между этими моментами 
в положении равновесия механизма, изображенном на 
рисунке. Весом стержней ОА и АВ пренебречь. 

О М 4л1М 1 • . 
твет: 2 = -h- SlП а. 

11.8. В винта-рычажном механизме поворота диска 
винт 1 имеет резьбу шага h. При вращении винта диск 

l1z 
~ 

к задаче 11.8 

2 радиуса , может повораЧИlЗаться вокруг оси О. 
к винту в плоскости его нормалыюго сечения ПРИJlО
жена пара сил с моментом М 1 , а к диску в его пло-
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скости - пара с моментом М2 • В положении равно
весия, изображенном на рисунке, ОА = OD = Г; 
L.OBA = LOeD = а. 

Определить соотношение между моментами М( и 
М2 В этом положении, пренебрегая весом стержней 
АВ и eD. 

О M2h t твет: Ml = -2- с g а. 
:лг 

11.9. Система, изображенная на рисунке, нахо
дится в равновесии . Линия действия СИЛЫ F перпен
дикулярна стержню ве, система распределенных сил 
интенсивности q приложена к стержню · АС под пря
мым углом. 

Определить проекцию реакции заделки на ось Ах 
и момент заделки, если F = 10 кН, q = 2 KHjM. Be~ 
сом стержней пренебречь. 

Ответ: ХА = -2,88 кН, М = -45 кН,м. 

к задаче 11 .9 к эадаче 11.10 

1 J.l О. В кулисном механизме, расположенном в 
горизонтальной плоскости, 00, = ОА. К механизму 
приложены пары сил с моментами M l и М2• 

Определить соотношение между этими моментами, 
при котором механизм будет находиться в равнове
сии при любом допустимом значении угла а. 

Ответ: М2 = 2M l . 

11.11. В стержневой системе, изображенной на ри
сунке, АВ = А е, BD = 2АВ, сила Т приложена к пол
зуну. который может скользить по стержню BD. 

Определить, при каком соотношении между силами 
F и Т система наход;н'ся в равновесии в положении, 
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о показанном на рисунке. 

Весом всех звеньев 
пренебречь. 

Ответ: F - ЗТ. 
11.12. В кулиено-ры

чажном механизме, 

изображенном на ри
сунке и расположенном 

в горизонтальной пло-

К задаче i 1.11 скости, ОА = АВ = [, 
LAOB=a, LL0 1N= 
:са /3. 

При каком. соотношении между силами Р, S и 
моментом М механизм находится в равновесии в ука
занном на рисунке положении? 

Ответ: М = 2l(F + S sin j3)sin а. 

F 

к задаче 11.12 

11.13. В кривошипно-ползунном механизме с при
соединенной кулисой, расположенном в горизонталь
ной плоскости, АВ = АС. На механизм действуют три 
пары сил с моментами М 1 , М2 и Мз . 

Определить, при каком соотношении между этими 
моментами механизм находится в равновесии в по

ложении, при котором L ОАС = 90°, LAOC = а (а =F, 
=1= 450). 

2 соз 2а 
Ответ: М1 = М2 ctg' а - Мз 2 sin 2 а 

11.14. В з-убчато-кулисном механизме, расположен
ном в горизонталъной плоскости, палец О жестко еня-

.~ 
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Ответ: Мб = М "';2/2. 
11.21. В механизме для разделения отливок дви

жение кривошипа ОА передается через шатун АВ и 
распорный механизм, состоящий из жесткого равно
стороннего треугольника BCD и стержня О.С, . пол
зуну 1. Длина кривошипа ОА равна г, OjC = CD. 
К кривошипу приложена пара сил с моментом М. 

Определить силу давления ползуна на отливку 2 
в положении равновесия, при котором АВ -L. O.D, (Х = 
= 150, L ОАВ = 1200. Весом элементов механизма 
пренебречь . 

. м,.,fЗ 
Ответ: N:= -3-,-' 

11.22.* В зубчато-рычажном планетарном меха
низме, расположенном в горизонтальной плоскости, 
ОА = О.В, 00. = 8R/3, 
R = 4г /3. К стержню 1 
приложена пара сил с мо

ментом М., а к шестерне 
2 - пара с моментом М2 • 
При некотором соотноше
нии между М) и М2 меха
низм остается в равно

весном положении, .при 
котором AВIIOO.. ,. ' , " 

Найти это соотноше~ 
, ' , 

ине. 

" 9 К задаче 11 .22 
" Ответ: М2='41М.< 

11.23. Колес.о 1 ра.диуса tможет катиться без про
tкальзЫваflия по горизонтаЛl$НОЙ плоскости так, что 
его центр движется по окружности радиуса R с цен
тром на вертикальной оси. 

к задаче, 11.23 
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11.26. В рычажном механизме, расположенном в 
горизонтальной плоскости, ОА = " ВС = CD. При 
перегрузке опора 2 рычага 1 перемещается, преодоле
вая силу трения зажима 3. 

lJ 

к задаче 11.25 к задаче J 1.26 

Считая момент М заданным, определить значения 
силы р' и силы трения в положении равновесия, пока
занном на рисунке (LOAB=90°, LAOB=a.). 

. м . 
Ответ: F = r SIП а, Ртр =2Р. 

11.27*. В стержневой системе, находящейся в рав
новесии в вертикальной плоскости, ОВ = ВС = 1, 
CD =DE, LOBC= LBCE' 
= 90°. Однородный стержень 
СЕ соединен с неподlЗИЖНОЙ 

'==;г.;==7i 
1 

к зэдаче J 1.27 

1 

к задаче 11.28 
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опорой пружиной 1 жесткости CI, а однородный 
стержень ОБ соединен с шарнирной опорой спи

. ральной пр ужиной 2 жесткости С2. На стержень 
БС действует перпендикулярная к нему распре~ 
деленная система сил с максимальной интенсив~ 
ностью qm. 

Определить деформации пружин л (для пружины 
1) и ер (для пружины 2), если вес стержня ОБ равен 
Р. Весом стержня ВС пренебречь. 

qт1 Pl 
Ответ: Л=-6-' ер=-2-' 

с. С2 

11.28. Блок 3 веса Р подвешен на нити, которая 
намотана на блок 1 и перекинута через блок 2. Сво
бодный конец нити прикреплен к пружине 5 жест· 
кости С. К центру блока 3 подвешен груз 4 веса Q. 
К блоку 1 приложена пара сил с моментом М, радиус 
этого блока г. 

При каком значении М система находится в равно
весии? Чему будет равна при этом деформация пру
жины? 

О' , ." М"";' (Р + Q) r , - Р + Q 
твет. - 2 ," - 2с • 

11;29 . . Стеряпщ АВ; ве, сп одинаковой длины 1 
соеДИQены шарнир~мtI. Стерже~ъ СDн~гружен силой 

,," "'..' ' Р; ,: Лlщия действия кото-

А-_--~D 

К" з-здаче 11.29 

рой " iIерпендикулярна 
~ . стержню CD, ., причем 

СЕ -:- ED, ,а стержни АВ , 
и ВС ' соединены с' по
мощью шарнир.а В исnи-
ральной пружины. Весом 
стержней пренебречь. 

Определить. . угловую 
дефQрмацию пружины л И 
реакцию , в шарнире А_ 
Момент·упругих.сил пру~ 
жины пропорционален 

ее угловой деформации, жесткость пружины рав
на С. 

Pl . . . Р 

Ответ: л= СУ )' ХА=УА = ,/7\ • . с 3 - 1 '\'3 - 1 
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г л а в а 12 

УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 11 РОДА. 
ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ МЕХАНИI(И *) 

§ 1. Системы с одной степенью свободы 

12.1. Ползун 1 движется по гладкой горизонталь
ной направляющей под действием силы Р. Посред
ством шатуна 2 движение пе-
редается ступенчатому блоку, 
который перемещает рейку 4, 
скользящую в гладких гори-

z 

1( задаче 12.1 к задаче 12.2 

зон:rальных направляющих. MOM~HT инерции блока 
относительно его оси вращения 1,' массареЙI<И т. 
В начальный М9мент . времени точка А занимала 
крайнее нижнее 1I0ложеНИ,е, ДВ8жеиие( ~началось из со-
стояния nOKost~ F =const. . , ., ~ - ' 

НайтИ скорость рейiикак функцию перемещения 
ползуна s. МаСС'амиползуна и шатуиапренебречь. 

. : ./ 2Fs 
Ответ: а. = R 'v 1+ mR2 ;' . 

12.2. Кулачок 1 массы М скользит по горизонталь
ной . плоскости под действием силы F и . перемещает 
толкатель 2 . массы m.Т(}лкатель движется в еер1'И~ ' 
кальных направляющих. Пружина 3 жесткости с при- ' 
жимаеттолкательк кулачку. В начальный момент 
времени система - наХОДИ\llась в покое и пружина была 
не деформирована . . -

.) Во всех задачах данной главы , если не оговореио про
тнвное, снлы треНRяне - уч.нтываl() ~·С Я. Maccы нитей и ПРУЖИII 
считаются прене6режнмо малыми по сраВliению с массами дру
гих тел. 
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·,~ 

.! .; 

к свободному концу пружины прикреплен груз 3 
массы m. К блоку приложена пара сил с моментом 
L = Lo cos ffit (Lo = const, ffi = const). Статическая де
формация пружины равна Ло. 

Составить дифференциальные уравнени~ движения " 
системы, предполагая, что груз движется вертикально. 

Ответ: 
ms + с (8 - Rq» =mg - сЛо, 

MR2 
-2- Ф - cR (8 - Rq» = СЛо~ + Lo cos ffit. 

12.6. В механизме для шлифования цилиндр.,че- о 
ских поверхностей маятник 1 приводится в движе~ие~ 
вокруг горизонтальной оси О пружиной 2, один конец ~j 
которой закреплен на краю однородного диска 3. :) 
Масса диска т, радиус г. Жесткость пружины с. -:; 
Центр масс маятника находится на оси О, его MOMeHT .~ 
инерции относительно этой оси равен 10. К диску при- ~ 
ложена пара сил с моментом М = МО cos ffit, которая ;й 
сообщает ему вращение вокруг горизонтальной ОСИ 1 
01. В положении равновесия механизма ось сим мет- ,~ 
рии маятника вертикальна, пружина не деформиро- ' 
вана, а ее ось горизонтальна и находится на расстоя- . 
нии 1 от ос!:' Q.Лри .движении механизма возникает 
момент сил вязкого трения, ' модуль которого М 1 = 
=nlФ I (n =:: const> О). . 

, СоставитьдифференциаЛЬtiые уравнения движения 
системы, считая углы отклонения q> и 'IjJ от положения 
равновесия малыми. 

Ответ: 
}оФ + пф + cl (lq>- г1\» = О, 

т'! .. .' . 
-2-. 1\>+~' (r'IjJ -lф) , МО cos rot. 

12.7. КолесоJ двухколесной тел"ежки катится по 
гор'Изонтальной плоскости без сколыкения, а колесо 
2 ~ со скольжением. Радиусi>l колес R, иХ массы m) и 

m2-еоответственно, I(ко-

к задаче 12:7 

. сил С моментом М, к оси 
лесу 1 приложена пара 
колеса 2 - горизонталь
ная сила F. Коэффициент 
трения скольжения между 

колесами и опорной пло
скостью [. 
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Определить ускорение стержня 3 и угловое уско
рение колеса 2, рассматривая колеса как сплошные 
однородные диски. Массой стержня 3 пренебречь. 

2 (М + PR - m2gfR) 2gf 
Ответ: аз = (3 j 2 ) R ,е2 = -R . 

т! -- m2 

12.8. На пластине вращающейся вокруг 
движной вертикальной lЮД действием пары 
с моиентом M 1, 

лена верти кальна 

вокруг которой 
ется однородный 
радиуса г. К диску при
ложен а пара сил с MO~ 

ментом М2 • Момент 
инерции пластины от

носительно ее оси Bpa~ 

щения 1. Масса диска 

f': 
#, t:::========~ 

т, расстояние 

оси вращения 

вращения 

равно [. 

от его 

дооен 

к задаче 12.8 

Определить 
вое ускорение 

ускорение пластины 1 
относнтельно пластины. 

Ответ: е 1 = -,-с-'--:-:;-. 
М1 

- 1+ ml2 • 

12.9. Однородный 
может вращаться в 

к задаче 

1 массы М и длины l 
вертикальной плоскости вокруг 

к задаче 12.10 

перпендикулярной ему горизонтальной ~си, проходя. 
щей через точку О. Один конец стержня соединен 
спиральной пружиной 2 С неподвижной опорой, а на 
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12.12. Призма 1 массы тl может скользить по го
ризонтальной плоскости. По гладкой наклонной грани 
призмы, образующей угол а с горизонтом, движется 
однородный. круглый цилиндр 2 массы т2. Цилиндр 
обмотан посередине нитью, конец ко-
торой прикреплен в кронштейну, жестко 

2.:r 1 

к задаче 12.11 

связанному с призмоЙ. 
на, а участок АВ нити 
ската наклонной гра 

Найти ускорение 
линдра относительно 

нити. При вычислениях 
= 5,1 кг, а. = 300. 

Ответ: аl = -v: g ~ 2,82 

Т=25 Н. 

к ЗЭДЭ'lе 12.12 

центра ци

кже натяжение 

= 2ml, т! == 

12.13. П ризма 1 массы т! движется по горизон
тальной плоскости. По верхней грани призмы, парал
лельной опорной плоскости, катится без скольжения 
однородный круглый 2 m2. По гладкой 
наклонной грани, нзонтом угол а, 
скользит груз 3 массы и груз свя-
заны нерастяжимой переброшенной через 
блок 4. 

Определить ускорен груза относитель-
но призмы, а также силу призмы на гори-

зонтальную плоскость. Массой блока пренебречь. При 
вычислениях положить т2 = O,6ml, тз = 0,4ml, тl = 
= 10 кг, а = 600. 

Ответ: а! = 1,388 м/с2_. аз:::=::z 3,47 M/C2~ N ... 184 Н. 
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12.14. Однородный круглый цилиндр 1 массы т1 и 
радиуса R катается без скольжения по горизонталь
ной плоскости. К нему приложена пара сил с момен
том М = Мо cos ffit. К оси цилиндра шарнирно . при
креплен физический маятник 2 массы т2. Момент 
инерции маятника относительно оси, проходящей че
рез точку О перпендикулярно основанию цилиндра, /0; 
Центр масс маятника находится в точке А, ОА = h. 

1 

К задаче 12.13 К задаче 12.14 

Точка О соединена горизонтальной пружиной 3 с не
подвижной опорой. Жесткость пружины С. В началь
ный момент времени t = О система покоиmiсь, пру
жина была не деформирована и <р = О. 

Составить дифференциальные . уравнения движения 
системы и для начального момента времени опреде

лить реакцию шарнира О. При вычислениях положить 
· т2 = О,25т1, Мо = т1gR., т! = 40 кг, /0 = O,lтlR.2, 
· h =O,6R. 

Ответ: 

(~ т! + т2) х + т2hф cos <р - m2hф2 sin <р = 

= ~o cos (о! - СХ, Iоф + m2hX cos <р + m2gh sin <р = О, 

ХО (О). п;,1\g = 6,4 Н, У о (О) = m~g = 98 Н. 

12.15. По наклонной грани призмы 1, образующей 
· угол а с горизонтом, скатывается без скольжения од-
· нородный круг.лый цилиндр 2 массы m2. При этом 
призма перемещается по гладкой горизонтальной пло
скости, деформируя пружину 3, соединяющую ее с 
вертикальной стеной. Масса призмы ml, жесткость 
пружины С,ось пружины горизонтальна. 



§ 2. СИСТЕМЫ С 2 И 3 СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 225 

Составить .дифференциальные уравнения движения 
системы, отсчитывая координату х, от такого положе

ния призмы, при котором пружина не деформирована. 
Ответ: (т, + m2) Х, - m2Х2 cos а + СХ! = О, 3Х2-

12.16. В брусе 
выточка радиуса 

к задаче 12.15 

2х! cos а - 2g sin 
сделана цию:ндричсска 

катается 

к задаче [2.16 

круглый цилиндр 2 массы т2 и радиуса г. Оси выточ-
ки и цилиндра Брус движется по 
З0нтальной плоскости действием горизонтальной 
силы Fx=Fosil1 упругости ПРУЖИИЫ 
жесткости с. ОСЬ горизонтальна. В 
ный момент система покоилась, 
на была не угол qJ был равен 
х=О. . 

Составить дифференциальные уравнения движения 
системы и для начального момента времени опреде

лить ускор~ние бруса. и . угловое ускор~ние цилиндра. 
При вычислениях положить т, = 5т2, R = 0,2 м, r:::::::l 
=0,05 м. 

Ответ; 

(т, + т2) х + ~ (R - г) ip cos q> - ~ (R - г) ф2 sin ер = 
== РО sin ro! -

х(О) ~ 

+ х cos q> + g sin 

= -23,78 рад/с2• 

12.17. Однородный ЫЙ цилиндр 1 массы 
и.тоftКtJстенНыЙ массы m2,обмотаны 
нерастяжимыми 1 вращается 
неподвижной горизщпальной оси, совпадающей с, его 
ПРОДОЛЬНQЙ осью симметрии. Цилиндр 2 падает так, 
что его ось остается параллельной оси цилиндра 1. 
Нити по цилиндрам не скользят. Радиусы цилиндров 

8 1<. С, Колесников и др. 
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nоnэуи' 3 скользнт по вертикальным напраВЛЯI9uiим, 
8, , noлзуJi 4 -по горизонтальным. I( ползуну 9 при~ 
креплены концы д!3ух нерастяжимых нитей, которые 
JiaMOTaHbl ' на ОДIЮРОДНЫЙ круглый цилиндр 2.I\OHribl 
цитей; нахо.цящиеся на цилиндре, закреплены на нем. 
Цилиндр имеет массу м 'и падает так, что его ось 
остается перпендикулярноА плоскости, в которЬй Дви-
~ется стержень. , - ,', " 

Составить дифференциальные уравнения движения 
~истемы. Массой стержня пренебречь. ' , 

Ответ: 21( 2т + М cos2, <р)4) - 2Ms cos <р -
_ [М ф2 sl"'2<p = 4mg cos <р, 35 - 14) со! <р + 1 ф2 s1n ,<р :::а 
c=::.2g. , ", ': 

4 ' ' 

А 

к задаче 12.19 к задаче 12.20 

12.20. Однородный круглый цилиндр 1 массы m\ 
может вращаться вокруг неподвижной горизонтальной 
оси, совпадающей с его продольной осью симметрйи. 
На поверхность этого цилиндра, а также на внешнюю 
ступень подвижного блока 2 массы m2 намотаны кок· 
цы нерастяжимой нити 4. Один конец другой нерастя· 
жимой нити 5 намотан на внутреннюю ступень блока 
2, а ее второй конец прикреплен к ползуну 3 массы 
тз. Ползун 3 движется в вертикальных направляю· 
щих, к нему приJiожена сила Р. При этом нити по 
поверхностям блока и цилиндра не скользят, а их 
свободные участки остаются вертикальными. Радиус 
инерции блока относительно оси, проходящей через 
его центр масс перпе1!ДИКУЛЯРНО вертикальной плоско· 
сти,равен р. Радиусы его наружной И внутренней сту· 
пеней равны R и r соответственно. 

8'" 



228 rл. 12. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА II РОДА 

Составить дифференциальные уравнения движения 
системы и определить натяжения нитей 4 и 5, полагая 
т2=Зml, mз=m" F==6m,g, R::::::a2r, р-г. 

Ответ: . . ! 

(9тl + 4т2) Х2 - (6тl + 2т2) хз = -2~g. 

- (3т, + ~) Х2 + (2тl + ~ + тз) Ха = F - mзg, 
14 = O.61mlg. 15 = 3,72mlg. 

12.21. Грузы 1 массы т, и 2. мас.сы т2 связаны не
.растяжимым тросом. перекинутым через бло.ки 5, 6 и 
охватывающим блок 4. Мас<;а блока.4 равнат4. к оси 

$' S 1 
1 

к задаче 12.21 к задаче 12.22 

этого блока подвешен груз 3 массы тз. Оси блоков 
fi и б параллельны и лежат в одной горизонтальной 
плоскости. Трос по блокам не скользит .. Участки АВ 
и В! троса. параллельны опорным ПJlOСКОСТЯМГРУЗ0В 
1 и 2. Опорнаи' плоскость груза.l является гладкой и 
·Наклонена к горизонту под углом а .. Опорная пло
CI(OCTb' груза 2 горизонтальна, коэффициент трения 
скольжения .между грузом 2 и этой плоскостью f. 

Найти ускорения грузов. Массой блоков. 5 и б и 
троса пренебречь, блок 4 рассматривать как однород
ный диск. При вычислениях положить т4 = О,2т, = 
. = 0.4mз. т2 = 7,5т., а = 30<>, f. = 0.2.' . 
. О"твет: a,.~ 1,28 м/с2, а2 ~ 0,4 М/с2• 

12.22. В планетарном механизме, расположенном в 
горизонтальной плоскости, шестерни 1 и 2 вращаются 
BOI<Pyr общей вертикальной оси симметрии. К ше
стерне 1 приложена пара сил с моментом M1, к ше
стерне 2 - пара сил с моментом М2• Четыре одинако
вые шестерни 3 находятся в зацеплении с шестернями 





2ЗО- ГЛ.1t.. УРАВНЕНИЯ ЛЛГРАНЖА 11 РОдА 

однородное кольцо радиуса R. При вычис~ениях по. 
ложить М ::;= 2т, R == 3г. Массой рамы пренебречь. 

lOL1 - ЗL. 
Ответ: 6)1 == 243т,. 1. 

12.24. Колебания стоек некоторых станков, возни· 
кающие вследствие упругости элементов конструк· 

ций, MOГY~ быть исследованы с помоiцью модели, изо· 
браженной на рисунке. БезмассовыЙ ползун,1 может 
скользить по неподвижной прямолинеЙкоЙroризон· 
тальной направляющей. Пластин~ ~Maccы ",., имити· 
рующая ст()йку станка. может вращаться ВОlфуг гори· 
зонтальной оси О цилиндрическогошаРI(ира, укреп· 
леиного .на ползуне 1 • . Упругие свойства ~лементов, 
связанных' со стойкой. имитируются. пруЖ:инами 3 и 
4, жесткости· которых равны COQTl)eтCTBeHHo Сl и С2. 
Силы сопротивления в элементах' конструкций учи· 
тываются С помощью' демпферов 5 и 6. Сила сопро· 
l1'ивления демпфера 5 .равна R:s: -Ь:tJ. где V - ско· 
рость движен.,я ползуна, Ь == const: > о. Демпфер б 
!развивает момент мо = -ПО), где О) - угловая СКО· 
РОСТЬ пластины, n = const > о. Центр масс пластины 
находится в точке С, ОС == 1. В полОЖении равнове· 
сия системы прямая ОС вертикальна, а пружины 2 и 
3. не деформированы. Момент инерции пластины отно· 
сительно ее оси вращения /0' . . . 

Составить. дифференциальные уравнения движения' 
пластины . 

.ответ:· 

тХ + тlф соз ер - тlф2 sin ер + Ьх + C1X == o~ 
lоф + mlicos ер + пф + CiP - mgl sin ер == о. 

i 
I 

12.25. Ступенчатое колесо 1 массы тl приводится 
В движение параллельными горизонталь~ыми рейками 
3 и 4. К рейке 3 массы тз приложена горизонтальная 
сила Р. Рейка 4 находится в зацеплении с маховиком 
2 массы т2. к которому приложена пара сил с момен
том М. Радиус инерции колеса относительно его оси 
симметрии. перпендику.пярноЙ плоскости' рисунка, ра-
вен р. . 

Найти угловое ускорение маховика и касательную 
силу S взацеШIении маховика с рейкой 4. Все зацеп· 
ления в системе считать зубчатыми. Маховик рас
сматривать как однородный диск радиуса '2 •. . массоЙ 



§ 2. еиСТЕМЫСi И· З СТЕПЕНЯМИ СВОБОды 2Зt , 

рейки 4 nреllебречь. При вычислениях положить. т2 ~ 
2 ': . .) , М . 4 

=gffll' тз.=gтl' р= 2'2' R1= 2rl' Р=зГ1' 

Ответ: ~ = 279М S = 84М • 
;,' 115ml'~' 115'2 

r. " # 

к.З8даqе 12.25 к задаqе 12,20 

12.26. Рейки 1 и 2 одинаковой массы т движутся 
в ТJараллельных направляющих, расположенных в го

ризонталрной плоскости. К рейке 2 прикреплен конец 
пружины 4 жесткости с. Другой конец пружиныза
креплен неПОДЕЩЖНО.РеЙки наХОДllТСЯ в зацеплении 
с однородным диском 3 массы М и радиуса г. К диску 
приложена пара сил с моментом L. Нулевое значение 
КООРДинаты Х2 соответствует недеформированному со
стоянию пружины. 

Составить дифференциальные уравнения движения 
системы. 

Ответ: 

r (8т + 3М) Хl + ГМХ2:- 4L, 

ГМХl + r (8т + ЗМ)Х2 + 8СГХ2= - 4L. 

12.27*. в механизме, показанном на рисунке, к 
кривошипу. 1 массы т и длины l, вращающемуся · в 
вертикальной плоскости, приложена пара сил с MO~ 
ментом L. Движение кривошипа через шатун 2 массы 
т и длины 1 передается ползуну 3, который переме~ 
щается в вертикальных направляющих. Ползун 3 сое
динен пружиной 5· со штоком. плиты 4. Масса П,7Iиты 
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BMt:CTe со штоком равна М. Жесткости пружин 5 и б 
равны С\ и С2 соответственно. Статическая деформация 
пружнны 5 равна Ло. 

Составить дифференциальные уравнения движения 
системы, отсчитывая координату х от положения ста· 

,-ического равновесия плиты 4. Массой ползуна 3 пре· 
. небречь. кривошип и шатув 

1 

к задаче 12.27 

рассматривать как однородные 

стержни. 

'-о 

к задаче 12.28 

Ответ: тl2 (~ - соз 2ер) Ф + ml2ф2 sin 2ер + 
. + 2с llsiп ер [л,о + 21 (1 - СОЗ qJ) - х] + 2mgl sin qJ = L, 

Мх + (СI + С2) х - 2cll (1 - cos qJ) = О. 
12.28. Блоки 1,2 и 3, имеющие одинаковые радиусы 

., и ма.ссы т, могут вращаться вокруг параллельных 

горизонтальных осей, совпадающих с их осями сим
метрии. При этом оси блоков 2 и 3 неподвижны, а 
блок 1 подвешен на пружине жесткости с. Нить 4 
охватывает блок 1, а ее концы намотаны на блоки 2 
и 3. К блоку 3 приложена пара сил с моментом М, а 
к блоку 2 -пара сил с моментом L. Нить по блокам 
не скользит и остается натянутой во все время дви
жения. 

Найти закон движения s = s (t) центра блока 1 а . 
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12.30. Каток 1 массы М и радиуса, катиТся без 
скольжения по горизонтальной плоскости под дейст
вием пары сил с моментом L. Движение катка через 
етержень 2 массы т передается· nОJIЗУНУ 3, который 
соединен пружиной 4 с ползуном 5 массы т. Ползуны 
движутся в горизонтальных направляющих. Масса 

к задаче 12.30 

ползуна 3 равна 2т, жесткость пружины с. В началь
ный момент времени t == О система находилась в по- . 
кое и пружина была не деформирована. , 
. Найти уравнение движения ползуна 5 s . s (t), по
лагая М=- 4т, s(O) = О, qJ (0)= О. Трением между 
ползунами и их направляющими пренебречь. Каток 
рассматривать как однородный диск. 

. L (218m 2 юt) . !lOc 
Ответ: s = 20т, t - 5с""" sin т ,где ro = ~ 9т' 
12.31. Робот помещен на неподвижное основание 1, 

состоит из вращающейся колонны 2, руки 3 и схвата 
4. В схвате находится деталь (точка М) массы т. Ко
лонна 2 вращается вокруг вертикальной оси Bz, рука 
3 поворачивается вокруг оси AXI.MoMeHT инерции ко
лонны относительно оси Bz равен J, АМ = 1. Колонна 
11 рука приводятся во вращение двигателями, которые 
создают пары сил с моментами L1• L2; в шарнирах В 
и А действуют моменты сил сопротивления LBz = 
=- J.l.lф" LAx, = - J.l.2,p (1-'1 = const > О, J!2-.const > О). 
IPYKa и колонна соединены· спиральным упругим ли
нейно-деформируемым элементом (уэ) ,который не де
формирован при ,р = О, жесткость его ра.вна с. Массой 
руки пренебречь. . 

Составить дифференциальные уравнения движения 
робота. .. . 
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щения колонны 2 и угловой скорости руки 3, козффИ
циенты пропорциональности равны соответс"веР.но /1\, 
/12. /1з (все положительны); АМ = 1. 

Составить дифференциальные уравнения движения 
робота. . 

Ответ: 

(М + т\ + ~ + т) § - та t 2т 1 (ф siп q>. + 
+ ф2 cos q» = Р\ - J.tt S, 

(т\ +~+m)Z=F2- J.t~-(m+m\ +m2)g, 

(1 + т:12 + m12) Ф - ~ (~+ 2т) s sin q> ~ L - J.tзф. 

12.33. Кривошип 1, являющийся однородным 
стержнем массы т! и длины 1, вращается в вертикаль
ной плоскости вокруг оси, проходя щей через точку О. 
Движение передается шестер
. не 2 массы m2 через шатун 4 
Длины 1. Шестерня 2 находит
ся в зацеплении с рейкой 3 
массы тз, которая скользит в 

1( задаче 12.33 1( задаче 12.34 

горизонтальных направляющих. К рейке приложена 
сила Р, а к кривошипу - пара сил с моментом М. 
В начальный момент времени механизм находился в 
покое и кривошип занимал при этом горизонтальное 

·Положение. 
Составить дифференциальные уравнения движения 

системы и для начального MOMeHT~ вр~мени опреде

лить угловые ускореНI;IЯ кривошипа и шеС1'ерни. Мас
сой шатун~ пренебречь. Шестерню рассматривать как 
однородныи диск радиуса'г. При вычислениях поло~ 
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лен~ неподвижно. К диску 1 в точке А wарнирно' при
креплен стержень 4 длины 1, на свобод.ном конце· ко· 
торого находится груз 2 массыm2. При начальном 
положении системы оба стержня были вертикальцы, а 
пружина была не деформирована ... 

R задаче 12.35 к задаче 12.36 

Составить дифференциальные уравнения ДВИЖЕ:НИЯ 
системы и для начального момента времени найти ве
личины абсолютных угловых ускорений стержней, по· 
лагая R =-1 """ 2г. Массами стержней пренебречь. 

Ответ: 

(3тl + 2т2) (R '2 г)' Ф + ~ (R - г) 1 {~cos('\J- ер) -
- $2 sin ($ -'- ер)] + (тl + !'n<J) g (R - г) sin ер + сер = М, 

l-ф + (R - г) Ф соз ('" - ер) + 
+ (R - г) ф2 sin ('" - Ф)+ g sln '" = О, 

8в (/0) ""'" ~, 84 (ttl\= - 3 М 2 . ijm.,- т.' .. 
t 2.36. Однородное кольцо 1 радиуса R и массы М 

вращается вокруг горизонтальной оси, перпендикуляр
ной его плоскости и проходящей через точку Oi, под 
действием пары сил с моментом L = Lo sin oot. ВНУТРI-I 
кольца находится однородный стержень 2 массы m и 
длюiы 21. В начальный момент времени t =0 система 
находилась в покое. При этом центр кольца О зани
мал крайнее нижнее положение, а стержень распола
галея так, что отрезок ОС составлял а вертикалью 
угол 300. . . . 



,Состзви~ьдифференциальные уравнеНJiЯ движения 
системы Ji' определить угловое УСli:орение кольца при 
t = О~лолагая R = 21. , 

Ответ:' 

R2 (2M +m)ф -mR-VR2 - Р ~сЬз(ср + 'Ф) + 
+ mR-VR2 -"12 ~ sln (ср + 'Ф) + 

+ g(M + m>.R sin ср"'" 10 sfп Фt, 
:( R2 - ':' р.) ~- R.yR2 -12 фсоs(ср + 'Ф} + 

+ R"'; J(L~ ,12 ф2 $in (ср + 'Ф) + g,y R2 -12, sin 11' - Ь, 

(О) " 94Гтi ' 
81 , =- - (80М + 13т) R' 

12.37. Однородный диск i массы т1 и радиуса R 
вращается вокруг неподвижмой горизонтальной оси, 
перпендикулярной его плоскости и проходящей через 

к задаче 12.37' к задаче 12.38 

центр О. в точке А к диску шарнирно прикреплен 
стержень 4 с грузом 2 массы т2 на конце., Длина 
стержня ,1, ОА == а. К стержню приложена пара сил 
с моментом М. Спиральная пружина 3 жесткости 8 
прикреплена своими концами к диску и стержню. 

Составить дифференциальные уравнения движения, 
полагая, что углы ер и 111 отсчитываются от вертикалЬ· 
ных направлений и :qтo при ср === 'ф == о пружина не де
формирована. Массой стержня пренебречь. 
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Ответ: 

(m,R2 + 2m2а2) 
- 2m~1,j,2 ер + 2с (ер + '1') = О, 

m2аlф cos (ер + '1') + m2РОФ - m2аlф2 sin (ер + 'Р) + 
+ ~gl sin '\J + с (ер + 'Р) = м. 

12.38. Однородный диск 1 массы т! катится без 
скольжения ПО горизонтальной плоск<)сти. К центру 
диска шарнирно прикреплен одним своим концом стер

жень 4 Д~ины 1. К стержню приложенапара сил с мо
ментом М. Другой конец стержня шарнирно при креп
лен к ползуну 2 массы пt2, дв-ижущемуся в вертикаль-
ных направляющих. помощью пружины 5 
жесткости с mз. 

Составить уравнения движения 
системы, выбрав обобщенных координат 
угол поворота перемещение s ползуна 
3 .. Пружина 5 О не деформирована. 
Массой стержня 

Ответ: 

2 (3т! sin2 ер + 2т2 cos~ ер) РФ + (3т1 - 2т2) z2ф2 sin 2ер + 
+ 4cl (! sin ер. - s) cos ер + 4m2gl cos ер = 4М, 
mss + с (s - 1 sin ер) + mзg = О. 

12.39. Колесо 1 радиуса R и массы М катится без· 
скольжения по горизо'нтальной 'плоскости под дейст
''Ч{ем пары сил с моментом L. По колесу 1 катится без 

. к задаче 12.39 к задаче 12.40 

4 
скольжения колесо 2 радиуса ги массы m. Ось ко-
леса 2 шарнирно прикреплена к стержню 3, вращаю
щемуся вокруг горизонтальной оси, проходящейчерез 
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12~4З·. Гцроскопический маятник состоит из ротора: 
'1, устзновлеицогов кардановом п6двесе,и груз"ка 2 
массы т, ' прикрепленного к рамке 3. Оси вращения 
рамок 8 и 4 вэаимно . перпендикулярны ипересека
ются в центре симме.трии ротора - точке О. Центры 
масс раМОКСО8падаютс точкой О. Ротор вращается 
вокруг своей осисимметр"и Oz с постоянной . угловой 
скоростью ' ~ i Грузик распо
ЛОЖЩi В '. точке пересечения 

оси Оz ' срамкой Зна рас
с.тоянииlот ТQЧКИО. По
лярный. ' : .iMOЪWHT ' инерции 

к задаче 12.43 к задаче 12.44 

ротора равен С. Суммарные моменты инерции ротора 
и рамки 3 относительно осей ; Оу и Ох (ось -Ох пер- . 
пендикулярна QСЯМ Оу и Oz и не поi<азана на рисун
ке) равн'ыJии А соответственно. Момент инерции 
рамки 4 относительно ее оси вращения равен 1. 

Составить линеаризованные уравнения движения 
гиромаятника, предполагая отклонения оси Oz от вер-. 
тикали малыми. 

Ответ; 

. (А + 1+ mР) ii + CCI)~ = mgla, 

(8 + ml2) ~ ~ СЮ&. = mgL~, 
где а и ~ - углы Крылова для рамки 3 (см. задачу 
6.3). 

12.44 .. Модель центрифуги состоит из кожуха 1, 
ротора 2 и груза3. Кожух связан с неподвижной опо
рой с помощью сфr.рического шарнира 4. Ротор вра
щается с постоянной угловой скоростью CI) вокруг 
своей оси симметрии, имеющей неподвижную точку О 
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в центре этого шарнира. Суммарная масса кожуха и 
ротора равна М, масса груза 3 равна Mj4. Расстояния 
от точки О до центров масс груза 3 и кожуха· совме
стно с ротором одинаковы и равны l. Момент инер
ции ротора относительно оси вращения Oz равен /0, 
моменты инерции кожуха вместе с ротором относи

тельно осей Ох и Оу, связанных с кожухом и перпен
дикулярных друг другу И оси Oz, равны /.,. = /у == 
= 3M12j2. В точке А, находящейся на продолжении 
оси Oz на расстоянии ОА = а, с центрифугой связаны 
пружины 5 и 6, жесткости которых одинаковы и 
равны с. При вертикальном положении оси Oz яру
жины не деформированы и их оси параллельны осям 
Ох и Оу соответственно. При отклонениях оси Oz от 
вертикали на центрифугу действует момент сил со
противления, проекции вектора которого · на оси Ох 
и Оу имеют соответственно вид М;= = -:-:nro", Ми == 
= -:-nroу (n -= const > О). 

Составить линеаризованные . дифференциальные 
уравнения движения системы при малых отклонениях 

оси Oz от вертикали. Размерами груза 3 пренебречь. 
Ответ: 

7 МРа + 4nа. + 4/ оro~ + (8са2 - 3Mgl) а = О, 

7 Ml2~ + 4n~ - 4/0roа. + (8са2 - 3Mgl) ~ = О, 
где а. и ~ - углы Крылова для кожуха (см. за
дачу 6.3). 

] 2.45. Колеса двухколесной тележки катятся со 
скольжением по горизонтальной плоскости. Радиусы 
колес R, масса -колеса 1 равна ml, масса колеса 2 
равна т2. К центру колеса 2 под углом а. к горизонту 
приложена сила Р. Коэффициент трения сколржения {, 

Составить дифференциальные уравнения Движения 
.тележки, рассматривая колеса как сплошные однород

Ные . диски. Массой стержня 3 пренебречь. 
Ответ: 

. (т, + 11lz) i = F (cos а + f siп а) -е (т, + т2) f, 
Rф=2gf. 

I1lzR~ = 2! (l1lzg - F sin а) при F > 3gf (ml + m2) • 
соэ а + f sln а 

12.46. В модели лифта грузы 1 и 2, массы которых 
т\ и т2 соответственно, подвешены к концам Tpoca~ 
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одиIiаковы и равны с. Когда шарик находится в точке 
. А, пружиньt не деформированы. Расстояние qA 
paBHol. .'. .' . . . . 

Составить дифференциальное уравнение ДRижения 
шарика ОТНQсителЫIО . паза, полагая, что в начальный 

к задаче 12.49 к з.адаче 12.50 

момент. времени шарик находится в точке А, направ
. ление паз! соsttадает с направлением ОА и yr лы по
ворота -обоих дисков отсчитываются от этого направ
ления. 

Ответ: 

тХ + (2с - тю~) х = т[{J)I cos (Ю2 - (1) t. 

12.50. В модели робота диск 1 радиуса , вра
щается в горизонтальной плоскости вокруг вертикаль
ной оси, проходящей через его центр, с постоянной 
угловой скоростью ф. На краю диска 1 расположена 
качающаяся муфта 2, через' которую проходит одно
родный стержень 3 массы т и длины 1. К стержню 
приложена сила Р, направленная вдоль его оси, и 
пара сил с моментом М, действующая в горизонталь
ной плоскости. 

Составить дифференциальные уравнения движения 
стержня. 

Ответ: 
х - х,р2 '-Г{J)2 sin (ю! -'Ф) = Р/т. 

х2ф +2ххф + ,ф2х COS (ю! - 'Ф) = М/т. 
! 
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плоскостям Ауг и Ахг соответственно. Центры 01 н 
02 расположены так, что 01А = О\В ---: 02D. Массы 
дисков одинаковы и равны т. Центры масс дисков С1 
И С2 смещены относительно центров 01 и 02 на рас
стояния 01С1 = е1 и 02С2 = е2. В Нача.льный момент 
времени отрезки 01 С1 и 02С2были отклонены от пря
мых АВ н DE соответственно на равные.углы <р. Вра
щение дискам было сообщено одновременно. 

Прене6регая толщиной дисков н полагая АВ = 
<= 2BD = а, определить динамические реакции за-
делки как функции угла '1'. " 

Ответ: X~= тЦD2 COS<p, Y~ = -те;ro2с~~ "<р, 
д (" ) 2 • д т (е. +2e~)arol . ZA = - т еl + е2 ф S1П <р, МАХ = - ""2 S1П <р, 

"Д те2а<оl д 
МАи = - 2 (sin <р + cos <р), MAz = - те2аф2 COS <р. 

1.3.5. Вал 1 вращается вокруг вертикальной оси 
с постоянной угловой скоростью О).С!3алом жестко 

2. 

~ А ' 
11 

е 

К задаче 13.5 

скреплено однородное кольцо 2 
радиуса r так, что его вертикаль
ный диаметр совпадает с осью 
вращения вала и AD = ВЕ = ,/2. 
В кольце движется шарик мас
сы т с постоянной относительной 
скоростью v. 

.JJ 

tc1z. f 

А {Jf 11 
= = 

2-
77lIi % 

1/ 
с 

К задаче 13,6 

Определить полные (динамические и статические) 
реакции опор при d. = 600, полагая, что плоскость 
кольца совпадает с плоскостью Ауг, масса кольца 
М=2m. 
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, OTBi!T, . 

Х - .тто Х _ 2тт[/ 
.' А---, -з-, В---з-· 

У _....; т (2r~. + За' - 2ег) ...;з 
А - 12r. I 

. У __ т (4"т• + За' + 2ег) ..;з 
. В-. 12г • 

ZА==m(Зg- ;): ;; ~g. 
13.6. В модели тренажера рамка 1 вращается во· 

круг горизонтальной оси АВ' с постоянной угловой 
скоростью ml' Тело 2 . массы m.прикреплеНное· на 
конце стержня· 3, вращается с угловой скоростью 
Ш2 = 20>1 во'круг осиСD. Ось CD пересекает ось. АВ 
под прямым углом. Стержень составляет с осью CD 
угол 450, длина стержня l, АО =ВО == 21. 

Определить дина~ические реакции опор А и В в 
момент времени, когда плоскость рамки вертикальна, 
стержень расположен. в этой плоскости, а тело Haxo~ 
ДИТСЯ в нижнем положении, Размерами тела пре· 
небречь. 

Ответ, "" .. -'" , 

Х· А о' хА О уд 1 - 10 v2 1 2 
А ==, В ==, А == 8 т (О1, 

y~ == - 1 + 180 v2 тlа:Л, Z~ == О. Z~ == - 2 ;у'2 тl(i)~. 
13.7. Однородный диск 1 радиуса R и массы М 

закреплен на оси Ог и вращается вокруг нее с по
стоянной угловой скоростью Ф. Плоскость диска, 1 
совпадает с плоскостью Оуг. На диске 1 под углом ~ 
к горизонту закреплена трубка 2, внутри которой дви
жется материальная точка 3 массы т по закону, 
s == O,It2 м. 

При t == 1 с определить динамические реаIЩИИ в 
опорах А И В, если ОА == 1, АВ = L. Массой трубки 2 
nренебречь. При расчетах принять: М = 5m, L == 
== 2,51 == 5R, т == 0,5 кг, L == 0,5 М,Ф == 1 paA/ct 
а = 600. 

Ответ: 

xlJJ = - 0,06 Н, rG) == -0,04 Н; y/jJ == -0,167 Н •. 

rвц) = - 0,083 Н, z<A' == 0,087 Н. 
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13.10. К вертикальному валу АВ, вращающемуся 
с постоянной угловой скоростью 00 = 10 рад/с. с по
мощью шарнира О и нити CD прикреплен ОДНОРОДНЫЙ 
стержень ОС под углом ct к оси Oz. Стержень 

положен в плоскости 

длина его 1, = 30 см, 
z 

к задаче к задаче 13.10 

т! = 10 кг. Н оси Оу. Кроме 
НЯ, к валу лрикреплен ВЫЙ груз Е массы 
= 2 кг при помощи длины [2 = 5 см. 

При а --...:. 300 и = ОВ = 60 см определить:· на· 
тяжение нити, полные реакции (динамические и ста· 
тические) опор А и в и полные реакции в шарнире О, 
Массу стержня ОЕ не учитывать. 

Ответ; Т = 78,3 Н, ХА = 
=-4,18 Н, Хв =-5,82 Н, 
УА = -20,55 Н, УВ -
= -54,45 Н, ZA =117,6 Н, 
Уа =3,3 Н, Zo 

13.11. Однородный 
жень OD длины 
т жестко 

концом к 

валу, который 
во вращение 

покоя с постоянным уг ло

вым ускорением. 8. Угол 
между стержнем и осью 

вращения равен а. 

% 

к задаче 13.11 
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Определить динамические реакции подпятника А 
и подшипника В, если АО = ВО = l. 

Ответ: 

ХД mle (1 2 ' ) " 
, А = - -4- - зсоs а SШ а, . 

. Xi. ' mle (1 2 " )' I ' , в = - -4- , + з,СОSQ S П ,а, ,' 

y~ = - ~! (8/)2 (1 - ~ cos а) ~in: a, 

Y~::a - ~! (e/)2 (1 + : cos~) sin;a.\ 

13.12. У трубы длины 1 оси наружной и внутрен
ней поверхностей параллельно смещены на вели

.чину б. 

к 88даче 13.12 

Центр нормальноГQ сечения внешней поверхности 
находится в точке 01, центр нормального сечения вну
тренней поверхности - в ' точке 02. Радиус внутрен
ней поверхности г. Плотность материала трубы у. 
Труба вращается вокруг горизонтальной оси симмет
рии внешней поверхности с постоянной угловой ско
ростью (О. 

, Доказать, что силы инерции трубы приводятся к 
равнодействующей и найти ее модуль. ' 
, Ответ: I R I ~ nуlбг2(О2. , 

13.13. В меХанизме центробежного маятника вал 1 
вращается , вокруг вертикальной оси с постоянной 
УГJ10в<iйскоростью (О. ОДНОРОДlIОQКОЛЬЦО 2 массы М 
поворачивается при этом вокруг оси А, совпадающей 
с его диаметром, и деформирует спиральную пру~ 
жину 3 жесткости с. При недеформированном состоя
нии пружины плоскость кольца наклонена к верти

ка.1JИ под углом ' (Ха. Внешний радиус кольца R., ВНУ' 
tренний радиус r = Я/2, ' 
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Оцределить приращение угла отклонения. плоско-
сти кольца Аа. == а. - а.о. считая Аа. малым.. '" I 

О . А 5MRt6)J sln 2«0 
твет. аа= 2 (16с _ 5М R56)2 соз 2«0) • 

13.14. Однородный, стержень 1 и. точечный груз 
вращаются с постоянной угловой скоростью ro ==
== 10 рад/с вокруг вертикальной оси 02.. Стержень 1, \ 

"":yQ 

D~I 'I~,' 
,~, 

1< задаче 13.13 

" 

A~ .... ., 
1< задаче ]3.14 

крепится одним КОНЦОМ к валу с помощью прущиныt 
J!.ругим - шарнирно к гоеизонтальному стержню 2. 
жестко скрепленному с валом. длина стержня 1 
11 == 30 ,см" масса М = 10 кг, длина стержня 2 
12 , 5 см. ПРИ вертика",ьном положении стержня 1 
пружина не деформирована и ось ее горизонтальна, 
коэффициент жесткости пружины с = 20, Н/см. На 
конце стержня 1 находится точечны.Й груз D массы, 
т == 1 кг. 

При АО == ОВ = 60 см определить: угол отклоне
ния стержня а., полагая его малым, полные (статиче .. 
ские и динамические) реакции подшипников и полные 
реакции в шарнире О,. Массой стержня 2 'пр.е. 
небречь. 

"Ответ: а. == 4,20; ХА = ХВ = О. УА == ....:.18.6 Н( 
УВ = -49,5 Н, ZA = 107,8 Н, У о, = - 24,3 Н, Zo, .... , 
= 107,8Н. 

13.15. Конструкция робота равномерно вращается 
вокруг неподвижной оси Ог С угловой СКОРОСТЬЮ Щ~ 





§. 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКUИ}'I ОПОР 257 

пружинF~J и p~~; полные (статические и динами
ческие) реакции опор А и В. Массой стержня 2 пре
небречь. 

Ответ' а = 90. F(l) = 10 5 Н Р(2) = 21 Н 
t • пр ,. пр . ' 

ХА = Х в - о, у А=-- 204 Н, У в = --, 196 Н, ZA = 98 Н. 
]3.17. Вал 1 вращается вокруг вертикальной оси 

с постоянной угловой СКОРОСТЬЮ (о. Свалом жеСТI!:О 
связана тонкая однородная квадратная пластинка 2 

с I------::---~ 

1 

~A 
I< задаче 13.17 

2. 

1 :fJ 
. Jl)lU 

A~ 
I< задаче 13.18 

массы М, имеющая квадратный вырез, размеры кото
рого указаны на рисунке. 

Определить динамические реакции в опорах вала, 
если АС =BD = [/2. 

Ответ: x~ .... о, X~ =-0, Y~ .... - ~&~ MI(02, 

Y~ == - ~~~ Ml(02. 

13.18. Вал 1 вращается вокруг вертикальной оси 
с постоянной угловой скоростью (о. К валу привар~Нl~ 
в одной точке два стержня OD и ОЕ длины 1 каждый. 
К противоположным концам стержней жестко' при
креплен тонкий однородный прямоугольник массы М 
так, что его плоскость совпадает с плоскостью стерж

ней. Продольная ось прямоугольник&. образует с вер
тикалью угол /Х. Ось симметрии' конструкции Оу пер
nендикулярна оси вращения; 

9 К. С. Колесннков н др. 
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Определить 
если длина 

= 1/2. 
Ответ: 

кции В опорах вала, 

IIIирина h, ОА = ОБ = 

д д Ml(/)2 n. n.M(/)2 (. . /-) 
ХВ = - ХА = ~ sin 2а, У А = У в = - -4- h+l-v 3 • 

13.19. Сплошной однородный круговой цилиндр 
массы т кг, радиуса r и высоты h вращается вокруг 
вертикальной оси АВ с постоянным угловым ускоре
нием е рад/с2• Стержень OD, удерживающий цилиндр 
в вертикальном положении, пер· 

пендикулярен. оси вращения и 

боковой поверхности цилиидра, 

I( задаче 13.19 к задаче 13.20 

Точка D отстоит от нижнего основания цилиндра на 
расстояние h/З..· . 

Определить динамические реакции в опорах А и Б 
в момент времени ОА = ОБ =.OD = 1 м, 
h = 21/3, r = OD пренебречь. 
Движение начинается покоя. 

Ответ: X~= - 25' mle Н, Y~=amI82 Н, 
y~ = bmls2 Н. -25/9с2• 

13.20. пластинка может 
вращаться вокруг оси, неизменносвя, 

занной с вертикальным валом, вращающимся с по· 
стоянной угловой скоростью (о = 20 рад/с. Сторона 
пластинки а = 20 см, масса т = 3 кг. Верхний конец 
пластинки прикреплен к валу с помощью пружины 

жесткости с = 20 Н/см. в начальный момент угол 
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отклонения пластинки от вертикали <Хо = 5°, пружина 
при этом не деформирована. 

При АО = 40 см, ОБ = 60 см определить: угол 
отклонения пластинки, малым; натяжение 

пружины; полные статические) ре-
акции подпятника 

Ответ: c:t = 6,25°, 
=69 Н, Хв =а51 Н, 
ZA =29,4 Н. 

4,36 Н; ХА =::1 

УВ ""'" 0,436 Н, 

13.21. Однородная пластинка шар-
нирно прикреплена к горизонтальному стержню OD, 
приваренному к вертикальному валу, вращающемуся 

с постоянной угловой CKOPOCTb~ ffi ICI:I 20 рад/с. Ось 
шарнира горизонтальна и перпендикулярна стержню. 

Длина пластинки а -= 20 см, масса т""'" 3 кг. Длина 
стержня OD 1 = 5 см. Верхний конец пластинки при
креплен к валу при помощи пружины жесткости 
с = 20 Н/см. в начальный пластинка нахо-
ДИ./Iась в вертикальной пружина при этом 
была не деформирована. 

f 

I( задаче 13.21 задаче 13.22 

При АО = 40 см, определиты угол c:t 
отклонения пластинки, малым; натяжение 

пружины; полные (динамические и статические) ре. 
акции подпятника А и подшипника В. Массой стержнй 
OD пренебречь. 

Ответ: а = 5,63°; Fлр = 39,3 Н, ХА =- 33,7 Н, ХВ = 
.-= 38 Н, УА = О, УВ = О, ZA = 29,4 Н. 

9" 
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13.22. Прямоугольная однородная пластинка 1 
массы М вращается вместе с валом 2 вокруг верти
кальной оси АВ с постоянной угловой скоростью (о, 
Одновременно она может поворачиваться вокруг го
ризонтальной оси KL, перпендикулярной ее ПЛОСIЮСТИ 
и . проходящей через ее ueHTp. Пластинка соединена 
с валом пружиной 3 жесткости с. В начальный момент 
времени продольная ось пластинки составляла с вер

тикалью малый угол аа. Пружина при этом была не 
деформирована и ее ось была параллельна горизон-
тальной прямой ОС. ~. .' ' 

Определить уrол а в произво.riьны�й момент вре
мени, считая отклонение от начального положения ма
лым. Определить' также динамические реакuии в опо-

, ., 3 
рах А и В, полагаяОВ = ОС = а, АО = h ='4а, 1 = 

5 Ма2ю2 ' I ". = 4' а, С=-.. -1-2-' . аа = '9 рад. Массои вил ки 4 прене-
бречь. 

Ответ: а . { рад; I R~ 1= )7236 Ма(О2, 1 ~ 1=)5;6 Маоо2 • 
13.23. Однородный диск радиуса r = 10 см и массы 

Пl! = 3 кг шарнирно крепится к вертикальному валу, 
вращающемуся с постоянной угловой скоростью (о = 
= 10 рад/с. Верхний KOHeu диска прикреплен к валу 
с помощью пружины жесткости с = 10 Н/см. В точке 
пересечения оси шарнира с краем диска при креплен 

точечный груз D массы m2 = 0,4 кг. В начальный мо
мент' времени диск отклонен от вертикали на угол 
ао = 100, пружина при этом не деформирована .. 

. При АО:....- ОВ = 50 см определить: угол а откло
нения диска, полагая его малым; натяжение пру
жины; полные (динамические и статические) реакuии 

, подпятника А и подшипника В. 
Ответ: а = 11,50; Рпр = 3,98 Н;, ХА = -1,39 Н, 

ХВ = -2,07 Н, УА = -0,91 Н, УВ ;= -2,11 Н, ZA == 
'= 33,32 Н;' . 

13.24. Однородное кольцо шарнирно крепится к 
'Горизонтальному стержню OD, приваренному к вер
тикальному валу и вращающемуся вместе с валом 

с постоянной угловой скоростью (о = 10 рад/с. Ось 
шарнира в точке D горизонтальна и перпендикулярна 
стержню. Диаметр кольца d = 30 см, масса m1 :- 3 кг. 
Длина стержня OD II = 20 см. Точка Н кольца соеди- j 

.~ 
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=O\B=OD 
нию к стержню 

положить равной 

Ответ: Рпр 

РЕЮЩИй ОПОР 

точки Е по отноше· 
начала вращения вала 

стержней пренебречь. 

40 Н, X~ = -20 Н, 
Y~ = _ l~O Н, y~ = _ 2~O Н. 

13.26. Однородная прямоугольная полка ABCD 
массы М прикреплена к вертикальной стене с по
мощью шарниров в точках А и В так, что может вра
щаться вокруг горизоитальной оси АВ. Полка удер
живается в J;'оризонтальном положении равновесия 

2 О 

к задаче 13.25 к задаче 13.26 

пружиной, ось которой вертикалвна и проходит через 
середину свободного· края полки .. В некоторый мо
мент времени в центр полки кладется материальная 

точка К массы т. 
Определить 

касания точки 

в этот момент 

Ответ: ХА 

§ 2. Уравновешивание 
вокруг неподвижной 

вращающегося 

13.27. К вращающемуся с постоянной угловой ско
ростью вертикальному валу жестко прикреплен под 

углом а = 300 однородный стержень 1 длины 1 и 
массы т\. На конце стержня прикреплена мате
риальная точка 2 массы т2. 
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При заданных 12 и lз выбрать такие массы грузов 
С и D, чтобы в подпятнике А и подшипнике В не воз
никало динамических реакций. 

r 
Ответ: М2 = 7; 

13.32. Вертикальный 
угловой СКОРОСТЬЮ. 
зонтальный стержень 
ИЮ жестко под углом 

Oyz прикреплен 
= 10 см и массы 

с постоянной 
нрикреплен гори

К этому стерж
"али в плоскости 

длины 11 = 
Расстояние от точки 

при крепления ДО концов этого стержня одинаковы. 

z 

с 

.:JJ 

к задаче 13.32 к задаче 13.33 

При заданной массе точечного груза СМ2 = 0,1 кг 
выбрать такие размеры а и Ь, чтобы В подпятнике А 
и подшипнике В не возникало динамических реакций. 
Массой горизонтальных стержней пренебречь. 

~ М[ 
Ответ: а = 2412 = м;- l2=25 см. 

13.33. Тонкая однородна пластинка 
длины [, ширины h вокруг вер-
тикальной оси АВ СКОРОСТЬЮ. 
Стержень ОС перпендикулярев вращения и пло-
скости пластинки. Он удерживает пластинку в положе
нии, . при котором ее продольная ось наклонена под 

углом а к вертикали. Точка С является центром пла
стинки, ОА = ОВ = 1, ОС = 21/3. 
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ось вращения проходит через центр симметрии диска, 

а нормаль к торцам диска образует с этой осью угол 
а = 15'. Для уравновешивания диска могут быть ис
пользованы две одинаковые точечные массы m. Они 
должны быть укреплены на краях разных торцов ди
ска в точках, лежащих на прямой, проходящей через 
ero центр. 

Определить уравновешивающие массы, если масса 
диска М = 1250 г. 

Ответ: т ~ 3,2 г. 

---11 ~ 

к задаче 13.35 к задаче 13.36 

13.36. На рисунке изображена простейшая балан-
сировочная машина. Ротор, представляющий собой 
прямой круговой цилиндр радиуса " помещен на ста
нине 1, которая может качаться на оси О и связана 
с основанием пружинами 2. При вращении несбалан
сированного ротора возникают вынужденные колеба
ния· станины, по амплитуде и фазе которых можно 
судить о значении и расположении добавочных масс, 
необходимых для балансировки. Ротор поместили 
так, что его левый торец находится против оси О, про
дольная ось ротора и станина горизонтальны. Момент 
инерции станины с ротором относительно оси О ра
вен 1. Дополнительный момент сил упругости пружин, 
возникающий при повороте станины на угол <р,равен 
Cq>, где С = const > о. Амплитуда установившихся 
колебаний станины при вращении ротора с постоян
ной угловой СКОРОСТЬЮ ()) оказалась равной сро. 

Определить добавочную массу, которую необходи
мо поместить для балансировки на правом торце ро

. тора на расстоянии, от его оси вращения. Влиянием 
сил трения на амплитуду вынужденных колебаний 
пренебречь. 

Ответ: т = «ро (с - 1т2) (с> 1(02). 
rLro2 
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13.37. Известно, что динамические реакции опор 
вращающегося ротора равны нулю тогда и только 

тогда, когда его ось вращения является главной цен
тральной осью инерции ротора. Динамическая балан
сировка ротора состоит в том, что в распределение 

его масс вносят такие коррективы, в результате ко

торых достигается выполнение указанного условия. 

Доказать, что балансировку ротора можно осу
ществить путем присоединения к нему лишь двух то

чечных масс, расположенных в двух любых заданных 
нормальных поперечных сечениях ротора на заданных 

расстояниях от его оси вращения. 

r л а в а 14 

~ОЛЕБАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

§ 1. 'Свободные колебания систем 
с одной степенью свободы 

14~1. Математический маятник д,лины 1 подкреплен 
пружиной, отстоящей от оси вращения на расстоянии 
'а. Масса груза равна т, жеСТКQСТЬ пружины с. 

к задаче J 4.1 

НаАти 'и сравнить собственные частоты колебаний 
маятника относительно трех' различных положений 
равновесия, показанных на рисунке . 

. / с· с'а)2 g а . гс Ответ: а) 6)0 = 'v т т + Т' 6) 6)0 = 7 'V т ' 
. / с (a)t g ,8! (\)о = .~ т т-т· 
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14.2. Определить собственную частоту радиальных 
колебаний тонкого 'КРУГJЮГО кольца. Радиус кольца 
равен R, площадь поперечного сечения Р, плотность 
материала р, модуль упругости '-го рода Е . 

. У"азанuе. 

растяжении - сжатии 

.n,.еформрция кольца 
ствуют растяжению 

Ответ: (00 

п()перечном сечении 

w 
EF7[' где w-

значения w и 

14.3. В вибрографах, предназначенных для записи 
низкочастотных горизонтальных колебаний, приме
няется маятник, связанный с основанием спиральной 
пружиной, которая . при, верти-. 
кальном положении маятника не 

деформирована. Регулировка 

к задаче 14.2 к задаче 14.3 к задаче 14.4 

собственного периода колебаний маятника осуще\?т
вляется за сч~т изменения расстояния lOT оси вра-
щения О до точечного груза 

Пренебрегая стержня, найти зависимость 
собственного колебаний от расстояния 
расстояние. lK'" . равновесие маятника 
вертикальном становится 

Жесткость пружины 
!--:--~-

Ответ:. То = 2л; 
. с 

, [кр . mg' g с-

14.4. В планетарной передаче подвижная шестерня, 
представляющая собой однородный диск радиуса r и 
массы т, обкатывается по неподвижной шестерне 
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равновесия кривошип вертикален и перпендикулярен 

линейке. При отклонении кривошипа от вертикали 
концы линейки движутся по взаимно перпендикуляр
ным нап~авляющим. наклоненным к вертикали, под 

углом 45 ~ 
Определить, является ли равновесие системы в по

казанном на рисунке положении устойчивым, и найти 
собственный период колебаний системы. Массой пол
зунов пренебречь. 
, Ответ: устойчиво, Т о = 0,293 с. 

14.7. Механизм управления заслонкой трубопрово
да состоит из зубчатого сектора, жестко связанного 
с заслонкой, шестерни и упругоtо 
приводного вала (услойнопоказан 
в виде спиральной пружины). Вал 
не деформирован. ,когда центр масс 

1( задаче 14.7 '1( задаче 14.8 

с сектора находится на вертикали, проходящей через 
оси вращения сектора и шестеРНfI. Сектор и шестерня 
являются однородными телами; масса сектора ml-. 
= 8 кг, радиус R = 0,3 м, масса шестерни т2 -= 2 кг, 
радиус r = 0,1 м, жесткость, вала при кручении с = 

4 
= 11,76 Н· м/рад, 1 = ОС == Зл: R.. массой заслонки 

можно пренебречь. ., . 
Определить амплитуду угловых колебаний сектора; 

если приводной вал, вращающийся с угловой скоро
стью 10 рад/с, был мгновенно заторможен при про
хождении системой положения равновесия. 

Ответ: А = 0,228 рад (-- 13°). 
14.8. Для гашения крутильных колебаний вращаю

~ихся роторов применяются маятники,. ось которы,х 
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располагается с эксцентриситетом , ОТНОСflТельно оси 
ротора О. 

Полагая, что движение матем&тического маятника 
длины 1 происходит в горизонталь,ной плоскости, опре
делить собственный период его колебаний в относи
тельном· движении при угловой скорости вращения 

, ротора,' равной Q. . 

2n ~T Ответ: То=гг -. . •• . г 
14.9. Пневматический амортизатор состоит из ци

лщщра и ,порuщя СО . .штоком. Свободный объем ци
линдра ненагруженного амортизатора равен Vo, пл()
щад!> поршняF, давЛение в.оздуха при заправке ро. 
Под действием веса а амортизируемого груза пор
шень осаживается в положение статического равно

весия. 

Полагая процесс статической осадки изотермиче
ским (р V = const), а процесс расширения - сжатия 

.... 

к задаче 14.9 к задаче 14.10 

воздуха при колебаниях ОКQЛО положения равновесия 
адиабатным (р. Vk = сопst, k = const > О), опреде
лить частоту малых (х ~ l) колебаний штока с амор
тизируемым грузом, если G > роР. 

Указанuе. Зависимость давления Р воздуха от. объема V 
при' адиабатическом ·процессе Р!РСТ'= (V/Vст)k,гдерr::т,.Vст -
давление и объем в.оздуха при. статическом ·равновесин поршня, 
следует разложить в рид По степеням координаты х и удержать 
члены до первого порядка малости. . . 

, gG 
Ответ: (1)0 = л I k -v-. 

'У РО о 
14.10. Груз массы т с помощью пружины прикреп

лен к KOH!J.Y упругой балки. Жесткость пружины равна 
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Сп, длина балки [, погонная жесткость при изгибе Е/г 
,(Е - модуль упругости l-го рода, lz-осевой момент 
инерции площади поперечного сечения). . 

Лренебрегая массой пр ужины и балки, определить 
частоту свободных груза. 

Указание. Прогиб 
его вертикальной снлой 
= P13/(3EJz ). 

Ответ: (00 = 

при нагруженни· 

по формуле у =1 

3EJz 
-1-3-

14.11*. в УСЛОI!ИЯХ предыдущей задачи найти ме
тодом Рэлея· приближенное значение низшей соб
ственной частоты системы с учетом масс пружины mп 
и балки mб, если Сп= Сб = С. 

Ответ: "',~ . /( l' '.' ) 
. \j 2 т + 12 mп + 560 m6 

. .' . . 

14.12. Основной используемого 
для измерения моментов деталей, является 
колебательная система, легкой рамки 1, 

z 

к задаче 14.12 

в которой закрепляется 
жиныЗ. Последовательно 
ний: Т\- одной рамки, 
мент инерции 1 э которого 
талью. 

14.13 

спиральной пру. 
IIериоды колеба

эталоном, МО

- рамки с де-

Найти с помощью перечисленных данных момент 
инерции детали относительно оси, проходящей через 
опоры рамки. 
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T~- T~ 
Ответ: 1 = 2 2 Iз• 

Т2 - Т ! 

14.13. Колебательная система спускового регуля-' 
тора часового механизма (на 30-60 с) состоит из 
двухкрылого баланса с моментом инерции 10 ·и пло
ской пружины С погонной жесткостью при изгибе Е/. 
(Е - модуль упругости l-го рода материала пружи
ны, 1 z - осевой момент инерции площади поперечного 
сечения). Регулировка перйода колебаний регулятора 
осуществляе.тся путем изменения рабочей длины пру· 
жины, при этом длина п.леча 11 остается постоянной и 
равной 10,5 мм, а длина 12 может изменяться от 10,5 
до 13,5 мм. 

Пренебрегая трением в опорах, определить, в ка· 
ких пределах обеспечивается регулировка периода, 

если при i1 с:о 1210:: 10,3 мм, То = 0,0074 с. 
Указание. Восстанавливающий момент плоско!\: пружины 

связан с углом ер поворота двухкрылого баланса формулой 

М= ЭElа (*+*) ер. 
Ответ: То = 0,0074-0,0078 о. 

к задаче 14.14 к задаче ]4.15 

14.14. Груз массы М укреплен на конце зубчатой 
рейки массы т, приводимой в движение системой зуб~ 
'Чатых колес. Моменты инерции колес равны /1 и 12, 
радиусы г, RI, R2, коэффициент жесткости приводного 
вала (условно показан в виде спиральной пружины) с. 
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т, момент жесткость при кру-

чении приводного 

Пренебрегая и лриводной шестер-
ни с валом, определить частоту колеба-
ний стола в нейтральном положении (приводной па
леll находится в крайнем верхнем положении). 

·О1'вет:оо.о • j . 2 С(е У' , .. 'V J +mо. L + е . 

..... " ... 

к задаче 14.16 к задаче 14.17 

14.18. В тех случаях, когда требуется обеспечить 
ориентацию спутника на орбите в течение длитель
ного времени, но с невысокой точностью применяется 
гравитационный метод ориентации: после выведения 
на орбиту из [(ор достаточно длинной 
штанге (16-20 груз, и спутник с те-

.",.' 

к задаче 14.18 к задаче 14.19 
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чением времени устанавливается так, что штанга рас

полагается по прямой, направленной к центру Земли. 
Полагая корпус спутника и груз материальными 

точками, соединенными жестким СТ,ержнем, опреде-

лить период малых центр масс 

которого обращается высоты Н = 
= 1000 км. 

Указание. При 
пренебречь членами второй 
тельно l/Ro• где 1- длина 

Ответ: Т = 60,7 

130сстаШll1ЛИl1ающего момента 

степеней относи
орбиты. 

14.19. При плоском движении ракеты распределен
ные по корпусу аэродинамические силы приводят К 

равнодействующей, приложенной в центре давления. 
Момент от аэродинамических сил относительно по· 
перечнuй оси Сг, проходящей через центр масс ра
кеты, при малых углах атаки сх приближенно равеи 
M z - m~Slpv2a, . где т: - аэродинамический коэффи

циент, l и S длина и 
ты, р - плотность 

мат стабилизации 
ми по закону б = 
поворотного двигателя 

лах б поперечная 
двигателя Ур = Рб, 

двигателя-

угол отклонения 

При малых уг
от поворотного 

Определить частоту угловых !ш.lебаниЙ ракеты, 
если ее момент инерции относительно центральной 
поперечной оси равен J z, а расстояние от центра масс 
ракеты С до оси вращения поворотного двигателя 1 . 

• /, т~Slp'()2 + k l Pl '( k 2Pl)2 
Ответ: (j) = \1 /г' , - 2J~ 

14.20. При прохождении стола продольно-строгаль· 

Ответ: <Ртах = и 

14.17, через 
был мгновен-

закручивания ва

остановки вала рав· 

14.21. Шток массы ml = 10 кг связан тягой АВ = 
= 0,49 м с ПОJIЗУНОМ массы m2 = 50 кг, ДВИЖУЩИ~IСЯ 
В вертикальных направляющих. Вследствие удара по 





§ 1. СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ 279 

14.24. Центробежный регулятор состоит из четырех 
соединенных шарнирами стержней длины l каждый, 
двух грузов массы m каждый. и муфты массы М. Ре
гулятор вращается вокруг вертикальной оси с угловой 

скоростью Q > -V М t т f . 
Полагая грузы материаль

ными точками и пренебрегая 
массой стержней, найти квад-

1( задаче 14.23 1( задаче 14.24 

рат частоты малых колебаний регулятора около по
ложения устойчивого относительного равновесия. 

Ответ: 
2 _ g СМ + т) cosao - mUJ,2 со! 2<%0 

ЮО -m' + 2Ml sin 2 110 ' 

( М+m g) 
где a,o=arccos т ""jg2' 

14.25. Угловая скорость вращения вала центробеж
ного регулятора, рассмотренного в предыдущей за-

даче, мгновенно изменилась от Ql = .y5g/l AOQ2 = 
= .y6g/1. 

Определить угловые колебания стержней регуля
тора в относительном движении, если М = 2т. 

1t 
Ответ: а, ="3 - 0,12 cos (O,433Q2t). 

14.26. Катушка для кабеля катится вверх по пло
скости, наклоненной к горизонту под углом а, = 300, 
под действием двух .канатов, намотанных. на ступень 
радиуса г. Канаты расположены симметрично относи
тельно срединной плоскости катушки и вытягивают
ся с помо_щью лебедки с постоянной скоростью 
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14.29. В УСЛОВИЯХ предыдущей задачи определить, 
при каком минимальном (<<I<ритическом»)" значении 
!lKP коэффициента сопротивления демпфера, создаю
щего силу R = -!AVO, где Vo - скорость оси барабана, 
!l = const > О, движение груза будет апериодическим. 
Найти движение груза, если ~t = !lKP' 

Ответ: ~tf(P = 1,2 K~' С. Х = ~ (1 + 301) е-зоt см. 
14.30. При каком значении коэффициента !l сопро

тивления демпфера, создающего силу, пропорциональ
ную скорости. муфты (R = -!AVB), логарифмический 
декремент колебаний центробежного регулятора (см. 
задачи 14.24 и J4.25) относительно положения, соот-

ветС'(вующего ао = n/3, будет равен () = n/-v'2. 
4V2 р 

Ответ: ,...=-- ./_ . 
3 Vgl 

14.31. Кривошипно-ползунный механизм располо
.жен в вертикальной плоскости. и состоит из криво.
шипа, шатуна, ползуна и демпфера. 
Масса кривошипа равна т,=9,8 кг, 
масса ползуна т2 = 10 кг, длины 
кривошипа и шатуна ОА = АВ = 
= l = 0,6 м, коэффициент сопротив- ... 
ления демпфера J.1 = 9,8 Н· с/м. 

Полагая кривошип однородным 
стержнем и пренебрегая массой ша
туна, найти частоты и логарифми-
ческие декременты свободных коле- ...,. 
баний кривошипа с учетом демпфе
ра и без него. 

Ответ: Т = 0,568 с, б = 0,852; 
То = 0,563 с, бо = О. 

А 

14.32. В результате обработки 
осциллограммы свободных затухаю
щих колебаний системы найдены 

к задаче 14.31 

время t l -8 = 1,16 с и последовательные амплитуды 
первых восьми колебаний 

1 (" I 2 I 3 I 41 5 1 6 1 7 1 8 I 9 

/45.11 35.8128.2122,0117,0113.4110,61 8.зl 6,6 







284 гл. МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

плоскости кли равен а, ноэффициент 
трения клина f, количество пру-
жины в комплекте на один комплект Р, 

статическая н лет = Р / (nс) I где 
с - коэффициент жесткости одной пружины. 

мость 

ции от 

12, найти зависи
системы амортиза

~ = Х/Лст (х - от-
клонение положения статиче-

ского равновесия). 

Ответ: : = - [~ + sign ~. ~ ctg а (l + Ю] . 
14.39*. Масса Н8дрессорной части четырехосного ва

гона равна 20 т, статическая деформация каждого ИЗ 
четырех комплектов пружин Лет = 2 см. На платфор
му вагона без начальной скорос.ти опускают груз мае· 
сы 40 т так, что амортизаторы нагружаются оди
наково. 

Воспользовавшись 
дыдущей задаче, 
ЦИЮ Лmах сжатия 

гона, если ~ 

It8 до {l2. 

Ответ: 

найденной в пре
максимальную деформа
период т колебаний ва· 

Учесть величины поряд-

14.40. В условиях предыдущей задачи найти период 
и закон убывания амплитуд колебаний вагона одним 
из приближенных методов (осреднения или гармони
ческой линеаризации). 

. ,-
Ответ: Т = То = 2п V ~T, А/а! = Ak - 4~A.CT' 
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1 == 0,14 м, линейки длины 21, ползунов и спиральной 
пружины. Кривошип и линейка представляют собой 
однородные стержни массы т = 4 кг и 2т соответ
ственно. Жесткость пружины с""" 141 Н,м/рад; пру
жина не деформирована, когда кривошип перпенди
кулярен линейке. 

Пренебрегая массой ползунов, найти амплитуду 
вынужденных колебаний кривошипа,возбуждаемых 
приложенной к нему парой сил с моментом М и):::а 
&::=: Mosinpt, где Мо = 5,88 Н·м, р.:::= 20 c-1• 

Ответ: D -= 1/9 рад ,(6°22'). 

'А 

к: задаче 14.42 к: задаче 14.43 

," . . 

14.43. Маховик, представляющиЙ· сОбой однородный 
диск радиуса r = 0,2 м и массы т\ == 8 КГ, связан по
средством шатуна АВ массы т2 =- 10 кг с ползуном 
массы тз = 2 кг. Пружина жесткости с = 3845 Н/м 
не деформирована, когда шарнир А располагается на 
ОДНОЙ вертикали с осью О маховика. . 

Найти амплитуду вынужденных колебаний ползу
на В, возбуждаемых приложенной к нему горизон
та.'1ЬНОЙ силой F(t) = ро sin pt, где ро = 35 Н, р = 
=20 рад/с. 

Ответ: D = 12,5 мм. 
14.44. КРИВОШИПНО-ПОJlЗУННЫЙ механизм состоит из 

кривошипа ОА длины 1 = О, 1 М, шатуна АВ, ползуна 
И пружины. Правый конец пружины при креплен к 
штоку, перемещение которого s (t) = So siп pt, где 50 = 
= 2 см, Р = 6 рад/с. Кривошип и шатун представляют 
собой однородные стержни массы тl == т2 = 0,15 кг, 
масса ползуна тз == 1,0 кг, жесткость пружины с == 
"""" 126,5 Н/М. При вертикальном положении криво
шппа и s = О пружина не деформирована. 
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Определить, при какой частоте р амплитуда реги
стрируемых вынужденных колебаний груза будет от
личаться от амплитуды колебаний основания не более 
чем на 10 %. 

Ответ: при Р> 1,67 Гц. 
14.50. Стол вибростенда с центробежным приво

дом соединен амортизаторами с опорной плитой, не 
прикрепленной к фундаменту. Суммарная жесткость 
.амортизаторов С, масса стола вместе с ротором т., 

масса опорной плиты т2, дебаланс ротора центробеж
I10ГО привода mг. 

Определить, при каких значениях угловой скоро
сти р вращения ротора опорная плита в режиме вы

. нужденных колебаний не будет отделяться от фунда
мента. 

Ответ: при р ~ ~ 
~+_~m:--_ 
с ml +m2 

r 
g 

I 
при р;;;:: ---;========-

~ / ml т r 
'\j-c- - ml + m2 g 

ЛРUJtечанuе. Верхняя граница р существует, если 

....... т. (ml + m2) g 
C~ • 

mг 

14.51. Система состоит из штока массы ml = 4 кг, 
тяги АВ длины 1 = 0,5 м, ползуна массы m2 = 10 кг 
и демпфера с коэффициентом сопротивления J.I. = 
-= 14 Н . с/м. Прямолинейные направляющие штока и 

10 К. С. Колесников н д~. 
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ползуна взаимно перпендикулярны и расположены в 

одной вертикальной плоскости. 

". 

Найти амплитуду установившихея вынужденных 
колебаний штока, возбуждаемых гори~онтальной си
лой F(t) . Fo sin pt, где Fo ~ 3,92 Н, Р = 7 рад/с. 

Ответ: D = 4 см. 'j 
14.52. Вибрационный стол массы М установлен на ']," 

кривошипах ОА и ЕС одинаковой длины R. На конце ., 
стержня CD, являющегося продолжением кривошипа '.~ 
ЕС, на расстоянии r от оси укреплен точечный груз 
массы т, причем тг = MR. Криво
шип ОА связан с основанием спи
ральной пружиной жесткости с; пру
жина не деформирована при верти
кальном положении кривошипа. Ко
эффициент сопротивления ~ гидра в-

о 

I( задаче 14.52 I( задаче 14.53 

лического демпфера составляет 0,2 от значения, соот
ветствующего апериодическому режиму свободного 
движения стола. 

Пренебрегая массой кривошипов, определить, при 
каком значении частоты р возмущающей силы F (t) = 
= Fo sin pt, действующей на стол, амплитуда его вы
нужденных колебаний будет иметь максимальное зна
чение, и найти это значение . 

. J-----c---- FoR2 
Ответ: р = 0,959 'v Rr (М + т) 1 Dmax=2,55 -с-' 

14.53. Система состоит из груза, движущегося в 
вертикальных направляющих, блока, представляющего 
собой однородный диск, нерастяжимого гибкого тро
са, связанного пружиной с подвижным штоком, и ги
дравлического демпфера. Масса груза тl = 6 кг, 
масса блока т2 = 4 кг, жесткость пружины С:=:, 
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= 4,8 кН/м, коэффициент сопротивления в демпфере 
/А = 0,48 кН· с/м. Шток совершает вертикальные гар
монические колебания с амплитудой So = 4 мм. 

Полагая, что трос не проскальзывает относительно 
блока, найти мплитуду установившихея 
нужденных при резонансе. 

Ответ: р , Dрез = 2,0 мм. 
14.54. Зубчата массы т = 19,6 

дится в зацеплении радиус 

== 0,3 ми мом = 0,441 кг· м2• 
спиральной с рычагом, 
ЩИМ угловые колебания по закону 'f1 (t) = 'f10 sin где 
'Фо = 0,0282 рад, р = 15 рад/с. Жесткость пружины 

1( задаче 1( задаче 

с = 372,4 Н· коэффициент сопротивления 
фера, связывающего рейку со стеной, /А = 73,5 Н ·С/М. 

Определить амплитуду и угол сдвига фаз вынуж-
денных колебаний рейки. . 

Ответ: D = 2,0 см, 8 = 2,46 рад (~1410). 
14.55. Рычажная передача состоит из педали АВ 

массы тl = 0,45 кг, штока массы т2 = 0,8 кг, пружи
ны жесткости с = 1,6 кН/м и демпфера. Опорное 
основание пружины и демпфера совершает вертикаль-
ные колебания (t) = So sin pt, где 
плитуда частота колебаний 
ния. При угле педали к горизонту а 
s = О система равновесии. 

Считая педаль стержнем, 
при какой частоте рамплитуда 
денных колебаний будет меньше So. 

Ответ: при р> 40 --./2 рад/с. 
14.56. В условиях предыдущей задачи найти сдвиг 

фаз вынужденных колебаний штока и колебаний ОСНО-

10· 



292 ГЛ. 14. КОЛЕБАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

вания при частоте р = 40 ,у2 рад/с, если коэффициент 
сопротивления в демпфере !J. = 20,у2 Н· с/м. 

Ответ: ~ = n/2. 
14.57*. Кабина лифта массы т опу

скается в шахту с постоянной ско
ростью v. Податливость (удлинение от 
единичной силы) единицы длины тро
са равна 6.\ H-I. В некоторый момент 
времени, когда длина троса равна 1, 

К задаче 14.57 

Ответ: 

тормозная система начинает тормозить 

барабан лебеДКИ,обеспечивая его рав
номерное замедление в течение BP~

мени Т. 

Пренебрегая изменением жесткости 
троса, обусловленным увеличением его 
длины при торможении (т. е. полагая 
VL/2 ~ 1), найти перемещение кабины 
относительно положения, соответ-

ствующего моменту начала торможе-

ния (t = О). 

Х = vt (1 - _t ) + _[1_ (1 - cosooot) 
2'! (Iф 

при t :::;;;;1', 

. [I,! О • 

х...:... т + -2- [cos ooo(t - Т) - cosooot] при t> Т, 
юо't 

2 I 
где 000 = mбll • 

14.58*. В условиях предыдущей задачи найти силу 
натяжения S троса в конце торможения (t . т:), если 
замедление барабана лебедки происходило по линей
ному закону е = at и время торможения составило 

половину собственного периода колебаний кабины 
't" = То/2 = n/ооо С. 

Ответ: S(T) = тg ( 1 + ~~gl..)' где л. = mgбll
статическая деформация троса. 

14.59. Перемещение основания вибрографа, рас
смотренного в задаче 14.3, происходит по закону 

s и) = ~ (1 - cos ~~ t) при t:::;;;; Т, 
s (t) = О при t > Т, 
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Считая барабаны конвейера однородными ,цилин
драми массы т, определить собственные частоты ко- . 
лебаН!1Й системы, если приводной барабан затор
можен. 

~ 2+ сб,! 2 
Ответ: (01 = .. l ' (02 = ./ . mu, ~mf:J,l 

14.62. В условиях предыдущей задачи определить 
собственные частоты колебаний конвейера, если при
водной барабан расторможен. 

~-=-2"""+""---'Сб'--'-:-' 2,83 
Ответ: (01 = О, (02 = .. 1 ,(0з = . Г.::II . 

mu, ~mЬ,' 

14.63. Масса кузова автомобиля равна М, радиус 
инерции кузова относительно центральной оси, пер
пендикулярной продольной вертикальной плоскости р, 

расстояния от осей колес до поперечной центральной 
плоскости 11 и 12, эквивалентные жесткости рессор и 
пневматиков переднего и заднего шасси СI и С2. 

Пренебрегая. массами шасси, установить, при ка
ких соотношениях параметров автомобиля: 

1) вертикальные поступательные колебания (<<под
прыгивание») кузова и его угловые колебания в про
дольной плоскости' (<<галопирование») будут не свя
заны; 

2) частоты этих колебаний будут одинаковы. 

Ответ: 1) c11\ == С212; 2) с\1 1 = C2l2 ир = -Vlll2' 

14.64. Тележка массы М с маятниковым гасителем 
колебаний связана с основанием пружиной жесткости 
CI. Маятник гасителя представляет собой стержень 
длины 1 = 20 см с грузом массы т на конце. Маятник 
связан с тележкой спиральной пружиной жесткости С2; 
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к задаче 14.66 

Ответ: 

I !II! -.!l/fl I 
1) I 0,765 I 
2) I 1,326 I 

14.66. Два стержня одинаковой 
массы и длины 1 соединены двумя 
нерастяжимыми нитями длины 1 и 
с помощью двух нитей такой же дли
ны подвешены к потолку. 

Найти собственные частоты и 
коэффициенты форм колебаний для 
абсолютных углов поворота, если: 

1) стержни движутс·я поступа
тельно параллельно вертикальной 
продольной плоскости; 

2) стержни вращаются вокруг 
вертикальной оси, проходящей че
рез их середины. 

1Jh..fJjg I '1, I '1, 

1,848 I 1,41 I -1,41 

3,200 I 2,41 
I 

-0,41 

14.67. Стержням, рассмотренным в предыдущей за
даче, задаются начальные отклонения от положения 

равновесия в вертикальной цродольной плоскости; на
чальные скорости равны нулю. 

Найти движение стержней для следующих вариан
тов задания начальных условий: 1) <Р10 = <ро, <р20 = О; 
2} <р10 ""'" <ро, <Р20= СРо ..J'2; 3) CPIO = <Ро, СР20 = -СРо ..J'2, где 
<j)IO и СР20- начальные значения углов отклонения от 

вертикали верхней и нижней нитей. 
Ответ: 

1) СРl = ~a (соэ (j)lf + соэ (j)2f), 

Фа -..12 ( ) СР2 = ~ соэ (j)lt - соэ Ф2' : 

2) СРI = СРо соэ (j)lf. <1'2 = 1P0 ..J'2 соэ (j)\t; 
3) СР 1 = <1'0 соэ (j)2f • <1'2 """ -<1'0 ..J'2 соэ (j)2t • 

14.68. В момент сцепки двух вагонов одинаковой 
массы т один из них находился D покое, а другой 
имел скорость Vo. Жесткость сцепки равна с. 





298 ГЛ. 14. КОЛЕВАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Считая движение понтонов при погружении посту
пательным, найти собственные частоты и коэффициен
ты форм колебаний моста. 

/ 1 Z 

к задаче 14.71 

Ответ: 

001= 5' 'YI1=1; ~= l' 'YI2=-1. V pgP V pgP 

М+вт М+тт 

14.72. Груз массы 2М, находящийся на стыке l-Й. 
и 2-й панелей, падает с моста, рассмотренного в пре
дыдущей задаче. 

1) Найти вертикальные колебания стыков панелей, 
приняв за положительное направление отсчета коор

динат У1 и У2 вниз. 

2) Какие колебания совершают стыки, если груз 
падает с середины второй панели? 

Ответ: 

М 
1) У1 = -Р (cos ОО1 ' + cos ffi2t), 

~ р 

м 
У2 = PF (cos 0011 - cos 002/); 

М 
2) У\ = PF cos OO1t = У2-

14.73. Рассматривая колебания баков, частично за· 
ПО.iшенных жидкостью, используют механический ана· 
лог системы: часть жидкости заменяют математиче

ским маятником массы т и длины {, остальную часть 
считают затвердевшей. 

Определить собственную частоту плоских попереч
ных колебаний бака в горизонтальном направлении, 
если его масса вместе со всей жидкостью равна М. 

Ответ: 000= ~ M~т f . 
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14.74*. Для описания движения ракеты с учетОМ 
колебаний жидкости в баках принимают маятниковую 
модель, состоящую из же

сткого стержня и системы 

математических маятни

ков с точками подвеса на 

к задаче 14.73 к задаче 14.74 

продольной оси стержня (для каждого бака своя си
стема маятников). 

ОпреДМJoI1"Ь квадрат чаСТО1Ы малых попереЧН);>IХ 
колебаний стержня с одним маятником при плоском 
движении вне поля земного тяготения под действием 
следящей (направленной все время по оси стержня) 
силы Р, если дано: т, [- масса и длина маятника, 
М, J - масса и момент инерции стержня с маятником, 
располагающимся по оси стержня, относительно по

перечной оси, проходящей через 
центр масс С системы, L = ОС -l. 

Изменением положения центра 
масс и момента инерции системы 

при малых отклонениях маятника 

пренебречь. 

1 + mlL 
Р J 

Ответ: ф2 = -Ml -----;-:г 
т mи 

l-M--J-

14.75. Кабина 1 лифта соединена 
пружинным амортизатором 2 с кон- .fI"'r 
цом нерастяжимоro троса, намотан-

ного на барабан 3 лебедки. Другой 
конец этого троса амортизатором 4 
соединен с противовесом 5. Массы 

к задаче 14.76 

f 

кабины и противовеса, а также жесткости амортиза
торов равны: т, = m2 = т, С\ = С2 = с. Радиус бара-
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СЧИL'ая грузы маtериальными точками и пренебре· 
гая массой стержня, найти зависимость отношения 
собственных частот от размеров 1 и а камертона. 

002' • / 2! + За 
Ответ: ~= ~ 2/+а . 

14.80. Груз массы т прикреплен к оси подвижного 
блока, который подвешен на тросе, огибающем блок 
и намотанном на барабан радиуса (. Момент инерции 
барабана равен 10, жесткости ветвей троса CI, жест
кость при кручении приводного вала барабана С2 (вал 
условно показан в виде спиральной пружины). 

Пренебрегая массой блока, найти собственные ча
стоты и коэффициенты f) = пр/х форм колебаний си
стемы, если 10 = 1/4mг2, С2 = с1г2. 

Ответ: 

«)\ = 1 ,082 -v CI/m, f)t = 0,828, 
«)2 = 2,613 -v Ct/m, f)2 = -4,828. 

14.81. В системе, рассмотренной в предыдущей за
даче, при деформации троса наряду с упругой возни
кает сила сопротивления, пропорциональная скорости 

деформации Ре = Iltd'A/dt, а при закручивании вала 
d'P 

возникает момент Ме = -112 dt' где 11\ = const > О, 
112 = const > о. 

Установить, будут ли связаны нормальные коор-

динаты 81 и 82, если 1) 111 * О, 112 = О; 2) ~ = l!:!. = 
Сl С2 

=d=const. 
Ответ: 1) связаны, 2) не связаНQI. 
14.82. Два вала, жестко закрепленные на концах, 

соединены упругой муфтой. Моменты инерции корпу
сов полумуфти жесткости U при кручении валов одина-

f' " ," '=i~' ковы и равны соответствен-
-==;:~=SJ LQ---- но 1 и С\. При повороте кор-

пусов полумуфт друг отно
сительно друга возникает 

р момент Мс=-(сq>+~tф), 
к эадаqе 14.82 где жесткость муфты С = 

= const > О, 11 = const >. 
> О, q> - относительный угол поворота полу муфт. 

Найти частоты и логарифмические декременты 

глаВНQIХ колебаний системы, если С = 0,5с\, !.I. = -v c\J. 
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Ответ: D ~ 1 =т 2~mp§/c • 

14.86. Для измерения силы тяги реактивных дви
гателей служит стенд, состоящий из основания 1, са
лазок 2 для крепления двигателя 3 и динамометра 4. 

~eCTKOCTb узлов крепления 5 ос-
, f ~ нования в огневой яме равна С. 

~. ~ О значении силы тяги Ри.) судят 
~ . ~ по деформации динамометра, 
iJ' .43. 3 

R 4j--f-.-th-"~~~ 
к задаче 14.85 к задаче 14.86 

жесткость Сд которого известна. В установившемся ре
жиме работы двигателя сила тяги меняется по закону 
Р (t) = РО (l + 8 sin pt), где Ро - среднее значение 
силы, 8 - Относительная амплитуда, р -'- частота ви

брационной составляющей силы. 
Определить, при какой частоте р относительная ам

плитуда вибрационной составляющей силы, регистри
руемой динамометром, будет такой же, как у силы 
тяги. Масса основания стенда М, масса салазок вме
сте с двигателем т; изменением массы двигателя 

вследствие сгорания топлива пренебречь. 

. • / с + с 
Ответ: p=;y~. 

14.87. Точки подвеса стержней, рассмотренных в 
задаче 14.66, совершают колебания в горизонтальном 
Нiшравлении по закону 8 и) """" 80 sin pt. 

Найти отклонение от вертикальной прямой, прохо
дящей через точку подвеса, конца нижнего стержня 
в установившемся режиме колебаний с частотой р = 
=2 -v g/l. 

Ответ: Ха = О. 
14.88. Ротор, закрепленный на конце вертикаль

ного упругого вала, связан цилиндрическими шарии

ра~и с двумя одинаковыми математическими маятни-
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ками. Нижний конец вала вращается по закону '1>"" 
o:;;;z rot + А sin pt, где А - амплитуда, р - частота угло
вых колебаний относительно режима равномерного 
вращения с угловой скоростью ro. Жесткость вала при 
кручении равна с, момент инерции ротора J, радиус 
ротора R, длины и. массы маятников равны, и т. 

z 

к задаче 14.88 к задаче 14.89 

Пренебрегая массой упругого вала, определить, 
пр» какой частоте р будет наблюдаться эффект дина
мического гашения вынужденных колебаний ротора 
(амплитуда I<олебаний ротора D1=O). Какие значе
ния при этом будут иметь амплитуды D2 и Dз коле
баний маятников? 

Ответ: при р:ос: oo~ D1 = О, 
сА 

D2 = Dз = 2mR (R + г) (02 • 

14.89. В ленточном тормозе' концы ленты, охваты
вающей тормозной барабан, посредством пружин сое
динены с неподвижным шарниром О и тормозным ры
чагом. Момент инерции вала с тормозным барабаном 
/=0,36 кг,м2, радиус барабана ,=0,15 м, жесткости 
пружин с = 3,2 кН/м, длина рычага 1 = 4, = 0,6 м, 
масса груза т = 1 кг. В положении равновесия тор-
мозной рычаг горизонтален. . 

Считая, что лента не проскальзывает относительно 
барабана, и пренебрегая массой рычага, определить 
амплитуду угловых колебаний рычага, возбуждаемых 
моментом М = 6 sin 20t Н· м пары сил, приложенных 
1< барабану. 

1 
Ответ: D = 12 рад (....., 4,80). 
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14.90. В первом приближении профиль дороги мож
но аппроксимировать зависимостью у = h siп(2:rtX/Л), 
где h - амплитуда, л- длина волны неровности. 

Для автомобиля, характеристики которого удовле
творяют условию задачи 14.63, движущегося по дороге 
прямолинейно с . постоянной скоростью, определить, 
при каких значениях л не будут возбуждаться угло
вые колебан~я кузова? 

О 1 '1 + [2 2 твет: r.=---, n= 1, , ... n 

14.91 *. Представление о флаттере крыла - авто
колебаниях крыла в потоке воздуха - мож~о получить 

к задаче 14.91 

. из анализа следующей простейшей модели. Однород
ная прямоугольная пластинка, закрепленная на пру

жинах, имеет две степени свободы и в положении рав
новесия горизонтальна. Масса ПJlастинки равна т, 
ширина Ь, площадь Р, жесткости пружин одинаковы 
и равны с. При обдувании пластинки потоком воздуха 
возникают аэродинамические силы, которые приво

дятся к равнодействующей, проходящей через так на
зываемый «центр давления» Р. Приближенно верти
кальную составляющую равнодействующей (<<подъем
ную силу») можно принять равной Ry = лрFv2а, а 
расстояние СР=Ь/4, где р-плотность воздуха, v
скорость потока, а - угол отклонения пластинки от го

ризонтали (угол атаки). 
Определить, при каком значении скорости v по

тока пластинка будет совершать нарастающие коле
бания? 

.{2СЬ 
Ответ: v = 2 ~ "ЗitPF . 
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r л а в а 15 

ТЕОРИЯ ГИРОСКОПОВ 

в большинстве задач настоящей главы имеется в 
виду решение в рамках прецессионной теории гироско
пов. Эта приближенная теория основывается на допу
щении, что в слу.чае быстро вращающегося гироскопа 
можно' пренебрегать экваториальной составляющей 
его кинетического момента. Таким образом, в прецес
сионной теории кинетический момент гироскопа при 
любом его дв'Ижении принимают равным вектору Н = 
= J(J), где J - момент инерции гироскопа относитель
но его оси симметрии, (J) - направленная вдоль этой 
оси составляющая абсолютной угловой скорости ги
роскопа (собственная угловая скорость гироскопа). 
Вектор Н называют собственным кинетическим мо
ментом гироскопа. 

При рассмотрении в рамках прецессионной теории 
системы, состоящей из гироскопов и других тел, пре
небрегают кинетическими моментами всех тел, кроме 
гироскопов, и кинетический момент системы прини
мают равным сумме собственных кинетических момен
трв гироскопов. 

В случае, когда имеется в виду решение задачи с 
учетом масс всех тел, составляющих систему, и эква

ториальной составляющей кинетического момента ги
роскопа, это следует из условия задачи. 

§ 1. Закон "рецессии. Гироскопический момент -, 

15.1. Волчок прецессирует, будучи установлен на 
шероховатую горизонтальную поверхность. Момент 
инерции волчка относительно его оси симметрии J = 
= 9000 г,см 2, угловая скорость его собственного вра
щения f.t) = 209 рад/с, масса волчка т = 900 г, рас
стояние от точки опоры волчка до его центра масс 

1 = 6 см, угол наклона оси е = 300. 
Каков должен быть коэффициент трения f между 

этой поверхностью и ножкой волчка, чтобы волчок не 
скользил по поверхности? 

Ответ: f ~ 0,024. 
15.2. Спутник движется по круговой орбите (такова 

траектория его центра масс) так, что ось z все время 
проходит через центр Земли, а период обращения 

I 
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равен 84,4 мин. На спутнике имеется мотор, ось ротора 
которого расположена в плоскости OXZ, перпендику
лярной плоскости орбиты Oyz и наклонена под углом 
а = 600 к оси Oz. Ротор делает 3000 оборотов в ми
нуту, момент инерции относительно его оси симмет

рии J = 1 кг,м2, 

к задаче 15.1 к задаче 15.2 

.определить модуль и· напра~ление момента, КОТО4 
рыи должны развивать реактивные двигатели спут

ника, чтобы гироскопический момент ротора не нару
шал заданную ориентацию спутника. 

Ответ: момент М должен быть параллелен вектору 
скорости центра масс спутника, 1М 1= 0,196 Н· м. 

15.3. Корабль совершает циркуляцию и одновре
менно испытывает килевую качку. При этом на ко
рабль действует гироскопический момент ротора кора
бельной турбины. (Циркуляция - движение корабля 
по окружности, килевая качка - качания корабля во
круг поперечной оси.) 

Найти проекции L", LII , Lz указанного момента на 
оси х, у, z (см. рисунок), если ось ротора параллельна 
продольной оси корабля. Дано: скорость корабля (1, 

радиус циркуляции R, полярный J и экваториальный 
А моменты инерции ротора, его собственная угловая 
скорость (о, закон качки 6 = 60 sin pt, где 6 - угол 
качки,ео и р - постоянные веЛИЧИНЫi v = 43 км/ч, 
R = 0,6 км, J = 2,88·103 кг· м2, (о == 167 раД/СА А == 
= 1,5·103 кг,м2,60=60, p=O,l c-I• 
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О ( Av80 sin pt ) . 
твет: Lx = - J@ - R РОо cos pt, Ly = 

.== -Аео sin pt(v2/R2 - р2) + v@l/R, Lz ~ О; L" = 
==-0,5·104 соsО,lt Н,м, L1/=0,96·104 Н,м (величины 
Lx , LII , Lz определены с точностью до малых первого 
порядка относительно угла качки). 
. 15.4. Артиллерий-

ох ский снаряд при полете 

к задаче 15.3 

в атмосфере совершает 
сложное движение: он 

враLЦается·с некоторой 
угловой скоростью @I 

к задаче 15.4 

вокруг своей оси симметрии 21; одновременно вслед
ствие действия на снаряд сил сопротивления воздуха 
эта ось вращается с угловой скоростью @2 вокруг ка
сательной Сг2 к траектории центра масс снаряда. 

Рассматривая снаряд как быстровраLЦаюLЦИЙСЯ ги
роскоп, вычислить момент этих сил относительно цен

тра M..\iCC снаряда, положив, что @1 =z 30 рад/с, Ю2 == 
=0,8. рад/с, масса снаряда т =<115 кг, радиус инер
ции его относительно оси симметрии р == 4 см, угол 
между осями Сг1 И Сг2 равен а = 10°. 

Ответ: 0,1 Н· м. 
15.5. Вычислить гироскопический момент ролика в 

подшипнике, описанном в задаче 6.13, при следуюLЦИХ 
данных: угловая скорость ротора соответствует 

3000 об/мин, масса ролика 80 г, его радиус инерЦ1lИ 
относительно оси симметрии 0,7 см, а:=:а 10°. 

Ответ: 0,44 Н· м. 
15.6. Гироскоп подвешен в точке О так, что может 

поворачиваться вокруг нее в любом направлении. 
Центр масс гироскопа cMeLЦeH относительно точки О 
вдоль оси 2 на величину ОС:::О: 2·10-4 см. Ось z гори
зонтальна. Момент инерции 1.= 1,4·10-3 кг,м2, угло-
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с-истемы (велосипедист + велосипед) 75 кг, высота ее 
центра тяжести 1 м. 

;Указание. 80спользоватьси условием относительного равно
nесии велосипедиста в системе координат. вращающейси вместе 
с ним вокруг вертикальиой оси. проходищей через цеитр окруж
ности. Принять. что ввиду малого угла наклона 'велосипедиста 
совокупность сил инерции системы приводится к равнодействую, 
щей. приложенной в ее центре масс. 

Ответ: угол отклонения велосипеда от вертикали 
без учета гироскопического момента колес равен 60. 
За счет гироскопического момента он увеличивается 
на 4'. 

§ 2. ПростеАшие гироскопические приборы 

15.10*. Двухстепенной гироскоп установлен на го
ри:юнтальноА площадке так, что при любых поворо
тах рамки ось ротора остается 

параллельной площадке. 
Доказать, что в равновесном 

относительно Земли положении 
эта ось устанавливается в на· 

правлении юг - север и, сл~дова· 

тельно, прибор может служить 
гирокомпасом. 

15.11. Для прибора, . описан
ного в предыдущей задаче, полу
чить формулу, определяющую пе
риод малых колебаний системы 

• 

около положения равновесия, . К задаче 15.10 
приняв, что заданы: момент инер-

ции рамки с ротором относительно оси рамки А, соб
ственный кинетический момент гироскопа Н, геогра
фическая широта места <1>. (Пренебречь величиной 
ВU cos <1> в сравнении с Н, где В - момент инерции 
рамки с гироскопом относительно У, а и - угловая 
скорость Земли.) 

Ответ: Т == 2:rt V ни :o~ ер • 

15.12. В условиях задачи 15.10 предположить, что 
вокруг оси рамки действует момент си.'1 вязкого тре
ния, пропорциональный угловой скорости а рамки ОТ
носительно Земли. 
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~ - угол поворота внутренней рамки относительно на
ружной, а - угол поворота наружной рамки (~= О, 
}югда плоскости рамок взаимно перпендикулярны); 
А 1 - момент инерции наружной рамки относительно 
се оси; v - угол поворота ротора относительно внут

ренней рамки. 
Ответ: 

т = -} [A 1a2 + (А2 + Аз) а2 cos2 ~ + (В2 + вз) ~2 + 
. + С2а2 sin2 ~ + СЗ (а siп ~ + ,,)2]. 

15.19. Вследствие неточности изготовления центр 
масс гироскопа в кардановом подвесе оказался сме

щенным относительно центра подвеса вдоль оси ро

тора на 2 мкм. (Центром подвеса называют точку 
пересечения осей рамок и ротора.) . 

С какой скоростью будет отклоняться ось гироско
па от первоначального положения (~= О), если ось 
наружной рамки вертикальна и при ~ = о ось ротора 
горизонтальна. Момент инерции относительно оси 
симметрии ротора С = 12·10-4 кг,м2 , его собственная 
угловая скорость ro """ 2090 рад/с, масса т = 1 кг. 

Ответ: а = 7,8·10-6 рад/с, ~ = О. 
15.20. К наружной рамке гироскопа в кардановом 

подвесе приложена сила Р, параллельная оси z (см. 
рис. к задаче 15.18). 

Определить угловые скорости ~ и ~ при ~ = о и 
кинетическом моменте Н=< 1,96 кг,м2/с, АВ = 0,2 м, 
Р=О,1 Н. 

Ответ: а = о, ~ = -0,58 град/с. 
15.21. В условиях предыдущей задачи определить 

ix и ~ при ~ = 600. 
Ответ: а = о, ~ = -1,17 град/с. 
15.22. Решить задачу 15.21 при условии, что, кроме 

силы Р, действует момент сил сухого трения вокруг 
оси внутренней рамки, максимальное значение кото
рого равно 10-4 Н· м. 

Ответ: а :::::: -10,5,град/ч, ~ = -0,58 град/с. . 
15.23. К внутренней рамке гироскопа в кардановом 

подвесе с вертикальной осью наружной рамки подве
шен грузик массы т = 0,1 кг. Кинетический момент 
гироскопа Н = 0,23 Н· м ·с. Вокруг оси наружной рам
ки действует момент сухого трения, максимальное зна
чение которого равно 10-2 Н,м, АВ=5 см. 
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соединяющей центр подвеса с центром масс С си~ '~ 
стемы. .. ~ 

Определить положение равновесия системы с У'lе- .~ 
том вращения Земли. Массой вилки пренебречь. ДаН9: .~ 
Н - кинетический момент ротора, <р - широта места, 
Р - сила тяжести ротора, ОС = 1. . 

Ответ: ось ротора откЛонена от вертикали на угол :; ~ 
• ни соз q> 

а = - ни sin q> + Р' в плоскости меридиана, где и -- . 
уг ловая скорость Земли. 

15.27*. Гиромаятник установлен на корабле, кото
рый движется с ускорением а = 0,2 м/с2 в течение 
10 с. На какой угол отклонится маятник от вертикали 
при следующих данных: масса маятника т == 4 кг, 
момент инерции гироскопа 1-= 6·10 кг: м2, расстоя
ние от центра подвеса до центра масс маятника [ __ 
с:::: 0,2 см, угловая скорость собственного вращения 
ротора (j) == 3000 рад/с. 

Ответ: ~a = 18', ~~ ~ О. 
J 5.28. Определить период Т малых колебаний око- , 

/10 положения · равновесия гиромаятника, описанного 

в предыдущей задаче. Массой 
вилки пренебречь. 

Н 
Ответ: T::II 2п Pl + ни 51п q> • 

15.29. Гироскоп простейшего 
гироскопического компаса подве

шен с помощью вилки 1 и сфери- . 
ческого шарнира 2 так, что при 
невращающемся роторе его ось 

занимает горизонтальное поло

жение. 

Докажите, что при вращаю
щемся роторе ось ротора врав-

1( задаче 15.29 новесном положении располага
ется в плоскости меридиана места. 

15.30. Получить выражение периода Т малых коле
баний гирокомпаса, описанного в предыдущей задаче. 
(N1ассой вилки и ее колебаниями вокруг оси ротора 
пренебречь, учесть также, что в практических случаях 
Pl :»' н и cos <р.) Использовать обозначения задачи 
15.25. 

Ответ: Т = 2п ~ РlИ~ОЗ Ф • 
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15.31. На рисунке изображен гироскоп с внутрен
ним упругим подвесом ротора 1. Последний имеет 
форму кольца и при водится в движение мотором 2, 
вал которого соединен с ротором посредством кольца 

3 и двух пар торсионов 4 и 5; благодаря такому соеди
нению ротор имеет две степени свободы относительно 
вала. В равновесном положе
нии ось ротора совпадает с 

осью вала; при отклонении от 

этого положения возникает 

восстанавливающий момент уп
ругих сил торсионов, пропор
циональный углу отклонения. 

Пренебрегая массами тор
сионов и внутреннего кольца и 

полагая жесткости обеих пар 
торсионов одинаI{ОВЫМИ, полу

чить закон движения ротора при 

малом начальном отклонении К задаче 15.31 
его от положения равновесия. 

Ответ: ротор совершает гармонические колебания 
а ± л,/а2 + 4Ь . 

вокруг осей торсионов с частотами k 1, 2 = 2 • 

где а = (~ - 2) (о, Ь = (~ - 1) (02 + ~, С и А-
моменты инерции ротора относительно полярной и эк
ваториальной осей, (о - угловая скорость вала, с - уг
ловая жесткость каждой пары торсионов. 

15.32. Динамической настройкой гироскопа, описан
ного в предыдущей задаче, называется такой подбор 
угловой скорости вала, при котором гироскоп ведет 
себя ка к свободно подвешенный в одной точке, - ось 
ротора сохраняет неизменное направление в простран

стве, несмотря на колебания основания прибора (как 
если бы жесткость торсионов обратилась в нуль). 

Определить указанное значение угловой скорости. 

Ответ: (02 = А ~ С (А > С). 

§ 3. Гироскопическая стабилизация 

15.33. На рисунке изображен вагон однорельсовой 
железной дороги, построенный по схеме Шиловекого -
Шерля. Для придания ему устойчивости в вагоне 
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установлен гироскоп, подвешенный в рамке 1, которая 
может поворачиваться относитеJIЬНО вагона на оси 2, 
перпендикулярной оси рельса . Центр масс рамки с ро
тором смещен относительно оси рамки вдоль оси Z. 

Получить уравнения малых коле-
баний системы около положения рав

r--,!,-_.y1 новесия, приняв следующие обозначе

1( задаче 15.33 

ния : 

для всей системы: Р - сила тяже
сти, А - момент инерции относительно 
оси рельса, L- расстояние от центра 
масс до рельса; 

для системы рамка + ротор: р
сила тяжести, 8 - момент инерции 
относительно оси рамки, l- расстоя
ние от центра масс до оси рамки, Н-
собственный кинетический момент ро-
тора. 

Принять, что ввиду малых размеров рамки ее ка
чания не изменяют геометрии масс системы в целом. 

Указанuе. Воспользоваться теоремой о кинетическом мо
менте, составив уравнения 

dK 1 dK2_ L liГ=L1 и dt - 2, 

где K1 - кинетический момент системы рамка + ротор относи
тельно оси рамки, L1 - момент силы р относите.дьно этой оси, 
.К2 - кинетический момент всей системы относительно оси рель· 
са, L2 - момент силы Р относительно той же оси . 

Ответ : Аа + H~ = PLa, 8~ - на. = pl~, где а
угол отклонения вагона от вертикального положения, 

~ - угол отклонения плоскости рамки от вертикаль
ной плоскости. 

15.34. Доказать, что если вагон, описанный в пре
дыдущей задаче, движется с постоянной скоростью по 
прямолинейному рельсу, то для устойчивости его не
обходимо, чтобы . центр масс рамки с ротором нахо
дился выше оси рамки и вместе с тем выполнялось 

неравенство Н2 > (lpA + LPB) . 
• 5.35. Стабилизация двухколесного автомобиля осу

ществлена по схеме Шиловского - Шерля (см. зад. 
15.33): камера 1 с расположенным в ней ротором 2 
подвешена на оси О (перпендикулярной продольной 
оси автомобиля) так, что их общий центр масс нахо
дится выше этой оси. Автомобиль движется с постоя н-



§з. ГИРОС~ОПИЧЕСКАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ 319 

ной скоростью по дуге окружности, .nежащеЙ в го
ризонтальной плоскости. 

Составить дифференциальные уравнения малых 
колебаний системы около положения ее относитель-
нога равновесия, приняв, 

что подвижной системой 
отсчета является трех

гранник с вершиной в 
центре подвеса гироскопа, 

вращающийся с той же уг
ловой скоростью Q, что 
автомобиль. 

Угол отклонения авто
мобиля от вертикали в 
равновесном положении 

считать малым, момен-

к задаче 15.35 

тами сил инерции, обусловленными вращением авто
мобиля вокруг вертикальной оси, пренебречь. 

Ответ: Аа + (HQ - LP) а + H~ = О, B~ + (но.
-lр)~-На=О, где а и ~-углы отклонения авто
мобиля и камеры от равновесного положения; осталь
ные обозначения имеют тот же смысл, что в за-
даче 15.33. . . 

15.36. Приняв условия предыдущей .задачи, дока
зать, что если направление поворота автомобиля со
впадает с направлением собственного вращения ро
тора, а угловая скорость поворота превышает lpjH 
и меньше чем LP j Н, то равновесное положение авто
мобиля неустоЙчиво. 

15.37. Стабилизация двухколесного автомобиля 
о·существлена с помощью двух одинаковых гироско

пов: камеры 1 с гироскопами подвешены на горизон
тальных осях, перпендикулярных продольной ОСИ ав
томобиля и связаны между собой зубчатыми секто
рами 2, благодаря которым могут поворачиваться 
только во взаимно противоположных направлениях на 

равные углы. В исходном положении собственные ки
нетические моменты гироскопов Н и -Н направлены 
вертикально во взаимно противоположные стороны. 

доказать, что при такой системе стабилизации 
требование устойчивости не накmJдывает ограниче
ний на угловую скорость поворота автомобиля ВОКРУР 
вертикальной оси. 
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15.38. Простейший силорой гиростабилизатор пред
ставляет собой гироскоп в кардановом подвесе, осна
щенный дополнительными устройствами - датчиком 
угла ДУ и двигателем стабилизации ДС. Датчик угла 
измеряет угол ~ поворота внутренней рамки относи
тельно наружной (угол Ь от
считывается от положения, 

при котором ось ротора пер

пендикулярна оси наружной 
рамки) и посылает сигнал, 
пропорциональныА ~, в дви
l'атель стабилизации; по
следний прикладывает К Ha~ 

к задаче 15.37 к задаче 15.38 

ружной рамке момент ·относительно ее оси z по за
кону Мг = -k~ (k = const > О). 
- доказать с помощью прецессионной теории гиро
скопов, что описанное устройство обладает свойством 
стабилизировать положение наружной рамки, т. е. 
предотвращать ее вращение вокруг оси z при дей
ствующих на нее моментах относительно этой оси. 

15.39. Составить линеаризованные уравнения дви
жения гиростабилизатора, описанного в предыдущей 
задаче, учитывая моменты инерции обеих рамок и по
ложив, что момент двигателя Мг = -k~ - !J./X, где 
k и !J. - положительные постоянные, а. - угол пово
рота наружной рамки. 

Ввести обозначения: А - момент инерции всей си
стемы относительно оси z (принимаеТС$l, что при ма
лых ~ он остается неизменным). В - момент инерции 
внутренней рамки вместе с ротором относительно ее 
оси, Н - собственный кинетический момент ротора. 

Ответ: Аа' + ~/X + H~ + k~ = О. B~'- Н /Х == О. 
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Определить импульс этих сил, скорость точки и ее " 
~=~~мещение к моменту окончания действия ударНЫ" j 

Ответ: SI('Т)=S2('Т)=SЗ('Т)=S = РО'Т, Vl('Т)= 
S S'I: 2 S-r: = и2 (.) = Vз ('Т)= -, /1 ('Т) = -2-' {2 (.) = -3 -, '3 ('Т)=:О m m m 

$'1: 
-= 3т' 

16.3. К материальной точке массы т, подвешенной 
на пружине жесткости С, приложен ударный импульс 
S в направлении оси пружины. 

Определить коэффициент динамичности ударноro 
процесса '11 = Уmах/Лет, где Уmах - наибольшее смеще
ние точки после удара ,' от ПОJJожения равновесия, 

Лет - статическая деформация пр ужины. 

Ответ: '11 = Sro. где (j) = ,у с/т. 
mg 

16.4. Массивная платформа А движется по верти
кали вверх поступательно прямолинейно с постоянной 

скоростью V. Материальная точка 
и в массы т ударяется оплатфор· 

о J 
у 

к задаче 16.4 

.. МУ, причем вектор скорости ио точ

ки направлен перпендикулярно пло

скости платформы, навстречу ее · 
движению. 

Определить, какой должна быть 
скорость движения платформы А, 
чтобы абсолютная скорость мате
риальной точки В и после отскока 
равнял ась ио, а также определить 

ударный импульс S при этом усло
вии. Коэффициент восстановления 
при ударе равен k. Масса точки В 
пренебрежимо мала по сравнению 

с массой платформы А. 
l-k 

Ответ: V = 1 + k ио, S = 2тио. 
]6.5. В задаче 16.4 определить значения скорости 

u точки В после второго соударения и ударного им
пульса S. Движение точки между соударениями про
исходит в поле силы тяжести . 

.1- k + 2k2 

Ответ: U = 1 + k ио, S = 2kmvo· 
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Определить ударный импульс S и скорость и, с [(о
тарой точка отскочит от плиты. Определить ту же ско
рость при т/М -+ о. 

Ответ: 

s= M~mm (l+k)(v+Vcosa.), 

mи - М [( 1 + k)·V cos а + kv) 
иn = М+ т ' 

И,;=О, unl =--[0 +k)Vcosa.+kv). 
: ~O 

16.9. Два гладких шара с массами m\ и tn2, дви
гаясь поступательно, сталкиваются. В момент столк

'U~o. -,vz ' Ltlf .' 
t1) 

к задаqе 16.9 

новения скорость центра масс 

первого шара V1 направлена 

вдоль линии центров, а скорость 

центра масс второго шара V2 пер

пендикулярна линии центров. 

Определить, при каком усло
вии первый шар остановится по
сле удара, а также скорость вто

рого шара и2 после соударения 

при этом условии. Удар считать упругим, коэффи
циент восстановления k. 

k ml . / 2 2 • / 2 ~ 2 
Ответ: =-, и2=-уи2х+ U2y='yk V1 + V2. 

m2 

16.10. В пружинном ударном механизме пружина 
1 с коЭффициентом жесткости с, упирающаяся в кор-

1 

к задаче ]6.]0 

пус и ударник 2, сжимается взводящим устройством 
из недеформированного состонния на длину Хо. Сто-
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Определить скорость и бойка 2 после удара, а 
также отношение 1'] кинетической энергии бойка 2 
после удара и кинетическоЙ энергии груза в относи
тельном движении по отношению к раме. 

mlro mml 
Ответ: и = ml + М + т' 1'] = (ml + М + m)2 . 

16.12. Решить задачу 16.11, считая удар упругим, 
Коэффициент восстановления равен k. 

(1 + k) mlro (1 + k)2 mml 
Ответ: и""", m\ + М + т' 1'] = (ml + м + m)2 . 

16.13. Из ствола стационарной установки, поме
щенной на неподвижных гладких горизонтальных на
правляющих, производится выстрел снарядом А массы 
m. Ствол 1 жестко скреплен с лафетом 2 и установ
лен под углом а к горизонту. Скорость снаряда при 
выстреле относительно ствола равна v. После вы
стрела установка перемещается по направляющим 

.(совершает откат). 
Определить путь отката установки после выстрела 

L, если ее масса равна М, сила сопротивления тор
~оза отката 3 равна R = Ь + /LV2 (Ь, /L = const > О, 
V - скорость отката установки), а также импульс 
силы давления пороховых газов S, сообщающий сна· 
ряду скорость V. ДО выстрела установка была непод· 
вижна. Поверхности соприкосновения снаряда и ство
.IIa гладкие. 

ОтвеТI 

ь + 11 ( mv соз а )2 
L =~l m+М 

211 n Ь ' 

S M+msln2a 
=mv m+М . 

'16.14. В пневмомеханической ковочной машине го
риаонтального расположения подвижные массы М и 
т разгоняются из состояния покоя энергией сжатого 
rаза, находящегося в неподвижных цилиндрах 1 и 2. 
,l[авление газа в цилиндрах изменяется по закону 

..f..L. = (.lL)n i а::::: 1 2. Здесь POI 1/ - начальные 
Ро' xt" , 
давления и координаты поршней, Х/ - текущие коор
динаты поршнеЙ. 
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1) Определить массу т из условия, что после аб
солютно неупругого удара подвижные массы оста

новятся. 

2) Найти массу т из условия, что после удара 
масса М остановится, если удар упругий и коэффи
циент восстановления k = 0,2. 

к задаче 16.14 

При расчетах принять ~ =~, p02 S 2z12 = 1,5; 
XIO Х20 POISI I 

М = 1,5 т. Здесь Х10, Х20 - координаты поршней в 
момент удара, SI, S2 - площади поперечного сечения 

поршней, М - масса подвижных частей в цилиндре 1 
вместе с заготовкой. 

Ответ: 1) т = 1 т; 2) т = 590 кг. 
16.15. Свая длины 1 и массы т забивается в грунт, 

сила сопротивления которого изменяется по закону 

р = Ро + СХ, где Ро, с = const > О, х - глубина по
гружения сваи в грунт. Масса ударной бабы равна М, 
коэффициент восстановления при одном ударе равен 
k. Работой силы тяжести пренебречь. 

Определить, какое число n ударов потребуется, 
для того чтобы полностью погрузить сваю в грунт, 
если перед каждым ударом скорость бабы равна и, и 
удары совершаются по остановившейся после преды
дущего удара свае (n округляется до целого числа 
в большую сторону). 

. 1(2Fo+cl) (м+m)2 1 
Ответ: n = mv2 -м-- (1 + k)2 . 

16.16. В ударном механизме боек 1 массы т! уда
ряет по промежуточному телу 2 массы т2, а затем 
тело 2 передает удар свае 3 массы тз. До удара 
тело 2 и свая 3 неподвижны. Коэффициенты восста
новления при соударении бойка 1 и тела 2 и соответ-
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1 

к задаче 16. 

непосредствеНIIОМ 

k J2 = k2З ~ kJз 

Ответ! 'YJз"'" 

2 и сваи 3 равны 
при непосредствсн

соударении тел 1 и 3 ко
восстановления ра-

коэффициент 
передачи энергии от бойка 1 
к свае 8 ('YJз = Тз/Т J , где Тз. 
Т! -- кинетические энергии 
сваи 3 после удара и бойка 1 
до удара). 

Определить также условия, 
при которых коэффициент пе
редачи энергии 'YJз в схеме со

промежуточным 

выше, чем коэффи
энерГШ1 'YJ2 при 

и сван, приняв 

при k = 0,8 

~>4 и !!!..L<..!... для ..!!!..!...=10 О,IЗ4<~<0,74в. 
тз тз 4 • . тз т, 

16.17. Используя условия задачи 16.16. определить 
массу промежуточного тела" при которой коэффи
циент передачи энергии от бойка к свае будет наи
большим, и найти его значение. Принять IЮЭффИ
циенты восстановления равными k. Определить усло
вие, при котором 11з тах > t)2. 

Ответ: 
(1 + k)1 m,mз 

тах= (_/ ./)4' 
'у т, + 'у тз 

':1з шах> 'YJ2 при о < k~ 1. 

§ 2. Удар в механической 

16.18. В коробке скоростей ведущий вал 1 вра
щается с постоянной угловой скоростью ш, а передача 
вращения на ведомый вал 11 сначала осуществлялась 
зацеплением шестерен 1 и 2 с радиусами 'l, '2. Затем 
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произвели нереключение зацепления на шестерни 3 
и 4 с радиусами 'з, '4 = ,. 

Определить импульс ударной окружной реакции, 
возникающей в момент переключения передач, пред
полагая, что угловая скорость ведущего вала за время 

2 
4. 

)-------Ix 

к задаче 16.18 

удара, не изменяется. Массы шестерен 2 и 4 равны 
М2 и М4 = М соответственно; 'З/'4 = 1, '1/'2 = 1/2, 
М2/ М4 = 9/4. Шестерни 2 и 4 считать однородными 
дисками, массой вала 11 прене6речь. 

Какой необходимо обеспечить импульс момента 
на ведущем валу, чтобы сохранить (j) во время удара? 

5МгЦ) 
Ответ: S = -4-' 1 = Sr. 

16.19. В задаче 16.18 определить угловую скорость 
вала 11 после переключения зацепления на шестерни 3 
и 4. Моменты инерции вращающихся частей валов 1 
и 11 относительно их осей вращения равны соответ
ственно Jl и J2• Переl{лючение произведено на холо
стом ходу, т. е. угловая скорость ведущего вала изме

няется при ударе . 

.:J.+2~ 
Г3 Г2 J, 

Ответ: Q = J ()2 
-2. + .:J. 
J, Г3 

16.20. В прибсре, демонстрирующем наличие цен
тра удара, однородный стержень длины 1 и массы 
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м имеет возможность вращаться вокруг горизонталь
ной неподвижной оси, проходящей через его конец О 
и перпендикулярной ему. 

с· 

А 

В положении равновесия, указанном 
на рисунке, по стержню производится 

О удар так, что ударный импульс S пе.р
пендикулярен стержню и оси вращения. 

А 

11 
А, 

во 
8 

а 
о 

к задаче 16.20 к задаче 16.21 

Определить положение центра удара стержня и 
угловую скорость стержня после удара ф. 

2 
Ответ: Ь = з1, где Ь = АО - расстояние от 

2S 
центра удара до оси вращения; u> = М! . 

16.21. В цирковом аттракционе используется под
кидная доска, на правый конец которой с высоты Н 
падает шар А массы М\ и остается на доске в точке 
контакта. На другом конце доски находится щар 8 
массы М2 , который, приобретя скорость, отделяется 
от доски при повороте ее вокруг горизонтальной оси. 
~OMeHT инерции доски относительно горизонтальной 
оси вращения, проходящей через точку О, равен J, 
угол наклона доски к горизонту а. 

J} Определить наибольшую высоту подъема шара 
В, если ОА\ = 1], 08 = 12. 

2} Решить задачу, если шару 8 сообщена в конце 
удара относительная по отношению к доске скорость 

v, направленная перпендикулярно доске. 
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ный диск. До удара система находилась в покое. По
верхности контакта реек и направляющих гладкие. 

Ответ: 
MS 

и1х = - М2 + 3М (т, + т2) + 8т,т2 ' 

(3М + 8т,) S u - ---;""i';-;-~7-;-':"""':"~2.7-=:---;::---
2х - М2 + ЭМ (т, + т2) + 8т,т2 ' 

2 (М + 2т,) S 
<о = -,'[.М;<;2-+:--::;э.МТ('m-,'-+-:--m--'-'-:2)-+-:--::8:-m-,-I1--:"!2) 

,{направлена по ходу часовой стрелки}. 

f 

'~ О 

16.24. К шестернеК;а~::еа~:::а, описанного в пре- .. t дыдущей задаче, приложена пара ударных импульсов 1 
с моментом L. :.;. 

.~ 
Определить скорости реек и угловую скорость ше-

стерни С после удара, используя данные предыдущей ' 
задачи. 

Ответ: 

и1х = , [М2 + 3М (т! + т2) + 8тlт2) , 

2L (М + 2т,) 
и2х = - , (М2 + 3М (т, + т2) + 8т,т2) , 

L 2 (М + т! + т2) 
<о = ГГ' М/ + 3М (тl + т2) + 8mtm2 

Г(направлена против хода часовой стреJJКИ). 
16.25. Рейки 1 и 2 масс тl и m2, движущиеся по 

параллельным прямолинейным направляющим, на
ходятся в зацеплении с шестерней С массы М и ра
диуса г. Рейка 2 наталкивается на уступ, имея ско
рость V2, И мгновенно останавливается. Угловая ско
рость шестерни до удара равна <о. Шестерня при 
ударе по рейкам не проскальзывает. 

Определить скорость И\ рейки 1 после удара, а 
также импульс ударной реакции уступа S. Шестерню 
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щаяся со скоростью v = 23 м/с, направленной пер
пендикулярно стержню, ударяет по нему в точке Е, 
расположенной на расстоянии Ь от его центра масс. 

Определить угловую скорость и скорость центра 
масс стержня после удара, если удар абсолютно не
упругий; М/т = 4, Ь/' = 1/4. 

Ответ: (j) = 6 рад/с (направлена против хода ча
совой стрелки), исх = О, ису = 4 м/с. 

16.28. в условиях предыдущей задачи найти поло
жение мгновенного центра скоростей (МЦС) стержня 
при ударе и показать, что если в МЦС поместить шар
нир, то импульс ударной реакции в нем будет равен 
нулю. 

Определить ударный импульс при ударе точки о 
стержень, если масса точки т = 4 кг. Получить фор
мулу для расстояния еР от центра масс стержня е 
до МЦС - точки Р, если радиус инерции стержня от
носительно оси, проходя щей через центр масс стержня 
перпендикулярно плоскости его движения, равен р. 

Ответ: ер = 2/3 м, S = 64 Н· С, ер lIC2: р2/Ь. 
16.29. Из реактивного самолета, совершающего 

прямолинейный полет со скоростью v под углом а. 

к задаче 16.29 

1{ горизонту, катапультируется летчик вместе с крес

лом с относительной скоростью W, перпендикуляр
ной продольной оси самолета в плоскости его сим
метрии. Катапультирование происходит из точки про
дольной оси самолета, расположенной от его центра 
масс на расстоянии 1. Масса летчика с креслом т, 
масса самолета М, момент инерции самолета относи
тельно оси, проходящей через его центр масс перпен
дикулярно плоскости рисунка, равен J. 

Пренебрегая сопротивлением воздуха, наАти урав
нения движения самолета при падении, Летчика с 
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креслом принять за материальную точку. Угол пово
рота ~ продольной оси самолета в плоскости ху от
считывать от положения 001. 

Ответ: 
. т/ 
~ = ko -,- WI (по ходу часовой стрелки)~ 

хс= (vcosa+ko1}W slna)t, 

( m ) gt2 
Ус= v sin а- koMWcosa t - 2' 

1 
где ko = /2 . 

1+.!!!..+~ 
м , 

Указание /с задачам 16.30-16.35. При решении испольэовать 
гипотезу Рауса для удара: условие отсутствия проскальэывания 
при ударе 

I SF I~SF -fSN, max 
где f - коэффициент трения скольжения при ударе, S" SN
соответственно касательный и нормальный импульсы ударных 
реакций; при налични проскальз/анияя 

ISFI-SF -fSN max 
8 задачах, где говорится об отсутствии проскальэывания 

катка при ударе, имеется в виду, что проскальз/аниеe wожет 

заканчиваться в процессв удара или в фазе деформирования, 
или в фазе восстановления. 

16.30. В плоскости симметрии однородного катка 
массы т и радиуса r к горизонтальной оси, проходя
щей через центр масс С и 
перпендикулярной этой пло
скости, приложен ударный им- IJ 
пульс S под углом а. к гори
зонту. До удара каток находил-
ся в покое на шероховатой го
ризонтальной плоскости, при 
ударе каток от плоскости не от-

скакивает. Коэффициент трения 1{ задаче 16.30 

скольжения при ударе равен'. 
Определить, при каких значениях угла а. каток при 

ударе не прос!<альзывает, а также угловую скорость 

катка (J) после удар.а при отсутствии проскальзывания. 

2S cos а 
Ответ: ctg а. ~ 3', (J) = 3т, 
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16.31. В условиях предыдущей задачи, допустив 
наличие проскальзывания катка при ударе, опреде

лить скорость точки контакта катка с плоскостью 

после удара. 

Ответ: иКХ =.§.... (cos а - Зf sin а) > О, ику = О. 
т , 

16.32. Колесо, представляющее собой однородный 
диск радиуса г, падает на горизонтальную шерохова

тую плоскость так, что ось колеса параллельна пло

скости, скорость центра колеса Vc перпендикулярна 
плоскости, угловая скорость колеса @. Коэффициент 
трения скольжения при ударе равен ,. 

к задаче 16.32 к задаче 16.33 

Считая удар колеса о П'лОСI.,)СТЬ абсолютно неупру
гим, определить условие проскальзывания при ударе, 

найти положение мгновенного центра скоростей ко
леса (точку р) и скорость точки касания К колеса 
с плоскостью после удара при наличии проскаль

зывания. 

Ответ: f ФГ ер _ fv сг 3f <-- UK~= ис-3v с ' - ГОО - 2fv с • ~ 

-г@<О, иКII=О, 
16.33. Колесо после подскока на неровности уда

ряется о горизонтальную шероховатую плоскость, 

имея угловую скорость @. Скорость центра колеса Vc 
направлена под углом а к горизонту. При ударе ко:' 
леса от плоскости не отскакивает. Колесо считать од
нородным диском радиуса г. 

Определить коэффициент трения скольжения при 
условии отсутствия проскальзывания при ударе. 

f I ГОО - V С cos а I 
Ответ: 3 ~ i . 

Vc s n а 
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качения пренебречь. Колесо считать однородным 
диском. 

ОтвеТI 
1+2cosa -

VC6 = 3 VCa• 

где vCa = ,у;' -V g (R. - г) (1 - cos а). 

16.37. В условиях предыдущей задачи определить 
импульс ударной реакции в точке А. если масса ко
леса равна М. 

Ответ! SiJ = MVca sln а, Sp -= ~ VCa (1 - cos а). 

16.38. Колесо массы М и ~8диуса " катясь без 
скольжения по горизонтальнои направляющей NN, 
наталкивается на уступ О и, огибая его, поднимается 
на горизонтальную направляющую ОМ. Высота 
уступа h. Удар колеса об уступ неупругий, скольже-
ние при ударе и огиба- А 
нии уступа отсутствует. Н ~7J7,;1-( 

к задаче 16.38 к задаче 16.39 

Определить, какова должна быть скорость центра 
С колеса перед ударом, чтобы колесо вкатилось на 
верхнюю направляющую. 

При заданной скорости центра колеса Vc до удара 
определить импульс ударной реакции уступа S. Ко
лесо считать однородным диском. 

2 ,уЗgh. _ h ('" ) О твеТI VC;;:::T 2 h' Sx-Mvc 3, 2, - 5 , 
1-з, 

8у = Mvc ( 1 - ~ ~) vr:::--(-2--------:~-). Решение спра

ведливо при О ~ h/r ~ 1. 
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16.39. Ползун А массы т, движущийся по гладкой 
горизонтальной направляющей ММ, соединен шар
нирно со стержнем АВ, который в точке В шарнирно 
соединен с однородным диском массы М и радиуса , 
с центром в точке С. Диск катится по горизонтальной 
плоскости. В некоторый момент времени, когда точки 
А, В, С и D лежат на одной прямой, диск наталки
вается на упор D, имея угловую скорость 000, скорость 
ползуна А равна VA, а стержень наклонен под углом а 
к горизонту. Диск при ударе не отскакивает от упора 
D и не проскальзывает по нему. Массу стержня АВ 
не учитывать. 

Определить угловую скорость диска 00, скорость 
ИВ точки В и скорость ИА ползуна А после удара, а 
также импульс реакции SA при ударе ползуна А о на
правляющую. 

ГЮо + 2v А sln а 
Ответ: 00 z:::z 3, . ИВ = 2'00, иА = О, -SA::::II 

= тиА tga. 
16.40*. В механизме предыдущей задачи считать, 

что однородный стержень АВ длины 1 обладает мас
сой т; массой ползуна А пренебречь. 

Определить угловую скорость 00 диска и скорость 
точки В после удара. Определить также угловую ско
рость ФАВ стержня АВ после удара. 

о 6 (М + т) v А sln а + ЮоГ (3М + 4m) 
Ответ: 00 = r (9М + Вт) ,ив = 

2ror = 200', 00 АВ = -/-. 
16.41. Ползуны А и С соединены стержнями АВ и 

Ве одинаковой длины. Ползун А массы т движется 
по горизонтальной направляющей, а ползун С - по 

n 

R. зада Чi 16.41 
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вертикальной. Однородный стержень ве имеет массу 
М. В положении, указанном на рисунке (а = 45°, 
LABC = 900), ползун е попадает на концевой выклю
чатель и внезапно останавливается. Перед остановкой 
скорость ползуна С была V С, скорость ползуна А в тот 
же момент времени равна VA. 

Определить скорость ив точки В после удара, а 
также импульс ударной реакции SA в точке А, если 
VC/VA = 1,2; М/т = 5. 

Массами ползуна С и стержня АВ пренебречь. На
правляющие считать гладI.<ИМИ. 

4..[2· MVc 
Ответ: UB=-\-\-V A, SA=~' 

16.42. Ступенчатое зубчатое КQлесо 1 массы М ка
ТIIЛОСЬ по неподвижной зубчато6 рейке N N без сколь
жения. До зацепления в точке В с зубчатой рейкой 2 
массы т = 10 Kr скорость точки А колеса была равна 
VA. Рейка 2 до зацепления с колесом 1 имела скорость 
V и двигалась поступательно параллельно NN. При 
зацеплении с рейкой 2 колесо в точке Р не проскаль
зывает. 

Определить yr ловую скорость колеса (i) после за
цепления с рейкой 2, а также импульс ударной реак
ции Sp в точке Р. При вычислениях принять М/т = 2, 
R/r = 2, р/'" = -Y~, иА/и = 1, r -= 0,2 м, v = 16 м/с 
(г, R - радиусы ступеней колеса, р - радиус инерции 
колеса относительно оси, проходящей через центр ко
леса С и перпендикулярной плоскости движения ко
леса) . 

Ответ: (i) = 23 рад/с, Spx = 2 Н ·с, SPy = О. 
J 6.43. В условиях предыдущей задачи определить, 

при каком условии импульс ударной реакции Sp в точ
ке Р равен нулю и при этом условии определить угло
вую скорость колеса (i) после зацепления с рейкой 2, 
в также импульс ударной реакции SB в точке В. 

Ответ: Sp = О при р2 = rR, (i) = 22,85 рад/с, SBX = 
= 22,85 Н·с, SBy =0. 

16.44. Зубчатое колесо 1 массы М и радиуса R ка
тилось по неподвижной зубчатой рейке N N без сколь
жения. В момент времени, когда скорость центра масс 
е колеса 1 была равна ис, произошло зацепление ({о
леса в точке А с зубчатой рейкой 2. Рейка 2 массы т 
до зацепления двигалась поступательно параллельно 
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16.45. При включении мальтийского механизма па
лец А входит в гладкий паз диска - мальтийского 
креста - с ударом. Поводок ОА до соударения вра
щался с угловой скоростью ЮО, диск был неподвижен. 

к задаче 16.45 

В момент включения ме
ханизма поводок ОА го
ризонтален, паз наклонен 

под углом CG к горизонту. 

Определить угловую ско
рость диска U) после уда

ра и ударный импульс S 
в точке А, а также угол CG 

при безударной работе 
механизма. 

Поводок ОА считать однородным стержнем длины 
1 и массы М, момент инерции диска относительно оси 
вращения, проходя щей через центр 01, равен J; 
01А =г. 

Ответ: W = Mlrffio cos а . S _ 1Mlffio cos а . S - о ( 
Мг2 + 3J cos2 а ' - Mr2 + 31 cos2 а' - J 

при а= л/2. ' 
16.46. Кривошип ОА вращается вокруг оси, про

ходящей через точку О и перпендикулярной плоско
сти рисунка, с . постоянной 
угловой скоростью U)1. Ко-
лесо В движется по ПРЯМО- !J 
линейной направляющей 

А 

к задаче 16.46 

~---:I) 

к задаче 16.47 

NN и переходит на направляющую ММ без отскока и 
без проскальзывания, причем угловая скорость его 

перед сменой направления движения равна U). 

Определить скорость UD точки D колеса после уда
ра. Колесо радиуса r считать однородным диском, 
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Определить ударные реакции ощ)р, а также ско
рость груза u после удара. 

. _ _ Mm.y2gh 
Ответ .. 5Ах - 5вх - 2 (4М + 3т)' 5Ау = 5ву = О, u = 

_ 3m.y2gh 
- 4М+3m' 

16.49. Однородный шар массы М и радиуса R под
вешен на шаровом шарнире О. В точке D к покоя
щемуся шару приложен ударный импульс S, направ
ленный по касательной к параллели, центр которой 
лежит на оси, проходящей через неподвижную точку 
О и центр шара С. 

ОпредеJ1ИТЬ угловую скорость ffi шара после удара 
и расстояние ОК от шарнира О до плоскости; в кото
рой приложен ударный импульс, если ударная реак
ция в шарнире О равна нулю. 

5S ( S s.y21) 
Ответ: ffi = 2MR юХ = О, Юу = - MR' ffiz = 2MR ' 

7 
OK=5 R. 

16.50. Однородный диск массы М и радиуса R, за
крепленный в точке О с помощью шарового шарнира 

и стержня ОС, жестко 
скрепленного с диском 

и перпендикулярного 

плоскости диска, пере

катывается по горизон

тальной плосrюсти беЗ 
скольжения. В положе
нии, указанном на ри

сунке, когда скорость 

точки А диска равна VA 

и направлен~ парил

лельно оси х, в центо 

диска ударяет точка Ь 

IY 
А 

к задаче I Б.50 

массы "1 СО скоросты() 

V, направленной параллеJJЬНО АО. Удар неупругиЙ. 
Массу стержня ОС не учитывать; LAOB =900. 

Определить абсолютную уг ловую скорость ffi диска 
после удара, а также ударный импульс 58 в точке В. 
При ударе диск H~ ПРОС!<J.rJЬЗЫЕ[lет по П.ilОСКОСТИ. За
цепление диска с плоскостью зубчатое. 
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. _ 7 --12 Mv d' 
Ответ. ffi - 2R (7М + 4m) (вектор ffi направлен по 

Mmv A mv 
ОБ вправо); SBx = 1М + 4rn' SBU = -2-' 

16.51. 1) В УСЛОВИЯХ задачи 16.11 определить ИМ
пульс ударной реакции So в шарнире О. 

2) В условиях задачи 16.11, полагая, что угловая 
скорость кривошипа изменяется при ударе, опреде

лить ее значение Фl после удара. Определить также 
скорость u бойка 2 после удара и импульс ударной 
реакции S бойка. 

Ответ: 

) m2mt[(jJ 

1 SOx = (М + т) (m! + М + т)' Sou = О. 
М(mI +М+m) 

2) Ф[ = ffi (М + mI) (М + т) , 
Mmtml(jJ 

S= (M+mt)(M+m)' 

Mml(jJ 

u = (М + ml) (М + т) • 

16.52. К стержням ОА и 01В шарнирного четырех
звенника, находящегося в покое в положении, указан

ном на рисунке, прило

жены одновременно 

ударные импульсы 8 и 
8,. Векторы 8 и 8\ 
параллельны ОО!, 
L'.OO,B = L'.O,BA = 
= 900, L'.AOO[ = 600, 

2 
ОЕ=з ОА, 

1) Определить уг ло-

1Н======fj1J 

к задаче 16.52 

вую скорость ffi стержня OtB после удара, а также 
импульс ударной реакции So в шарнире О. 

2) При S, = S определить импульс ударной реак
ции SA в шарнире А. 

Однородные стержни О[В, АВ и ОА имеют массы 
т" т2, тз и длины 1" 12, lз соответственно, причем 
1, = 12 = 1, тl = т2 = т, тз/т = 5/4. Трением в шар
нирах пренебречь. 
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О твет : 1) - s - s I S _ s - 25S I 
<о - 3т! ' Ох - 72 ' 

S _ 23 "1/3 (s - s 1) • 
Оу - 216 ' 

2)ПриSj =S 
2 

SАХ=З S' 

16.53. В кулисном механизме, находящемся в по
кое, кривошипу ОА сообщается угловая скорость, ко
торая достигает значения <о в момент, когда выберется 

зазор между цилиндри- . 

чески м пальцем А криво
шипа и поверхностью па-

П за I<УЛИСЫ В. Палец с 
ударом вступает в кон- · 

такт с поверхностью паза 

кулисы. Удар считать не
упругим. 

Масса кулисы равна, 
М, момент инерции кри. ' 
вошипа с пальцем отно

сительно оси вращения, : 

проходя щей через точку .· 
к: задаче 16.53 О перпендикулярно пло-

скости рисунка, равен J, 
длина кривошипа 1. Кулиса наклонена к горизонту 
под углом СХ. При ударе кривошип образует угол ~ 
с горизонтом. 

Определить потерю угловой с[<орости ~<o = <01 - <о 
кривошипа ОА при ударе (<01 - угловая скорость кри
вошипа после удара). Определить также импульс 
ударной реакции S в точке контакта пальца криво· 
шипа с поверхностью паза кулисы. Трением пре
небречь. 

Ответ: 
юМl2 С052 (~ - а) 

~ы = <О, ---'. <о = - J С052 а + Ml2 С05 2 (~ - а) , 

S _ юМlJ С05 (~ - а) , 
- J С052 а + Ml2 С052 (~ - а) 

16.54. В условиях задачи 16.53 определить работу 
г,нутренних ударных реакций А А . точке KOHTal(Ta 

пальца I<ривошипа с поверхностью паза кулисы и по-
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казать, что эта работа равна изменению кинетической 
энергии кулисного механизма при ударе ~T. 

О А - _ Jфl Ml2 соз2 <\3 - а) АТ 
твет: - т J соз2 а + Ml2 соз2 <\3 - а) = 1..\ • 

16.55. KpblJIO солнечной батареи космической стан-
ции разворачивается в два этапа. На первом этапе 
концевая панель 1 под действием пружинного двига· 
теля 2 поворачивается на 900 вокруг шарнира А, па· 
нель 3 жестко заделана в опоре О стопором 4. На вто
ром этапе при жесткой фиксации панели 1 в горизон
тальном положении с панелью 3 снимается стопор 4 
в опоре О, и система панелей 1 и 3 может поворачи
ваться вокруг оси Oz, перпендикулярной рисунку. 

Определить угловую скорость панелей после фик
сации концевой панели, а также ударный импульс в 
опоре О при ударной фиксации. Принять OA=AB=I, 
панели считать однородными пластинами одинаковой 
массы т. Жесткость пружины в двигателе 2 равна С, 
пружину считать линейно-деформируемой. Действия 

IJ 

к задаче 16.55 

H~ 
ПосЛfJ 

осmаноСка 
uеmщщ 

у 

к задаче 16.56 

силы тяжести при развороте панели 1 нет. При гори
зонтальном положении панелей 1 и 3 пружина 2 не 
деформирована. Трением в шарнирах- пренебречь. 

5п .. J3ё rc . f71:З 
Ответ: (j) = 321 'У т; Sx = О, SI/ = 16 'v 3СГn. 

16.56. Робототехническое устройство состоит из 
трех шарнирно соединенных однородных стержней 
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одинаковых длины 1 и массы т. На конце стержня ве 
находится шарнирно закрепленный в точке е схват 
с деталью М (точкой М). В момент, когда устройство 
имеет конфигурацию, изображенную на рисунке, стер
жень ОА имеет угловую скорость 6)0, а деталь М имеет 
скорость VM, схват с деталью М мгновенно останавли
вается в позиции подачи детали. 

Определить угловые скорости стержней ОА, АВ, 
ве после остановки детали и импульс ударной реак
ции в шарнире О. Трением в шарнирах пренебречь . 

.у20м 
Ответ: 6)ОА = 6)0 + -5-/- = 6)вс (6)ОА направлена 

против хода чаСQВОЙ стрелки, а 6)вс - по ходу часо-

" . .у2mом 
вои стрелки), 6)АВ = О, SOx == - 30 ' SOY = О. 

16.57. Робот имеет три степени свободы. В поло
жении, указанном на рисунке, звено ОА имело ско
рость поступательного движения V, а звенья АВ и ВМ 
. имели абсолютные угловые скоро

А 

к задаче 16.57 

сти 6)0 И 6)10. После подачи детали 
(точка М) звено ОА мгновенно ос
та навливается. 

!J 

к задаче 16.58 

Определить уг ловые скорости звеньев АВ и ВМ 
после мгновенной остановки звена ОА. Масса детали 
М (материальной точки М) равна m, масса звена АВ 
равна М. Звено АВ считать однородным стержнем. 
Массой звена ВМ и трением в шарнирах пренебречь. 
А В - ВМ = 1. При расчетах принять: 6)10 = 0,5 рад/с, 
м == 3т, <р = 300, 1/1 = 600, 6)0 = 26)10, V = 6)10l/2. 
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наибольшем расходе воды равно 5 мин, перепад дав-
JIений на распылителе 2940 ГПа. . 

Насколько большей должна быть мощность, необ- .' 
ходимая для обеспечения равномерного движения 
автомашины со скоростью 36 км/ч, при направлении 
струи воды в сторону ее движения по сравнению с тем 

случаем, когда струя воды перпендикулярна направ

лению движения автомашины. Потери на трение при 
движении автомашины считать постоянными . 

• /21:!.р 
Указание. Скорость истечения воды tI = ~-p- , где I1р-

перепад давлений на распылителе, р - плотность воды. 

Ответ: на 2,43 кВт. 
17.3. Одноступенчатая ракета, стартовая масса ко

торой 12900 кг, движется вертикально вверх в одно
родном поле сил тяжести из состояния покоя. Время ! 
работы двигателя 64 с, относительная скорость исте- ; 
ч~ния продуктов сгорания топлива 2200 м/с, конечная 
масса ракеты 4900 кг. 

Считая тягу двигателя равной реактивной силе, 
секундный расход топлива постоянным и пренебрегая 
сопротивлением воздуха, определить наибольшую ско- ' 
рость ракеты. 

Ответ: v <= 1501,7 м/с. 
17.4. Сохраняя условия предыдущей задачи, опре-! 

делить, на какую высоту h поднимется ракета в мо- j 
мент окончания работы двигателя и полную высоту Н .) 
ее подъема. . 

Ответ: h = 37,2 км, Н = 152,1 км. 
17.5. Используя условия задачи 17.3 и считая, что 

масса ракеты во время работы двигателя уменьша
ется по закону М = Moe-at, где а = const > О, опре
делить полную высоту Н подъема ракеты. 

Ответ: Н = ] 63 км. 
17.6. Используя условия задачи 17.3, определить 

максимальную высоту hmax, которую может достичь в 
момент окончания работы двигателя ракета, если ., 
уменьшение ее массы во время работы двигателя про- i 
исходит по закону М = магаt , где а = const > о. ~ 

Ответ: hmax = 57,79 км.! 
17.7. Воображаемая ракета, стартовая масса кото- j 

рой 2765 т, состоит из трех ступеней. Масса топлива 1 
в первой ступени 2010 т, во второй 420 т 11 В третьеЙJ 

:1 
<'j 
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17.11. По какому закону должна изменяться масса 
тела, скользящего по горизонтальной плоскости за 
счет отделения от него частиц с постоянной относи
тельной скоростью и, направленной против движения 
тела, чтоб~ ускорение самого тела увеличивалось про
порционально времени с коэффициентом пропорцио
нальности k. Начальная масса тела то. 

- ...!!.- t' 
Ответ: т (t) = тое 2" • 

17.12. Найти скорость точки переменной массы как 
функцию времени, если масса точки уменьшается по 
закону т == тое- at' ,( а = const > О, то - начальная. 
масса точки) и скорость точки в момент начала отде
ления от нее частиц была равна vo. Точка скользит по 
гладкой горизонтальной плоскости, относительная ско
рость и отделяющихся частиц постоянна и направлена 

против начальной скорости точки VO. . 

Ответ: v (t) = Vo + aut2• 

17.13. Материальная точка М, масса которой умень
шается по закону т = тoe-«I (а. = const > О, то
начальная масса точки). движеJ'СЯ в вертикальной 
плоскости в однородном поле сил тяжести. Векторы 
относительных скоростей отделяющихся от точки М 
частиц горизонтальны и равны по модулю и = const. 

о 
о 

/1 Н 
~ 

11 

к задаче 17.13 к задаче 17.14 

Найти траекторию точки М в неподвижной декар
товой системе координат Оху и путь, пройденный точ
кой до падения на Землю. В начальный момент вре
мени (t = О) точка М совпадала с началом координат 
и ее скорость была равна нулю. Сопротивлением воз-
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СИЛОЙ тяги двигателей, а вертикальная составляющая . ~ 
этой силы пропорциональна скорости самолета (ко- :1:· 

эффициент . пропорциональности k). движение са моле· 
та рассматривать в неподвижной декартовой системе 
координат Оху, точка О которой совпадает с центром ~ 
масс самолета при t = О, ось ОХ направлена в сторону 
скорости Vo, а ось Оу - вниз. 

OTвeT~ fj + Мо : а,! iJ = g [1 - (М ~~at)2 ] . 

17.24. Используя условия задачи 17.23, получить 
уравнения движения самолета, если его масса вслед· 

ствие обледенения увеличивается по закону М = 
= Moeat, где а = const > О, МО - масса самолета в 
момент начала обледенения(t = О). Скорость само
лета при t = О равна ио . 

Ответ: 
.. 

х = ~ (1 - е- at), 

У = д. [1 _...!.. (1 - e- at )] - ~ [1 - e-at (2 - e-at )] 
а а 2Моа,2 • 

17.25. С цилиндрической катушки, которая скаты
вается по наклонной плоскости, образующей угол а 
с горизонтом, сматывается бумажная лента. Конец 
ленты прикреплен к плоскости. В момент начала дви
жения масса катушки с накрученной на нее лентой 
М, их общий момент инерции относительно оси ка
тушки J = Мр2, где р - радиус инерции, наружный 
радиус катушки с лентой paBeHR. Погонная масса 
ленты J.I.. 

Определить ускорение точки на оси катушки и на
тяжение ленты при t = О, если в этот момент времени 
центру масс катушки была сообщена скорость v в на
правлении линии наибольшего ската наклонной пло
скос"и. 

Ответ: 

1 (. + 21L 2) a(0)=(I+p2/R2) gSlПа -м и , 

s (О) = (R 2 ~ р2) [Mp2g sin а - J.I. (R2 - р2) и 2]. 

/ 





858 предполо::~: ::о:;::::я д:::::::е конкретное 1 
движение механической системы, описываемое реше- 1 
ннем системы :;1) f, (1) (8 ~ 1 ..... n). 1 
соответствующим заданным начальным условиям 

У: 11-10 = f s (10)' 
Оно может быть, в частности, состоянием равновесия 
(кратко - равновесием) 

qJ = а! = const, qJ , О. 

Это движение, интересующее исследователя в усло
виях поставленной задачи, принято называть невоз
,мущенным движением, а все другие движения, кото-
рые может совершать система, называются возмущен

ными. Любое возмущенное движение системы будем 
обозначать Ys и). , ~ 

Невозмущенное движение системы называеТСЯ 'j 
устойчивым (по Ляпунову) *), если по любому задан- ~ 
ному числу в> О можно подобрать такое число 6>0, ' 
что выполнение неравенств 

I Ys(to) - fs(to) 1< /) (2) 

обеспечивает выполнение неравенств 

I Ув (t) - f s (/) I < 8 при f ~ 'о. (3) 

Если, кроме того, выполняются соотношения 

lim I Ув (t) - fs (t) I = О, 
I~oo 

то невозмущенное движение называется асимnтотиче

ски устойчивым. 

Невозмущенное движение назы~ается неустойчu
вым, если условие (3) нарушается хотя бы для одного 

*) Приводимые далее определения нуждаются внекоторой 
детализации. С более подробными формулировками необходимо 
познакомиться в систематических руководствах по теории устой
чивости: 

М е р к и н Д. Р. Введение в теорию устойчивости движе
НИЯ.-М.: Наука, 1971; 2-е изд. 1976; 3-е иэд., 1987; 

К узь м н н П. А. Малые колебания и устойчивос1'Ь движе
ния. - М.: Наука, 1973; 

Ч е т а е в Н. Г. Устойчивость движею,я. Работы по анали
тической механике. - М.: Изд-во АН СССР, 1962. 
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возмущенного движения, сколь бы малым ни выбира. 
лось число б. 

Разности Ys (t) - fs (t) называются от"лонениями .. 
Обозначим 

Ys (t) - fs и) = ,Xs(t). 

'Если в уравнениях (1) произвести замену зависимых 
переменных с помощью соотношений 

Ys=Xs+fs(t), 

то получатся уравнения. вида 

dxs (' -ж- = XS (, 'xI' ••• , хn), (4) 

которые называются уравнениями возмущенного дв'и
жения. При этом невозмущенному движению соответ
ствует нулевое решение системы (4). В случае, когда 
в качестве невозмущенного движения взято состояние 

равновесия, и принято, что в положении равновесия 

все qs = О, уравнения возмущенного движениясовпа
дают с исходными уравнениями движения системы. 

Устойчивость состояния равновесия консервативной 
системы можно исследовать без составления уравне
ний движения. Для этого достаточно записать выра
жение для потенциальной энергии системы в возму
щенном движении и потребовать выполнения условий 
ее минимума в исследуемом положении равновесия 

(критерий Лагранжа). Неустойчивость устанавлива
ется с помощью теорем Четаева (см. библиографиче
ские ссылки на стр. 358). 

Если уравнения возмущенного движения являются 
линейными с постоянными коэффич,иентами, т. е. 
имеют вид 

dxs 
([г = a,lxl + ... + asnxn (asl = const, 1 = ], .•. , n), 

(5) 

т'о об устойчивости невозмущенного движения можно 
судить по корням характеристического уравнения си

стемы(5), которое нмеет вид 

I all-11 al2 . aln 

а21 а22 -11 ... а2n =0 . 
~ . . . 

I аnl аn2 аnn. -11 
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жинное устройство, показанное на рисунке. Когда 
маятник находится в нижнем вертикальном положе

нии, пружина сжата и ее деформация равна Л(). 
Установить условие УСТОЙЧI1ВОСТИ равновесия маят

ника в этом положении, если его масса т, жесткость 

пружины с, ОА = 1, ОС = L, ОВ = 2l.· 
Ответ: тg L > 2сЛо l. 

() 

к задаче 18.2 к задаче 18.3 

18.4. Груз М может двигаться в вертикальной пло
скости ПО окружности радиуса R. С грузом соединена 
пружина жесткости С, противоположный конец кото

рой укреплен . в верхней. точке 
А окружности А. Длина недефОРМИ-

.-...--~ рованной rtружины lо. 
Найти все положения равно

весия груза и исследовать устой
чивость равновесий, если' [о <1 
~< 2R, сила тяжести груза Р. 

Ответ: возможны положения 

равновесия <1'1 = О и <1'2,3 = 
= ± 2 arccos 2 (C;l~ Р) (при clo <, 

К задаче 18.4 .< 21 cR - Р 1). в положении <1'1 
равновесие устойчиво при clo> 

> 2(cR - Р) и неустойчиво при clo < 2(cR - Р), в 
положениях <1'2 и <l'з равновесия устойчивы при 2.(cR"":" 
.- Р) > clo и неустойчивы при 2 (Р - cR) > clo. 
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18.5. Найт~ условие устойчивости любого относи
тельного движения шарика по отношению к пазу в 

задаче 12.49. 
Ответ: 2с > тco~. 
18.6. Однородный 

соединен цилиндрическим 

стержнем 2, вращающимся 
ростью со вокруг 

1 длины 1 
вертикальным 

угловой ско-

Найти все положения стержня относи-
тельно системы отсчета, вместе со 

стержнем 2, и исследовать устойчивость равновесий. 

z 
о 

к задаче 18.6 к задаче 18.7 

Ответ: при 2lco2 ~ 3g возможны положения рав
новесия ЧJ! == О И qJ2 =-= л. В положении «р! равновесие 
устойчиво, в положении ЧJ2 неустоЙчиво. При 2lco2 > 
> 3g возможны положения равновесия qJl == О, «р2 = 

= Л, qJЗ,4 = + arccos ЧJ! И ЧJ2 рав-

новесия неустойчивы, !Уз и ЧJ4 устой-
чивы. 

18.7. Однородныи тl и длины 21 
может вращаться в 

цилиндрического шарнира 

спиральной пружиной 2 жесткости с. противополож
ному концу стержня с помощью пружины 3 подвешен 
J:"РУЗ 4 массы т2. При равновесии· в верхнем верти
кальном положении стержня груз находится на рас-
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стоянии 1 от его концов. Пружина 2 при этом не на
пряжена. 

Найти условие устойчивости равновесия системы 
в этом положении. 

Ответ: с> g(m, + m2) [. 
18.8. Два одинаковых математических маятника 

массы т и длины 2l каждый связаны между собой 
и с неПОДВИЖIJЫМИ опорами тремя одинаковыми го· 

ризонтальными пружина ми. При вертикальном поло. ' 
жении маятников пружины не 

напряжены. 

Определить, при каком значе
нии жесткости с каждой пружины 

... 

... 

к задаче 18.8 

.... 

1 

к задаче 18.9 

равновесие в верхнем вертикальном положении маят

ников будет устойчивым. 
Ответ: с> 2mgjl. 
18.9. Математический маятник 1 массы т и длины 

Зl связан горизонтальной пружиной 2 с математиче
ским маятником 3 массы т и длины 21. Пружина не 
напряжена при показанном на рисунке вертикальном 

положении маятников. 

Определить, при каком значении жесткости пру
жины С равновесие в этом положении будет устой
чивым. 

Ответ: с> 6mgjl. 
18.10. Два математических маятника длины 1 каж

дый несут на концах грузы с одинаковой массоА m. 
Маятники соединены шарниром в точке А и удержи
ваются в верхнем вертикальном положении двумя 

одинаковыми спиральными пружинами. 
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Определить, при каких значениях жесткости каж
дой пружины С равновесие системы в указанном по-. 
ложении будет устойчивым. 

Ответ: с> (1 + -V2)mgl. 

к задаче IB.l() к задаче lВ.Il 

18.11. Однородный брус 1 массы m\ удерживается 
в вертикальном положении равновесия пружиной 2 
жесткости с. Стержень 3 может вращаться вокруг 
точки О и удерживается в горизонтальном положе
нии пружиной 4. На конце стержня находится груз 5 
массы m2. 

Найти условие устойчивости равновесия системы 
в указанном положении. Массой стержня 3 пре
небречь. 
- Ответ: с> (ml + m2)gl. 

18.12. Два однородных стержня ОА и ОВ массы т 
и длины 21 каждый, жестко соединенные между собой 
под прямым углом, удерживаются пружиной 1 же
сткости с в положении равновесия, при котором стер

жень ОА горизонтален. На правый конец стержня ОА 
через невесомый стержень 2 и пружину 3 опирается 
груз 4, который может перемещаться в вертикальных 
направляющих. 

Найти условие устойчивости равновесия системы 
в указанном положении. 

Ответ: с > mgl. 
18.13. Два тела 1 и 2, подвешенные на пружи

нах 3 и 4, могут перемещаться только параллельно 
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вертикальной оси Ох. Характеристика пружины 3 
является нелинейной, сила упругости ее определяется 

соотношением F" ""'" f(x), где Р,,-проекция силы на 
ось Ох, х - координата груза 1, отсчитываемая от по
ложения, в котором пружина не деформирована. Пру
жина 4 имеет линейную характеристику, жесткость 
этой пружины с. 

в 

о 

i 
к задаче 18.12 к задаче 18.13 

Предполагая, что в положении равновесия dt/dx >: 
> О, доказать устойчивость равновесия системы. 

Указание. Исследовать свойства функции Ляпунова, в ка
честве которой принять полную механическую энергию системы 
в ее возмущенном движении. 

18.14. Крыло самолета при испытаниях в аэроди
намической трубе укрепляется с помощью специаль
ного упругого подвеса. Вектор скорости потока воз
духа v имеет постоянный модуль и направлен парал
лельно продольной оси нормального сечения S крыла. 
Предполагается, что движением крыла в направле-

. нии потока можно пренебречь. Кроме того, движение 
крыла считается плоским и аэродинамические силы 

приводятся в центре масс С к вертикальной силе F =::о 
= kq; и паре сил с моментом М = nq; (k и n - по
стоянные, зависящие от о; q> - угол поворота продоль

ной ·оси сечения, отсчитываемый от направления по
тока в направлении действия пары). Масса крыла m. 
его момент инерции относительно горизонтальной по
перечной оси,- проходящей через точку С, равен 1. j 
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, Найти услови~ устойчивости равновесия крыла. 
считая отклонения малыми. Жесткости элементов под
веса указаны на рисунке. 

Ответ: О ~ 4(ана22 ~ aI2a21)'~ (ан + а22)2, где 
a1l =(СI + С2)/m, aI2=(aCl- ЬС2 - k)/m, а21 =-
:-(аСl- bC2)/I, а22 = ( а2Сl + Ь2С2- n)/l. 

§ 2. Асимптотическая устоАчивость 
невозмущенных движениii 

18.15. Задана механическая система с одной сте .. 
пенью свободы такая, что действующие на нее актив
ные силы состqят только из Потенциальных сил и сил 
сопротивления, пропор

циональных первой степе
ни обобщенной скорости. 
Система имеет положение 
равновесия, в котором 

вторая производная от 

потенциальной энергии 
положительна. 

Доказать асимптоти
ческую устойчивость со
стояния равновесия систе
мы «в малом» путем пря-

к задаче 18.13 

мой оценки отклонения от него ее произвольнога воз
мущенного движения. 

Jlказание. Исследовать соответствующие неравенства вида 
(2) и (3) на стр. 358. 

18.16. Математический маятник может колебаться 
в вертикальной плоскости в некоторой среде. При 
этом на тяжелую точку действует сила сопротивления 
R = -,...v, где,... = const > О, v - скорость этой точки. 

Доказать асимптотическую устойчивость равнове
сия маятника в нижнем вертикальном положении пу

тем исследования свойств функции Ляпунова, в каче
стве которой принять полную ,механическую энергию 
маятника в возмущенном состоянии. Уравнения воз
мущенного движения взять в нелинеаризованном виде. 

18.17. ФизичеСКQА маятник массы т с горизонталь
ной осью подвеса может колебаться в среде, создаю
щей момент СОЦРОТИ,вления М = -fUI), где (J) - угло
вая скорость маятника, n = const > о. Центр масс 
маятника расположен на ,расстоянии, I,OT оси подвеса. 
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18.22. На рисунке изображена схема, служащая 
для исследования малых свободных колебаний на
земных экипажей (автомобиль, трактор, железнодо
рожный вагон) в вертикальной продольной плоскости. 

A:.r ____ - '--r--'--' с 

. .1., 21 

I( задаче 18.22 

К телу 1 массы М при-
!J соединены пружины 2, 

3 и демпферы 4, 5. В 
положении равновесия 

тело 1 располагается 
так, что его продоль

ная ось АВ горизон
тальна. В возмущенном 
движении демпферы 
создают силы вязкого 

трения R4 = -~IVD И 
Rs = -~2VE, где VD и 

V Е - скорости точек D и Е, ~I И ~2 - положительные 
постоянные. Момент инерции тела относительно гори
зонтальной поперечной оси, проходящей через его 
центр масс С, равен 1. 

Исследовать устойчивость равновесия системы. 
Ответ: равновесие системы асимптотически устой· 

чиво. 

18.23. Исследовать устойчивость равновесия стойки 
станка, описанной в задаче 12.2, приняв в качестве 
функции Ляпунова полную механическую энергию 
системы в возмущенном движении. 

Ответ: равновесие асимптотически устойчиво «в ма
лом» при С2 > mgl. 

18.24. Однородный стержень 1 массы т положен 
на два цилиндрических шкива, имеющих одинаковые 

к задаче 18.24 

радиусы. Шкивы вращаются в противоположных на
правлениях вокруг пара,']лельных горизонтальных 

осей, их центры 01 и 02 нахо.дятся на горизонтальной 
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прямой. Коэффициент трения скольжения между 
стержнем и шкивами {"'. Стержень соединен горизон
тальной пружиной 3 жесткости с с ползуном 2 массы 
m2, находящимся на гладкой горизонтальной плоско
сти. При движении ползуна 2 демпфер 4 создает нели
нейную силу 'сопротивления R = -f(v2)e, где V2-
скорость ползуна, е = V2/V2 - единичный вектор, 
1(0)=0, f(V2)/V2 > О при V2 =т!= О. В положении равно
весия системы центр масс стержня С находится на 
середине расстояния 0102, а пружина не деформиро-
вана. . 

ИсслеДОQать устойчивость равновесия сист~мы. 
Ответ: равновесие системы асимптотически устой

чиво. 

18.25. Стержень 1 массы тl,· положенный на 
шкивы, описанные в задаче ] 8.24, соединен демпфе
ром 4 с ползуном 2 массы т2, находящимся на глад
кой горизонтальной плоскости. Ползун прикреплен 

/ 

~ t:::;:@}~: ===.-r*1 ,~~:::;:::.t;~.o /:::=::::г--;-. ~. 
. IE I ~\< 1 ~j 

1\ задаче 18.25 

пружиной 3, ось которой rоризонтальна, к неподвиж
ноЙ опоре. Демпфер создает силу сопротивления R = 
= -f.LV,, где f.L = const > О, v, - скорость стержня 1 
по отношению к ползуну 2. Сила упругости F пру
жины 3 определяется нелинейной зависимостью РХ = 
= '(х), где РХ - проекция силы F на ось х, а х
координата ползуна, отсчитываемая от положения, в 

котором пружина не деформирована; 1(0) = О, при 
х =т!= О 1 (х) / х > О. в положении равновесия системы 
центр тяжести стержня С находится на середине рас
стояния 0102, а пружина не деформирована. 

Исследовать устойчивость равновесия системы. 
Ответ: равновесие системы асимптотически устой-

чиво при! (х) ф m2ff· Х И устойчиво при f (х)= m2~f' х. 
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Л10мент инерции тела относительно оси OIY равен 
10. Центр масс ротора гироскопа О расположен на оси 
OIY. Оси Ох, Оу, Oz являются главными централь
ными осями инерции ротора, его полярный и эквато
риальный моменты инерции равны С и А соответ
ственно. 

В равновесном состоянии вал 2 не закручен, пру
жина 6 не деформирована. Жесткость вала на круче
ние равна с. Л10мент, развиваемый пружиной при от
клонении рамки от равновесного положения, МЛР = 
=k I а 1. где а - угол поворота рамки вокруг оси Ох, 
k = const > О. Л10мент силы сопротивления демпфера 
Мд = nlal (n = const > О). 

Доказать, что невозмущенное состояние системы 
асимптотически устойчиво по первому приближению. 
Л1ассой рамки пренебречь. 

18.31. С помощью теорем о влиянии структуры сил 
на устойчивость движения (см. сноску на стр. 358) 
доказать, что вертикальное положение центрифуги в 
задаче 12.44 является асимптотически устойчивым при 
8са2 > 3Mgl. 

18.32. Однородная сфера радиуса Г, погруженная 
наполовину в покоящуюся жидкость, совершает по

ступательное прямолинейное равномерное движение 
в горизонтальном направлении. Сила тяжести сферы 
уравновешена при этом выталкивающей силой жид
кости. Поверхность жидкости плоская. 

В некоторый момент времени на сферу действуют 
в вертикальном направлении мгновенные возмущаю

щие силы, такие, что отклонение ее центра от поверх

ности жидкости по вертикали не превосходит г, а воз

мущенное движение является поступательным. Сила 
сопротивления жидкости R = -f(v)v/v, где v - ско
рость сферы, {(О)= О, {(и)/и > о при v =1= О. 

Доказать асимптотическую устойчивость невозму-
щенного движения сферы. . 

18.33. Однородная сфера, погруженная в покоя
щуюся жидкость, совершает поступательное равно

мерное прямолинейное движение, при котором 
центр сферы остается в одной горизонrальной пло
скости. 

Доказать асимптотическую устойчивость 1'ITOrO дви
жения, предполагая, что любое возмущенное двчже
ние сферы может быть только вращением вокруг ее 
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центра. Момент сил сопротивления ЖИДКОСТИ относи
тельно центра сферы при этом М = -f(О))roJО), где 
(J) - мгновенная угловая. скорость сферы, {(О) = О,· 
f(O)}/O) > О при (i) =Р О. 

18.34. При отклонении корабля от заданного по· 
ступательного прямолинейного движения рулевой от
клоняет руль АВ на некоrорыйугол ~ с целью устра
нения возникающих возмущений. В первом прибли
жении можно принять, что ~ = -kд9(k = const) и 

I< задаче 18.34 I< задаче 18.35 

что возмущенное движение судна описывается еле· 

дующей системой дифференциальных уравнеНИЙJ / 
d~a . d~e 
dГ + а/да + ~ dГ = аз~, 

d2M dM 
lfiГ + ы1 tlГ + Ь26.а = Ьз~, 

где да. и 6.0 - отклонения углов а. и е, а1, а2. аз. б1, 
Ь 2, Ь з - некоторые постоянные. 

Найти условие, которому должен удовлетворять 
коэффициент k, чтобы поступательное прямолинейное 
lI.вижение корабля было асимптотически устойчивым. 

О '. k> (а! + bt) (а2Ь 2 - atbl) 
твет. Ь Ь + Ь • t З аз а 

18.35. При изучении движения самолета в верти
кальной плоскости в качестве невозмущенного дви
жения иногда прииимается поступательное движение 

по прямой, составляющей с горизонтом некоторый 
угол е. ПоJIOжение продольной оси самолета опреде
ляется углом '6- ее наклона к горизонту. 
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При некоторых дополнительных упрощающих 
предположениях уравнения возмущенного движения 

самол'ета имеют вид 

dl18 . . 
{{г + а1 (6:& - АО) + ~Ae = О, 

d 2118 dl1~ 
(пг + Ь 1 ([/ + Ь2 (М) + А8) = ЬзА~, 

где А8 и A~ - отклонения указанных углов, al. а2, 
Ь 1 , Ь 2 • Ь З - постоянные. 

Найти условия асимптотической устойчивости не
возмущенного движения самолета в этом простейшем 
случае. 

Ответ: а + Ь 1 > О, а2Ь2 + аЬз > О, (а + Ь 1 ) (аЬ\ + 
+ Ь2 + Ьз ) > а2Ь2 + аЬ з , где а ~ а2 - аl. 

18.36. На рисунке изображена схема движения ко
рабля, соверщающего циркуляцию. Центр тяжести 

к зада'lе 18.36 

корабля С описывает при этом 
окружность в горизонтальной 
плоскости со скоростью и, а кор

пус корабля поворачивается во
круг вертикальной оси с угловой 
скоростью ro. В некоторый момент 
времени величины и, ro и а полу
чают малые отклонения. Линеа
ризованные уравнения возник-

шего возмущенного движения мо

гут быть приведены к виду 

dl1v 
---;гг = a1tAv + at2Aro + а!зАа, 

dl1(j) 
{{г = a2tAv +~2Aro + а2зАа, 

dl1a 
(JГ = llэtАv + аЗ2А(j) + аззАа, 

где Av, Aro, Аа - отклонения в произвольный момент 
времени, aJJ (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3)-некоторые по
стоянные. 

Напи<:ать матричное уравнение для функции Ля
пунова V, производная КОТQРОЙ по времени Б силу си
стемы (*) имеет вид v=-[сl(Аv)2+ с2 (Аro)2+ 
.+ С3 (Аа) 2] (Сl, С2, Сз - положительные постоянные), 
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Ответ: функция V имеет вид V~хТБХ, гдех=II~~II, 
Б = Ilb/11I (b/j == const, т - знак транспонирования), 
причем АТВ + БА = С, где А =llai/ll, с =llc/j11 (сн = 
= о при i 0:1= j, Си == ~C/; i, j =.1, 2, 3). 

г л а в а 19 

ЭЛЕКТРОМЕХАНИКА 

в настоящей главе рассматриваются механические 
системы, движение которых в существеННQЙ мере оп
ределяется силами электромагнитной природы. 

Сила, действующая на заряженную материальную 
точку, движущуюся в электромагнитном поле, зависит 

от заряда q, СК9РОСТИ v точки, напряженности Е элек
трического и индукции В магнитного полей. При поло
жительном заряде 

р= q (E+vX В). 
Если поле создается точечным зарядом Q, то его 

напряженность Е определяется законом Кулона 

Е =_1_ Qr 
431:8 ,З ' 

где в - диэлектрическая проницаемость среды (для 
вакуума в = Во = 8,85·10-12 кл/(н,м2 ), для воздуха 
в ~ 80)' 

Электрические поля точечных зарядов являются 
сферически симметричными и удовлетворяют прин
ципу суперпозиции: напряженность поля, создавае

мого несколькими зарядами, равна геометрической 
сумме напряженностей, создаваемых каждым зарядом 
в отдельности. 

Электрическое поле между двумя . заряженными 
параллельиыми пластииами является однородным, т. е. 

напряженность в любой точке между пластинами 
равна 

Е = U/d, 

где и - разность потенциалов, d - расстояние между 
пластинами. 

Основными элементами электромеханических си
стем являются проводники с током, движущиеся в 
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J 

электромагнитном поле. Сила, действующая на про- .~ 
водник с током J В магнитном поле, опр€деляется за- '~ 
коном Ампера. При однородном поле (В = const) j 

F =(1 XB)l. 
Ток J, протекающий в проводнике, в свою очередь 

зависит от цепи и определяется вторым законом Кирх
гофа: алгебраическая сумма всех ЭДС контура равна 
сумме падений напряжений на всех сопротивлениях 
цепи. Для цепи, содержащей индуктивность L. актив
ное сопротивление R и емкость с, закон к.ирхгофа 
имеет дифференциальную форму 

L :: + R/ + ~ ~ ldt = I Ek • 

k 

в системах магнитоэлектрического типа в послед
нем уравнении важную роль играет ЭДС индукции. 
В частном случае. когда проводник длины 1 переме
щается в однородном магнитном поле перпендику

лярно вектору индукции В, наведенная ЭДС индукции 
определяется по формуле 

Еинд = 1 (v Х В). 

§ 1. Динамика материальной точки 
в электромагнитном поле 

19.1. Латунная монета. двигаясь по вертикали под 
действием силы тяжести. пролетает между полюса ми 
электромагнита счетного устройства. Скорости монеты 
при входе в устройство и при выходе из 'него оказы
ваются одинаковыми . 

. Насколько изменится температура монеты, если 
удельная теплоемкость латуни с=390 Дж/(кг·К). 
а ширина полюсов h = 4см. 

Ответ: дt = 10-3 К. 
19.2. Материальная точка М массы т, имеющая 

заряд q. может двигаться в горизонтальной плоскости 
по прямой, соединяющей два закрепленных точечных 

о 

к задаче 19.2 
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ника равна 1, масса т, значение положительного элек
трического заряда груза q. Определить частоту 0>0 ма
лых колебании маятника, если Eq < mg. 

Ответ: фо = V + (g - ~). 
19.5. Электростатический фильтр смонтирован 8 

вертикальной трубе прямоугольного поперечного се
чения. Длина пластин фильтра равна 1, расстояние 
и разность потенциалов между пластинами равны со

ответственно d и ио. По трубе с постоянной скоростью 
и движется ламинарный поток воздуха, содержащий 
пылевые частицы одинаковой массы т и заряда q. 
Сила сопротивления движению частиц в воздухе R = 
= -!J,V, (J.J. =const, v, ----: относительная скорость ча
стицы). По всей длине фильтра вертикальные состав
ляющие скорости частиц постоянны и имеют устано

вившиеся значения V~CT = u/2, горизонтальные со-

ставляющие скорости при входе в фильтр равны нулю. 
Полагая, что концентрация частиц в потоке неве

лика и поэтому взаимодействием их друг с другом 
можно пренебречь, определить, при каком напряже
нии ИО все частицы будут достигать стенок фильтра, 

если u = 1/ gl. 
Указание. Установившаяся скорость vYCT частицы опреде· 

.nяется из условия vYCT = V 1/ -')о ",,' 

mgd2 

Ответ: и о ~ 1,325 -ql-' 

19.6. ИзмеРI(IТельный механизм статического вольт
метра представляет собой плоский воздушный конден
сатор, одна из пластин которого неподвижна, а другая 

имеет упругий подвес. При подаче напряжения ~под· 
вижная пластина поворачивается вокруг горизонталь

ной оси О и приводит В движение стрелку индикатора. 
Длина каждой пластины равна 1, ширина Ь, масса т, 
расстояние между пластинами d (при U = 0), угловая 
жесткость упругого подвеса С. . 

Определить, на какой угол а. повернется подвиж
ная пластина измерительного механизма вольтметра 

при подаче напряжения и (диэлектрическая прони
цаемость воздуха в ~ во). 

Указание. Полагая· yгo.n поворота а; подвижной пластины 
Ma'nblM (a;l~· d), учесть в выражениях моментов величины до 
второго порядка' малости относительно a;l/d. 
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8 0ЬU 2 (1 )2 Ответ: а = с + О,бтgl d • 
19.7. Материальная точка массы т, имеющая элек

трический заряд q, пролетает между полюсами маг
нита, создающего постоянное однородное поле; век

тор скорости точки в момент входа в магнитное поле 

расположен в 'горизонтальной плоскости и равен Vo, 
вектор магнитной индукции поля В направлен по вер
тикали. 

1 

1( задаче 19.7 к задаче 19.9 

Определить угол а поворота горизонтальной про
екции вектора скорости V от первоначального направ
ления, если ширина полюсов магнита равна 1. 

О . /qB 
твет: (1,.= агсsш - . 

тvo 

19.8. Материальная точка массы т, имеющая элек
трический заряд q, начинает двигаться из состояния 
покоя под действием силы. тяжести в однородном маг
нитном поле. Вектор В магнитной индукции поля на-
r:Iравлен по горизонтали и постоянен. . .. 
. Пренебрегая сопротивлением среды, найти траек
торию точки. 

Ответ: циклоида х = t (1 - cos k/), У == :2 х 
Х (kt - sin kt), где k = ~ В, ось ОХ направлена вер.
тикально вниз, О у .1 В. 

19.9. В плазменных установках нагретый до высо
кой температуры ионизованный газ изолируют от сте
нок реактора с помощью магнитного поля. Частицы 
плазмы, обладающие массой т и цоложительным за
рядом q. поступают в поJxость реактора со скоростью 
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Va, . перпендикулярной силовым линиям однородного 
по сечению реактора и постоянного магнитного поля. 

Сила сопротивления движению частицы F = -f.tV, где 
f.t = const, V - скорость частицы. 

Полагая, что частиц уравновешены 
силами действия поля с напря-
женностью E(qE , определить, при каком зна-
чении индукции поля частицы плазмы' 
не будут сопрИ!(эсаться стенками реактора ра-
диуса R. 

Ответ: в;:;: 

19.10. В сейсмическом датчике капля 1 ртути по
мещена между полюсами постоянного магнита 2 и 
ИЗОJlирована от них прокладками 3. Боковые стенки, 
одна из которых 4 является хорошим проводником, 

к. задаче 19.10 

а другая 5 вьщолнена из материала, имеющего сопро~ 
тивление 2г, подключены к двум одинаковым бата-
реям по мостовой батарей равны Е, вну-
треннее сопротивление расстояние между боковыми 
стенками d, длина индукция в зазоре ме-
жду пол \Осами капли m. 

Полагая от положения равно-
весия малым собственную частоту ко-
лебаний датчика. 

r . j BEd 
Ответ: Фа = ~ '\1 2 --, • 

. го r гm 



§ 2. ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 883 

§ 2. Электромеханические системы 

19.1 {. Вибратор шлейфового осциллографа состоит 
из проволочной петли 1, на которо,Й укреплено квад
ратное зеркало 2, и постоянного магнита 3. создаю
щего в зазоре между полюсами поле индукции В. 
Нижний конец петли прикреплен к пружине, создаю
щей силу натяжения 2Т. Расстояние между проволо
ками петли d равно длине стороны зеркала, рабочая 

длина проволок 2L(d <t: [). 
ширина полюсов магнита 1. 

к задаче 19,11 

Пренебрегая массой прово· 
лаки петли по сравнению G 

5 

к задаче 19.12 

массой т зеркала. определить угол q> поворота',зерка..
ла при протекании по петле постоянного тока 1 и .соб
ственную частоту колебаний вибратора. 

BlIL • I 3Т 
Ответ: q> = --тег' Фа = 2 ~ mL • 

19.12. Катушка 1 вольтметра помещена между по· 
люсами 2 магнита. создающего постоянное однород
ное поле индукции В. Длииа катушки равна ее диа
метру d, число витков N. удельное СО'противление про
волоки р. С катушкой жестко связана шестерня 3 
радиуса R. находящаяся в зацеплении с шестерней 4, 
на оси которой укреплена стрелка 5 индикатора. Pa~ 
диус шестерни 4 r = R/З. I При отсутствии тока ка· 
тушка расположена горизонтально, а спиральная пру

жина б жесткости с не деформирована, 
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вания. Роль сейсмической массы выполняет постоян~ 
ный магнит 2, связанный с основанием пружинами 3. 
Масса магнита равна т, суммарная жесткость пру~ 
жин С, индукция В зазоре между полюсными наконеч· 

никами В, длина провода, сопротивление и индуктив· 
ность катушки равны l, Ro и L соответственно, вход
ное сопротивление регистрирующего прибора R. 

Составить дифференциальные уравнения, опреде
. ляющие относительное отклонеНие у магнита от поло
жения равновесия и ток 1 в цепи катушки. 

Ответ: 
ту + су - Bll = тp2~o sin pt, 

Li + (Ro + R) 1 + ВЦ; = О. 
19.18. В условиях предыдущей задачи определить 

амплитуду колебаний выходного напряжения и = RJ 
при резонансе. Индуктивностью L катушки пренебречь . 

. Ответ' U I - cR~o. • p .. mo - -вг . 
19.19. Вибростенд типа ГМК-l имеет два магнито· 

электрических механизма· (МЭМ). Возбуждение коле· 

Кn 

аг 

к задаqе 19.19 

баний вибростенда осуществляется подачей напряже· 
ния U = ио sln pt от генератора электрических KOJle· 
баний (ЭГ) на катушку 1 силового МЭМ, жестко свя
занную с подвижным штоком 2. Второй МЭМ слу
жит для регистрации движения штока, его катушка 3 
включена в цепь измерительного при бора (И П). Мас
са подвижных частей вибростенда равна т, жесткость 
пружины 4 равна с. индукция в зазорах полюсных на· 



§ 2. 

конечников магнитов 

В 1 и В2 , длина 
R1 и 12, R2 соответственно, 
мерительного 

СИСТЕМЫ 

и измерительной IЧдl"ГР" 

провода катушек 

входное сопротивление 

Пренебрегая сопротивлением 
найти максимальное значение возмущающей силы 
ростенда и добротность его колебательной системы. 

Указание. Добротность колебательной снстемы равна Q = 
= 000/ (2n), где 000 - собственная частота, n - коэффициент зату-
хания свобадны)( колебаний. ' 

19.20. На электродвигателя постоянного 

снезависимым подается постоянное 

пряжение U. 
щения якоря с 

тивление обмотки 

инерции относительно 

J, индуктивность 
L и R соответственно. 

Момент на якоре 
обмотке якоря; 

где С1 = const, 
противоиндукции Е = 

С2 = const, Q 
скорость вала. 

Найти угловую ско
рость Q вала и ток 1 в 
обмотке якоря через t = 
= 3jn с после подачи на
пряжения, если R = 
= 2 "1/ C1C2L/J. 

" R -1 "казание. n = и с . 

Ответ: ,~ 

1 = O,3UjR. 
19.21. МаГII 

вес ротора·l 
электромагнита 

ка 3, управляю!цсго 
пряжением 

2 

1 

к задаче 19.21 

тушки электромагнита. Масса ротора равна т, 
активное сопротивление катушки R, ИНДУ,ктивность 
L = L (у), электромагнитная сила F = Р(у, 1), где у
воздушный зазор в магнитопроводе, 1 - ток в цепи 
катушки. Напряжение питания катушки U = ky, где 
k = const > О. 

13* 
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·ложения равновесия и подает на ·катушку 4 электро
магнита напряжение и, пропорциональное .скорости 
груза, и = kty, где kt = const. Масса груза маятника 
равна т, длина нитей подвеса l, индуктивность ·ка- . 
тушки L. 

Пренебрегая сопротивлением катушки и полагая, 
что сила действия магнитного поля на груз маятника 
пропорциональна току 1 в катушке F = k2/, где k2 == 
= const, определить собственную частоту акселеро
метра. 

. I g + k.k2 
Ответ: 6)0 = 'v т mL . 

19.24. В акселерометре, PiiccMoTpeHHoM в предыду
щей задач.е, регистриру~тся ток / в цепи катушки. 

Показать, что для· установившегося положения 
маятника при движении акселерометра с постоянным 

ускорением а ток пропорционален ускорению, и. найти 
значение /УСТ тока. . 

k 
Ответ: 1 УСТ = -1-2 а. 

Lwo 
19.25. Маятник Байкова состоит из· электродви

гателя постоянного тока снезависимым возбужде-

к задаче 19.25 

нием, статор 1 которого может вращаться вокруг го
ризонтальной оси О, груза 2, жестко связан~ого со 
статором, и датчика 3. Датчик измеряет отклонение 
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19.28. Электрическим аналогом сцепки из двух ва. 
гонов, рассмотренной в задаче 14.68, является :идеаль
ный контур ИЗ двух одинаковых катушек индуктив

ности, соединенных параллельна с конденсатором. 

При каких индуктивности Lкатушек и емкости С 
конденсатора собственные частоты колебаний систем 
будут одинаковыми? 

Ответ; LC = т/с. 

r л а в а 20 

АВТОМАТИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ И РЕГУЛИРОВАНИЕ 

Методы теоретической механики широко исполь
зуются в теории автоматического управления ирегу
лирования. В главе предлагается ряд задач, в кото
рых методами теоретической механики (или электро
механики) требуется составить дифференциальные 
уравнения движения, провести их анализ и получить 

ответы в формулировках теории автоматическоro ре
гулирования. Выбраны лишь две группы задач, наи
более близко примыкающие к вузовскому курсу теоре
тической механики, - задачи на получение частотных 
характеристик и задачи на оценку устойчивости дви
жения и переходных процессов линейных систем. Ча
стотные характеристики систем управления дают пол

ное представление о динамических свойствах систем 
при внешнем гармоническом воздействии. 

Допустим, что к линейной системе приложено внеш
нее воздействие. изменяющееся по гармоническому за
кону Ре/ОО /. Через какой-то промежуток времени в си
стеме установятся вынужденные колебания с постоян
ной амплитудой, характеризуемые частным решением 
дифференциального уравнения, которое может БЫТh 
представлено в виде 

D (ю) e/(oot+qi(OO)). 

Зависящая от частоты ю комплексная функция 

W( ' )- D(со)е{(ОО)I+Ф(ОО)) -А( ) (ф(оо) 
lffi - Ре/ООI - ffi е 

называется амnлитудно-фазовой частотной характе
ристик,ой системы .. Функция А (ю) называется амnлu-
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Заключение об устойчивости системы можно сде-
' лать также из анализа фазовых траекторий. В про
стейшем случае для одной переменной фазовая траек
тория может быть построена . на плоскости в прямо
УГОЛЬНЫХ координатах (y=zx, х), которые называются 
фазовыми. Если фазовые траектории линейной, си
стемы при неограниченном возрастании времени 

асимптотически приближаются к началу координат. 
то такая система устойчива асимптотически. 

§ 1. Частотные характеристики 

20.1. На устойчивую линейную механичес/{ую ко
лебательную систему с одной степенью свободы дей-
ствует внешняя сила, изменяю- . 
щаяся по гармоническому за

кону с частотой ro. Дифферен
циальное уравнение движения 

данной колебательной системы 
имеет вид 

, .f + 2ех + roо2 х = !.!. e{6Jt 
т . 

Получить выражение ам
плитудно-фазовой характери
стики системы и построить ее 

график. 
Ответ: 

I< ответу задачи 20.1 

W (iro) = [( 2 ' 12) ] == и «J) + iV (<1)), . 
т (1)0 - (1) + [28(1) 

2 2 
и (со) = (1)0 - (1) • 

т [( II)~ - (1)2)2 + 482(1)2] 

V (со) _ -28(1) 
. - т [( II)~ _ (1)2)2 + 4е2 (1)2] • 

20.2. В услов'иях предыдущей задачи получить вы
ражения амплитудной частотной А (со) и фазовой ча
стотной ер (со) характерястяк системы и построить их 
графики. Определить максимальный СДВиг по фазе 
между выходными и входными колебаниями. 
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Ответ: 

А (00) = 1 , 
т -V ( oo~ - (02)2 + 4е2002 

t . 2еоо 

g <р (00) = - 2 2 ' 
000 - 00 -

<Ртах (00 = 00) = -n. 
A(&J) 

к ответу задачи 20.2 

20.3. Уравнение вращения вала двигателя как объ
екта регулирования при отклонениях от стационарного 

режима имеет вид 

J д <i> + b!J.oo = дМдв, 

где J = const, Ь = const > О, дМдв • доо - отклонения 
момента на валу двигателя и угловой скорости от их 
стационарных значений. 

Получить выражение амплитудно·фазовоЙ харак
теристики двигателя и построить ее график. 

Определить максимальный сдвиг по фазе между 
ВЫХОДНЫМИ и входными колебаниями. 

Ответ: 

W(ioo)= l+~TOO' k=i-. Т= ~. 
<Ртах (00 = 00) = -n/2. 

20.4: Динамические свойства объекта регулирова
ния выражаются следующим дифференциальным урав
нением: 

ТХ2 (t)+ X2(t) = kXl (! -.), 
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20.6. Получить выражение фазовой траектории ДЛЯ 
системы, переходный процесс которой описывается 
дифференциалыjмM уравнением 

Х+0о5х =О. 

Построить график фазовой траектории и по его 
виду сделать заключение об устойчивости движения 
системы. 

х2 у2 
Ответ: fi2 + (Со>о А)2 = 1 (у = Х, А - произволь-

ная постоянная); система устойчива. 
20.7. Тело массы т, входящее в состав замкнутой 

автоматической системы, может двигаться П9 прямо
линейной направляющей. Дифференциальное уравне
ние движения тела имеет вид 

х + 28Х + ФБХ = о (8 < (00)' 
в состоянии покоя по телу произведен удар, импульс 
которого вдоль направляющей равен 1. 

Определить переходный процесс в' системе. 

Ответ: х (t) = _J_ e- el sin 00/, Ф1 = ~ /Ф~ - 82. 
пер m со> I 'У 

20.8. Плоское движение летательного аппарата 
'(ЛА) вокруг его центра масс может быть выражено 
дифференциальным уравнением 

... 1 
6:ф + СфФ6'IjJ + СффА'IjJ = -71рАZр (lp > О), 

где AZр=kрАб - отклонение управляющей силы, kp-
коэффициент пропорциональности, Аб - отклонение 

1( задаче 20.8 

уrла поворота руля, A'IjJ - малое отклонение от курса. 
J - момент инерции ЛА отнuсительно поперечной ОСЬ, 
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1 и пренебрегая массой заслонки, стержней и муфты 
регулятора. 

2) Определить, устойчив ли стационарный режим 
работы системы. 

3) Найти 
рости 11000, если 
стоянную величину 

Геометрические 
рисунке. 

Ответ: 
1) Tl1ro + 1100 = 

угловой ско
увеличил ась на по-

указаны на 

Т= J k--- 1 -. 
kд (4bg + '...k) , - kд (4b g +...k) , 

аroЗ ro~ -аroЗ ro~ 

2) стационарный режим устойчив асимптотическщ 

3) А 6. Ми -
ilООо = -

kд (4bg +..k) . 
аro~ ro~ 

20.13. На рисунке 
стабилизатора, назначение 
внешнюю рамку 1 
нового подвеса в 

ленном положении. 

гироскопа вращается 

большой угловой скоро
стью (() В корпусе 2, на 
вертикальной оси которо
го (оси прецессии) уста
новлен датчик 3, изме
ряющий угол' прецессии ~. 
Сигнал с датчика посту
пает В усилитель-прсо6-
разователь 4, затем 
полнительное устройство 
мент МI1 отАосительво 
ки. Вокруг оси прецессни 
щающий момент М 

одноосного гира

и"'".,,,,,,,,,, - удерживать 

к задаче 20.13 

IIрикладывает мо

внешней рам
действует возму-

Отклонение момента I1MI1 про-
порционально отклоненн.ю силы тока в якоре двига

теля, т. е. I1Md = -k1I1I. Изменение тока в якоре дви
гателя описывается дифференциальным уравнением 

Ll1i + R,M - сL1о>я = k2L1~, 
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За невозмущенное движение принять полет, при 
котором '1' = о, ~ = О, б = О, Ма = О, Z = О, Мр = О. 
v = const. Масса и момент инерции самолета относи-
тельно. вертикальной 
оси, проходящей через 
центр масс С, равны 
т и J. 

1) Составить линеа
ризованное уравнение 

возмущенного движе

ниясамолета в гори

зонтальной плоскости, 
полагая значение ско-

рости полета v неиз- К. задаче20.l4 

менной. 
2) Опре~елить стационарное отклонение угловой 

скорости д'l'ст В зависимости от мгновенного отклоне
ния руля на постоянный угол Дбо . 

Ответ: 1) T\T2 Ll\j; + (Т( + Т2)д-ф + (1 + Т2ТЗ) д,р = 

д') J Т _ тv т = MIH 
=-kр (Т2 6+М, Т1 = м(ф) , 2- z(fJ) , 3 м<Ф)' 

м(6) 
k =_Р_. 
Р м(ф) • 

k p 

2) Д~CT = - 1 + Т 2Т 3 • 

20.15. Получить характеристическое уравнение ли
неаризованной системы уравн~ний возмущенного дви
жения замкнутой автоматической системы регулиро
вания курса самолета. Характеристики самолета и 
действующих сил указаны в предыдущей задаче. Ура.В
нение автопилота принять в виде дб = k1Ll'/J, где k 1 = 
= сопst > О. Оценить устойчивость движения замкну
той системы. 

Ответ: 

Движение устойчиво асимптотически. 
20.16. На рисунке изображена простейшая система 

автоматического регулирования напряжения генера

тора постоянного тока с параллельным возбуждением. 
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Напряжение U регулируется путем l1зменения сопро~ . 
тивления , в цепи возбуждения. . 

Если, например, напряжение U по какой -то при
чине начало падать, уменьшится ток 1" а значит, }f 

к эадаче 20.16 

тяговая сила электро

магнита 1. Сердечник <! 
; 

электромагнита и свя- .j 
занный с ним двнжок ;j 
3 реостата оттянутсЯ. 
пружиноЙ . 2 вниз, 
уменьшится сопротив- " 
ление" увеличится ток 

возбуждения 1 и В ре- ~ 
зулыате ликвидирует

ся падение напряже

ния и. Подлежащее 
регулированию напряжение 
с сопротивлением Rд• 

U задается реостатом 

1) Получить линеаризованное уравнение динамики 
регулятора, выражающее зависимость отклонения fJ., 
от отклонения I1U; отклонение 11, принять пропорцио
нальным отклонению I1s, т. е. 11, = kзl1s. Тяговую силу ~ 
электромагнита принять пропорциональной KBaдpaTY ·~ 

силы тока Fэм = cl/i, жесткость пружины равнойсz, .. :~ 
силу трения, пропорциональной скорости сердечник.а 
электромагнита Ртр = hs. Масса подвижной части, со
противление и индуктивность обмотки электромагнита 
соответственно равны т, R1, L1• 

2) Определить стационарное отклонение I1ro, если 
напряжение изменится на постоянную величину I1Uo. 

Указание. При выводе уравиеиия кОЭффициент при иско
мой переменной привести К единице. 

Ответ: 

1) ТIТ~';:+(ТIТЗ+Т~) М+(Т1+Тз)М+М=k,k2kзfJ.U. 
2 т h 
Т2=- тз=-

С2 ' С2 ' 

20.17. Получить характеристическое уравнение ли
неаризованной системы уравнений возмущенного дви
жения замкнутой системы в условиях Пр'едыдущей за-
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дачи, считая, что цепь возбуждения состоит из обмот
ки с сопротивлением R и с индуктивностью L и со
противления г. Сопротивлением и индуктивностью 
якоря пренебречь и считать, что генератор вырабаты-
вает напряжение, силе тока в об-
мотке возбуждения, Массой подвижных 
частей электромагнита 

Пользуясь критерием 
условия асимптотической 
стемы. 

Ответ: 

Гурвица, получить 
замкнутой си-

ТоТJТз'Л.З + [ТоТ, + Тз (ТО + Т,)] л2 + (То + Т, + Тз) л + 
+ (1 + kоk,k2kз) = О, 

L lok' 
где ТО = R+ro-k" ko= R+ro-k" Условия асим-
птотической устойчивости ko>O, [тот,+Тз(То + Т,)] Х 
XJTO+Jl + Тз)- ТоТ1 Тз (1 +kоklk2kз) > О. 

r л а в а 21 

ГИДРОМЕХАНИКА 

Во всех задачах настоящей главы, если это особо 
не оговаривается, жидкость считается идеальной (не
вязкой), однородной, несжимаемой (плотность жид
кости постоянна), изотермичной (нагреванием, охлаж
дением пренебрегается). Течение жидкости считается 
безвихревым, установившимся и безотрывным, поте-
рями на гидросопротинлснис, оговорено про-

тивное, пренебрегастся, над свободной 
поверхностью жидкости равным. нулю. 

Сама жидкость СОВОКУПl:lОСТЬ 
материальных частиц, заполняю-

щих некоторый объем. 
тается,' что поверхностные приложенные к эле· 
ментам поверхности некоторого объема, представляют 
собой нормальные давления, направленные внутрь 
этого объема {по внутренней нормали к элементу по
верхности) . 
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в задачах гидростатики давление р в JКидкости В 
однородном поле сил ТЯJКести считается равным 

р =pgh, 

где р - плотность JКидкости, g - ускорение силы тя· 

JКести, h - высота СТОJJба жидкости. 
Общие теоремы динамики для потока JКидкости 

трансформируются следующим образом. 
1. Теорема об изменении количества ДВИJКения си

стемы Q: 
N 

dQ =" ..св) dt i-J г;, , 
k=1 

N 

где p~) - внешняя сила, Q = L тkVk , тk - масса 
k-l 

k-й точки, Vk - ее вектор скорости. 
Конечное изменение количества ДВИJКения потока 

JКидкости равно 
N t 

QI-Qо=I ~ F~)dt. 
k=l о 

ПриБЛИJКенно за единицу времени (за 1 с) изменение 
количества движения массового секундного расхода 

потока жидкости равно 

где Q = 6v, 6 - массовый секундный расход потока 
JКидкости; ,,= pSV, S - площадь поперечного сечения, 

V - скорость потока JКидкости, Fi. fe ) - импульс k-й 
внешней силы за указанный промежуток времени. 

2. Теорема об изменении момента. количества дви
JКения системы Ко: 

N 

d~o = L Мо (P~)). 
k=l 

Конечное изменение кинетического момента системы 
равно 

N 1 

KI-Ko= I ~Mo(F~»)dt, 
k-l о 
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десь обозначено: К 1 - кинетический момент относи
ельно неподвижного центра О массового секундного 
.асхода потока жидкости в конце некоторого проме

<утка времени, КО - в начальный момент времени, 

Ifo (p~)) - векторный внешней силы Ft' 
)тносительно точки 

Приближенно конечное 
юмента потока жидкости 

JaBHO 

Кl 

кинетического 

времени (1 с) 

~дecь M~ - момент импульса внешних сил относи
'ельно неподвижного центра О за указанный проме
куток времени, 

j 1. Статика. Относительное равновесие 

21.1. Найти равнодействующую F и координаты 
~eHTpa С системы параллельных сил давления жид
юсти на прямоугольную ее верхний 

к задаче 21,1 

{рай находится на 

1, ширина Ь, плотность 
Ответ: F = pgab 

+ 3Н)ЛЗ(а + 2Н)]. 
21.2. В полостях 

{овое давление жидкости 

крышки равна 

ус =а(2а +: 
создается одина-

Определить, в каком на сколько 
1ереместится или останется на месте поршень 1, если 
Iлощадь поперечного сечения штока S. жесткость пру~ 
i\ИНЫ С, гидравлическим сопротивлением пренебречь, 

Ответ: влево, h = pS/c. 
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21.3. Гидравлический затвор представляет собой 
цилиндр радиуса R, длины 1, плавающий в жидкости 
плотности р. 

Определить массу цилиндра М, если высота стол
ба жидкости в канале равна R. 

Ответ: М = plR2,(1 + Зл:j4) .. 

р 

I( задаче 21.2 I( задаче 21.3 

21.4. Судно имеет вертикальные боковые стенки. 
Площадь горизонтального сечения судна на уровне 

I( задаче 21.4 I( задаче 21.5 

поверхности воды равна Р, плотность воды р, масса 
судна с учетом присоединенной массы жидкости m. 

Определить период малых вертикальных поступа
тельных колебаниii судна., 

Ответ: То = 2я ~ Р;Р . 
21.5. На рисунке показано поперечное сечение мор

ского судна длины 1, высоты 2d. Масса судна равно
мерно распределена по его объему, а его центр масс 
лежит в плоскости симметрии на уровне поверхности 
воды (плотность воды равна р). . . 





408 ГЛ . 21 . ГИДРОМЕХАНИКА 

Определить, под каким углом (Х к горизонту уста
новится свободная поверхность жидкости в цистерне. 

Ответ: а = arctg(ajg). 

к задаче 21.8 

21.9. ЖидкостныД: ак
селерометр состоит из 

изогнутой трубки, напол
ненной маслом и располо
женной в вертикальной 
плоскости. 

Определить ускореНИi 
а поступательно движу

'щегося по горизонтальной 
плоскости вагона, если 

.уровень жидкости в канале трубки по направлению 
движения llонижается до значения h l , а в противопо
ложном конце повышается до значения h2, углы, 

к задаче 21.9 к задаче 21.10 

образуемые трубкой с горизонтальной плоскостью, 
равны соответственно (Х! и (Х2 • 

. ' ' h2 - h, 
Ответ: a=g . . h(· ctg а, + h2 ctg а2 

21~10. Цилиндрический сосуд, наполненный жидко
стью, вращается вокруг вертикальной оси Z с постоян
ной угловой скоростью ro. 

Найти уравнение свободной поверхности жидко
сти в равновесном состоянии в связанной с сосудом 
цилиндрической rOz системе координат. Высота уров-
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21.13. Определить ГОРI-Iзонтальную состаВЛЯЮЩУJO ~:i 
силы давления на опору колена трубы диаметра d = ~ 

. = 300 мм, по которой протекает вода со скоростью ' 
v =2 м/с. 

Ответ: N = 282,7 Н. 

t! 

1< задаче 21.12 1< задаче 21.13 

21.14. Г-образная пустая трубка вращается вокруг 
вертикальной оси с угловой скоростью 00. 

Какой будет угловая скорость трубки: 1) когда 
жидкость плотности Р. втекающа~ в нее с постоянной 

80· 

1< задаqе 21.14 

I 
I~ 

к задаче 21.15 

скоростью и, достигнет края горизонтального колена 

трубки; 2) когда она будет вытекать из нее? 

' .. 
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система находилась в покое. Погонная масса трубки 
11, длина колена 1, площадь поперечного сечения S . 

. 3pSv . v 
Ответ: 1) ro= 5(IJ.+pS)1; 2) ro=2Г' 
21.18. Внутрь прямоугольной в плане цистерны из 

наклоненной под углом а трубы вытекает жидкость 
плотности р со скоростью v. 

Найти зависимость скорости цистерны и от вре
мени, если масса цистерны т, площадь поперечного 

сечения трубы S.B цачальный момент времени ци
стерна покоилась. Считать, что поверхность жидкости 
остается плоской и горизонтальной, массой колес пре
небречь. 

то со, а 

Ответ: и = v cos а - т + pSvt • 

21.19. Из цистерны, стоящей неподвижно на горй
зонтальном участке пути, в некоторый момент времени 
начинает вытекать жидкость 

плотности р через наклоненную 

под углом сх трубку. 
Найти, как меняется скорость 

цистерны и на малом промежут

ке времени, если площадь попе

речного сечения трубки S, масса 

к задаче 21 .19 к задаче 21.20 

цистерны с жидкостью m. Трением и изменением вы
соты уровня жидкости Н в цистерне пренебречь. 

pSH 
Ответ: и = 2! ~ g cos а. 

21.20. В активной ковшовой гидротурбине струя 
воды диаметра d = 60 мм симметрично натекает на 
ковш со скоростью v = 50 м/с . 

. Найти силу давления струи на неподвижный ковш, , 
еСЛJl выходной угол ковша {З=90• трением пренебречь. · , 

Ответ; R = рu2Лd2 ( 1 + соs(З) /4 = 14,05 KH. I 
J 
J 
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Найти (в расчете на один канал рабочего колеса) 
окружную силу R, развиваемую потоком на рабочем 
колесе, если последнее имеет среднюю (по высоте ло
пасти колеса 2) окружную скорость u = 20 м/с. Тре
нием пренебречь. 

Указание. Относительная скорость выхода частиц жидко
сти иl определяется из условия неразрывности течения несжи

маемой жидкости в канале, т. е. предполагается, что жидкость 
сплошным образом заполняет пространство между лопатками 
турбины. 

Ответ: Р=ри sin abh (и cos а - u + и1 cos~) = 404 Н. 
21.24. Рабочее колесо центробежного насоса ра

диуса R = 0,2 м имеет суммарную площадь выходных 
сечений каналов (по окружности радиуса R) S = 
= 0,063 м2 , а выходной угол лопастей а = 190, 

к задаче 21.24 

Какой момент М пары сил нужно приложить К ко
лесу, если при угловой скорости вращения колеса 
(() = 22 рад/с производительность насоса Q=0,23 м3/с, 
плотность жидкости (вода) р. 

Указанu~ 1. Воспользоваться теоремой об изменении кине
тического моыснта. 

2. Радиальную проекцию абсолютной скорости считать рав
ной и, = Q/S. 

Ответ: M=opQR(R(j)-~сtgа)=1573 Н·М. 

§ 3. СМtoшанные задачи 

21.25. Плоская крышка расположена на поверх
ности жидкости плотности Q, ЩIЛiНОЙ В прямоуголь
ный бассейн длины а и ШПj)I:НЫ Ь, д<1Я упрощения 
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lадачи принять, что т - эквивалентная- масса одно

)Одной пластины, учитывающая массу ){рышки и жид
{ости при колебаниях (присоединенная масса жид-
<ости). . . . . 

Найти частоту малых угловых колебаний плоской 
{рышки вокруг горизонтальной оси. О, перпендику
IЯРНОЙ - плоскости рисунка. Толщиной пластины пре
'1ебречь. 

Указание. Для решения задачи воспользоваться методом 
:)элея. Краткие сведения о методе Рэлея см. в указании к за
~аче 14.11. 

Ответ: ф2 = Qgabjт. 

l I 
tI 

i I 
~-_._.~ 

К задаче 21.25 К задаче 21.26 

21.26. Дифференциальный манометр состоит ИЗ от
<рытой U-образной трубки постоянного поперечного 
:ечения, заполненной жидкостью на длину 1 . 

. Определить частоту колебаний уровня жидкости. 
Ответ: (j) = -y'2g/l. 
21.27. Вычислить частоту вертикальных колебаний 

з:воздушной пробки» В горле колбы резонатора Гельм
~ольца. Энергию сжатия воздуха в колбе учесть, по· 
лагая, что давление и объем связаны адиабатичесКим 
законом pVk= const, где р - давление газа, k - по· 
казатель адиабаты. Плотность воздуха Q, площадь се
чения горла S, длина горла 1, объем колбы V. Кине
гической энергией воздуха в колбе и потенциальной 
9нергией в горле колбы пренебречь . 

. JkPS 
Ответ: (j) = V РУТ • 
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21.28. Жесткая вертикальная трубка с площадью 
поперечного сечения S заполнена жидкостью плот· , 
ности р ДО высоты Н. Нижним концом она прикреп • .... 
лена к упругой сферической оболочке радиуса R. 

Найти частоту малых колеба· 
ний столба жидкости в трубке, 
считая, что прогиб в любой точке 
сферической оболочки равен 
w и), т. е. она представляет со· 
бой (в деформированном состоя· 

к задаче 21 .27 к задаче 21 .28 

; 

.1 

, . ;..: 

нии) сферу, концентричную с оболочкой в положении ' 
равновесия. Потенциальную энергию П (растяже· 
ние- сжатие) оболочки вычислять по формуле: П== 
= cow2/2. Здесь со - приведенный коэффициент же. 
сткости оболочки. Кинетической энергией жидкости 
в оболочке и массой оболочки пренебречь. 

Указание. Для решення задачи воспОльзоваться методом 
Рэлея, краткие сведения О котором даны в указании к за. 
даче J4.l1. . 

2 coS 
Ответ: (j) = 16рНл2R 4 • 

21.29*. По упругой тонкостенной трубе, шарнирно 
закрепленной на концах, протекает ' жидкость плот· 
насти р со скоростью v. Площадь поперечного сечения 
трубы равна S. 

Рассматривая трубу по схеме балки с постоянной 
по длине изгибной жесткостью Е/о и погонной массой 
f.!x, составить дифференциальное уравнение попереч· 
ного движения трубы (для малых отклонений от по· 
ложения равновесия) с учетом жидкости. Считать, что 
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t::~D положении равновесия труба- горизонтальна. ' Угло
~~ВОЙ скоростью вращения элемента трубы пренебречь. 
~" д4у д2у д2у 
li; Ответ: EJo дх4 + pSv2 дх.2 , - (Jl.x + pS) at2 . 

!:~ (/1-' · --.-=-. t~ :: ,С 

F' 
~ ____ ~1 ______ ~'1 

91 , 
к задаче 21.29 

21.30*. В условиях задачи 21.29 для упругой тонко
стенной трубы длины ; определить минимальную .ско
рость течения жидкости v, при которой прямолинейная 
фQрма равновесия трубы становится неустойчи ;вой, 
еСJIИV = const и S = const. 

Указание. Неустойчивость прямолинейиой формы равновесия 
иадо поиимать так, что при некотором (критическом) значении 
скорости жидкости существуют . ДРУI:ие (при сколь угодио. ма
лых отклоиениях), отличиые от. прямолииейной, формы равно
весия трубы с протекающей по ней жидкостью. 

О 11: • (EJ"; 
твет: v =7 'v ps . 

21.31*. В условиях заДачи 21 .29 для упругой, тон
костенной, прямолинейной трубы длины 1 и имеющей 
постоянные v, S. Jl.x =Jl.Q, найти собственные частоты 
малых поперечных колебаний . 

О . - о 2 _ Е/ о ( 1I:n )4. 
твет. при v - Юn - (f!O + pS) -t- -' 

. 2 _ Е/о ( пn )2Г( 1I:n)2 PSv2 ] 
при V =1= О юn - ().10 + pS)' -/- L -/- - Е/О.' 

21.32. По горизонтальному участку упругого трубо-
провода протекает жидкость плотности р с ПОСТОЯННОЙ 
скоростью V. В некоторый момент времени труба на 
правом конце мгновенно перекрывается задвижкой' А, 
при этом происходит гидравлический удар. 

Полагая трубу тонкостенной безмоментной (рабо
тающей только на растяжение) цилиндрической обо
лочкой радиуса г, найти окружное напряжение, воз
никающее в стенке трубопровода при гидроударе. Мо
дуль упругости трубы Е, ТОЛI.:Цина стенки h. 

J 4 К. С. Колесников и ДР. ' 
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Указание. Осевыми деформациями трубы, вследствие нали~ 
чия компенсаторов В и D, и потенциальной энергией жидкости 
I1ренеl'5речь. 

О v ~ /2Ерг 
твет: о" = Т 'V-h- . 

~-~ '18!w-S-=~-
,О D 

К задаче 21.32 

'21.33. Жидкость плотности р в равновесном поло ... 
жении ' заполняет абсолютно жесткую вертикальную 
трубу на высоту 1. ' 

Найти приближенное значение частоты w первого 
тона вертикальных колебаний жидкости в трубе, если 
коэффициент объемного сжатия последней равен 
k [HJM2]. Считать, что амплитуды перемещений частиц 
жидкости по вертикали и изменяются по линейному 
закону '(смотри эпюру), растеканием жидкости в ра
диальном направлении пренебречь. 

к задаче 21.33 к задаче 21.34 

, Указанце. Дли решении задачи. применить метод Рэлея 
(см. указание к задаче 14.11 " изменением внутренней энергии 
жидк6СТИ пренебречь, потенциальную эиергию жидкости вычис-
Лять по фОРМУJlе~ . 

t 

П =- 21s ~ N2 dx, 
О 
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Указание. Перепад давлений !:J.p= Рl - Р2 предстаВИТI> 
о2 

в виде:!:J.р = ~p 2' где v - средняя по сечению скорость по-

тока. 

О 1" 64 1 ' R pDv Р • 
твет: ",= Re D' где e=I1""-ЧИСЛО еинольдса. 

21.36. Гидравлический демпфер состоит из цилин-
дра'J с площадью поперечного сечения Р, заполнен
ного несжимаемой' вязкой жидкостью плотности р,и 
поршня 2 с отверстиями. При движении цилиндра 

к задаче 21.36 

вправо относительно поршня жидкость перетекает Ч'Р·' 

рез отверстия в поршне из его левой полости в правую. 
Найти КQэффициент сопротивления демпфера ~, 

если число отверстий в поршне равно n, площадь се, 
чения одного отверстия S, скорость цилиндра J по
стоянна и равна v, перепад давлений I1р в левой и 
правой частях цилиндра J равен I1р = ~pw2/2, где w
скорость протекания жидкости через отверстия' 

поршня . 
• ' 2!:J.p (nS)2 

Ответ. ~ = ро2 F . 

г л а в а 22 

КРАТКИЕ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 

9.22. В соответствии с теоремой о движении центра 
масс заключаем, что центр масс системы - точка С 
может перемещаться только перпендикулярно к пло

скости станции (плоскость DD). Заметим, что при 
движении космонавта с центром масс системы будут 
совпадать различные точки станции. Центр масс самой 

, C'JаНI!ИИ - точка В - должен двигаться при этом так, 

, 
.' ~ 
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чтобы его скорость 
(В противном случае 
ния системы вдоль 

Из условия 
нулю проекции 

движения системы на ось 

Сх 

ML\VB + т (L\VB + roR - и) = 

=0, 

где L\VB - приращение ско
рости точки В, получим 

L\v в = (и - roR) м ~ , 

Теорема об 
кинетического момента. 

дает 

m(u- L\VB-

ЗАДАЧ 421 

параллельна скорости и 

КЩlИчества движе

равна нулю). 

!J 
решению задачи 9.22 

относительно оси Cz 

(2) 

где /в = Мр2 - момент станции относитель-
но ее оси симметрии. 

М m 
Учитывая, что АС = м +т R, ВС = м + m R• 

решая соВ.местно (1) и (2), получаем 
и 1 и 

ro = R р2 М + m + 1 -:- 0,00771 7[' 
Я2 m 

и 

L\VB = М + m я2. 0,00494u. 
т +pz-

9.40. Угол <1> отсчитываем 
тела. Уравнение 
жения 

, / ~~ :-- С (<1>0 - <р) -

при переходе к неза 

симой переменной 
углу прворота <р - име

'~T вид 

1- J(fj2 + аro2= с (<Ро -- <р). 
2 ,iq> 

(1) 

начаы1ЬНОГО положения 

к решенню задач!! 9АО . 
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Относительно ro2 получили линейное неоднородное : 

уравнение 

20. ! 
, 2 -т <р 2 
ro =Се + ro •• 

Ищем ro~ В виде 

A<I' + В. 
Подставляя ~2) в О), получаем 

или 

A=-i.., 
а 

, с с! 

В = а <Ро + 2а2 • 

-~<P с с! 
ro2 = Се 1 + а (q>o - <р) + 2а2 • 

(2) 

В начальный момент движения ro = О, q> = О, от
куда 

с с! ( с 'с!) -~ <р 
ro2 = а (q>o - <1') + 2а2 - а <1'0 + 2а2 е I • 

В положении равновесия q> = <ро. поэтому 

( се! ) ( -~ (j)o) с 
ro2 = а <1'0 + 2а2 t - е I - a-<I'o • 

. 9.80. Теорема об изМенении количества движения 
, о/' для системы в целом 

~ дает 

d 
dГ(2mиc + mив) = Ртр ' 

(1) 

Из теоремы 06 из
менении кинетического 

R решению задачи 9,80 момента, для цилиндра 

. относительно оси, про-

ходящей через центр масс, получаем 
" 2 d 

IciP = 2т 1- d~ = -РТР' r. (2) 

Учитывая, что при отсутствии скольжения ro· г=ис, 
получаем из ,(2} , 

(3) 
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Воспользовавшись известными тригонометрически
ми соотношениями 

. 2 tg (а/2) 
sm а = 1 + tg 2 (aj2) • 

1 - tg 2 (а/2) 
cos а = 1 + tg 2 (aj2) • 

получаем решение 

а 1 
tg 2= . /2 . 

1 ± ~ЗГ 

Решение со знаком минус в знаменателе соответ
ствует отрицательному значению угла а. 

10.17. Запишем диф
ференциальные урав
нения плоского дви

жения 

тат = Ртр - mg sin (f), 

О) 

тап = N - mg cos ер, 
(2) 

к решению задачи 10.17 mг2 .. 
-2- 'ф = -Ртрг, (3) 

кинематические соотношения 

Vc = (R - г) ф, а,= (R - r)ijJ, (4) 

условие отсутствия скольжения 

,~ = Vc = (R - г) ф. (5) 

• Из (1) и '(3) с учетом (4) и (5) получаем силу 
трения, необходимую для качения без скольжения: 

F mg . 
тр. необ = -3- sш ер. (6) 

Максимально возможная сила трения определяется 
с учетом (2) и (4) 

F Тр. тах = f N = f ( mg cos (f) + т R v~ r ) . (7) 

Теорема об изменении кинетической энергии дает 

(8) 
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МОЖНО записать 

БГА = ОА6<р\, 6ГА = АР6'Ф. 

Вычисляя АР, устанавливаем, что 

6'Ф ""'" f 6<PI' 

Для нахождения зависимости между 6<Р2 и <'1'1> 
можно также воспользоваться методами кинематики 
плоского движения, но можноприменить и обычную 
процедуру метода остановки. Имея в виду последнее, 
сообщйм стержню 1 противоположно направленное 
угловое перемещение (-БQJI) (т. е. по ходу часовой 
стрелки). Тогда, используя обычное правило знаков, 
получаем, что угловое перемещение шестерни 2 бу
дет равно <'IQJ2 - 6<pI, а угловое перемещение шестерни. 
3 раЬЬО -6", - б<рI. 

Рассматривая шестерни как диски, для точки их 
касания получаем 

гl б<Р2 - б<РII"';" R I-б'" - б<Рll, 
или 

Отсюда 

Теперь записываем принцип возможных перемещениАI 

М.б<р! - М2б<Р2= О, 

что дает 

9 
М2 =4Т М.' 

11.27. Система имеет две степени свободы. Прин
цип возможных перемещений будем записывать в 
обобщенных координатах. В качестве независимqrх 
возможных перемещений возьмем угол ПО~Qрота 6({1 
Стержня ОВ и угол поворота "'" стержня ВО. 

Сначала соЬбщим в6зможное перемещение, при 
. -? 

котором 6<р =F О, <'1", = О. При этом <'IrB 1. ОВ, поэтому 
. переме!Цения ТО,чек К и Е вертикальны, и, следов а-
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тельно, возможная 

или 

- C~lIlp.+P2l1lP= О, 

где <р - деФормация пружины 2 В положении равнове-
сия. Отсюда . 

1 
СР=Р2ё;' 

Теперь сообщим tiозможное перемещение, при 
которомб<р = О, 6'1/> =1= О. При этом стержень аЛ 

к решенню задачи 11.27 

неподвижен, бrс..L ве, '{)Гв = 6гс = Ю'Ф. Возможная 
работа равна . 

l 
Qзб'Ф- Fупрбгв = О, 

или 
1 • 

дf- ~ б'Р-сIAl б'Ф= О, 

где л. - деформация 1 положении равнове. 
сня. Отсюда 

12.27. равна 

где 

Ф2. Т l М ' 2 , ."""2' . X~ 
Кинетическая энергия стержня 2 может быть вы

числена по формуJlе 

Т2 = ~ I~ro~, 
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где /2 - момент инерции этого стержня относителыro 
его МЦС. После построения МЦС, применяя теорему 
Штейнера, нетрудно показать, что 

/2 = mР (: - cos 2'1' ) . 

Так как Ю2 =ф, то 

т = ; m12 (: - cos 2'1' ) ф2 + ~ МХ2• 
Потенциальная Эllергия системы определяется си

лами тяжести элементов J, 2, 4 и силами упругости 
пружин 5 и 6: 

П =П1 + П2 + П.+ Пs + П6. 
Здесь 

, 1 
П1 = mg2' (1 - cos '1'), 

31 
П2 =mgт(l-соs<р), 

П4 =Мgх. 

Полная деформация ЛS пружины 5 в произвольном 
положении системы равна (деформация растяжения 
считается положительной, деформация сжатия - от
рицательной) 

""'5 = "'о + 2l(l- cos <р)-Х. 
Поэтому 

Cl"~ Cl"~ Сl ["0 + 21 (l -'cos Ф) - х]2 
ПS =-2---2-= 2 

c,,~ 
--2-' 

Потенциальная энергия силы упругости пружины б 
равна 

где ЛОб - деформация пружины 6 В положении равно
весия системы. В этом положении 

С1Лj) + С2ЛО6 = Mg. 

Далее применяется алгоритм составления уравнений 
Лагранжа 11 рода с учетом последнего соотношения. 

12.43. Кинетическая энергия системы равна 

т = Т1 + Т2 + Тз + Т4• 

Пусть а - угол поворота рамки 4, а ~ - угол поворота 
рамки 3 относительно рамки 4. Тогда вектор мгновен-
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ной угловой скорости ротора и рамки 3 равны СООТ4 
ветственно 

Проекции этих nа'''",'',,, 

С рамкой 3, равны 

(i)lx = а cos ~, 

(i)зх = а cos ~, 

При малых. углах а и ~'. получаем 

Ог, связанные 

а sin~, 

sin {l" 

(i)lx ::;: а, {J)11/ = ~, (i)lz ~ (i) + a~, 
ffiзх ::;: а, {J)З1/ = ~, Фaz ~ a~" 

с учеТQМ этих соотношений. с . точностью до маЛЫ:JI 
второго порядка получаем 

1 
Т1 + Тз """ 2cooa~). 

Так как 

I [" 2 2" n, 

Для потенциальной энергии силы тяжести грузика 2 
имеем 

п = -mg[l(l-cosa)+ lcos nО - cos~)]. 

При малых n и ~ 

п= 1.:) 2 . 

14.11. оси балки 
<;>пределяется полиномом + Сг2 + DzЗ. 
При граничных у' (О) = у" и)'= о, 
у (l) = УI имеем ) /2, где ~ == zjl, 
Уl - прогиб конца форма дефор-
мированной пружины характеризуется линейным рас
пределением смещений поперечных сечений у (~) = 

.. 0= УI + Y2~, где ~ = xjh, х- координата сечения, h
длина, У2 - деформация растяжения пружины. Сме-
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положим Ртр = fN, cos е = 1, sin е = е. в результате 
получим уравнение 

ijJ + <О6СР = - ~ '<О5 sign Ф . ф2, 

учитывающее величины до 2-го порядка малости, в ко- .~ 
тором <05 = БЕJz/(1I0). Далее, следуя методу осред- .~ 
нения (см. решение задачи 14.36), находим dajdt = О, : 
{Т. е. <о = <00, Т = То = 2n -v lоl/(БЕ!z) , . и уравнение . 

к решению задачи 14.37 

установления амплитуды dAjdt = -f<oo.4 2/(3n). Ин
тегрируя последнее в пределах периода одного коле

бания 

Ak+1 

~ dA/A2 = - '<ооТ/(3n), 
Ak 

получим результат l/AI<+I- l/A k = -21/3, приводя
щий к ответу. 

14.39. Нагрузке то = 20 + 40 = 60 т соответствует 
статическая деформация амортизаторов л'~т = зл.СТ = 
='6 см. Принимая за начало отсчета безразмерной 

. координаты 6 = X/~'~T положение равновесия загру
. женного вагона, получим дифференциальное уравне
ние поступательного движения вагона 

~ + (O~ [6 + sign t . ~ (1 + ю] = о 

и следующие начальные условия : 

=-4 см, ~o=~2/3, to=O, где 
<= 21 ctg а./n = 0,2. 

ХО = л, - ').,' = 
СТ ('т 

(02 = g/л" А = 
ОСТ' 1" 
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начальным условиям С1 = -А; С2 = О, получаем p~ ; 
эультат, приведенный в ответе. Полученное уравне· . 
ние движения кабины позволяет найти значения Х(Т) ~ 
И Х (t) в момент окончания торможения (t =.) и иcJ ~ 
полрзовать их в качестве начальных условий при опре· -
делении движения на последующем этапе t > 1'. 

14.60. Интервал следования автомобилей таков, что -, 
в любой момент времени t на мосту находится только . 
один автомобиль. Обобщенная возбуждающая сила ' 
является периодической четной функцией и в пр~де· -, 
лах одного периода изменяется по закону :' 

{ 2Pt/T при о ~ I ~ Т/2, 
QIJ (/) = 2Р (1 - '/Т) при Т/2 < t ~T. 

Прене6регая м~ссой автомобиля в коэффициенте инер
ции системы, составим дифференциальноеуравнеиие 
движения понтона 

ау + ~ + су = Q/J(t), 

где, согласно данным задач 14.33 и 14.34, а --.:. м ~ 
Н: 2т/3, с = pgF, /-t = О,б/tkР· . 

Разложим периодическую силу Q!I (1) В ряд Фурье, 
ограничиваясь двумя первыми гармониками .(n= 1, 3}1 

Q/J (J) = Qo + L Qn cos Pn.' -:-
n 

= Р/2 - 4Р [cos (2m/T) + ~ cos (6лt/Т)] !л2• 

Вынужденные колебания ПОНТОl;l~ .ОПl1сываются 
частным рещением дифференци.альногО · уравнения 
вида 

где 

уо = Qo/c = P/(2pgf)-, пn = лnDn(}, 

Dno ~ QnJC, р ~ 2nnJT, 
d·zn 

еn = а rctg--2 ' 
l- zh 

. 2 
d-2... 

- ftKP 1 
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При расчете обнаруживается слабое влияние третьей 
гармоники возбуждающей силы на вынужденные ко
лебания понтона. 

14.74. Движение маятника принимаем сложным, 
состоящим из движения вместе со стержнем и дви

жения относительно стержня. В инерциальной системе 
координат хО·у за обобщенные координаты механи
ческой системы примем; Хс, ус - координаты центра 
масс системы ,(точки С), ~ - угол отклонения оси 
стержня от направления оси О· Х, л - линейное откло
нени~ массы маятника от оси стержня. Координаты 
Ус, 'I't, А по условию задачи считаем малыми. 

Для составления дифференциальных уравнений 
движения применим принцип Даламбера. Получищ 

P-Мхс=О, хс= ~, P'I't-Мfjс-т~=О, 

L Мс=О, Jсft+m~L-тхсл=О, 

L Мо = О, - (т). + тiJc + mL{}) l-:- mхс (л -l~) = о: 

Положив yc~O= yoe/rot , -&и)= 'ftoe/rot , A(t) = il.oe ioot 

и подставив эти выражения в ДИфференциальные урав
нения, получим систему однородных линейных алге. 
браических уравнеНljЙ относительно неизвестных Уо,' 
'60, ло. Для нетривиальноro решения определитель 
системы, составленный из коэффициентов при неиз
вестных уо, ~o, Ай, должен быть равен нулю. Будем 
имеТh: 

004 [ - 002 (1 - -м- - ~~J) + :u + ~~~] = О. 
Отсюда находим 

1 + mlL 
2 р Jc 

<оз • М ( т mLJ ) • 
11-----

, М Jc 

<O~ = О, <O~ = О, 

14.78. Рассматривая движение шкива как плоское, 
примем за обобщенные координаты поперечное сме
щение ус его центра масс С от положения равновесия 
и угол поворота q> вокруг оси Cz. Эти же координаты 
определяют прогиб в поворот соответствующего се
чения вала. Предварительно найдем упругие харак
irеристики -:- податливости (щ ~(i, f == 1, 2) вала. Для 
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этого в сечеНИИ,проходящем через точку С, приложим 
единичные поперечную силу и момент, rостроим· со

ответствующие этим нагрузкам эпюры изгибающего 
момента М1 и М2 (см. рис. а И 6 к задаче) и вычис
лим интегралы Мора методом l3ерещагина. Для ва-

. рианта а получим сле
дующие значения пода'!;'

ливости: 

б!! = 4[3! (9EJ) , 

612 = б21 .. ~2l2 / (9EJ)', 
622 = l/ (ЗЕJ). 

Далее, следуяпринципу 
Даламбера и приводя си
лы инерции щкивапри 

плоском движении к цен

тру масс С, получим глав
Hый вектор Rи (рис. в), 

проекция которого R~ = 
~----~l~~=-~~~ 

= -тУе, и пару с MQMeH-

том Mtz= - 1 Сzф. 
1( решению задачи 14.78 Вычисляя прогиб ус и 

човорот <р сечения С вала 
от сил инерции шкива, 

дифференциальные· уравнения движения получаем 

системы 

{ Уе = -; т~c611 - 1 CZ~612' 
<р = - mYC tJ 21 - I czqJ622 

В так называемой «обратной:. форме (в перемеще. 
ниях). 

Затем обычным путем получаем характеристиче
ское уравнение 

0- m611(2 ) (1 - Iсz622(2) - тlсz672ф4 = О, 

которое в варианте а приводится к следующему окон

чательному виду: 924 - 9922 + 162 = О, где 2 = йJ/k, 
k 2 = Е/j(mJЗ) , н дает результат, представленный в 
ответе. . .. , .. 

14.91. Полагая, что ,горизонтальная составляющая 
равнодействующей. аэродинамических сил уравнове
шивается реакцией не показанных на схеме связей, 
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рис. к задаче 15.26. При движении маятника его угло· , 
вая скорость равна 

(i)= и+a+~. 
Согласно закону прецессии получим 

(i)XH=lXP 

'(обозначения см. в предыдущих задачах). Проектируя 
·9то равенство на оси Х и у, получим 

H(~ +и1\ +Uta) , -lPa, h(a.-Ut~)=lР~. 

Учитщзая, что U1\ = U cos <р, U t = U sin <р, и положив 
а. = ~ = О, получим значения а и ~ в положении рав
новесия. 

15.27. Воспользуемся уравнениями движения маят
ника, приведенными в решении к задаче 5.26, в кото
рых, однако, положим U1\ = U~ = о (вращением Зем
ЛИ пренебрегаем). Кроме того, введем не показанную 
1:Ia рисунке систему OX·y*Z·, движущуюся поступа· 
тельно вместе с кораблем; движение маятника отне
сем к этой системе. В таком елучае мы должны к си
лам, действующим на гиромаятник, присоединить рав
tюдействующую переносных сил инерции всех частиц 
маятника. ОНа равна mао и приложена в центре масс 
системы. Таким образом, получим следующую си
стему: 

. . Pl . . 
H~= -lPa, На= -g-ao+ Pl~ 

(Н = Jro, Р = mg) . 

. ПроинтеГРИРОВ8В эту систему при начальных уело
. виях t = О, d = ~ = О, получим Аа = 24', ~ пренебре-
1kимо мало. УЧИТl;iIвая . .м:аЛОС::I:ьотклонениЯ в угле ~, 
задачу можно ре~fI,тъпо упрощенной формуле: . 

Pl 
Аа= gH aoi, A~ ~ О . 

. ' \ ,' 

16.40. Система имеет две степени своБОдl;il до удар.а 
Диска об, упор D. .... . .. . . 

. . Запиш~м fшttематические уравнения для скоростей 
!fоче!< до удара в сйtтеме: . ' . 

VB =VA + VBA = v~ +VBC, VE == VA + VEA, 

V ВА = (j)ABJ, 
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де ФАВ, - угловая скорость звена АВ до удара, 

1 
VBC = 000" VBA = ФАВ, 2 . 

Из многоугольников скоростей имеем 

:оотношение для скоростей точек после удара запи· 
:пем с .учетом того, что скорость точки D ПО условиям 
задачи после удара равна нулю (ИD = О): 

ис = 00" Ив = 2ис = 200' = юАвl (*), ИЕ = юАвl/2, 
rде 00 и ЮАВ - угловые скорости диска и стержня после 

удара. 

v ~VC:V lIA '8 1Jnc , 
'f/'-r; 

1JA 

1( решению задачи 16.40 

Зададим системе возможное перемещение в соот'" 
ветствии с наложенными на систему при ударе свя
зями 

(), в -= 2(), с = l()q>1 = 2,lIq>, 
.f>r в 

lI,В = -2-· 

Общее уравнение механики для системы при ударе 
запишется так: 

М (иС - t1c) бrс + JC2 (00 - Фа)бq> + 
+ т (ив - t1E) 6rB + JB2 (ФА В - ЮАВ,) бq>1 = о. 
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После преобразований получим 

6 (/\11 + m)и А sin а + (i)or (3М + 4т) 
ct) = r (9М + Вт) 

Скорость точки В и угловая скорость стержня АВ 
определяются из записанных выше соотношений (.~). 

18.27. Система уравнений возмущенного движения 
в нормальной форме имеет вид 

х=у, у=г, (1) 

Функция Ляпунова находится по методу неопределен
ных коэффициентов в виде 

V = f (a 11 x2 + 2a l2XY + а22у2 + 2аlЗХZ + 2а2ЗУZ + аззz2). 
Записываем общий вид производной от этой функции 
в силу системы (1): 

11 = allXfI + al2xz + al2y2 + а22уг + 
+ а1зх (_!!... z _.!!-.у - ~x) + аlЗУZ + 

т т т 

( n В А) + аззz - - z - - у - - х • 
т т т 

Приравниваем коэффициенты в подобных членах по· 
лученного выражения и заданного для У: 

А АВ 
х2 : - аlЗ ~ = - --;:nг, 

в А 
ху: аll - аlЗ ~ - а23 ~ = О, 

n А А 
хг: aI2-а13m-аЗЗm=-2m' 

В 
у2: al2 - а23 - = О, 

т 

n В 
yz: а22 + аlЗ - а2З - - азз - = О, 

т т 

2 n . n 
z: a23-аЗЗm=-m' 
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1 
1 ., 

Для устойчивости требуется, чтобы эта функция удов- ;'i 0'4 
летворяла условию V ~ о. 1 
Это будет 'иметь место, если 

(с + hS)n > mSf(x)jx > о (х * О). 
1 
~ 
j. . 
,~ 
,< 
, ~ 

18.36. Линеаризованные уравнения возмущенного 
дви>\<ения системы с произвольным числом степенеА 
tвободы можно представить в матричной форме так: i 

dx 
Тt=Ax. (1) 

Здесь х - вектор-столбец, элементами которого явля
ются отклонения независимых переменных, опреде

ляющих состояние системы (положение и скорости ' 
ее точек); А - матрица I<оэффициентов. 

Пусть требуется построить такую функцию Липу
"913а, производная которой по времени в силу системы 
:(1) имела бы заданный вид 

(2) 

где С - известная матрица, размерность которой сов
падает с размерностью матрицы А . 

. Для решения этой задачи приме8Я~ТСЯ метод не
определенных коэффициентов. Именно, функция V 
разыскивается в виде 

(3) 

где В - неизвестная постоянная матрица той же раз~ 
мерности , что и матрицы А и С. ' 

Вычисляем производную функции (3) по времени. 

у=1г(хт)вх+хтв ~;. 
Так как в силу (1) 

то 

V;::::z хТАТВх+ хТВАх = хТ (АТВ + ВА) х. (4) 

Приравнивая выражение (4) функции (2), полу
чаем 

A~+BA=C. .. ~ 
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В скалярной записи уравнение (5) дает систему 
Iинейных алгебраических уравнений. 

Если матрицы А и С постоянны и заданы численно, 
,'О для решения уравнения (5) может быть испольэо-
18на ЭВМ. 

21.29. Выделим сечениями, перпендикулярными оси 
~. элемент трубы длиной dx; рассмотрим действующие 
~a него силы (подробности см. в любом учебнике по 
;опротивлению материалов) : Q"":" перерезывающая 

I< решению задачи 21 .29 

сила, Мизг = -Е! од2у (х, t) /дх2 - изгибающий момент, 

(pS + !J.x) ~;f dx - сила инерции ~лемент~ , # " 4~;ytte. 
том жидкости, R - сила реакции ~ИДКОСТИI'ii 

[ д ( д д2 j )] : , ' д! : 
R = pSv v д~ - V I д~ + oJ dx j = ~ pSv2 дJ dxj 

- изменение маtсовогосекундноro расхода жидкости 
за единицу времени (Ы ==1 с), 'протекающей ' ПО от-
резку трубы длиной dx. ' ," " , 

Применяя следствия ЦЗ принципа Даламбера, по
лучим: 

д2у aQ , 2 д2у 
- Q - (!J.x + pS) at2 dx + Q + 7iX dx - pSv д{2 dx . о, 

Q =дми~г . 
, дх I 

величинами, имеющ~ми множитель 'dx2, прене6регаем. 
, (,; учетом выражений Q и МЯаГ ' ПОл}'tlИМ ' 

д4 у 2 д2у _ д2у 
EJo дх4 + pSv д%2 - - (!J.x + pS) at2 • 

. '.~ 

'":.', 
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21.30. Для определения величины V = иКР положим 
J.tx + pS = О, тогда 

Е! ~ 'S 2 d 2y - О о dx4 + Р V dx2 - • 

Обозначим pSv2/( Е/о) = ai, тогда . 

у (х) = С1 + С2х + СЭ cos alx + С. sin alx. 

Здесь C1, ••• , С. - константы, которые находятся из 
условий закрепления концов балки: 

у (О) = О, У (1) = О, 
Мизг (О) = О, Мизг (1) = О 

или 

у (О) . О, У (1) = О, 

у" (О) = О, у" (l) = О. 
Поскольку у (х) =F О, мы получим, удовлетворяя гра
ничным условиям, С1 = С2 = Сз = О, а так как , С. =F О 
и аl =F О, то sin a1l = О. 

Отсюда all = n. Окончательно имеем 

n . ~ 
(/кр =т ~ PS' 

21·.31. Вычислим частоты собственных колебаний 
системы. Для этого применим метод Фурье. Ищем 
частное решение для у (х, t) в виде: у (х, t) = f (х) S и). 
Поскольку речь идет о гармонических колебаниях, то 
d 2S 
(ftГ = -оо2S. Подставим у в дифференциальное урав-

нение, полученное в задаче 21.29, тогда для функции-' 
имеем уравнение : 

d 4f d 2f 
EJO dx 4 +pSv2 dx2 -(!!о+рS)оо2f=0. (1) 

Здесь 002 - некоторый параметр. 
Частное решение уравнения (]) ищем в виде: 

f . АеАх • (2) 

Подставим (2) в уравнение (1), тогда получим зна
iJения для л: 

Лl,2=±Ьj , bl=-V~-al' 

. а2 = ~ ~ ( р;;: у + 6)2 (It~,~ pS) аl = ~~~: ' 

Лз,4 = ± ib2, 62 = .у а: 1 + Gl' i = .у -1 . 
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с учетом л,l, ... , л,4 (2) примет вид 

; (х) = А 1 sh b1x + А2 ch b1x + Аз cos ь2х + А4 sin Ь-2Х' (3) 
Константы А 1, ••• , А 4 находятся из граничных 
вий (см. задачу 21.30) . 

f (О)' '0, 

f" (О) =0, 
f (1) = О, 

f" ([)= о. 

усло-

(4) 

Из граничных условий (4) А 2 =Аз . О, а кроме этого, 
. А 1 shb1l + А4 sin b2l = О, 

(5) 

Вследствие нетривиальности решения определитель си~ 
стемы (5) должен быть равен нулю, а это влечет З8 
собой siп b2l = О. Отсюда 

Ь2n = nn! [, n = 1, 2, ..• 
с учетом выражения Ь 2 имеем' 

<O~ = (Jjo в:-°pS) (n1n У [( n1n У _ ~~~2]. 
_ о 2 _ . Е! о ( NN )4 

При V - <Оп - (Jjo + pS) -l- . 

. 21'.35. При ламинарном течении в цилиндрической 
трубе частицы жидкости двйжутся по прямым, парал
лельным оси трубы. Любая струйка имеет форму ци
линдра с образующей, параллельной оси трубы. Рас
пред~ление скоростей по диаметру одинаково в любом 
поперечном сечении трубы. Ускорение в направлении 
оси трубы равно нулю. Рассмотрим отрезок струйки 
жидкости в виде соосного с трубой цилиндра радиуса 
" длиной 1. При движении ее выполняется равенство 

(Рl - Р2) nг2 = 2nrl ( - J.I. dUd~) ) . 

в этом равенстве слева движущая сила уравновеши
вается силой трения, действующей по боковой поверх
ности указанного цилиндра. Знак минус взят потому, 
что '{- абсолютное значение напряжения трения - по 
определению величина положительная, а dujdr- ОТ
рицательная величина. 'Отсюда получаем дифферен
циальное уравнение 

du = - (Р! - Р2) r dr 
. 21Jj' 
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Интегрируя это уравнение с учетом условия прилипа· 
ния жидкости к стенкам трубы (и = О при, = R), по
лучим 

и (,) = РI - Р2 (R2 _ ,2) 
4[11-

"(закон ПуазеЙля). 
Определяем среднюю скорость v жидкости РО сече-

нию трубы: ~ 

Отсюда 

R 

2л: ~ гu (г) dr 

v = _..:.0 --;;,.--_ 
пД2 

V = (РI - Р2) R2 
8[11 • 

Тогда перепад давления равен 

или 

др = р, - Р2 = 81l lv /R2, 

Ap:::::a~.!.... ра2 
Re D 2 . 

Поэтому коэффициент сопротивления 

64 1 
t=RёD' 

где Re = р Dv -- число Рейнольдса. 
j.L 
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