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А В Т О Р Д А Н

^озирги замон физика-математика хамда техника фанлари 
тараедиётида векторлар билан тензорлар назариясининг зарур- 
лиги ва куп сохаларда бу назариянинг кудратли текшириш 
воситаси эканлиги шубхасиздир.

Векторлар билан тензорлар назариясини кераклича билмас- 
дан туриб, олий Укув юртларида назарий механика, аэрогид­
родинамика, электрорадиотехника, электромагнит майдони фи- 
зикаси, нисбийлик назарияси ва баъзи бош^а фанларни яхши 
Урганиб булмайди.

Бу китоб авторнинг республикамиздаги давлат университет- 
лари ва институтларида уттиз беш йил мобайнида назарий 
физика ва баъзи махсус курслардан у^иб келган лекциялари 
асосида ёзилди.

Китоб туртта бобдан иборат. Векторлар назариясига багиш-> 
лаиган биринчи ва иккинчи бобларда бевосита фазовий тасав- 
вурларга асослаиган табиий метод, яъни синтетик метод асос 
килиб олинади, сунгра керакли ифода ва амалларДекарт сис- 
темасида курсатилади. Учинчи боб оддий тензорлар назария­
сига багишланган. Бу ерда тегишли амаллар ва ифодалар даст- 
лаб уч улчовли фазода текширилиб, сунгра уларни куп улчов- 
ли фазода текширишга утилади. Нихоят, туртинчи боб тен- 
зорларнииг умумий аналитик назариясига багишланган.

Баён ^илинаётган назарияни китобхоилар актив холда уз- 
лаштирсин деган мацсадда хар бобнинг охирида бирмунча 
маищлар тавсия этилади. Маищларнннг жавобларн ва уларга 
дойр айрим курсатмалар уша боб охирида келтирилади.



ЛВТОРДАН

Кптобиииг ?{ар бир боби шу бобни якунловчи катта пара­
граф билан тугайди. Бундай параграфларда ёрдамчи ва цушимча 
мл н рпаллар келтирилади, китобнинг асосий текстидаги наза- 
|)||ц млълумотларнинг турли илмий соз$алардан олинган баъзи 
фактлар ва цонунларга татбищп ва ривожлантирилиши курса- 
тилпди.

Китобнинг айрим ^исмлари тегишли илмий конференциялар 
на семинарларда му^окама килинган. КУЛ ёзма билан танишиб, 
цимматли масла^атлар берган профессор X . А. Рахматулиндан 
автор самимий миннатдордир. КУЛ езмани Укиб, уз муло^аза- 
ларини билдирган физика-математика фанлари кандидатлари 
С. Ж . Жалоловга, А. Б. Бойдедоевга, Л. Ш. Х уж аевга  ва 
бошка ^амкасбларга, цул ёзмани такриз з;амда та^рир ^илган 
физика-математика фанлари кандидата М. А. Собировга автор 
ташаккур из^ор цилади.

Р. X, Маллин.
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Жисм ва з^одисаларни илмий жи^атдан текширишда улар- 
нинг физик хоссаларини ифодаловчи турли физик мивдорлар 
билан иш курилади. Асос ь;илиб олинган дастлабки физик 
мивдорлар системасига цараб, ^ар цандай физик мивдор аник; 
улчамликка ва ани^ бирликка эга булади. Текширилаётган 
физик мивдорнинг улчамлиги ва бирлиги асосий физик миц~ 
дорларнинг турли системасида турлича булиши мумкин. К[ан- 
дай асосий физик мивдорлар системасида улчанган булишига 
1<арамай, физик миадор узининг аник сон характеристикасига 
эга булади.

Фацат сон циймати билан аницланувш физик м щ дор  
скаляр дейилади. Скалярга мисол килиб, масса, энергия, тем­
пература, электр заряди ёки узунликни курсатиш мумкин.

Сон циймати ва йуналиши билан анщланувяи физик миц~ 
дор, одатда, вектор деб ат алади ва йуналтирилган кесма 
шаклида тасвирланади. Векторга мисол ^илиб, куч, тезлик, 
магнит момента, импульс ёки тезланишни курсатиш мумкин. 
Векторнинг сон циймати ва йуналиши векторни тула таъриф- 
лаш учун зарур булса-да, аммо етарли эмас. Бу масала кейин- 
чалик махсус текширилади.

Векторларни йуналтирилган кесмалар шаклида тасвирлаш 
методи оддий ва бевосита яадол булганлигидан фан ва техни- 
када кенг ^улланилади.

Жисмнинг фазодаги урни ва х;аракати фацат бошца 
ж исм ларга нисбатангина аницланиши мумкин. Жисмнинг 
мос вацти билан урни аницланишида асос цилиб олинган мод- 
дий система саг^ш системаси дейилади. Санаш система- 
сини ориентация системаси ёки референция системаси х,ам 
дейишади. Х аракат ланувш  зарраяанинг фазода ишрол цил- 
ган нуцтасини ^ар бир санаш системасида сонлар  — коор- 
динат алар билан ифодалаш мумкин. Координаталарнинг энг 
оддийси Декарт координаталаридир. Цилиндрик координаталар 
ёки сферик координаталар сингари хилма-хил бонща коорди-
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млтлллр лам бор. Лекин объектга мослаштирилган бошца коор- 
дпиаталардан ^ам фойдаланса булади.

Координаталарнинг ^андай системаси олинган булмасин, 
( кллнр фа^ат битта сон билан ифодаланади. Уч улчовли фазо- 
даги вектор координаталарнинг хар каидай системасида ^ам 
учта сон билан ифодаланади. Бу учта сон турли системада 
турлича булса-да, узаро ани^ алмаштириш ^онунига буйсуна- 
ди: агар векторни ифодаловчи учта сон бирор системада маъ- 
лум экан, ^ар ^андай боища системада учта янги сонни шу 
алмаштириш ^онунидан фойдаланиб аниклаш мумкин. Ш ундай  
цили.6, уч улчовли фазодаги векторни ан щ  алмаштириш  
цонунига буйсунган учта сон туплами деб цараш мумкин. 
Тензор тушунчаси %ам аслида вектор тушутасининг маълум  
равш ада умумлаштирилиш натижасидир.

Дар ь;андай физик м и в д о р  скаляр ёки вектор була бермай- 
ди. Скаляр ёки векторга нисбатан мураккабро^ табиатли физик 
мивдорлар кам учрамайди. Бу ерда, масалан, инерция момент- 
лари, механик кучланишлар, эластиклик модуллари, механик 
деформация, турли тартибдаги мультиполь моментлари, элек- 
трланиш ёки магнитланиш коэффициенти кабиларни курсатиб 
утиш мумкин. Уларнинг ани^ланиши учун битта ёки учта сон 
кифоя ь;илмайди.

Бирор физик мицдорни аникловяи сонлар шу физик миц- 
дорнинг компонентлари дейилади. Масалан, скалярнинг ком­
понента битта булса, векторники учтадир. Инерция момент­
лари, механик кучланишлар ва деформациялар, эластиклик 
модуллари, жисмнинг электрланиш ёки магнитланиш коэффи- 
циентлари ва ^оказо — мана булар куп компонентли физик 
мивдорларга оддий мисоллардир. Тензор дейилганда компо­
нентлари узига махсус алмаштириш цонунига буйсунган 
физик мицдор англашилади. У %олда скаляр билан вектор 
хусусий шакллардаги энг оддий тензорлар булиб цолади. 
Берилган тензорлардан мос амаллар натижасида турлича янги 
тензорлар ^осил цилиш мумкин: скалярдан вектор ёки тензор, 
вектордан скаляр ёки вектор ёхуд  тензор, тензордан скаляр 
ёки вектор ёки тензор ва хоказо.

Зичлик, босим, кучланиш, тезлик, температура ва бопща 
физик мивдорларнинг фазодаги та^симоти маълум ¡^онунларга 
итоат ^илади. Фазо ёки унинг щсмидаги бирор физик миц- 
дорнинг тацсимот со^аси шу физик мицдорнинг майдони деб  
ат алади. Тацсимот со^аси физик мицдорнинг табиатига 
цараб, скаляр майдон, вектор майдон ёки тензор майдон 
булиши мумкин.

Майдонларга бир неча мисоллар келтирайлик. Температура 
майдони, босим майдони, потенциал майдони, зичлик майдо-
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ни — булар скаляр майдонлардир. Тезлик майдони, куч май- 
дони, тезланиш майдони — булар вектор майдонлардир. М еха­
ник кучланиш ёки механик деформация майдони ва шу кабилар 
турли тензор майдонлардир.

Жисмнинг ёки моддий мудитнинг ^олатини характерловчи 
физик мивдорлар куп; босим,тезлик, температура, потенциал, 
зичлик, кучланиш ва боищалар шулар жумласидандир. Шун- 
дай г^илиб, хар цандай жисм ёки моддий му^ит температура 
майдони, потенциал майдони, кучланиш майдони ва бопща 
физик мицдорларнинг майдонларига эга булиши мумкин. Бу 
ерда ишлатилаётган м а й д о н  сузи физик мивдорларнинг фа- 
зодаги та^симот со^асини ифодаловчи му^им математик тушун- 
чадир.

Дозирги замон фанида электромагнит майдони, гравитацион 
майдон ва бопща физик майдонлар ^аь;ида гапирилади. Бу 
физик майдонлар реал майдонлардир.

Умуман, физикада текшириладиган зрдисаларда материя 
икки формада: модда ва майдон формаларида учрайди. Модда 
билан майдон хусусиятлари, уларнинг узаро боглаиишлари 
назарий физиканинг турли бобларида текширилади.

Х ар цандай физик майдон, масалан, электромагнит майдони 
ёки гравитацион майдон фазода узига муносиб жой ишгол 
ь;илади ва керакли физик миадорлар билан характерланади. 
Физик майдоннинг ани^ланиши учуй, шу керакли физик миь;- 
дорларнинг, жумла’дан уларни ифодаловчи векторлар ва тен- 
зорларнинг фазодаги таксимот со^асини билиш лозим. Шундай 
цилиб, майдон ^акидаги математик тушунча келиб чи^ади.

Квант табиатли физик объектларни махсус урганишда тен- 
зорлардан ^ам мураккаброк булган физик мивдорлар учрайди, 
уларга янги математик тушунчалар ва методлар татбиц эти- 
лади (группа назарияси, матрицалар назарияси ва ^оказо). 
Чунончи, элементар заррачалар физикасида ва баъзи матема­
тик текширишларда спинорлар му^им роль уйнайди. Квантлар 
назариясида ^улланиладиган спинорлар, операторлар ва шулар 
сингари математик тушунчалар ало^ида дивдатга сазовордир. 
Бундай масалаларга багишланган адабиётнинг яцин келажакда 
яратилишига умидвор булиб, автор бу китобда вектор ва тен­
зор майдонлар назарияси билангина чекланди.

Тензор майдон, жум ладан, скаляр майдон ва вектор 
майдон хоссалари %ацидаги математик назария х,ози.рги 
вацтда майдон назарияси деб юритилади.
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ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ

1. СКАЛЯР

Бирор физик м1щдорни маълум улчов бирлиги билан улчаш 
натижасида ^осил ^илинган сон шу мивдорнинг сон ^иймати 
дейилади. Масалан, жисм ^ажмини аниц бир сон билан ифода- 
лаш учун }>ажм бирлиги маълум булиши керак. Улчов бир- 
лйгининг узгариши билан мивдорнинг сон циймати ^ам узга- 
ради. Улчов бирлиги нацадар кичик булса, мос олинган сон 
Киймат шу кадар катта булади ва, аксинча, улчов бирлиги 
на^адар катта булса, мос олинган сон киймат шу кадар кичик 
булади.

Жисмнинг температурасини ифодалаш учун тажрибада, ма­
салан, Цельсий, Реомюр ёки Фаренгейт шкалаларидан бирини 
кабул килиш мумкин. Симобли шиша термометрлар нормал 
босимдаги сув-муз ва сув-буг мувозанат ^олатларига асослан- 
ган. Бу шкалаларнинг ^айси бирида булмасин, жисмнинг тем- 
ператураси аниц бир мусбат ёки манфий сон билан ифодала- 
нади.

Абсолют шкала номи билан юритилувчи Кельвин шкала- 
сида мумкин булган энг паст температурани ифодаловчи сон 
нолга тенг деб ^абул цилинган. Бу шкалада ^ар ^андай тем ­
пература фацат мусбат сон билан ифодаланади.

Температура шкалаларининг турлича булиши ва бу шка- 
лаларда температура улчов бирлиги — градуснинг турлича бу- 
лишидан цатъи назар, температура бирор сон? билан ифода­
ланади. Маълумки, мусбат электр ёки манфий электр учун 
унинг ишорасидан катъи назар, улчов бирлиги (масалан, абсо­
лют электростатик бирлик, кулон ёки элементар заряд) ихтиё- 
рий танланиши мумкин. Лекин ^айси бир улчов бирлиги олин- 
масин, электр ми^дори бирор мусбат ёки манфий сон билан 
ифодаланади.

Маълум уляов бирлигида олинган сон циймати биланок; 
т ула анщ ланувяи м щ дор скаляр мицдор ёки скаляр дейи­
лади.
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Юкорида курсатилган дажм, температура, электр мивдори 
скаляр булади. Масса, иш, вацт, иссиклик мщдори ва з^ока- 
золар ^ам скалярдир.

Кандайдир тугри чизик ва унда асос килиб олииган бирор 
О нукта берилган булсин. Тугри чизикнинг з а̂р кандай ихтиё- 
рий нуктасини шу О нуктага нисбатан аник бир сон билан 
ифодалаш мумкин. Б у сон кабул килинган Улчов бирлиги— 
масштабга караб аникланади.

Бу сон одатда О нуктадан унг томондаги нукталар учун 
мусбат ва чап томондаги нукталар учун манфий з^исобланади, 
Нуцтанинг жойини ан щ ловш  сон шу нуцтанинг координа- 
таси дейилади. О нуцта эса координат алар боши деб юри- 
тилади. Шундай килиб, Зуар кандай скаляр тугри чизикнинг 
мос равишда олинган бирор нуктаси билан тасвирланади.

Скалярни турли з^арфлар билан, масалан, температурани Т 
билан, массани т, ишни А, электр зарядни е , иссиклнк мик- 
дорини Q билан белгилаш мумкин. Скаляр ё ноль ёки мус­
бат сон ёхуд манфий сон булиши мумкин. 5 скалярнинг абсо­
лют кийматини, яъни модулини [s| шаклида ёзамиз. У ва^тда 
мусбат кийматли скаляр учун |s| =  s, манфий кийматли скаляр 
учун |sj =  — 5 ва ноль кийматли скаляр учун |s| =  0 булади.

Скаляр алгебраик микдордир. Шунинг учун скалярларга 
нисбатан КУШИШ> айириш, купайтириш, булиш ва бош^а алгеб­
раик амаллар бажарилиши мумкин.

Текширилаётган скалярнинг физик табиати, уларнинг кон- 
крет характери гоят катта адамиятга эгадир.

Масалан, бирор системани ташкил килувчи кисмларнинг 
температуралари Тъ Т2, . . .  , Тп, массалари тъ  /к2, . . . , тп, 
электр зарядлари еъ  е2, . . . , еп б}глснн. Системанинг темпе- 
ратураси Т, умуман, уни ташкил этувчи кисмлар температура- 
ларининг йигиидисига тенг булмайди: Т 7 \  \ У2 f  . . . +  Тп. 
Аммо системанинг массаси m (ёки электр заряди е)  з^амма 
ваз^т унинг кисмларидаги массалар(ёки электр зарядлари) йи- 
гиндисига тенг булади: m =  гпг т2 +  . . .  +  тп ёки е =  ег -(- 
+  б2 +

Система цисмларигсС мос келувяи мицдорлар йигиндиси. 
бутун шу системага мос келувяи мицдорга тенг булса, бун~ 
дай мицдор аддитив мицдор дейилади. Ю^орида келтирилган 
мисолларимизда массанинг ёки электр зарядинииг з а̂р кайсиси 
аддитив микдордир, температура эса аддитив мивдор эмас, у 
ноаддитив микдордир. Аммо масса ёки электр заряди сингари, 
масалан, иссиклик мивдори, потенциал энергия ёки иш аддитив. 
мивдорлардир. Шуидай килиб, з а̂р кандай скаляр аддитив 
хусусиятга эга эмас. Демак, аддитив скаляр билан ноаддитив 
скаляр бир-биридан фарк килади.
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2. ВЕКТОР

'Гул.'! пипцлмш учуй маълум улчов бирлигида олинган сон 
цпПм.'п прими билиш етарли булмаган микдорлар мавжуд. 
ЛАпг.кшп, тугри чизик буйлаб даракатланувчи заррачанинг 
мшрднппталар боши О га нисбатан силжишини аниклаш учун 
О гача олинган масофадан танщари, заррачанинг кайси томои- 
га караб, яъни кайси йуналишда даракатланишини дам били- 
шимиз керак. Заррача О нуктадан М нуктага кучиб утади, 
дейлик (1- раем).

О м N о  м

1- раем. 2- раем.

Демак, заррача силжйшининг боши О нукта ва охири М нук- 
тадир. Заррача силжишининг сон киймати ОМ кесманинг узун- 
лиги билан аникланиб, йуналишй О нуктадан М нуктага кара- 
ган булади. Заррачанинг О нуктадан М нуктага кучиб утишдаги
силжишини куйидагича ёзиб курсатиш м ум кин: ОМ (2- раем). 
Силжишни тасвирловчи бу шартли белгининг маъноси шундан 
иборат: биринчи дарф О силжишнинг бошлангич нуктасини, 
иккинчи дарф М эса силжишнинг охирги нуктасини, кесма ОМ 
эса силжишнинг берилган улчов бирлигида курсатилган сон 
Кийматини, стрелка силжишнинг О нуктадан М нуктага кара- 
тилган йуналишини тасвирлайди.

Агар заррача (2- раем) О нуктадан N нуктага кучиб утса,
унинг силжиши (Жоркали белгиланади.

Хуллас, заррача силжишини йуналтирилган кесма билан 
тасвирлаш мумкин.

2-расмда йуналтирилган ОМ кесма билан йуналтирилган
ОМ кесма турли узунликларга ва карама-карши йуналишлар- 
га эгадир.

Энди, фазода узаро параллел булган барча тугри чизик- 
ларни олайлик. Бу тугри чизикларнинг дар бирида факат бир 
томонга ёки карама-карши томонга ка раб даракатланаётган 
заррачаберилган булсин. Тугри чизикларнинг дар биридаги 
заррача силжишини тегишли (йуналтирилщн) кесма билан 
курсатайлик (3- раем).

Бу раемдан бевосита равшанки, 0 1М1, 0 2М2, 03М3 силжиш-

лар бир хил йуналишдадир, ОИ44, 0&М5, 06М6 силжишлар эса 
аввалги силжишларга нисбатан карама-карши.

Хар кандай жием заррачалардан тузилган. Жисм заррача- 
ларининг узаро жойлашишлари, умуман айтганда, узгарувчан-
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Me О'

м.

дир. Аммо катти к жисмларда заррачаларнинг узаро жойла- 
шишлари узгармасдан сакланади деб кабул цилинса, купгина 
илмий ва техник текширишларда катта кулайликларга эришиш 
мумкин. Каттик жисм турлича
даракатда булиши мумкин. /(а/я- L 0_____
тиц жиемнинг энг оддий jçapa- мб 06
кати, ■ х;ар онда, унга царашли 
заррачаларнинг бир хил силжи- 
шидан иборат. Бундай jçаракат  
цат т щ  жиемнинг илгариланма 
jç,аракати дейилади.

Демак, каттик жиемнинг илга- 
риланма даракатида силжишни ' 
тасвирловчи йуналтирилган кес- _ 
ма дамма нукталарда бир хил- 
дир (4- раем): силжишни тасвир­
ловчи йуналтирилган кесмани ________________
узунлиги ва йуналишини узгарт- ~о,
май, узига параллел равишда бир 
жойдан исталган иккинчи бир 
жойга кучириш мумкин.

Илгариланма даракатдаги каттик жиемнинг бирин-кетин бу- 
лаётган икки силжишн натижавий силжиш досил килади. Ма-

салан, заррача дастлаб А нуктадан 
В нуктага, еунгра В нуктадан С нук- 
тага силжисин. Натижада заррача 
А нуктадан С нуктага силжийди
(5- раем). Натижавий АС силжишни
аввалги икки АВ, ВС силжишнинг йи- 
гиндиеидан досил булган деб, кУши-

8

О,
раем.

4- раем.

лиш амалини одатдагича +  (плюс) оркали белгиласак, куйи- 
дагини ёзишимиз мумкин:

АС =  А В +  ВС. (2.1)
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Л1II р АН силжишни с, ВС силжишни а  ва АС силжишни Ь
< >1 )ц.|.ли белгиласак, (2.1) ифода бундай ёзилади:

(2 .2 )
< :илжишни тасвирловчи йуналтирилган кесманинг параллел 
рлвишда кучирилиши назарда тутилса, 5- расмдан фойдаланиб,,

^уйидаги 6- расмни чизиш мум­
кин.

—>
Д емак,заррачанянгс билан

а  силжиши бир хил натижавий
Ь силжиш досил килади. Сил- 
жишларнинг цушилиш тарти- 

с  с  би, яъни биринчи силжишнинг
иккинчи силжиш билан цуши- 

6- раем. лиши ёки иккинчи силжиш­
нинг биринчи силжиш билан ^у- 

шилиши натижавий силжишни узгартирмайди. Шундай ^илиб:

В

с -1- а  =  а  +  с (2 .3 )
булади.

Ю’корида айтилганлардан шундай х-улоса чи^ариш мумкин:, 
икки силжишнинг ^ушилишидан келиб чиркан натижавий сил­
жиш шу икки силжишдан ь;урилган параллелограммнинг йунал­
тирилган диагонали билан тасвирланади. Ана шу фикр сил- 
жишларнинг параллелограмм цоидасини ифодалайди. Сил­
жишни тасвирловчи йуналтирилган кесма сингари ми^дорлар 
куп учрайди.

Маълум уляов бирлигида олин- 
ган сон щ йматлари ва йуналиш- ^  
лари билан аницланиб, паралле- ——  
лограмм цоидасига мувофиц цу- 
шилувяи мицдорлар векторлар 
дейилади.

Куч, магнит моменти, тезлик сингари мивдорларнинг дар 
бири вектордир. Масалан, кучлар ани^ Улчов бирлигида узла- 
рининг сон циймати ва йуналиши билан аницланади дамда 
геометрик равишда ь;ушилади.

Векторни йуналтирилган кесма шаклида тасвирлаш мумкин 
(7- раем).

А нуцта векторнинг боши, В нуцта эса векторнинг охири. 
дейилади. А нуцтадан В нуцтага царатилган йуналиш век­
торнинг йуналишини, АВ кесманинг узунлиги эса вектор­
нинг сон цийматини курсатади, векторнинг сон циймати

7- раем.
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uiy векторнинг узунлиги ёки модули деб х;ам юритилади
ва \АВ\ ш аклда ёзилади.

Вектор бошининг фазода ж ойлаш ган нуцтаси шу вектор­
нинг цуйилиш нуцтаси дейилади.

Векторни бир дарф билан дам курсатиш мумкин. Вектор­
нинг ёзилишини скалярнинг ёзилишидан фарк килиш учун дарф-

ларнинг устига стрелка цуйиш мумкин, масалан: а, Ь, с. Баъзан 
стрелка урнига чизщ ча дам куйилади, масалан а, Ь, с. Босма 
адабиётда, одатда, скаляр ингичка курсив дарф билан ёзилади 
(масалан: а, Ь, с), вектор эса йугон курсив дарф билан ёзила­
ди (масалан: а , Ъ, с). Векторнинг модули шу векторни белги- 
ловчи, аммо ингичка курсив дарфнинг узи билан дам ёзиб кур- 
сатилади. Масалан, а  векторнинг модулини \а\ шаклида ёки а  
шаклида ёзиб курсатиш мумкин.

Силжишни тасвирловчи йуналтирилган кесмани, узунлиги 
ва йуналишини узгартирмасдан, узига параллел равишда бир 
н у ^ т а д а н  исталган бонща бир ну^тага кучириш мумкинлигини 
курдик. Демак, узунликлари бир хил, йуналишлари дам бир 
хил^булган векторлар бир-биридан фарь; цилмайди.

Йуналишлари бир хил, узунликлари эса тенг булган икки 
а ,  b вектор бир-бирига тенг дейилади.

Масалан, 8- расмда тенг икки а, b вектор ёки тенг бошца 
икки tn, п вектор тасвирланган.

Икки а, b векторнинг тенглигини а  — Ь шаклда ёзамиз. 
Векторлар тенглиги ушбу хусусиятларга эгадир:

1) дар ^андай вектор уз-узига тенг, яъни:
а  =  а

булади (ре-флективлик хусусияти),
2) бир вектор иккинчи ^екторга тенг экан, иккинчи вектор 

биринчи векторга тенг булади, яъни:
а  =  Ь

экан
b =  а

булади (симметриклик хусусияти),
3) бир вектор иккинчи векторга, иккинчи вектор эса учинчи 

векторга тенг экан, биринчи вектор учинчи векторга тенг була­
ди, яъни:

а  — b  ва b =  с
экан

а  =  с
булади (транзитивлик хусусияти).
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Шундай цилиб, векторни, узунлиги билан Щналишини уз- 
,■чртмасдан, бир нуцтадан бошца нуцтага бемалол п араллел  
кучириш мумкин. Бу хусусиятга эга вектор эркин вектор дейи­
лади. Бундан кейин шу эркин векторларгина назарда тутилади.

Йуналишлари царама-царши, узунликлари бир хил бул­
ган а , Ь векторлар царама-царши векторлар дейилади  
(9- раем) ва а — — Ь шаклда ёзилади. Йуналишлари бир хил

а

9- раем.

булган икки вектор бир-бирига параллел , йуналишлари. 
царама-царши булган икки вектор ант ипараллел векторлар  
дейилади. П аралЛ ел турри чизицларда ётувчи векторлар 
коллинеар векторлар дейилади. Коллинеар векторлар бир 
тугри чизицда дам ётиши мумкин.

Бирор текисликка параллел булган векторлар компланар 
векторлар дейилади. Компланар векторлар бир текисликда дам 
ётиши мумкин.

3. ВЕКТОРЛАРНИНГ ЦУШИЛИШИ ВА АЙРИЛИШИ

Векторни бир нуцтадан иккинчи нуцтага уз-узига параллел 
цилиб кучириш мумкинлигини биз курдик. Ана шундан фой- 
даланиб,’ куйилиш нуцталари турли булган векторларни бир 
нуцтага келтириш мумкин. Силжишлар параллелограмм цоида- 
сига биноан ^ушилади. Векторларни кушишда шу параллело­
грамм цоидаси асос цилиб олинади.

10- раем. 11- раем.

Масалан, икки а ъ  а 2 вектор берилган булсин (10- раем). 
Ох нуцта а, векторнинг, Оа нуцта а 2 векторнинг цуйилган нуц- 
таси булсин. а х векторни уз-узига параллел равишда кучириб, 
унинг бошини Oj нуцтадан 0 2 нуцтага олиб утиш мумкин
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(11- раем) ёки, аксинча, а г векторни 0 г нуцтага кучириш мум- 
кин (12- раем). Ни доят, ах ва а 2 векторларни юцоридагидек ку- 
чириб, бошларини бопща нуцтага, масалан, О нуцтата олиб утиш 
мумкин (13- раем). Сунгра бу векторлардан параллелограмм

цурамиз. Бу параллелограммнинг ОАа диагонали буйлаб, О нуц- 
тадан Ая нуцтага царатилган ва узунлиги шу диагоналнинг 
узунлигига тенг булган а 9 вектор, таърифга кура, берилган а г 
ва а ъ векторлар йигиндиеига тенгдир:

(13 =  й!1 &2-
Икки векторни цушишдаги параллелограмм цоидаси шундан 

иборат. Бу уч вектор параллелограмм текислигида ётади, яъни 
улар компланаодир.

Векторни параллел кучириш имкониятидан фойдаланиб, 
цушиш амалини 13, 14 ва 15- раемларда куреатдик. Бу раемлар- 
дан:

в-1 -{- О 2 =  -|~ И;»

яъни йигиндида цушалувяи векторларнинг уринларини ал- 
маштириш мумкин.
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Уша расмларга асосланиб, икки вектор йигиндисини тас- 
вирловчи векторни ясаш усулини курсатиш мумкин: биринчи 
векторнинг охирига иккинчи векторнинг боши цуйилади, 
боиш биринчи векторнинг боишга ва охири иккинчи вектор­
нинг охирига цуйилган вектор цушилувчи икки векторнинг 
йигиндисини тасвирлайди. Бу усул учбурчак усули ёки уч- 
бурчак цоидаси деб юритилади.

Энди учта, туртта, умуман, куп вектор йигиндисини аниц- 
лаш масаласига утайлик. Фазода ихтиёрий равишда жойлаш- 
ган а х, а 2, а 3, , а„_ъ  а п векторлар берилган булсин
(16- раем). Учбурчак цоидаеидан фойдаланиб, даставвал а г ва а 2 
векторлар йигиндисини топамиз, бу вектор билан а3 вектор 
йигиндисини топамиз, бу сунгги йигинди вектор билан а 4 вектор 
йигиндисини топамиз ва доказо (17- раем).

Натижада досил цилинган а  вектор кушилувчи а г, а 2, а 3, 
¡«4, . • . , % - г ,  «я векторларнинг йигиндиси булади:

®  =  <*1 -4 - и2 ~Н и3 +  ип_ 1 - { -  ап. ( 3 . 1 )

Ш у н д а й  у с у л  б и л а н  в е к т о р л а р  ни ц у ш и ш  в е к -  
т о р ^ л а р н и  п о л и г о н л а ш  д е й и л а д и .

Йигиндини тасвирловчи а  векторнинг боши цушилувчи 
биринчи а л векторнинг бошида, охири эса цушилувчи сунгги

а п векторнинг охирида булади. Кушилувчи биринчи вектор­
нинг боши ва сунгги векторнинг охири бир нуцтага тугри 
келиб цолиши дам мумкин. Масалан, царама-царши икки век­
тор йигиндиси боши ва охири бир нуцтага тугри тушган век- 
тордан иборат. Боши билан охири бир нуцтада жойлашган 
вектор ноль-вектор деб юритилаои ва О символи билан бел-
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.•и.напади.. Ноль-векторнинг узунлиги нолга тенг, йуналиши 
к‘а иоанивдир. Ноль-векторни дар цандай вектор билан кол- 

./шнсар деб дисоблаш мумкин. Йигиндиси нолга тенг булган 
кушилувчи векторлар контур (ёпищ чизиц) досил цилади. Куши- 
лувчи векторларнинг йуналиши контурни айланиб чициш йу- 
палиши дисобланади. Айланиб чициш йуналиши курсатилган 
контур ориентацияланган контур ёки ориентацияли контур 
дейилади.

Кушилувчи векторларнинг йигиндидаги уринларини бема- 
лол алмаштириш мумкин. Масалан, (3.1)да а х вектор билан а 2 
нс'кторнинг уринлари алмаштирилса, йигинди а  вектор узгар- 
майди.

КУшиш амалини 2  белги орцали ифодаласак, (3.1)ни цуйи- 
дагича цисцартириб ёзиш мумкин:

а =  (3.2)
1=1

Умумий йигиндиси а  векторни %осил цилган а х, а 2, а 3, 
« 4, . . . , а„_1, а п векторлар а  векторнинг ташкил цилувчи- 
лари деб юритилади.

Масалан, бирор заррачага бир вацтда Г 2, Г3, . . . , Рп 
кучлар таъсир цилса, уларнинг йигиндиси тенг таъсир этувчи 
Г  кучни досил цилади:

С’ ~  Р =  Г1 +  Г2 +  Гз +  "  . +  Рп =
/ = 1

;,ча бир вацтнинг узида V,, г>2, ®3, ■ ■ ■ , тезликлар 
' турли даракатларда >штирок цила олади. Бу тезликлар 
дисй заррачанинг мураккаб даракатдаги натижавий тез- 
и досил цилади:

п
-V =  V х +  V2 +  ъ 3 +  . . . +  Я '„ =  И  ®г-

^  ’ 17- раем дан:
0Ап <  ОА1 +  А1А2 -¡- А2А3 4- . . . +  Ап_хАп.

КУшилувчи векторларнинг бир хил йуналишда була олиши 
дам назарда тутилса:

0Ап <  0АХ +  АХА2 +  А2А3 -Ь Ап_гАп
ёки

| « | < | « 1 | +  1 « а |  +  • • • •+ \а п\

ёхуд
| +  а 2 -¡- * .  . а п | 1 | +  | а 2 1 -Ь . . . +  | а п\ (3-3)

2 Майдон вазариясн
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кслнб чицади, яъни векторлар йитндисининг модули вектор 
моду лларининг йитндисидан кияик ва бир йуналишдаги век­
торлар учун тенг булади.

Юцорида айтилганларни назарда тутиб, бир текисликда ёт- 
маган учта а г, а 2, а 3 векторнинг йигиндисини караб чицайлик 
(18- раем).

18- раем.

Бу векторларни О нуцтага келтирайлик. а г билан а 2, а 2 
билан «з, а 3 билан а х векторлар ётган текисликларга параллел 
цилиб, шу уч вектор охиридан текисликлар утказамиз. Шун- 
дай цклиб, а ъ  а 2, а 3 векторлардан параллелепипед цурилади. 
18- раемдан равшанки:

С1\ =  ОАх — А2А̂  =  Л 7Л 4 — А3А$. 

а 2 — ОА2 =  А3А̂  — Л 6Л 4 — А}А§, 

а 3 — ОА3 — А^А6 =  А5А$, =  ^ 2- 7̂
булади.

Раемдан яна равшанки:
«  =  а 1 +  «2 +  «з, а  =  а 2 +  а г +  а 3 ва доказо булади. Д е ­

мак, компланар булмаган учта вектор йигиндиси шу учта 
вектордан цурилган параллелепипеднинг йуналтирилган диа­
гонали билан тасвирланади. Уша раемнинг узидан:

( а 1 +  ^г) +  м3 =  а 1 ( а 2 Н- а 3) =  а 2 +  +  а 3)
булади. Демак, учта векторни цушишда уларнинг дар бирига 
цолган икки вектор йигиндисини цушиш мумкин. Худди шу-
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нингдек, туртта, бешта, умуман, бир неяа векторни цушишда, 
исталган икки ёки купроц вектор урнига уларнинг йигин- 
дисини олиш мумкин. Бу хусусият векторлар цушилиши- 
нинг ассоциативлик хусусияти дейилади.

Векторларни айириш цушиш амалига тескари амалдир. 
Айириш амалини одатдагича — (минус) орцали белгилайлик. 
а  вектор ва Ь векторнинг айир-- 
маси шундай х  вектордан ибо- 
ратки, унинг Ь вектор билан 
йигиндиси а  векторга тенг (19- 
расм):

х  +  Ь =  а  ёки х  =  а  — Ь.
а ~ Ъ  айирмани а  вектор би­
лан — Ь вектор йигиндиси деб 
дам цараш мумкин:

а  —Ь=ВА  =  ВС +СА  = « + ( — &).
19- раем.

Учбурчакнинг дар томони цол- 
ган икки томони йигиндисидан кичик, яъни:

\а — Ъ | >  | а\—  | Ь |. (3.4)

Тенглик ишораси а , Ь векторлар бир йуналишда булган дол- 
да юз беради. ■>-

18- раемдан фойдаланиб, тубандагини ёзсак булади: ОАг +

+  А ^ ц-}-А 5А.4, +АцО =  0, яъни а х +  а 2 +  а3 — а  — 0 , чунки

А40  = — а  ва ОАхАьА̂ О дан иборат синиц чизиц ёпиц чизиц- 
дир. Айтилганлардан хулоса чицарамиз: векторларнинг ишо- 
раларини царама-царшисига узгартиб, тенгликнинг бир томо- 
нидан иккинчи томонига кучириш мумкин. Бу мулодазалар 
вектор тенгликлар ва тенгламалар билан иш куришга йул 
очади.

Мисол сифатида икки вектордан цурилган параллелограмм- 
нинг вектор диагоналларини куриб чикайлик.

А]А2 ва АгА4 векторлардан параллелограмм цурамиз (20- 
расм).

У вацтда бундай ёзишимиз мумкин:

АХА2 -{- АХА̂  — А±Аз, А\А% АХА& — А&Ац.

2*
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■ )п.л.п ЛИг ва А3Аь векторларга асосланган параллелограмм цу- 
рммиз (21 - раем). Шу раемдан фойдаланиб, цуйидагиларни ёзиш 
мумкин:

А3А% -(- А3А4 =  А3АЪ АэА2 —- А3А4 =  АьА%.
Демак, икки вектордан ясалган параллелограммнинг вектор 
диагоналларидан бири берилган векторларнинг йигиндисига, 
иккинчиси эса уларнинг айирмасига т е н г . .

4. ВЕКТОРНИ СКАЛЯРГА КУПАЙТИРИШ

Бирор а  вектор билан мусбат бутун т сонни олайлик. Шу 
а  векторга тенг т та вектор йигиндиси йуналиши а  вектор 
йуналиши билан бир хил булиб, узунлиги'Д вектор узунлиги- 
дан т марта ортиц вектордир. Бу вектор а  векторнинг мус­
бат бутун т сонга кучшйтмаси дейилади  ва та ёки ат  
шаклида ёзилади. Бу таърифни дар цандай дацици'й сон учун 
умумийлаштириш мумкин.

Бирор а  вектор ва т скаляр олайлик. а  векторнинг т ска- 
лярга купайтмаси деб шундай Ь вектор тушуниладики, 
унинг узунлиги \ m\-\a\ га тенг булиб, мусбат скаляр учун 
йуналиши берилган а  вектор йуналиши билан бир хилдир

а
— ■— а

\— — >-
6 - г п а  Ь  = г п а  ;

22- раем. 23- раем.

(22- раем) ва манфий скаляр учун йуналиши берилган а  
вектор йун'алишига царама-царшидир (23- раем). Бу вектор- 
ни Ь — та ёки Ь ^ а т  шаклида ёзамиз. Шундай цилиб, век-
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торнинг скалярга купайтмаси шу векторга коллинеар булган 
вектор досил цилади.

Мисоллар келтирайлик. Заррачага таъсир цилувчи Р  куч, 
классик физикада заррача массаси билан тезланишининг ку- 
пайтмасига тенг: Р  =  та. Шундай цилиб, заррачага таъсир ци- 
лувчи Р  куч унинг тезланишига т^гри пропорционал, йуна- 
лиши эса тезланиш йуналиши билан бир хилдир.

Электр майдонининг нуцтавий электр заряди е  га таъсир кучи 
шу майдоннинг кучланганлик векторига пропорционал: Р = еЕ . 
Шунингдек, магнит майдонининг нуцтавий магнит заряди  ̂ га 
таъсир кучи, шу майдоннинг кучланганлик векторига пропор­
ционал: Р = ц И .

Моддий му^итдаги электр майдонини кучланганлик век- 
тори Е  ва электр индукция векторы В  билан, магнит май­
донини эса кучланганлик вектори Н ва магнит индукция 
вектори В билан характ ерлаш  мумкин. Купчилик жисмлар  
учун В  билан Е  узаро пропорционалдир, яъни В  — е-Е, бу 
ерда  е жисмнинг диаэлектрик константаси дейилади. Ш у­
нингдек, В  =  ¡а//, бу ерда  [». жисмнинг магнит сингдирувчан- 
лиги дейилади.

Заррача массаси т мусбат цийматга эга. т билан V купайт­
маси тчз шу заррачанинг даракат мицдорини ифодалайди; 
Р  =  тV. Шундай цилиб, заррачанинг даракат мивдори шу 
заррача массасига ва тезлигига пропорционал булиб, тезлик 
йуналиши томон каратилган.

Система заррачаларининг массалари тъ  т2, . . . ,  тп ва 
тезликлари  , . . . , V,, булса, уларнинг х;аракат мщ -
дорлари Рх =  тхъ ъ  Р 2 =  пцу2, . . . , Р„ — тпюп булади. Сист е-. 
ма заррачаларининг %аракат мицдорлари йигиндиси шу сис- 
теманинг %аракат  мицдорини уносил цилади:

П

Р  =  т{Ох +  от2©2 +  . . . +  тпюп =  2  тР г  (4.1)

Бирор т скалярни олайлик. а  векторни т скалярга булиш
шу а  векторни скалярга купайтириш маъноеини беради. а
векторни уиинг модули а  га булсак, натижада досил булган 
а— векторнинг узунлиги бирга тенг ва иуналиши а  вектор иуна-
лиши билан бир хилдир. Узунлиги бирга тенг вектор бир- 
лик вектор ёки орт дейилади.

Дар цандай а  векторни цуйидагича ифодалаш мумкин:

а  =  аа°.
Бу ерда а  векторнинг орти а 0 орцали белгиланди (24- раем).
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Фа.юдаги ихтаёрий бирор нуцтани цутб (полюс) деб  
атайлик. Хар цандай нуцтанинг фазодаги урнини боши бе- 
рилган цутбда ва охири уша нуцтанинг узида турган вектор 

0 билан аницлаш мумкин.
___________ _ _ 3 ч ______________ ч Бу вектор нуцтанинг

---------з*------------------------------------ - цутбга нисбатан радиус-век-
а ° тора дейилади.

24- раем. 7- раемда А нуцта кутб
дисобланса, В нуцтанинг ра-

диус-вектори АВ булади. Радиус-вектор одатда г  ёки /? билан 
белгиланади.

Массалари тъ т2 ва электр зарядлари еъ  е2 булган иккита 
заррача берилсин. Иккинчи заррачанинг биринчи заррачага нис­
батан радиус-вектори г 12, демак, уларнинг. узаро масофаси 
г12 булсин. Ныотоннинг бутун дунё тортилиш (гравитация) цо- 
нунига биноан, икки заррачанинг бир-бирига тортилиш кучи 
уларнинг массаларига тугри пропорционал, масофа квадр'атига 
тес кари пропорционал ва уларни бирлаштирувчи тугри чи- 
зиц буйича йуналгандир:

т 1т 2 г 12

т  г 212 • г 12 ’ (4 .2 )

бу ерда ч — гравитщион константг дейилади.
Кулон цоиунига биноан, электрланган икки заррачанинг 

бушлицдаги узаро таъсир кучи уларнинг зарядларига тугри 
пропорционал, масофа квадратига тескари пропорционал ва 
уларни бирлаштирувчи тугри чизиц буйича йуналгандир:

г _ &1&2 Г12
1  ~  ^  ъ  С 4 .3 )

бир хил ишорали зарядларга итариш кучи ва царама-царши 
ишорали зарядларга тортилиш кучи мосдир.

Маълумки, моддий му хит да даракатланувчи заррачага таъ­
сир цилувчи царшилик кучи /  харакат йуналищига царама- 
царши булиб, купинча, тезликнинг сон цийматига тугри про- 
порционалдир, яъни / = — а-©. Бу ерда а скаляр царшилик 
коэффициента, дейилади.

а  ва Ъ векторлардан цурилган параллелограммни олайлик 
(25- раем):

а  =  0 4 ,  Ь =  ОВ, а  +  Ь =  ОС.
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ОАСВ параллелограмм диагонали ва томонЛарини бирор 
мусбат скалярга купайтирсак, улар пропорционал равишда 
узгаради, демак, янги ОА'С'В' параллелограмм аввалгига ух- 
шаш булади:

О А' =  т-0 А =  та,

О В' =  т-ОВ =  тЬ,

ОС' — т - ОС =  т (а  +  Ь),

ОС' =  ОА' +  ОВ' =  та =  тЬ.
Натижада:

т (а-\-Ь) — та +  тЬ г.^расм.

келиб чицади.
Берилган т скаляр манфий булса:

О А" =  та, ОВ" =  тЬ, ОС" =  т (а  -\-Ь),

ОС" =  ОА" +  ОВ" =  т а  +  тЬ

натижада яна:
т (а  +  Ь) — т а  +  тЬ (4.4)

булади. Бу тенгликни бир неча вектор йигиндиси учун уму- 
мийлаштириш мумкин.

Демак, векторлар йитндисини бирор скалярга купайти- 
риш учун цавсларни оддий алгебра цоидаси буйича очиш 
мумкин:

П П

т £  а ~  2  та¡. (4.5)
г=1 1=1

Ушбу:
(тх +  т2 Ч- . . . +  тп) а  =  тга  +  т2а  +  . . . +  тпа  

ёки, цисцача ёзилган:

( Е  т\ а  =  £  т,а (4.6)\1=1 / 1=1

тенглик дам кучга эгадир.
Масалан, тъ тг сонлар берилса,

(т1 +  т2) а  =  тха  +

булади.
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|,у (|>ормуланинг тугрилигини полигонлаш цоидасидан фой- 
длллииб, тубандаги 26, 27, 28 ва 29- расмлардан яццол ку-т 
риш мумкин (26- расмда тъ  яг2 мусбат, 27- расмда тъ т2 ман- 
<I»пГ1, 28- расмда тл мусбат, т„ манфий, 29- расмда тг маифий

(т,+т2) а
'
• 'V

т,а т2а
раем.

(т,+т2) а

щ а т1а
27- пасм.

(т1 гт2) а т1а

:щ 2 а
28- раем.

т. а  (т1+т2)а

т2а  
29- раем.

ва т2 мусбат).
Яна бир мисолни куриб 

чицайлик. п та заррача сис- 
темасини олайлик. Заррача- 
ларнинг радиус-векторлари 
г г, г2, . . .  , г 1, . . . , гп ва 
электр зарядлари еъ еъ  . . ., 
е0 . . . ,  еп булсин. Электр 
зарядлари турли ишорали 
булиши мумкин. Заррача 
радиус-вектора г1 билан е1 
заряднинг е1 г 1 купайт- 
маси шу заррачанинг цутб- 
ганисбатан электр момен­
та дейилади.

Айрим заррачаларнинг 
цутбга нисбатан электр мо- 
ментлари Р г=  е1г1, Р 2 —е2г2, 

. . , р .  =  е .гь . . . , Рп =  епг п 
булади. Система заррачала- 
рининг электр моментлари 
йигиндиси шу системаиинг 
:цутбга нисбатан электр мо-

* ментини досил цилади:
Р  =  е 1г 1 +  е2г 2 +  . . . +

п

+  епг„ =  I !  е1г 1.
¡=1

5. ВЕКТОРНИ АЖРАТИШ

Параллелограмм цоидасига мувофик, икки векторнинг 
йигиндиси аниц векторни беради. Энди масалани аксинча цуйиб, 
хар бир вектор фацат иккигина вектор йигиндисини ифода- 
лайдими, деган савол беришимиз мумкин. Биз, берилган с 
векторни олиб, диагонали шу с векторни тасвирловчи чексиз 
куп параллелограмм цуришимиз мумкин (30- раем). Диагонал- 
лари берилган с вектордан иборат параллелограммлар бир 
текисликда ётиши мумкин (масалан, 30- раемдагича) ёки бир 
текисликда ётмаслиги хам мумкин.
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Демак, бирор векторни бошца икки векторнинг йигиндиси 
сифатида ифодалаш ноаниц масаладир: йигиндиси берилган с 
вектордан иборат векторлар жуфти чексиз куп.

Компланар булмаган учта векторнинг йигиндиси шу век- 
торлардан цурилган параллелегшиеднинг йуналтирилган диа­
гонали билан тасвирланишини 
курдик. Юкоридаги сингари, 
диагонали аниц й вектордан 
иборат параллелепипедлар куп, 
яъни йигиндиси берилган й 
векторни досил килувчи комп­
ланар булмаган учтали век­
торлар чексиз купдир. Шундай 
цилиб, бирор векторни комп­
ланар булмаган бошца учта век­
торнинг йигиндиси сифатида 
ифодалаш ноаниц масаладир.

Коллинеар булмаган икки а, Ъ векторни ва булар билак 
компланар булган с векторни олайлик. Векторларнинг бошла- 
рини бир нуцтага келтирайлик. 31 - расмда курсатилганича, а, Ъ 
векторлар ётган тугри чизицларга С нуцтадан параллел цилиб 
тугри чизицлар утказайлик.

32- раем.

Хосил килинган параллелограммнинг диагоналини с вектор

тасвирлайди. Натижада ёзишимиз мумкин: ОС =  ОА-^ ОВ,
ОА =  та, ОВ =  пЬ, бу ерда т ва п — цандайдир аниц сонлар. 
Демак:

с — та +  пЬ. (5.1)
Бундай %олда баз с векторни коллинеар булмаган икки 

а, Ь вектор буйича аж рат илган (ёйилган) деб айтамиз. 
.от, п сонлар с векторнинг а, Ь векторлар буйича компо- 
нентлари дейилади.
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Компланар булмаган учта а , Ь, с вектор ва бопща бир й 
вектор олайлик. Векторларнинг бошларини бир нуцтага кел- 
тириб (32-расм), а  билан Ь, Ь билан с, с билан а  векторлар 
ётган текисликларга И нуцтадан параллел текисликлар утка- 
зайлик. Хосил булган параллелепипеднинг диагоналини й век­
тор тасвирлайди. Натижада бундай ёзиш мумкин:

ОО^ОА +  ОВ +  ОС, 0% =  та, ОВ =  пЬ, ОС =  1гс,
бу ерда гп, п, к — цандайдир сонлар. Демак:

й =  та  +  пЬ +  1гс. (5.2)
Бундай %олда баз й векторни компланар булмаган учта 

а , Ь, с вектор буйича аж рат илган  (ёйилган) деб айтамиз. 
т, п, 1г сонлар эса а  векторнинг а , Ь, с вектор буйича ком- 
понентлари дейилади.

Бир неча а ъ  а 2, а 3, . . . , а п вектор олайлик. Камида битта- 
си нолдан фарцли тъ т2, гп3, . . . , тп сонларни танлаб олиш 
мумкин булиб,

тфг +  т2а 2 +  т3а 3 +  . . . +  тпа п =  О
тенглик урин ли булса, олинган а ъ  а 2, . . .  ,апвекторлар чи- 
зицли борланган векторлар дейилади.

Нолга тенг булмаган дар цандай а  вектор чизицли боглан- 
маган вектордир, чунки та нинг нолга тенг булиши учун, 
албатта, т нинг нолга тенг булиши керак. Ноль-вектор эса 
чизицли богланган вектор булади, чунки то нинг нолга тенг 
булиши учун т дар цандай цийматга эга булиши мумкин. 

Масалан, икки вектор чизицли богланган булсин:
тха х +  т2а2 — 0 .

„  тг
Бу ердан: а х = — — •а2 =  т а2, демак, а х, а 2 — коллинеар
векторлар. Аксинча, а х, а 2 коллинеар векторлар, яъни 
ах= т а2 булса, улар чизицли богланган булади; дацицатан,
т = ----- —  десак, а х =  — — а 2 ёки тха х +  пца2 =  0 булади./72 ̂

Энди учта вектор чизнкли богланган булсин: 

тха х +  т2а 2 +  т3а 3 — 0 .
Бу ердан:

«1 =  — ~  а 2— ^  а г =  т"а2 +  т"'а3,

демак, бу учта вектор бир текисликда ётади, яъни улар комп- 
ланардир. Аксинча, а ъ  а 2, а 3 векторлар компланар булса, улар 
у.заро чизицли богланган ; булади.
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Дацицатан, а х ни коллинеар булмаган икки а ъ  а 3 вектор 
буйича ажратайлик: а х =  т"а  ̂ +  т'"а3, энди т" — — — , т!" =Tïl\

то ш2 т о
=  — ZT десак, %  =  — — а 2 — -2  я 3, демак//¿1 A/ij //¿1

tnxa x +  яг2« 2 +  т 3а 3 =  О

булади.
(5.2) формулада турт векторнинг чизицли богланиши ифо- 

даланган. Умуман, юцорида айтилганлардан шундай хулосага 
келамиз: туртта ёки турттадан ортиц вектор дамма вацт чи­
зицли богланган булади.

Компланар булган учтя векторнинг хар барина ягона 
равишда цолган икки вектор буйича ажратиш мумкин. Бу 
икки вектор коллинеар булмаслиги керак.

Дацицатан, компланар учта а , Ъ, с вектор олайлик. с век- 
торни а, Ь векторлар буйича икки хил усул билан ажратиш 
мумкин булса, (5.1) га мувофик c =  ma +  nb, с =  т'а +  п'Ь, 
демак, (т — т ')а-+ (п  — п')Ь — 0 , яъни а, Ъ векторлар — чи­
зицли богланган — улар коллинеар деган хулоса чицади, ва- 
долонки, а, b векторлар, шартимизга биноан, коллинеар эмас. 
Шунинг учун т — т' =  0; п — п’ =  0, демак, т =  т' ва 
п =  п'.

Худди шунангдек, х,ар цандай векторни компланар бул­
маган учта вектор буйича ягона равишда ажратиш мумкин„

6. ВЕКТОРНИНГ УККА ПРОЕКЦИЯСИ

Мусбат йуналиши тайинланган myFpa чизиц ориента- 
цияли турри чизиц дейилади. Ориентацияла турри чизиц 
одатда уц дейилади. Уцнинг мусбат йуналишига царама- 
царши йуналиш уцнинг манфий йуналиши х;исобланади.

Уц йуналишини белгиловчи бирлик векторни t ва уцнинг 
узини I билан белгилайлик. Фазода ихтиёрий бирор А нуцта 
олайлик. Шу А нуцта орцали / уцца перпендикуляр Т текис- 
лик утказайлик (33- раем). Утказилган Т текисликнинг / ук 
билан кесишган нуцтасини А’ орцали белгилаймиз. А* нуцта 
А нуцтанинг I ÿцца туширилган проекцияси дейилади. Бош- 
цача цилиб айтганда, А' нуцта А нуцтадан I уцца туширилган 
перпендикуляр асосидир.

Энди бирор а  вектор олайлик. Шу векторнинг Ах боши ва 
А2 охири орцали I уцца перпендикуляр булган Тх ва Г2 текис- 
ликлар утказайлик ( 3 4 - раем). Бу текисликларнинг I уц билан
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мч-шпган нуцталарини А\ ва А'2 орцали белгилайлик. Бу А’и

Л', пуцталар АХА2 вектор боши билан охирининг I уцдаги про- 
екцияларидир.

А'гА'2 вектор I уц билан бир йуналшида ёки царама-цар- 
ши йуналшида булиши мумшн. Йуналиши уц йуналиши би­
лан бирдай булганда мусбат ишора, царама-царши булганда

эса манфий ишора билан олин-

а  векторнинг I уцца туширилган проекциясини а/ билан 
белгилаймиз. Фазода икки а ъ  а 2 вектор олайлик. Уларнинг ора- 
сидаги бурчакни аницлаш учун, уларнинг бошларини бир нуц-

тага келтирамиз (35- раем). Бир 
векторни бураб, иккинчисига

ган А\А'2 векторнинг узунлиги а  
векторнинг I уцца туширилган 
проекцияси дейилада.

I

33- раем. 34- раем.

[аъ  а 2) шаклида ёзамиз ёки 
биргина дарф, чунончи, а билан 
белгилаймиз.

параллел вазиятга келтириш 
мумкин. Ш у вазиятни досил 
цилиш учун зарур булган энг 
кичик бурилиш бурчагини

35- раем.

Шундай цилиб, икки век­
тор орасидаги бурчак 0 билан 
тс орасида олинади. Бир йуна- 
лишдаги икки вектор орасида­
ги бурчак нолга, царама-цар­
ши йуналишдаги икки вектор 
орасидаги бурчак эса тс га тенг 
деб дисобланади,
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а  векторнинг бошини I уцнинг бирор О нуцтасига кучи- 
райлик. Вектор билан уц орасидаги бурчакни аввал уткир деб

фараз цилайлик (36- раем). ОА' векторнинг йуналиши уц йуна- 
лиши билан бирдай булган-
лиги учун векторнинг уц- Я
даги а/ проекциясн шу ОА' 
векторнинг мусбат ишора 
билан олинган узунлигига 
тенг:

а г =  |шЧ|0 Л'|= |ол| cos а=  
== | а  | cosa — a  cosa,

демак:

a¡ =  a  cosa.

Энди вектор билан ук 
орасидаги бурчакни утмас 
деб фараз цилайлик (37-

расм). ОА' векторнинг йу­
налиши уц йуналишига ца- 
рама-царшидир. Демак, век ­
торнинг укдаги а г проекция-

а  cosa,

векторнинг уц-

(6.1)

вектор узунлиги- 
косинусига . булган ку-

си уша OÁ векторнинг ман- 
фий ищора билан олинган узунлигига тенгдир:

a¡ — — \ О А' |, | О А' | =  | О А | cos (тг — а) =  — 

демак:
а, a  cos a.

Вектор увда перпендикуляр булса ~ - j
даги ci¿ проекцияси нолга тенг булади.

Шундай цилиб, умумий формула келиб чицади:

a¡ =  a  cosa,

яъни векторнинг бирор уцдаги проекцияси 
нинг вектор ва уц орасидаги буряак 
пайтмасига тенг.
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Искторлар йарандасининг бирор уцдаги проекцияси цу- 
ишлувчи векторларнинг шу у щ а  проекцияларининг йиринди-

сига тенг, яъни а

а г =
1=1

(6.2)

Хацицатан, бунинг туррилигини хусусий бир мисолда тек- 
шириб чицайлик (3 8 -р а ем ).  Таърифга мувоф щ :

а и ■■ 0'А\ а г1 — А1А2 0-1 = о 'а : о 'А : о'а : АхА2
демак:

а 1 =  а 11 +  а 21-

/?Ь П

Бу формула (6.2) формула- 
нинг хусусий бир куриниши- 
дир. Иккитадан ортиц вектор 
йириндисининг проекциясини 
топишда дам дозиргина ишла- 
тилган усулдан фойдаланиб, 
юцоридаги асосий формула- 
нинг туррилигини текшириб 
чициш мумкин.

Бир мисол олайлик. Зарра- 
чага таъсир вдлувчи кучларП

Рп булсин. Тенг таъсир цилувчи куч-
(  =  1

нинг бирор увдаги проекцияси (6 .2) га мувофиц:

Гг-= г-1
булади, яъни тенг таъсир цилувчи кучнинг бирор увдаги про­
екцияси ташкил килувчи айрим кучларнинг уша увдаги проек­
цияларининг йириндисига тенг.

7. ЮЗ КОНТУРИ ВА НОРМАЛИ

Текисликнинг ихтиёрий нуцтасида нормаль (перпендикуляр) 
олайлик. Нормалнинг царама-царши икки йуналишидан бирини 
мусбат йуналиш дисоблаб, унинг бирлик векторини п оркали 
белгилаймиз (39- раем).

Энди текисликнинг бирор контур (ёпиц чизиц) билан чега- 
раланган кисмини—юзини олайлик. Юз аниц квадрат бирлик- 
ларда улчанган булиб,узининг сон кийматига эгадир. Контурни 
аниц йуналиш буйича айланиб чициш мумкин (40- раем).
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Узида ётган контурна айланиб чациш йуналиши тайин 
булган текислик ориентацияли текаслик дейалада.

Контурни айланиб чициш йуналишига цараб, царама-царши 
йуналишдаги икки нормалнинг бирини асосий цилиб олиш

мумкин (41- раем, 42- раем). Текширишни яццоллаштириш учун 
тажрибада цулланиладига'н цул, соат ёки парма цоидалари 
сингари цулай коидалардаи фойдаланса булади.

Масалан, цул цоидаси билан танишиб чицайлик. Панжа 
кафтини ориентацияли текисликка параллел цилиб олайлик. У 
цолда бош бармоцдан курсаткич бармоц томон утиш контурни 
айланиб чициш йуналиши буйича олинганда, кафтга перпен­

дикуляр цуйилган урта бармоц нормаль йуналишни куреатади. 
Кул цоидаеини бошцачароц айтиш дам мумкин. Ориентацияли 
текисликка параллел цилинган панжа кафтида бош бармоцдан 
курсаткич бармоц томон утиш контурни айланиб чициш йуна- 
лишида булса, кафт царатилган томон нормаль йуналишини 
курсатади. Шундай цилиб, 41-расм га унг цул цоидаси (43- раем) 
ва 4 2 - раемга^чап цул цоидаси ( 4 4 - раем) мое келади.

Парма цойдаси билан соат цоидасидан дам фан-техникада 
фойдаланилади. Парма даетаси контурни айланиб чициш йуна­
лиши буйича буралганда, парма винтининг илгарилаб кетиш 
йуналиши нормаль йуналишини курсатади. Унацай парма унг
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КУлга (45- раем) ва чапакай 
парма чап цулга (46-расм) 
мос келади.

Текисликда ётган соат 
стрелкасининг юришини 

/ унинг циферблати томони- 
дантуриб кузатувчини фараз 
цилайлик. К'онтурни айланиб 
чициш йуналиши соат стрел­
касининг даракат йуналиши- 
га царама-царши булганда, 
нормаль .йуналишини куза-

О тувчига царатиб олиш мум­
кин. Бундай шартланиш унг 
кул копдасига мос келади. 
Контурни айланиб чициш 
йуналиши соат стрелкаси­
нинг даракат йуналиши би- 
лан бир хил булганда дам 
нормаль йуналишини уша 
кузатувчига царатиб олиш 
мумкин. Бу эса чаи цул цои- 
дасига мос келади.

Юз ориентацияси унда- 
ги контурни айланиб чициш 
йуналишига боглицдир. Унг 
цул цоидасига мувофиц 
олинган ориентация унг 
ориентация, чап цул цои­
дасига мувофиц олинган 
ориентация эса чап ориен­
тация дейилади.

Ориентацияли юзни йунал- 
тирилган кесма билан тас- 
вирлаш мумкин. Ориента­
цияли юзни тасвирловчи 
йуналтирилган кесманинг 
узунлиги юзнинг сон ций- 
матигатенг, йуналиши эса 
юз нормалининг йуналиши 
билан бир хил цилиб о ли- 
нади. Йуналтирилган бу 
кесма вектордир (18- параг- 
рафдаги 1-иловага царалсин).

Кесишгаи икки Т ва Т' 
текислик олайлик (47- раем).

43- раем.

44- раем

45- раем.

46- раем.
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7’ текисликдаги ориентацияли юз 5  булсин. Т текислйкнинг 
бирор А нуцтасидан Т  текисликка перпендикуляр туширай- 
лик. Шу перпендикулярнинг А' асоси А нуцтанинг V  те­
кисликдаги проекцияси дейилади. Т текисликдаги  /, кесма 
нуцталарининг Т' текисликдаги проекцияларидан уносил 
булган L' кесма L кесманинг Т' текисликдаги проекцияси 
дейилади. Т текисликдаги S юз контуры нуцталарининг Т' 
текисликдаги проекцияларидан цосил булган контур билан 
чегараланган S' юз S юзнинг Т' текисликдаги проекцияси

Т, V  текисликлар орасидаги бурчак уларнинг кесишув чи- 
зигига бирор нуцтада перпендикуляр булиб, шу текисликларда 
ётувчи икки тугри чизиц орасидаги бурчакка тенгдир. Бу бур­
чак а булсин.

Контурни дар цандай шаклда олиш мумкинлигини назарда 
тутиб, контурни тугри туртбурчак щаклида олайлик. Текис- 
ликларнинг кесишув чизиги тугри туртбурчакнинг икки томо- 
нига параллел булиб, цолган икки томон унга перпендикуляр 
б5глсин. Параллел ва перпендикуляр томонларнинг купайтма- 
си юзга тенг булганлигидан, юзнинг текисликдаги проекцияси 
цуйидагича булади:

S' — eos я. (7.1)
Юзнинг текисликдаги проекциясини бошцача ифодалаш дам 
мумкин.

47- расмда ориентацияли S , S' юзлар а  ва а ' векторлар 
шаклида тасвирланган. Бу векторлар орасидаги бурчак дам а 
булади. Шундай цилиб, цуйидаги тенглик келиб чицади:

\а' 1 == ¡a | co s a  (7.2)

3 Майдон назариясн
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8. ВЕКТОРЛАРНИНГ СКАЛЯР КУПАЙТМАСИ

Бир мисол олайлик. Тугри чизиц буйлаб даракатланувчи 
заррачага узгармас F  куч таъсирида заррачанинг утган йули 
билан даракат йуналишини ашщловчи силжиш вектори I бул- 
син. Модомики, F  куч ва I силжиш бир йуналишда экан, ба- 
жарилган ишни топиш учун кучнинг сон циймати силжишнинг 
сон цийматига, яъни йулга купайтирилади:

А =  F-1.
Ишнинг улчов бирлиги куч билан силжишнинг улчов бирлик- 
ларига цараб аницланади. Таъсир цилувчи куч силжиш билан
а — (F, I) бурчак досил цилса, бажарилган ишни топиш учун 
кучнинг силжиш йуналишига проекциясини олиб, йулга купай- 
тириш керак:

А — F cos а.-1 =  FI cos (F , I).
Демак, узгармас кучнинг тугрй чизикли йулда бажарган 

иши куч ва силжиш векторлари модулларининг шу векторлар 
орасидаги бурчак косинусига булган купайтмасига тенг. Биз 
ишни ифодаловчи скаляр мицдор досил цилдик. Икки вектор- 
дан досил цилинган бундай скаляр шу векторларнинг скаляр  
купайтмаси дейилади.

Икки а , Ъ вектор модулларининг шу векторлар ораси­
даги бурчак косинусига булган купайтмаси бу векторлар­
нинг скаляр купайтмаси дейилади. Скаляр купайтмани биз 
(a b ) орцали белгилаймиз. Шундай цилиб, икки векторнинг 
скаляр купайтмаси таърифига мувофиц:

(ab) — ab cos [а, Ь) (8 . 1)

булади. Скаляр купайтмани баъзи авторлар тугри купайтма, 
алгебраик купайтма, ички купайтма деб дам аташади. Ада- 
биётда скаляр купайтма бонща шаклларда дам ёзиб курсати- 
лади:

ab,  а-Ь, (а, Ь), а Х Ь ,  а\Ь
ва доказо.

Таърифга- мувофиц (ba) — bacos(h , а). A m m o  ba — ab  ва 
косинус жуфт функция cos(&, а) =  cos (а, Ь) булганлиги учун 
фа) =  ab  cos(a , b) булади. Шундай цилиб,

(ab) =  (ba), (8.2)
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9- раем. 50- раем.

Бунда а скаляр булиб, а > 0  долда а а, а  векторлар^биР
хил йуналишли ( 4 9 - раем), демак, \а.а\ — а а  ва (аа, &)=(#> Ь)- 
Бу долда (8.4) га биноан:

(а аЪ) — а ab  cos (а ,  Ъ).

яъни скаляр купайтмада купаювчиларнинг уринлара алмаш- 
тирилса, натижа узгармайди. Бу хосса скаляр купайтма- 
нанг комму та тив лак  хоссаси дейалада.

а  векторнинг Ь вектор йуналишига проекцияси ОВ =  ^
=--асо5 (а, Ъ) булади. Ь векторнинг а  вектор й у н а л и ш и г а  про-
екцияси ОА — Ьа =  Ьсо&(а, Ь) була­
ди (48- раем). Демак, (8.1) форму-
лани яна 
мумкин:

(аЪ)

бошцача цилиб ёзиш

abn =  Ьа

а ь =  (a b ) — a  cos (а, b)
булади, яъни векторнинг бирор уцдага проекцияси унинг 
шу орт билан скаляр купайтмасига тенг.

Энди сна билан b векторларнинг скаляр купайтмасини ку- 
риб чицайлик:

(aab ) =  \о.а\Ьсоъ(о.а, Ь). (8.4)

яъни икка векторнинг скаляр ку- 
пайтжаси бирининг модули билан 
иккинчи векторнинг шу вектор 
ауналишидаги проекцияси купайт­
масига тенг.

Ь вектор орт б$'лса,

~48- раем.
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а сон манфий булса, а а  вектор билан а  вектор царама- 
царши йуналишларда булади.

Демак, \ча\ =  —ш  ва (ш , b ) =  я — (а , Ь). Бу долда (8.4) га 
биноан

(a ab)  =  — а ab  cos {тс — (a, b)} — a.ab cos (а, &). (8 .6 )
(8 . 1), (8.5) ва (8 .6) дан курамизки

(aab) =  a(ab). (8.7)
Демак, скаляр купайту вчини скаляр купайтма белгисининг 
ташцарисига чицариш ёки ичкарисига киритиш мумкин.

Икки вектор скаляр купайтмасининг таърифидан фойдала- 
ниб, ушбу хусусий долларни тушуниб олиш цийин эмас. Ку- 
паювчи а , Ъ векторлар бир-бирйга параллел булса,

(аЪ) — ab.
булади.

Кисман, векторнинг уз-узига скаляр купайтмаси вектор мо- 
дулинйнг квадратига тенг: (аа) =  аа. Антипаралл^л векторлар 
учун: (ab) =  — ab. Перпендикуляр булган икки векторнинг 
скаляр купайтмаси нолга тенг: (аЬ) =  0.

Энди а  векторнинг бошца иккита Ъ, с вектор йигиндиси 
Ь +  с билан скаляр купайтмасини текширайлик. й +  с  ни D 
орцали белгилаб, (8.3) га биноан цуйидагини ёзамиз:

(а, b +  с) == (aD) =  aDa.
Векторлар йигиндисининг проекцияси тегишли проекциялар 

йигиндисига тенг: Da — Ъа +  са. Демак, (а, Ъ +  с )= а(Ь а+ с а) —
— aba + .aca ёки (8.3) га биноан:

Оа , Ь +  с) =  (аЬ) +  (ас), (8.8)
яъни бар векторнинг бошца икки вектор йириндисига ска­
ляр купайтмасини топишда цавслар оддиа алгебрадагидек  
очилада. Бу хусусият скаляр купайтманинг дистрибутив- 
лшс хусусаята дейилада.

Охирги хоссадан фойдаланайлик. Купаювчи а , Ь векторлар 
цуйидагича олинган булсин:

ТП
а  — А1а 1 +  А2а 2 +  . . . +  Ama m =  Лга г,

ь  =  в а  +  в а  + .  V . +  в а  =  £  Bkbk,k=i
бу ерда Л;, Вк скаляр мивдорлар ва a i билан bk эса берилган 
векторлардир. Скаляр купайтманинг тегишли хоссаларидан 
фойдаланиб, бундай ёзишимиз мумкин:
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/ я г  п  \

(аЬ) -  S  Aia i, S  Bkbh =
\.i =  l ¿ = 1  J

— +  Aüa 2 - f  . . . +  Ama m, B1b1- f  Bzb2 -f- Bnbn) —
=  4 À  (e A )  +  Д -̂ 2 (а 1^г) +  ■ • • +  А Д ;  (а 1&п) +
+  (#2&l) +  ^ 2^2 (^2̂ 2) +  • • . +  Л 2j3„ (а 2&й) -j-

+ ........................................................................................................ 4-

+  -А/А i^mPl) +  ^m^2 (a nPï) ' 1 • • • +  A A  (®,/Ai) =
/тг /г

=  S  Е А 6 Л « Л ) ./ 1 ft*I
Шундай цилиб:

/  тп п \ тп п

S M .  Е а д  S  S  Д Ц  »¿). (8 .9)
\г = 1 й-1  / г- 1 /г- :

Бир мисол олайлик. Заррачага бир неча узгармас i^ , F 2» 
. . . , кучлар таъсир цилганда заррача сил Зк иши I булсин.

ТП '
Бу силжишда тенг таъсир цилувчи i 7 — кучнинг баясар-

ган иши:

А  =  ( F / )  = , (  S  F ,;, / )  =  S  (/=-;/) =  È -4/
\г—1 / г- l  г 1

булади* бу ерда Лг =  (F;/) иш F t кучнинг I силжишда бажар- 
ган иши. Демак, тенг таъсир цилувчи кучнинг бажарган иши 
ташкил цилувчи айрим кучларнинг ишлари йигиндисига тенг.

Бирор заррачанинг электр момента р  булсин. Кучланган- 
лиги Е  булган электр майдонига киритилган бу заррачанинг 
энергияси £е =  — (рЕ) булади. Худди шунингдек, магнит мо­
мента пг булган заррачанинг кучланганлиги Н  булган магнит 
майдони таъсиридаги энергияси £т =  — (тН) булади.

Моддий мудитдаги электр майдони энергиясининг дажмий 
зичлиги:

®е =
бу ерда;/? — электр индукция вектори. Купчилик жисмлар учун 
D =  вЕ, демак «  =  Моддий мудитсиз фазода, яъни

бушлицда е =  1, демак we —
Худди шунингдек, моддий мухитдаги магнит майдони энер­

гиясининг дажмий зичлиги учун — g-(ВН ), бу ерда В  — 
магнит индукция вектори. Купчилик жисмлар учун В — pH, 
демак, wm — ^  ¡i//2. Бушливда эса р. =  1; демак ® у =  ^ Я 2„
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9. ВЕКТОРЛАРНИНГ ВЕКТОР КУПАИТМАСИ

Контури параллелограмм шаклидаги юз олайлик. Бу парал­
лелограмм берилган а , b векторлардан цурилган булсин (51- 
расм). Параллелограмм асоси Ь, баландлиги Н билан белгилан-

са, унинг юзи:
S =  hbй

булади. Аммо
h =  a  sin (а, Ь).

Демак,
5  =  ab sin (а , Ь).

Берилган иккита вектор 
йуналишларидан фацат бирин- 
чи вектор йуналишини контур- 

ни айланиб чициш йуналиши сифатида цабул цилайлик. Бе­
рилган бу икки вектор биргаликда ориентацияли параллелог- 
раммни досил килади. Аммо ориентацияли юзни тасвирловчи 
векторнинг узунлиги юзнинг сон цийматига тенг, йуналиши эса 
юз нормали йуналишида булиб, цул цоидасига буйсунади. 
Нормалнинг бирлик векторини п орцали белгилайлик. Энди а  
вектор биринчи ва b вектор иккинчи дисобланса, чап цул цои- 
дасига биноан нормаль биз томон йуналган, унг цул цоидасига 
биноан эса нормаль биздан нарига йуналган булади. Ориента­
цияли параллелограмм юзини тасвирловчи векторни ab  sin (а, b) п 
шаклида ифодалаш мумкин. Берилган биринчи а  вектор би­
лан иккинчи Ь вектордан шу равишда %осил цилинган с век­
тор ytua векторларнинг вектор купайтнаси дейилади. Век­
тор купайтмани биз [аЬ\ орцали белгилайлик.

Шундай цилиб, икки векторнинг вектор купайтмаси таъ- 
рифга мувофиц:

[ab\ — ab sin (а, Ь) п, (9.1)
с — \аЪ] (9.2)

булади. Вектор купайтмани баъзи авторлар ташци купайтма 
деб аташади. Адабиётда вектор купайтма бонща шаклларда 
дам ёзиб курсатилади:

[а, Ь\, а Х р ,  Vab, а  Д  b, аЪ ва доказо.

Таърифнинг узидан равшанки, а , b векторларнинг век­
тор купайтмаси учинчи с вектор булиб: 1) узунлиги берил­
ган векторлардан ясалган параллелограм м юзининг сон ций-
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матига тенг, 2) йуналиши юз контурини биринчи вектор 
йуналиши буйича айланиб чициш х1аракатига мос олинган 
нормаль йуналиши билан бир хилдир.

Масалан, биринчи вектор а  цогоз бетига перпендикуляр 
булиб, бизга царатилган булсин, иккинчи вектор Ь цогоз бе- 
тида ётсин (5 2 -раем). Бу холда вектор купайтма \аЬ\ цогоз 
бетида ётади ва унг цул цоидасига мувофиц юцорига царати- 
лади, чап цул коидасига мувофиц эса пастга царатилади 
(53- раем). Хуллас, унг цул цоидаси билан чап цул цоидаси 
алмаштирилса, вектор купайтманинг сон циймати узгармасдан 
цолиб, йуналиши царама-царшисига узгаради.

Унг ёки чап цул цоидаларининг цайси биридан фойдала- 
ниш принципиал ах;амиятга эга эмас. Лекин узининг аниц- 
лиги ва цулайлиги туфайли унг цул цоидаси (ёки унга мос 
бошца цоидалар) фан ва техникада купроц ишлатилади.

Агар биринчи вектор килиб Ъ ва иккинчи вектор цилиб а  
олинса, уларнинг вектор купайтмаси [Ьа\ аввалги вектор ку­
пайтма \аЪ] га нисбатан сон киймати бир хил, аммо йунали­
ши цул цоидасига мувофиц, царама-царши булади. Шундай 
цилиб:

[аЬ\ =  —  [Ьа\. (9.3)

Демак, вектор купайтмада купайтирилувчи векторлар- 
нинг уринлари (Щмаштирилса, вектор купайтманинг сон 
циймати узгармайди, аммо йуналиши царама-царшисига уз­
гаради. Бу хусусият вект.ор купайтманинг антикоммута- 
тивлик хусусияти дейилади. Эслатиб утиш мумкин: (8 .2) га 
мувофиц, скаляр купайтма коммутативлик хусусиятига эга. В ек ­
тор купайтма эса бу коммутативлик хусусиятига эга эмас.

Бир хил йуналишдаги ёки царама-царши йуналишдаги ик- 
ки векторнинг вектор купайтмаси нолга тенгдир. Жумладан 
{аа\ — 0 .
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Агар е  =  — а  булса, \еЬ\ — [— а&] булади. Аммо 5 4 - расм- 
даи равшанки, [е&] =  — [аЬ\. Демак,

яъни икки вектордан бири 5>з йуналишини цаража-царши 
цилиб узгартса, уларнинг вектор купайтжаси ^ам йунали­
шини царама-царшисига узгартади.

Скаляр купайтувчини вектор купайтма белгисининг таш- 
царисига чицариш ёки ичкарисига киритиш мумкин:

бу ерда а—бирор цациций скаляр мицдордир. Хацщатан, а мус- 
бат сон булсин. аа  билан Ъ векторлардан ясалган параллело- 
граммнннг юзн а  билан Ь векторлардан ясалган параллелограмм 
юзидан а марта катта булади, аммо нормаль йуналиши узгар- 
майди (55- раем).

[ - а Ь ]  =  -  [аЬ], (9.4)

а. [аЬ\ — ¡ней], (9.5)

С’

[аЬ\

Се

(
/ •

[-аб]
/

54- раем. 55- раем.

Шуларга асосланиб, тубандагиларни ёзиш мумкин:

ОА =  а ,  ОВ =  Ь, 0 С =  [ОА, 0В\ =  [аЬ ] ,

ОА' =  а ОА =  аа, ОС' =  аОС =  а [аЪ], ОС' =  [ОА' ,~ОВ]^[а.аЬ].
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А гар.а манфий экан, а =  — р цилиб олишимиз мумкин, бу 
ерда энди р мусбат ^исобланади. Шунинг учун, юцоридаги- 
ларга асосланиб бундай ёзамиз:

Р [аЬ\ =  [$аЬ] ва — а [аЬ\ — [— ааЬ\.
(9.4) га мувофиц [— шЬ\ — — \а.аЬ] булади, демак, охири

а [аЬ] =  [ааЬ],
яъни яна уша исбот цилиниши лозим булган (9.5) формула 
келиб чицди.

Вектор купайтмага мисоллар келтирайлик. М нуцтада жой- 
лашган заррачанинг О нуцтага нисбатан радиус-вектори г  бул- 
син (56- раем). Радиус-векторнинг игу заррачага таъсир ци- 
лувчи Р кучга вектор купайтмаси кучнинг О нуцтага нис­
батан момента дейилади:

тот0Р  =  [гР].
Заррача радиус-векторининг шу заррача харакат  миц- 

дори то га вектор купайтмаси царакат мицдорининг О 
нуцтага нисбатан моменти дейилади  ( 5 7 - раем).

тот0(то) =  \гто\.

56- раем. 57- раем.

Магнит майдонининг ^аракатдаги электр зарядга таъсир ку­
чи Лорентц кучи дейилади. Агар бирор заррачанинг электр 
заряди е ва тезлиги V , ташци магнит майдонининг кучланган-
лиги Н десак, Лорентц кучи f  — --  [г»Я] шаклида ифодалана-

ди, бу ерда с — 3 -Ю 10- ^  (ёругликнинг бушлицда тарцалиш 
тезлиги).

Йуналиши тулциннинг тарцалиш йуналишини ва узунлиги 
шу йуналишга перпендикуляр турган 1 смг юздан 1 сек  ичида 
утган энергия мицдорини тасвирловчивектор нурланишвекто-
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ри  ёки Умов вектори деб аталади. Масалан, электромагнит тул- 
цини учун Умов вектори 5  =  ~[ЕН\, бу ерда Е  ва Я -элек-

3,14 ва <? — 3 -1010 -тромагнит майдони кучланганликлари; я : _____ ____ __ __

Бирор контурдаги электр ток кучи / ва ток йуналишида 
олинган шу контур элемента сИ булсин. Элементар ток Ш1 
билан ифодаланади. Токнинг магнит майдони шу токни таш- 
кил цилган элементар токларнинг магнит майдонларидан хосил 
булади. Фазодаги бирор нуцтанинг элементар токка нисбатан 
радиус-вектори г  булсин. Моддий му^итдаги элементар ток­
нинг бу нуцтада ^осил цилган магнит майдони кучланганлиги 

1 1“1 булади. Бу формула Био — Савар — Л апласйН ■■ Ш
цонунини ифодалайди.

Ташки магнит майдонининг бирор контурдагитокка таъсир 
кучи шу танщи магнит майдонининг элементар токларга таъ­
сир килиш кучларидан з^осил булади. Магнит индукцияси век­
тори В  булган та ищи магнит майдонининг унга киритилгаН
элементар токка таъсир цилиш кучи с1Р =  [1с11В\ булади. Бу
формула Ампер цонунини ифодалайди.

10. ВЕКТОРЛАРНИВГ МУРАККАБ КУПАИТМАЛАРИ

Компланар булмаган учта а , Ь, с вектордан цурилган па­
раллелепипед цажмини зрсоблайлик (58- раем), д, с векторлар-

дан цурилган параллело- 
граммнинг 5  юзи вектор ку- 
пайтма [&с] нинг модули 
билан ифодаланади:

5  =  1 [&с] |. (10.1)

58- раем.

вектор купайтма билан 
5  юз нормалининг бирлик 
вектори бир йуналишдадир:

[Ьс] =  \[Ъс\\-п. ( 10.2)

Вектор купайтманинг йу- 
налиши унг кул цоидасига 
мувофиц олинди (58- раем). 

Параллелепипед зажми асос юзи билан баландлик купайт- 
масига тенг:

(10.3)
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А баландлик (ОЬ векторнинг узунлиги) а  векторнинг п нор­
маль йуналишига туширилган проекциясидир:

/г =  а п =  а со$(а, п). (10.4)

5  билан 1г ифодаларини (10.3) га цуямиз:

V =  а  | [Ьс] | соэ (а, п).
(10.2) га асосланиб, ушбуни ёза оламиз:

У = (а [Ь с ]) .  (10.5)
Бу ерда Ь, с векторларнинг вектор купайтмаси [Ьс] би­

лан а  векторни скаляр купайтирдик. Бу типдаги купайтма 
аралаш  купайтма дейилади. Ь, с дан курилган параллело- 
граммдан танщари, с, а  дан ёки а, Ь дан цурилган паралле- 
лограммларнн зам параллелепнпеднинг асосн цилиб олиш 
мумкин. У вацтда параллелепнпеднинг зажмини яна икки хил 
исЬодалаш мумкин:

У = (Ь [са ]), У = (с [аЬ ]) .
Шундай цилиб,

(а[Ъс]) =  (Ь[са]) =  с[аЬ]). (10.6)

Демак, аралаш купайтмадаги уч векторнинг бирин-кетин- 
лик тартибини (биринчидан кейин иккинчи, иккинчида'н кейин 
учинчи, учинчидан кейин бирннчи) сацлаб, уларнинг уринла- 
рини алмаштириш мумкин.

Олинган уч векторнинг иккитаси коллинеар булса, улар­
нинг аралаш купайтмаси нолга тенг булади.

Компланар булган уч векторнинг аралаш купайтмаси зам 
нолга тенг, чунки бу золда тегйиили параллелепипед заж ми 
нолга тенгдир.

Компланар булмаган учта векторнинг бир-бирига нисбатан 
жойланиш тартибига цараб, аралаш купайтма киймати турлича 
булади. 58- расмда тасвирланган уч а , Ь, с векторнинг аралаш 
купайтмаси (а[Ьс\) ни зисоблашда биз Ь, с, [Ьс] векторларни 
унг ориентацияли деб кабул цилган эдик, а  билан [Ьс] ораси- 
даги бурчак уткир бурчак эди, шу сабабли аралаш купайтма 
зам  мусбатдир. Агар зисоблашда Ь, с ва [Ьс] векторлар чап 
ориентацияли деб цабул цилинса, аралаш купайтма манфий 
булади, чунки а  билан [Ьс] орасидаги бурчак утмас. Бу ерда 
аралаш купайтмадаги уч векторнинг аник тартиб билан бирин- 
кетин туриши музимдир: а  дан кейин Ь, Ь дан кейин с.

Компланар булмаган уч вектор а, Ь, с узаро ё унг ориен­
тацияли ёки чап ориентацияли булиши мумкин. Агар а  би­
лан  [&с] орасидаги буряак уткир булса, яъни аралаш  (а  [Ьс])
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купайтма мусбат бу.гса, а, Ь, с векторларнинг ориента­
циям  билан Ъ, с , [Ьс] векторларнинг ориентациями бир хил  
деб атаймиз. М асалан, 58- расм да келтирилган мисолда
а, Ь, с векторлар унг ориентациялидир, чунки Ь, с, [Ьс\ 
векторлар унг ориентацияли килиб олингандагина аралаш ку­
пайтма мусбат булади. Ь, с , [Ьс] векторлар чап ориентацияли 
^исобланганда, уша расмда тасвирланган а, Ь, с векторлар 
чап ориентацияли булмайди, чунки уларнинг аралаш купайт- 
маси манфийдир.

Шундай а, Ь, с векторлар булиши мумкинки Ь, с, [Ьс] 
векторлар чап ориентацияли ^исобланганда аралаш купайтма 
(а[Ьс]) мусбат ишорали экан, а, Ь, с векторлар чап ориента- 
цияга эга булади. Агар Ь, с, [Ьс] векторлар унг ориента­
цияли деб ^исобланса, чап ориентацияли а, Ь, с  векторларнинг 
аралаш купайтмаси манфий ишорали булиб чицади.

Хуллас, параллелепнпедни тасвирловчи учта вектор ёки унг 
ориентацияли ёки чап ориентацияли булади. Бу векторлар­
нинг аралаш купайтмаси эса ориентация узгариши билан ишо- 
расини царама-царшисига узгартади.

Аралаш купайтманинг мусбат ёки манфий булишидан цатъи 
назар, унинг абсолют цийматн шу уч вектор тасвирлаётган 
параллелепипеднинг ^ажмнга тенгдир. Лекин параллелепипед 
^ажмини ифодалашда аралаш купайтмани асос цилиб олиш 
^ам мумкин. У вацтда, умуман, А /={а [Ьс]) булади, демак, ори­
ентация узгариши билан ^ажм ^ам ишорасини узгартади, яъни 
ориентациянинг унг ёки чаплигига цараб, ^ажм мусбат ёки 
манфий булади.

Аралаш купайтманинг (10.6) даги хоссасидан фойдаланиб, 
вектор купайтманинг дистрибутивлик хоссасини исботлаш мум­
кин :

[«!, а 2 +  а3] =  [ага 2] +  [ага3], (10.7)

яъни бир вектор билан бошца икки вектор йигиндисининг 
вектор купайтмасини топишда цавслар одатдагидек очи- 
лади.

Хацицатан, бирор а  вектор олайлик. а 2 4- а 3, а  ва а х век­
торларнинг аралаш купайтмаси (а2 +  а 3, [ а а г]) ни текширайлик. 
Скаляр купайтма дистрибутивлик хоссасига эга:

(а2 +  а3, [аах]) =  (а2 [аа^) +  (а 3 [аа,]). (10.8)

( 10.6) га биноан, тубандагиларни ёзишимиз мумкин:

(а 2 +  а3, [аах]) =  {а  [а ь  а 2 +  а 3]), 
Оа2[ а а 1]) =- (а  [ а ^ ] ) ,
(а 3 [ а а ^ )  +  (а  [а ха 31).



10. ВЕКТОРЛАРНИНГ МУРАККАБ КУПАЙТМАЛАРИ 45

Буларни (10.8) га цуямиз:
(<а [аъ  а 2 +  « 3]) =  (а  [а х0 2]) +  (a [а ха 3]).

Энди дамма ^адларни бйр томоига кучирамиз:
(а [а х, а 2 +  а 3]) — (а  [а ха 2]> — (а  [а хя 3]) =  0

ёки
(а, [аъ  а 2 4- а 3] — [а ха 2] — [а ха 3]) =  0.

Купаювчи векторлар бир-бирига перпендикуляр ёки уларнинг 
биттаси ноль векторга тенг булса, скаляр купайтма нолга тенг 
булади. Аммо а  векторнн ихтиёрий деб олган эдик. Шунинг 
учун:

[аъ  а 2 +  а 3\ — [a xö 2] — [а2а 3\ =  0
ёки

[аъ  а 2 +  вз] =  [аха 2] +  [аха 3],
биз шуни исботламоцчи эдик.

Икки векторнинг вектор купайтмаси учинчи векторга век­
тор равишда купайтирилса, натнжада янги вектор ^осил бу­
лади. Бу типдаги купайтма икки цайтали вектор купайтма 
дейилади. Масалан, учта « ,  Ь, с векторнинг икки цайтали век­
тор купайтмаси [а [Ьс]\ ни текшириб царайлик. Икки цайтали 
вектор купайтма учун ушбу му^им айният 
уринлидир:

[a [be]} =  Ъ {ас) — с {ab). ] (10.9)

Хацицатан, икки цайтали вектор купайт­
ма [а{Ьс]} ^ам а  векторга, лам [Ьс\ вектор 
купайтмага перпендикуляр булади. Ö, с 
векторларнинг вектор купайтмаси улар ёт- 
ган текисликка перпендикуляр булганлиги 
учун, икки цайтали вектор, [а [öc]J купайт­
ма шу текисликка параллел булади. Д е ­
мак, Ь, с, ва [а [Ьс}\ векторлар компла- 
нардир. Компланар учта вектордан дар 
бирини цолган иккитаси буйича ажратиш 
мумкин. Шунинг учун бундай ёзишимиз и 
мумкин: ft

[а [Ъс}\ =  № +  тс. ( 10.10) 59‘ раш‘

Бу ерда ß, -¡—-вацтинча номаълум иккита скаляр.
Ь, с векторлар ётган текисликни цогоз бети деб лисоблай- 

лик (59- раем).
Унг цул цоидасига мувофиц, вектор [Ьс\ купайтма цогоз бе- 

тига перпендикуляр булиб, биз томон йуналган. У вацтда
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и к к п цайтали вектор [Ь [йс]] купайтма цогоз бетида ётади ва 
1> пскторга перпендикуляр булиб, пастга царайди. Икки цай- 
тали вектор цупайтмаиинг узунлигини диагональ ^исоблаб, Ь, 
с векторлар ётган тУгрн чнзнцлар устида параллелограмм цу- 
рамиз. Равшанки,
OD =  | [b [&с]]| =  I b \ -| [Ьс] | =  b ■ be sin ?  — b^csin ®,OD =  BDsin f ,  
демак, BD =  b2c ва OB — BD eos f  — b‘lc eos tp.

59- раемга цараб, цуйидагиларни ёзамиз:

OD =  OB +  BD, OD =  [b [ftc]],

OB — b2c eos ® -j  =  b с eos?, b — (be) b,

~BD — OA — b*c - f } =  — b2c =  -  (bb) c.
Демак,

OD — (be) b — (bb) c,
яъни:

[b [be]} =  b (be) — c(bb). (10. 11)

Энди номаълум p, 7 еонларни аницлаш осон. Шу мацеад- 
да (10.10) нинг икки томонини скаляр равишда b векторга ку~ 
пайтирайлик:

(b [a [be]}) =  р (bb) +  (Ъ с).
Бу тенгликнинг чап томонини (10.6) ва (Ю.Н)формулаларга 

мувофиц ёзиб оламиз:
(b[a[bc}]) =  {а[\ЬсЩ ) =

=  (а, с (bb) — b (be)) =  (ас) (bb) — (ab) (Ьс).
Демак:

(ас) (bb) — (ab) (be) =  р (bb) +  т (be),
бу ердан:

{ р — (ас)} (bb) +  { Т +  (ab)) (Ьс) =  0.

Ь, с векторлар ихтиёрий булганлнгидан, сунгги тенгламани цо- 
нгщтирнш учун катта цавслардаги ифодалар нолга тенг були- 
ши керак. Натилсада Р — (ас) ва ■( =  —■ (ab), (10.10) га муво- 
фиц:

[a [be]] =  b (ас) — с (ab),
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биз шуни исботламоцчи эдик. Бу формула икки цайтали век­
тор купайтманинг иккинчи ва учинчи векторлар буйнча аж - 
ратилишини ифодалайди.

Му^им бир %ол устида тухтаб утайлик. (10.9) формулада 
с =  а  ^исоблаб, цуйидагини топамиз:

[а [Ъа\] — Ъа? — а  (аЪ).

Бундан Ь векторни аницлайлик:

Ь =  ^ а + ± [ а [ Ь а ) } .  (Ю.12)

Тенглйкнинг унг томонидаги биринчи вектор а  векторга па- 
раллел, иккинчиси эса а  векторга перпендикулярдир. Ш ун- 
дай цилиб, хар цандай Ь векторни берилган а  векторга па- 
р а л л ел  ва перпендикуляр булган икки векторга аж рат иш  
мумкин.

Энди ушбу:
т

а  =  +  А2а 2 +  Ата т — 2  Д-® г>
1=1

Ь =  в 1ъ 1 +  в 2ь 2 + .  . .  +  в пь п =  Е в кък
к -1

векторларнинг вектор купайтмасини топайлик:
т п

[аЬ\ =  [ Е А  Щ, Е ВкЬк\ =1=1 к=\
=  1Аха  1 +  А2а 2 +  . . .  +  Ата т, В1Ь1 В2Ь2 +  В пЬп] =

— А -̂ 1 [а \Ь\] +  АХВ2 [агЬ2] +  . ■ . . +  АгВп [«!&„] +
+  А2Вг [аф-^ +  А2В2 [а2Ь̂ [ -р —  -¡- А2Вп [а 2Ь„\ +

+ ........................ * ..............................................................+
~Ь АтВ1 [о/лй1] -(- АтВ2 [в т Й2] “Ь • • - ~Ь АтВп [а-тРА ~

т п

-  Е Е АгВк \afik].¿==1 /е=1

Шундай цилиб:
т п т п

[ 2  АР ь  £  в кь к] = 2 2  Ф и  [ « А ]  (1 0 л з >г=1 к=1 г=( к=\
булади.
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Масалан, заррачага Ръ  F 2, . . . ,  F n кучлар таъсир цилсин.
П

Уларнинг тенг таъсир цилувчиси F — £  Fi нинг бирор нуц-
i=  1

тага нисбатан моменти:

mom0F ^ \ r  ¿ [ r F J
2=1  2 =  1

булади.
Демак, тенг таъсир килувчи кучнинг бирор нуктага нисба­

тан олингагн моменти ташкил цилувчи айрим кучларнинг уша 
нуцтага нисбатан олинган моментлари йигиндисига тенгдир. 
Механикадаги Варнньон теоремаси мана шу айтилганлардан 
иборат ва юцоридаги формулада ифодаланган.

11. УЗАРО ВЕКТОРЛАР

Хар кандай векторни компланар булмаган учта вектор бу- 
йича ажратиш мумкинлигини биламнз (5.2):

D  =  а а +  р& +  -¡с. (11.1)

Бу формулада а, р,  ̂ учта номаълум скдляр. (11.1) нинг икки 
томонини вектор [Ьс] купайтмага скаляр равишда купайти- 
райлик:

(D [Ъс\) =  а.(а\Ьс\\
чунки аралаш купайтмада купаювчилардан иккнтаси био хил 
•булса, купайтма нолга тенг булади: (Ь [Ьс]) =  0 , (с \Ьс\) =  0 .

гт ( D  [b e l)Д емак: а — --..[г - , ,-.(а[Ьс\)

Юцоридаги сингари муло.хазаларни такрорлаб, р, j  ни ^ам 
аницлаш мумкин:

0 _  {Р[са\)
1 (Цса\) '

_ {Р [аЬ])
* (с \аЬ}) '

Аралаш купайтма учун (а [Ьс]) =  (Ь [с-а]) — [с \аЩ) булган- 
лиги сабабли:

_  (D \bc]) g _  (D \са}) _  (D  [aftp 
(a[ftc|)’ ‘J {a [bc\) ' ' (а \Ьс\)

•булади. Буларни (11. 1)  га ц у ям из:

п  =  (1) W>  а  +  {D |cg»  h ;  {D 'ab]) г m  94{a ¡6cj) (а [Ьс]) ' \а[Ьс]) (11.2)
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Олинган учта а, Ь, с вектор билан цуйидагича богланган 
учта а*, Ь*, с* вектор киритайлик:

\Ьс]
а *  = (а [Ьс]) ’

Й* =  1 Г Н 5 - .  0 1 .3 )
\аЬ]

(а 1 Ьс]) ■
Г>уларни ( 11.2) га куямнз:

О =  (О а *) а  +  (ОЬ*) Ь +  (Ос*) с. ( 11 . 4)

а *, Ь*, с* векторлар аввалги. векторларга /щсбатан узаро 
векторлар дейилади,.

Узаро векторларнинг аралаш купайтмасини топайлик. ( 11.3) 
га асосланиб, цуйидагини ёзамиз:

( а *  [Ь*с* ]) =  • ([Ьс] [[со] [аЪ]]). (11.5)

Вектор [са ] купайтмани вактинча к  билан белгиласак,
(10.9) га мувофиц:

{[са] [аЪ]] =  [к [аЬ] \ — а  (кЬ) — Ь (ка) =
=  а ([са] Ь) — Ь ([са] а) — а (а [Ьс]) (И .6)

булади, чунки:
([са] Ь) =  (Ь [са]) =  (а [Ьс]) ва ([со] а)  =  0.

Натижада:

(а*  [&*с*]) =  ¿ ¡| г  ([Ьс] а  (а [Ьс])) =

^  “(а [Ьс])3
яъни

(« • [» ^ ♦ 1 ) -  | г | Ь г  < п -7>
келиб чицади.

Компланар булмаган а, Ь, с векторлар учун (а[Ь  с]) ф 0.
Демак, (а* [Ь*с*]) Ф 0, яъни узаро векторлар компланар эмас.
(11.3), (11.6) ва (11.7) га биноан:

=  7Ш Ш  ■ М  =(е[&с|)2 
а

(<а [Ьс])

4 Майдон назарияси

а  (а* [Ь*с*]).
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1>у ердан а  ни аницлаш мумкин. Худди шунингдек, b ва 
с пи )$ам аницлаймиз. Шуидай килиб:

_
а ~  (а* [ö*c*]) ’

Ь  =  ( а *  |&*с*])  ’ ( 1 1 - 8 )

__ \ a*b *  1
С ~  ( a *  [Ô* с * ] )  •

Демак, а , Ь, с векторлар a* , b *,  с*  векторларга нисбатан 
узаро векторлар булади.

Хар цандай векторни компланар булмаган учта вектор бу~ 
йича алсратиш мумкин:

D = а* а* +  ß*ö* +  r*c*. (11.9)
Юцоридаги (11.1) ни (11.4) га келтириш муло^азаларидан 

фойдаланиб', а*, ß*, 7* скалярларни аницлаймиз. Натижада:
D =  (Da) а *  +  (D b)b*  +  (De) с* (11.10)

булади.
Узаро векторлар, (11.3) ёки (11.8) га мувофиц, ушбу шарт- 

ларга буйсунади:
(аа*)  =  1, (ab*) =  0 , (ас*) =  0 ,
(Ьа*) =  0 , (&&*) =  1, (Ьс*) =  0 , ( 11.11)
(са*) — 0 , (сЬ*) =  0 , (сс*) =  1.

Хар цандай векторнинг узаро векторлар буйича ажратили- 
шини ифодаловчи (11.4) ва (11.10) формулалар Гиббс форму- 
лалари  дейилади.

12. ФАЗО ОРИЕНТАЦИЯСИ ВА ИНВЕРСИЯСИ

Берилган а ъ  о 2, а з векторлар компланар булмасин. Ком­
планар булмаган Ьъ Ьг, Ь3 векторларнинг jçap бирини а\, à\, а\ 
орцали ифодалаш мумкин. (11.10) га мувофиц бундай ёзамиз: 

bx =  (&J а х) а\ +  (Ьга 2) ä\ 4 - (Ьга ,3) а*,

Ь2 =  (Ь2а г) а\ +  (b2a 2) d\ +  (b2a 3) а*, 

b3 =  (Ь3а х) а* +  (Ъ3а %> а* +  (Ъ3а 3) а*.
Бу ердан:

[ М з ]  =  ( M i )  ( М 2) К  а 5>] +  ( M i )  ( М з )  К  < ]  +
-¡- ( М 2) ( M i )  [al а*] +  (ô2a 2) (ôsa 8) [а* а*] +

Н- ( M s M M i H « ^ ]  +  (&2e 3)(&3ö 2) [ » ^ ] .
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Сунгги икки формулага кура:

(р! [Ь2Ь3]) =  ( М О  ( М а )  (Ь3а 3) (а* [а* «з1) I- 

+  ( М О  ( М з )  ( М 2) (а* [а* а*]) +

+  (М а )  ( М х )  ( М з )  (а* [а,* а*]) +

+  ( М 2) ( М з )  [ М О  (а^ [а* а*]) -ь 

+  ( М з )  ( М х )  ( М з )  («з К  а Ш  +  

-1- ( М з )  ( М а )  ( М х )  («з К  «]])
булади.

Вектор купайтманинг антикоммутативлиги ва аралаш купайт- 
манинг (10.6 ) да ифодаланган хоссасини эсласак, юцоридаги 
формулани шундай ёза оламиз:

(&! [ М з ] )  =  { ( М х Н М О  ( М з )  + ' (&,я2) ( М з ) ( М 0  +  
+  ( М з )  ( М х )  ( М О  —  ( М О  ( М з )  ( М О  —  

—  ( М 2) ( М О  ( М з )  ~  ( М з )  ( М О  ( М О )  • К  К  < ])•

Бу формулани, (11.7) га бнноан, учинчи тартибли детер­
минант шаклида ёзиш мумкин:

( « А )  (« 1&2)(йх»з)
( а х [ а 2а 3\) (& х [ М з ] )  =  ( « а & 0  ( « 2* 2)  ( а ф г )

(а3йг) (а3&£) (а3&3)
Хусусий а г =  йх, а 2 =  &3, а 3 =  й3 ^олда:

.(«!«!) (а ха 2) ( а ха 3)
(®Х [®2®3])2

( 12.1)

( 12.2)(^2®х) (^2̂ 2) (®г^з)
( а 3« 0  ( а 3 а 2) ( « з « з )  

булади.
Бу детерминант а х, я 2, &3 векторлар учун Грам детер­

минанта дейилади.
Ко мила нар булмаган- учта векторнинг Грам детерминан­

та нолдан фарцли ва мусбатдир. Компланар учта вектор­
нинг, Грам детерминанта нолга тенг.

Узаро перпендикуляр булган учта векторнинг Грам де­
терминанта шу вектор модуллари квадратларининг купайт- 
масига тенг:

а\ 0 0 
0 а\ 0
0 0  а\

а\ а\ а\.

4*
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( 12.1) формуладан татбицларда куп учрайдиган мудим бир 
натижа келтириб чицарнш мумкин. а х, а 2, а 3 векторлар сис- 
тсмаси билан Ьъ  Ьъ  Ь3 векторлар системасининг иккаласи дам 
ё унг ёки чап ориентацияли булса, уларнинг аралаш купайт- 
малари бир хил ишорали булади, демак, ( 12.1) нинг унг то- 
монидаги детерминант мусбат булади. Агар бу икки система 
векторлари турли ориентацияли булса, уларнинг аралаш ку- 
пайтмалари дам-турли ишорали булади, демак, ( 12. 1;  нинг унг 
томонидаги детерминант манфий булади. Ш ундай цилиб, а ъ  
а 2, а 3 векторлар системаси билан Ьг, Ь2, Ь3 векторлар сис- 
темаси бир хил ориентацияли булса:

(вх&л) («!&=,) {аф 3)
{а Фх) (а2Ь2) (а2Ьа) > 0  (12.3)
(а3Ьг) (а3Ь2) (а 3Ь3) 

ва турли ориентацияли булса:
( « А )  {ахЬ2) («!&з)
[а2Ъ1){а 2Ъ2) (а2Ь3) < 0  (12.4)
(а3Ь1)(а 3Ь2){а3Ь3)

булади.
Асос сифатида олинган учта вектор системасининг ориен­

тацияси фазо ориентацияси дейилади. Шу векторлар систе­
масининг унг ёки чап ориентацияли булишига цараб, фазо дам 
унг ёки чап ориентацияли дисобланадн. Унг ориентациядан чап 
■ориентацияга утиш ёки чап ориентациядан унг ориентация- 
га утиш, яъни ориентация узгариши инверсия дейилади.

Биламизки, учта вектор системасининг ориентацияси шу 
векторлар аралаш купайтмасининг ишораси билан аницланади. 
Учта вектор аралаш купайтмасининг ишораси улардан икки- 
таси досил цилган вектор купайтманинг ориентацнясига боглиц- 
дир. Шунинг учун юцорида келтирилган фазо ориентацияси 
тушунчасиии янада бопщачароц таърифлаш мумкин, чунончи: 
ф азода эюойлашган бирор контур билан чегараланган юз 
ориентацияси фазо ориентацияси дейилади.

Фазо ориентацияси ва инверсияси тушунчалари майдонлар 
назариясидаги мудим тушунчалардандир.

13. ОРИЕНТАЦИЯЛИ ЁПИЦ СИРТ

Компланар б)?лмаган учта а , Ь, с вектор олайлик. Улар­
нинг боши бир нуцтага келтирилган булсин. Шу векторлар 
билан ашщланган турт ёцли ёпиц сирт — тетраэдрни текшириб 
курайлик (60- раем):
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Сирт нормашнинг йуналшии т карига царатилса, бу нор­
маль т ки нормаль, ташцарига царатилган булса, ташци нор­
маль дейилади. Бундан сунг нормаль деганда ташци пормални 
кузда тутамиз. Тетраэдр ёцлари булган ОАВ, ОВС, ОСА, ВАС 
нинг юзларини 5 Ь 5 3, 5 3, 5*  билан белгилайлик. Ориентация- 
ли юзларни тасвирловчи векторларни цуйидагича ифодалаш 
мумкин:

Й

S [ C C  ОА]  = 4 [ t a ] ,

&  =  у  \~̂ а ~в с \

Аммо:

ВА  =  0 4  —  ~ОВ =  а —  Ь,

ВС =  ОС — ОВ =  с — Ъ.
Буларни уз уринларига цуямиз:

S4 =  у  \a-~b, с — Ь\

ва цавсларни очамиз:
1S 4 = T la — Ь, с [ — -к [а — Ъ, b ]

=  -о М

Бундан:

Si [be] +  у [ а 5 ]  — О

еки
■Si =  О

келиб чицади, яъни тетраэдр ёцларининг ориентацияли ю з­
ларини тасвирловчи векторлар цитндиси нолга тенгдир.

Тетраэдр ёцларининг юзларини чегараловчи коитурларни 
айланиб чициш йуналишлари ташци нормалга мосланган були- 
ши керак.

Энди куп ёцли бирор ёпиц сирт — полиэдрни олайлик. 
Асослари полиэдр ёцларини ташкил цилган, учлари полиэдр-
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пинг бирор ички нуцтасида жойлашган ва дар иккитаси уму- 
мий ёцца эга булган тетраэдрлар тузиб чицайлик (61-расмда 
Н — ички нуцтада учлари жойлашган шу тетраэдрлардан фа- 
кат иккитасигина курсатилган ва уларнинг умумий ёги ОАВ 
1нтрихлаб куйилган)

Бу ерда барча тетраэдр ёцларининг ориентацияли юзла- 
рини тасвирловчи векторлар йигиндиси нолга тенг булади.

Хацицатан, икки цушни тетра- 
эдрга умумий булган. ёцнинг 
ориентацияли юзини тасвирлов­
чи вектор шу икки цушни тет­
раэдр учун узунлиги бир хил, 
аммо царама-царши йуналишда 
булади. Натижада барча тетра­
эдрлар умумийёкларинингориен­
тацияли юзларини тасвирловчи 
векторларнинг йигиндиси нолга 
тенг булади. Демак, полиэдр 
сиртини ташкил цилган тетраэдр 
асосларининг ориентацияли юзла­
рини тасвирловчи векторлар йи­

гиндиси нолга тенгдир. Полиэдр сиртини ташкил цилувчи уч- 
бурчакларнинг ^ар бири ташди нормальга муносиб олинган 
айланиб чициш йуналишидаги контур билан чегараланган.

Дар цандай ёпиц сиртни чексиз куп ва чексиз кичик ёц- 
лардан тузилган полиэдр деб царашимиз мумкин. Демак, %ар 
цандай ёп щ  сирт %осил цилувчи чексиз куп ва чексиз ки­
чик ёцларнинг ориента,цияли юзларини, тасвирловчи вектор­
лар  йигиндиси нолга тенгдир.

Чексиз кичик контур билан чегараланган юз элементар 
юз деб аталади. Ориентацияли элементар юзнинг контурини 
айланиб чикиш йуналиши билан унинг нормаль йуналиши бир- 
бирига муносиб булиши керак.

Ёпиц сиртнинг ориентацияли элементар юзини тасвирловчи 
вектор ташци нормаль йуналиши буйича олинади. Ташци нор- 
малининг Щналишига мос олинган контур ориентацияси 
билан аницланган спиц сирт ориентацияли ёп щ  сирт де- 
йилади. Демак, берилган бирор ёпиц сирт ёки унг ориента­
цияли ёхуд чап ориентацияли булиши мумкин.

14. БУРИЛИШ БУРЧАГИНИНГ ХАРАКТЕРИ

Силжишни тасвирловчи Щ налтирилган кесманинг ёки 
ориентацияли юзни тасвирловчи Щ налтирилган кесманинг 
вектор эканлиги бизга маълум. Аммо йуналтирилган кесма
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билан тасвирланувчи )$ар бир мивдор ??ам вектор булавермай- 
ди. Вектор мщ дор, масалан, параллелограмм цоидасига буйсу- 
ниши керак.

Мисол сифатида бурилиш бурчагини текшириб курайлик.
Маркази О, радиуси R булган сфера олайлик (62- раем). О 

нуцта билан шар сиртидаги Аг ва Л2, А2 ва А3, А3 ва А, нуц- 
талардан учта текислик утказайлик. Бу текисликларга утка- 
зилган перпендикуляр Уцлар мос равишда ОВи ОВ2, ОВ3 
булсин.

Энди нуцтани А, вазиятдан 
Л2 вазиятга утказиш учун сфе- 
рани ОВ, уц атрофида ^  бур- 
чакка бурайлик.

Сон киймати ва бурилиш 
йуналиши аницланган бурчак- 
ни йуналтирилган кесма билан 
тасвирлаб курсатайлик. Бу

йуналтирилган кесма ОВ, бу- 
либ, уни цул цоидасига би- 
ноан, бурилиш йуналишига 
мос цилиб чизамиз.

Шунингдек, нуцтани А2 ва­
зиятдан А3 вазиятга утказиш- 
даги ОВ2 ук атрофида бурилиш 62_ раем.
бурчаги <?2 га мос йуналтирил-—ji.
ган кесма ОВ2 булсин.

Аммо нуцтани А, вазиятдан А3 вазиятга бевосита утказиш 
учун сферани ОВ3 уц атрофида <р3 бурчакка буриш мумкин.

Равшанки, кетма-кет бажарилган икки бурилиш билан на-

тижавий (учинчи) бурилиш бурчакларини тасвирловчи ОВъ  
ОВ2, ОВ3 йуналтирилган кесмалар бир текисликда ётмайди. Д е ­

мак, ОВ3 йуналтирилган кесма ОВъ  ОВ2йуналтирилган кесма­

лар билан компланар эмас. Шу сабабли, ОВ3 йуналтирилган

кесма ОВг билан ОВ2 йуналтирилган кесмаларнинг йигиндиси 
була олмайди.

Щундай цилиб, чекли бурилиш бурчакларини тасвирловчи 
йуналтирилган кесмалар узаро кУшилганда параллелограмм 
цоидасига буйсунмайди, яъни чекли. бурилиш бурчагини тас­
вирловчи, йуналтирилган кесма вект.ор характерига эга  
эмас.



I БОБ. ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ

Марказий бурчаги ср ва радиуси Я булган доиравий сек-
торнинг юзи 5  =  у  булади. Ёпиц сирт нормали сифатида
танщи нормаль олинишини назарда тутсак, ОАгА2, ОА2А3, ОАхА3 
ёцларнинг юзларини тасвирловчи йуналтирилган кесмалар учун:

8 г =  - ~ 1 ? 0 В ъ  =  5 3 =  4  Яа ОВз

булишини биламиз.
Сферик учбурчак А1А2А3 юзинн тасвирловчи йуналтирил­

ган кесмани орцали белгилайлик. Ёпиц сирт ОАхА2А3 ёцла- 
рининг юзларини тасвирловчи йуналтирилган кесмаларнинг 
йигиндиси нолга тенг булиши бизга маълум:

>$1 “Ь *$2 5 3 +  54 =  О
ёки

\ Я2 (  ОВ3 - О Б , -  ОВ2)  +  =  0. (14.1)

Энди биз бурилиш бурчакларини чексиз кичик ^исоблай- 
лик ва уларни 8?ь  8ср2, 8ср3 оркали белгилайлик. Бу ^олда 
А1А2А3 сферик учбурчакни оддий ясси учбурчак деб цараб, 
унинг юзини тасвирловчи йуналтирилган кесма узунлигини 
цуйидаги куринишда ифодалайлик:

|541 =  у | Л Л 2 || А2А3 ( АхАг, A¿Ai¡y

Бу ердаги | АгА2\ ва | А2А3] — кесма узунликлари булиб, мос 
равишда олинган 8срг ва 8ср2 бурилиш бурчакларига пропор- 
ционалдир.

Расмдан:

I А\А21 = /?8срь 1А2А31 = К Ц 2.
У вацтда:

) 5  4| =  ^  Я 28«рх ( АХАЪ Л2Л3)

булади. ■
Чексиз кичик бурилиш бурчаклари 8«р} ва В̂ 2 га нисбатан 

узунлиги иккинчи тартибли чексиз кичик булган йуналтирил­

ган кесмани назарга олмаслик мумкин.
Чексиз кичик бурилиш бурчакларини тасвирловчи йунал­

тирилган кесмаларни мос равишда 8 0 В Ь 6 ОВ2, ЪОВ3 шаклда 

белгиласак, (14.1) га биноан ЮВ3 — ЮВ1 — ЮВ2 — 0  ёки
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о ОВ3 — ЮВХ -\~ЮВ2, демак, бу йуналтирилган кесмаларии цу- 
шиш параллелограмм цоидасига буйсунади. Шундай цплиб, 
чексиз кичик бурилши бурчагини тасвирловчи, йуналтирилган 
кесма вектор характер ига эгадир.

Юцорида айтилганлардан равшанки, чексиз кичик бурилиш 
бурчагини тасвирлрвчи оер векторнинг узунлиги чексиз кичик 
бурилиш бурчаги S«p га тенг, йуналиши эса бурилиш текисли- 
гига перпендикуляр булиб, цул цоидасига мос томонга цара- 
тилган, яъни фазо ориентацияси билан анщланади.

15. ПСЕВДОВЕКТОР. ПСЕВДОСКАЛЯР

. Заррачанинг силжиши, радиус - вектори, тезлиги, тезла- 
ниши ёки заррачага таъсир цилувчи куч каби векторлар аниц. 
йуналашга эга. Бундай векторлар фазо ориентациясига, унинг 
унг ёки чап булишига ^еч цандай богланмаган. Фазо ориен­
тациясига борланмаган, яъни аник,, йуналиши билан харак-  
терланган вектор оддий вектор ёки поляр вектор дейилади.

Аммо чексиз кичик бурилиш бурчагини тасвирловчи век­
тор сингарн векторлар цам борки, уларнинг йуналиши фацат 
фазо ориентациясига караб аницланади. Мисол учун икки поляр 
векторнинг вектор купайтмасини цараб чицайлик.

Берилган поляр векторларни а , b ва уларнинг вектор ку- 
пайтмаси \аЬ\ ни 5  орцали белгилайлик. Агар фазо ориента­
цияси узгарса, масалан, унг ориентация чап ориентация билан 
алмаштирилса, вектор купайтманинг сон циймати узгармасдан, 
йуналиши царама-царшнсига узгаради. Икки поляр вектордан 
)?осил булган шу вектор купайтма сингари векторлар кам уч- 
райди. Бундай векторлар, одатда, аксиал векторлар ёки псев- 
довекторлар деб юритилади.

Йуналиши фазо ориентациясига борлиц вектор псевдо­
вектор дейилади. Ориентация узгарса, псевдовекторнинг сон 
циймати узгармасдан, фацат йуналиши царама-царшиси,- 
га узгаради. Шундай цилиб, икки поляр векторнинг век­
тор купайтмаси псевдовектор булади.

Масалан, заррачанинг радиус-вектори г, ^аракат мицдорк 
mv ва унга таъсир цилувчи куч F  поляр векторлардир. Аммо 
^аракат мицдори момента [rmv] ёки куч момента [г/7] псевдо- 
векторлар булади.

Энди цогоз бетида ётган псевдовектор а  ва псевдовектор 
Ь нинг вектор купайтмасини текширайлик (63- раем). Масалан, 
унг ориентацияли фазода вектор купайтма [ab\ цогоз бетига 
перпендикуляр булиб, биздан цогоз орцасига царатилган. 
Фазо ориентацияси унгдан чапга алмаштирилса, таърифга ку-
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1>л, псевдовекторларнинг йуналишлари царама-каршисига уз- 
гаради. 6 3 - расмда бу псевдовекторларнинг вектор купайтмаси 
[а'Ь'\ чап ориентацияли фазода цогоз бетига перпендикуляр 
булиб, цогоз бетидан бизга царатилган. Айтилганлардан рав- 
шанки, биз текшираётган вектор купайтма фазо орнентацияси 
узгариши билан йуналишини царама-царшисига узгартиради. 
Ш ундай цилиб, икки псевдовекторнинг вектор купайтмаси 
псевдовектор булади.

Когоз бетида ётган икки векторнинг биттаси а поляр век­
тор, иккинчиси Ь псевдовектор булсин. Уларнннг вектор ку- 
пайтмасини текширайлик (64- раем). Унг ориентацияли фазода 
вектор купайтма [аЬ] цогоз бетига перпендикуляр булиб, биз- 
дан цогоз орцасига царатилган. Фазо орнентацияси унгдан 
чапга алмаштирилса, вектор купайтма \а'Ъ'\ =  [аЬ'] чап ориен­
тацияли фазода цогоз бетига перпендикуляр булиб, биздан 
цогоз орцасига царатилган. Ш ундай цилиб, поляр вектор би­
лан псевдовекторнинг вектор купайтмаси поляр вектор бу- 
лади.

Айтилганлардан равшанки, купайтирилувчи векторларнинг 
цандайлигига цараб, вектор купайтма ё псевдовектор ёкн по­
ляр вектор булиши мумкин.

Икки цайтали вектор купайтманинг цандайлиги з^ацида к у ­
пайтирилувчи векторларнинг ?;ар бири цандайлигини билмас- 
дан туриб, аниц бир нарса дейиш мумкин эмас. Масалан, учта 
вектор поляр вектор булса, уларнннг икки цайтали вектор к у ­
пайтмаси албатта поляр вектор булади, чунки икки поляр век­
торнинг вектор купайтмаси псевдовектор булади ва бу псевдо­
векторнинг цолган поляр векторга векгор купайтмаси поляр 
векторни ^осил цилади.

Шундай цилиб, фазо орнентацияси узгаришига нисбатан 
векторларни икки группага булиш мумкин: 1) фазо ориента­
ц и ям  узгарганда узунликлари ва йуналишлари узгармасдан 
цолган векторлар поляр векторлар булади, 2) фазо ориента- 
цияси узгарганда узунликлари узгармасдан, фацат йуналиш­
лари царама-царшисига узгарган векторлар псевдовекторлар 
булади.

о

Ъ Ъ

Ъ
/

а

ь

и '  63- раем. 64- раем.
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Фазо ориентацияси узгариши билан скалярнинг ишораси уз- 
гариши ёки узгармаслиги м ум кин. Ха ци катан, энергия, масса, 
электр заряди, температура каби скаляр мицдорлар фазо 
ориентациясига бог лиц эмас. Бундам, скалярни оддий скаляр  
деймиз. Масалан, заррачага таъсир цилувчи куч поляр иек- 
тордир, заррачанинг силжищи дам поляр вектордир, бажарил- 
ган ишни ифодаловчи бу икки поляр векторнинг скаляр ку­
пайтмаси дам оддий скаляр булади, чункн фазо ориентацияси 
узгарганда уларнинг йуналиши узгармайди, демак, улар ора- 
сидаги бурчак дам узгармайди, натижада скаляр купайтма ишо­
раси узгармасдан цолади. Ш ундай ци*либ, икки поляр вектор­
нинг скаляр купайтмаси оддий скаляр булади. Худди шунинг- 
дек, икки псевдовекторнинг скаляр купайтмаси %ам оддий 
скаляр булади.

Энди икки а ,  b вектор берилган булиб, уларнинг бирин- 
чиси поляр вектор ва иккинчиси псевдовектор булсин. Булар- 
нинг скаляр купайтмасини текширайлик. Фазо ориентацияси у з ­
гарганда, поляр вектор а  нинг йуналиши узгармасдан цолиб, 
фацат псевдовектор Ъ нинг йуналиши карама-царшисига узга- 
ради. ^  ^

64- расмдан фойдаланиб, бундай ёзамиз: (« ',  b ') =  (а, b ') =
=  7t — (аГ&), демак, cos ( а , " V )  =  — cos (а Г & ).  Косинус ишо- 
расининг царама-царшисига узгариши скаляр купайтма ишо- 
расининг карама-царшисига узгариши билан. богланган.

Фазо ориентацияси узгариши билан ишораси царама- 
царшисига узгарган скаляр псевдоскаляр дейилади. Шундай 
цилиб, поляр вектор билан псевдовекторнинг скаляр ку­
пайтмаси псевдоскаляр булади.

Аралаш купайтманинг оддий скаляр ёки псевдоскаляр бу- 
лиши купайтирилувчи векторларга боглиц. Агар учала век­
тор дам поляр вектор булса, уларнинг аралаш купайтмаси 
псевдоскаляр булади, чунки икки поляр векторнинг вектор 
купайтмаси псевдовектор булади ва бу псевдовекторнинг дол­
ган учинчи поляр вектор билан скаляр купайтмаси псевдо­
скаляр досил цилади.

Учта поляр вектордан ясалган параллелепипеднинг дажми 
уша векторларнинг маълум тартибда олинган аралаш купайт­
маси билан ифодаланишини биламиз. Демак, дажмнинг ара­
лаш купайтма билан ифодаланиши унннг псевдоскаляр экан- 
лигидан дарак беради.*

Бир хил табиатли мицдорларнигина кушиш ёки айириш 
мумкин. Шунинг учуй, масалан, скаляр билан псевдоскаляр- 
ни, вектор билан псевдовекторни кушиш 'ёки айириш мумкин 
эмас.
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16. ВЕКТОРНИ КУПАЙТМАЛАРИ ОРКАЛИ АНЩ ЛАШ

Икки векторнинг скаляр купайтмасини ва уларнинг вектор 
купайтмасини олайлик:

S =  (ab). (16.1)
V=\ab\. (16.2)

Энди а  вектор билан S скаляр маълум деб фараз килай- 
лик. (16.1) дан номаълум b векторни топиш, яъни тенгламани 
Ъ га нисбатан ечиш мумкин эмас, чунки 5  =  (аЬ) aba тенг- 
лнкдан Ь векторнинг а вектор йуналишидаги проекциясигнна 
аннцланиб (яъни ba =  S :a ) ,  унинг а  векторга перпендикуляр 
йуналишдаги проекцияси ноаниклигича колади. Демак, (16.1) 
тенгламани номаълум b векторга нисбатан ечиш маънога эга 
эмас.

Энди а  вектор билан V вектор маълум булсин. Биз b век­
торни а векторга параллел булган Ьх ва перпендикуляр бул- 
ган &2 векторнинг йш-индиси десак, [a b ] =  [а, Ьг +  &2] =  [а&2] 
булади. &2 векторни ихтиёримизча олишимиз мумкин. Йигин- 
диси Ьг ва Ь2 вектордан нборат векторлар чексиз куп. Демак, 
Ь векторни ( 1,6 .2) дан аницлаш мумкин эмас.

Айтилганлардан равшанки, купайтиришга одатдаги маъно- 
да тескари булган амалдан векторлар алгебрасида фойдаланиб 
булмайди. Шунинг учун „векторга булиш“ тушунчаси бизда 
учрамайди.

Аммо юкорндагн икки. тенгламадан номаълум b векторни 
аниклаш мумкин. Ха^ицатан, Ъ векторнинг бири а  векторга 
параллел, иккинчиси эса унга перпендикуляр булган вектор- 
ларга ажратилиши маълум (10. 12):

b -  i g i  а  +  I  [а [Ъ а]]

ёки (16.1), (16.2) га биноан:

b  (1 6 .3 )

Топилган натижаларнинг тугрилигини текширнб курайлик.
(16.3) нинг икки томонини а  векторга скаляр равишда купай- 
тирамиз:

(ab) -  ^  {аа) — ~  (а  [а V]), аммо [аа) =  а 2, {а [а К]) =  О 

демак:
Оa b ) =  S

булади.
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Энди (16.3) нинг икки томонини чапдан а  еекторга вектор 
равишда купайтирамиз:

\аЬ] V)].

Аммо
Va\

демак:

булади.

[аа\ =  0, [a [aV]} =  a(aV ) — V (а  а)

[ab] =  V

17. ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИ СИСТЕМАСИ

К

Бошлари бир О нуцтада ва бир-бирига перпендикуляр бул- 
ган /, j ,  к ортларни олайлик (65- раем). Бу ортлар Декарт  
ортлари дейилади.

Декарт ортлари системасининг ориента­
ц и ям  унг ёкн чап булиши мумкин. Маса- 
лан, 65- раемда унг ориентацияли система 
тасвирланган. Декарт ортлари система­
сининг ориентация узгариши, баъзан, сис- 
теман.инг кузгуда аксланиши дейилади.

Декарт системасининг унг ориентацияли 
ёки чап ориентацияли булиши принципиал 
адамиятга эга эмас. Аммо аницсизлик ва 
тушунмовчиликларга йул цуймаслик маь?- 
садида, бундан сунг унг ориентацияли сис- 
темадан фойдаланамиз.

Декарт ортлари учун тубандагиларни 
ёзищ мумкин:

( « )  =  1, (У У ) =  1, { Щ =  1,

а л  = (//>=о, ищ  = т  = о, (Ы) = т  =  о.
[Щ =  О, [Л ]  =  0 , [кк\ =  о ,

Ш 1 -  — Ш  =  * ,  [Щ  =  -  [к/} =  /, [ « ]  =  -  [¡к] =  у.
(г [У*]) = С/ [Л/]) = (Л [(/]) = 1.

65- раем.

(17.1)

(17.2)
(17.3)

Ортлари г, у, ft булган у^ларни ОА, OF, OZ билан белгнлай- 
лик (6 6 - раем). А^нуцтанинг г  радиус-векторини ортлар буйи- 
ча ажратиш мумкин:

г =■ xi +  уу +  гк, (17.4)
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бу ерда х, у, г —радиус-векторнинг ортларга нисбатан компо- 
нентлари (5-параграфга ка ран г). (17.1) ва (17.4) га биноан бун­
да й ёзамиз:

х  =  (гг) =  г cos (г, /),

У =  ( а )  =  г cos (г, У), 
г  =  (г k) — г cos (г, к). (17.5)

М нуцта радиус-векторининг компонентлари унинг коор­
дината уцларига туширилган проекцияларига тенгдир; улар

шу ну^танинг Декарт коорди- 
наталари дейилади. Нукта ра- 
днус-векторинннг модули шу 
нуктанинг координаталар боши- 

» гача булган масофасини аник* 
| лайди:
I Г2 =  (гг) =  (xi +  уу +  zk,
' x i  -f- уУ +  zk) =  х- -f- у2 +  г2,

яъни
г2 =  х2 +  у2 +  г2. (17.6)

Бирор Л векторни ортлар бу- 
йича ажратайлик:

А = Ах i +  Ayj  +  Azk. (17.7)
Бу ерда Ах, Ау, Лг билан А век- 
торнинг I, У, /г га нисбатан ком­
понентлари ишораланган, яъни: 

66- раем.

Ах — (Ai) — A cos (A, i),
Ау =  (AJ) =  Л cos V O ) ,  (17'8)
Лг =  (Лй).= Л cos (Л,/г).

Демак, векторнинг Декарт компонентлари, унинг уцлардаги 
проекцияларига тенгдир.

Кисман, бирлик векторнинг компонентлари унинг мос уц- 
лар билан х^осил цилган буряак косинусларига („йуналтирув- 
чи косинусларига“) тенг булади.

(17.1) ва (17.7) га биноан бундай ёзамиз:
Л2 =  А \  +  А2у +  Л2г. (17.9)

Вектор берилган булса, унинг компонентлари (17.8) дан то- 
пилади. Аксинча, векторнинг компонентлари берилган булса,
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(17.9) дан унииг модули ва (17.8) дан йуналиши аницланади. 
Худди шунинг сингари, нуцтанинг радиус-вектори берилган 
булса, (17.5) дан ну^танинг координаталари топилади. Нуктанинг 
координаталари берилган булса, (17.6) дан радиус-векторнинг 
узунлиги ва (17.5) дан радиус-векторнинг йуналиши ашщла- 
надн.

Компонентлари билан берилган икки а , Ъ векторнинг скаляр 
купайтмасини топиш мумкин:

а =  axi '+ ayj  + azk, (17.10)
Ь =  bxi +  b j  +  bzk. (17.11)

(17.1) га биноан:
(a b) -  ax bx  +  ay by +  az bz (17.12)

булади. Демак, икки векторнинг скаляр купайтмаси уларнинг 
мос компонентлари купайтмаларининг йигиндисига тенг.

Олинган икки вектор ортлардан иборат булса, у долда 
(17.8), (17.12) га мувофиц:

cos {a, b) =  cos (а, i) cos (b? i) +  cos (a, J) cos (b, j )  +

+  cos (a, k) cos (b, k) (17.13)
булади, яъни икки вектор орасидаги бурчак косинуси улар­
нинг тегишли йуналтирувчи косинуслари купайтмаларининг 
йигиндисига тенгдир. Шу формуланинг икки томонини а га
купайтириб, сунгра a cos [а, Ь) — а ь ни назарда тутсак, (17.8) 
ва (17.13) га биноан:

ab =  ах cos (b, i) +  ау cos (b, ,/) +  az cos [Ъ, k) (17.14)
булади, яъни а векторнинг b вектор Щналишидаги проек- 
цияси унинг компонентлари билан тегишли косинуслар ор- 
цали ифодаланади.

Скаляр купайтманинг (a b) — a b cos (а, Ь) ифодасидан фой- 
даланиб, (17.9) ва (17.12) га биноан, бундай ёзиш мумкин:

COS ( и ,  Ь)  =  д .г Ьх  +  Ду Ьч +  az bz______ ______

У  al-i-Uy + a;. | /  ь2х + Ь* + Ь* (17.15)

Энди икки векторнинг вектор купайтмасини уларнинг ком­
понентлари орцали ифодалайлик:

[а Ь] == [ах i +  ayj  +  а2 k , bx i -\- byj  + bz k\.
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Кавсларни очишда вектор купайтманинг хоссаларидан ва 
(17.2) дан фойдаланамиз:
[а Ь] ==' (ауЬ2 — а,Ьу)1 +  (агЬх — ахЬг)У +  (ахЬу — ауЬх)к. (17.16) 

Демак, вектор купайтманинг компонентлари тубандагичадир:

Вектор купайтмани учинчи тартибли детерминант шаклида 
«ёзиш мумкин:

.'Учта векторнинг аралаш купайтмасини топамиз. (17.12),
(17.16) га биноан:

(а [Ь с]) = ах [Ь с}х +  ау [Ь с]у +  аг [Ь с]г =
== ох (Ьу с2 Ьг Су) -|- С1у сх  ЬхсЦ) ~т~ л 2 (Рх Су : Ьу сх)

булади. Бу ифодани дам учинчи тартибли детерминант шак­
лида ёзиш мумкин:

I. Ориентацияли юзларни цушиш. Ориентацияли юзнн йу- 
налтирилган кесма ёрдамида тасвирлашни биламиз. Энди бу 
•тарикада олинган юзларни цушиш амалига утайлик.

Сон цийматлари тенг булиб, ориентациялари бир хил бул- 
ган юзлар тенг деб х;исобланади. Яъни: 1) нормалнинг йуна- 
лишнни сацлаб, ориентацияли юзни бир текисликдан унга па- 
раллел бошка текисликка кучириш мумкин, 2) ориентацияли 
юзнинг сон киймати билан контурни айланиб чикиш йунали- 
шини сацлаб, контурга дар цандай шакл бериш мумкин.

(17.17)

иХ иу иг

Компонентлари билан берилган с векторни олайлик: 
с =  сх1 + су]  +  сг к.

/  ]  к 
[|аЪ] =  ах ау аг 

Ь х о., Ъ,

(17.18)

(17.19)

О X Оу С1%
(17.20)

сх  с у с г

18. Б А Ъ ЗИ  ЦУШИМЧАЛАР ВА Т А Т Б Щ Л А Р
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Ориентацияли 5Ь 52 юзлар ётган Тг, Т2 текисликларни олай- 
лик (67-расм). Юзларнинг сон цийматларини дам шу дарфлар 
билап белгилайлик. в2 юзларни ва уларнинг ориентацияла- 
рипи узгартмасдан, контурларни тугри туртбурчак шаклида 
олиш мумкин.

м

Тугри туртбурчакларнинг бир томони бирга тенг цилиб 
олинса, долган икки томони узунлиги мос равишда Б2 га 
тенг булади. 51; Б2 нинг дар бирини уз текислигида параллел 
кучириб, бирга тенг булган томонларини текисликлар кесиш- 
ган чизиц устига келтириб жойлаштирамиз (68- раем). 3, юзни 
СА^В^Р тугри туртбурчак, 52 юзни эса ДВ2Л2С тугри туртбур­
чак тасвирлайди.

АгА1ВлВ2 турри туртбурчак билан тасвирланувчи ориента­
цияли 8 юз олинган Б2 юзларнинг йириндиси деб аталади.

Ю^оридаги шартга мувофиц:
СО =  Л А  == А2В2 =  1, АгС =  ВхО =  А2С =  ==52 ■

ЛХЛ2 =  В1В2 =  5
булади. Ориентацияли 5Ь52,5 юзлар уша раемнинг узида йунал-
тирилган ОМъ ОМ2, ОМ кесмалар билан тасвирланган. Таъриф- 
га мувофик: ОМх =  5г, ОМ2 =  32, ОМ = Б. ОМхМ учбурчак 
А2САХ учбурчакка тенг, чунки ОМ, кесма АХС га, ОМ кесма 
эса Л]Л2 га тенг; бу томонлар бир-бирига перпендикуляр бул- 
ганлиги учуй: -4МхОМ =  -4А2АХС. Худди шунингдек, ОМ3М уч­
бурчак дам А2САХ учбурчакка тенг. Демак, ОМхММ2туртбурчак

5 Майдон назарияси
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параллелограммдир. Шундай цилиб, цуйидагини ёзишимиз 
мумкин:

0М  = .0Мг + 0 М а,
яъни ориентацияли юзлар йигиндисини тасвирловчи Щнал- 
тирилган кесма цушилувчи ориентацияли юзларни тасвир- 
ловчи йуналтирилган кесмаларнинг параллелограмм цоидаси- 
га мувофиц топилган йигиндисига тенгдир. Шундай цилиб, 
ориентацияли юзни тасвирловчи йуналтирилган кесма вектор 
характерига эга.

II. Системанинг инерция маркази. Массалари тъ тъ „ . . , 
mt , . . . ,  тп ва О нуцтага нисбатан радиус-векторлари гъ г 2, . . .  , 
г ь . . . , г„ булган заррачаларни олайлик.

Радиус-вектори ушбу:

гс = ~ -----  (18.1)
Е  mi i— 1

форму ладан анщланувчи С нуцта заррача&лар системасининг 
инерция маркази ёки массалар маркази деб аталади. Олинган
системаА1,А2 нукталардаги иккита заррачадан иборат булсин.

(69- раем). АгА2 векторни /*12 
билан белгилайлик:

Гм';^ г» — гх. (18.2)
Икки заррача системаси­

нинг инерция маркази учуй,
(18.1) га мувофиц:

69- раем. __щ Г̂  .+ т;1-2
с ~  т; — щ

булади. Энди гъ г2 ни инерция маркази радиус-вектори гс ва 
г12 оркали ифодалайлик.

Сунгги формуладан:
_  пц -f т2 тх

2 щ  0 т2 1
булади. г2 нинг бу ифодасини (18.2) га цуяйлик: 

Гг
бундан:

_тх +  т2 тг _т, -4- т2 тt + т2
*̂12 т2 Г° 1Щ т2 ^с т%

т0---- =--- Тiotn1 +  ш 2
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келиб чикади. Худди шунингдек:
г2 -  г, -{- т1 +  гщ

булади. О нуцта сифатида инерция маркази булган С нуцта 
цабул цилинса гс =  0 булади. У вацтда:

г, = от, -+- «г2 12’

" -ф ш2
Биз гь г3 векторларнинг царама-царши йуналишда булиб, г12 
билан бир тугри чизицда ётишини, яъни икки заррача систе- 
масининг инерция маркази шу заррачаларни бирлаштирувчи 
кесмада ётишини к^риб турибмиз 
(70- раем).

Юцоридаги формулаларга муво- 
фик:

гх ___ щ, 
г2 ~  щ

булади, яъни икки заррача систе- 
масининг инерция маркази шу зар- 
рачалар орасидаги масофани мас-

70- раем.

саларга тескари пропорцион а л  цисмларга булади. Массалари 
бир хил булган икки заррачанинг инерция маркази уларни бир­
лаштирувчи кесманинг цещ уртасидан иборатдир.

Ш. Зарядлар системасининг электр моменте. еъ е2, . . . , 
е1, . . . , еп дан иборат п та нуцтавий зарядлар системасини 
олайлик. Уларнинг О нуцтага нисбатан радиус-векторлари 
гъ г2, . . . , г ь . . . , г„ булсин. Зарядларнинг узи радиус-век- 
торлари билан булган купайтмаларининг Цтиндиси систе- 
манинг электр моменти дейилади:

Р — 2  (18.3)
г-1

Бонща бирор О' нуцтага нисбатан системанинг электр мо-
П

менти Р ' =  £  е1г\ булади. Аммо Гл — гг — г0.
5*

/=1
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У вацтда:

(18.4)
П

булади, бу ерда е =  Л  е1 системанинг йиринди заряди. Йи-
/=1

ринди заряди нолга тенг система нейтрал система дейила- 
ди. (18.4) га биноан, нейтрал системанинг электр момента фа- 
цат шу системанинг узигагина хос, фазо нуцтасининг танлани- 
шига боглиц эмас. Нейтрал системанинг п _та зарядидан к 
таси мусбат ва т таси (т — п — к) манфий буксин, у вацтда:

дан иборат нуцта мусбат зарядлар маркази дейилади; шу- 
дшнгдек, манфий зарядлар марказининг радиус-вектори

дан иборат. Мусбат зарядлар йигиндисини <7 билан белгиласак, 
нейтрал система учун:

келиб чицади. Демак, нейтрал система электр момента 
манфий зарядлар марказидан мусбат зарядлар маркази то-

П & т

Радиус-вектори:
I !г

ТП

г  — т

к т к т

И  е \  +  2  в1 =  0 , бундан: 2  — — .2  в 1 == Я

булади, у вацтда юцоридаги формулаларга мувофиц:

р  =  ц  ( Г +  —  Г  ) (18.5)
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мон йуналган (72- раем.) Унинг сон циймати йигинди мусбат 
заряднинг мусбат ва манфий. зарядлар марказлари орасидага 
масофа билан булган купайтмасига тенг.

Сон цийматлари тенг ва ишоралари царама-царши бул­
ган иккита нуцтавий заряд системаси диполь дейилада. 

Радиус-вектора:

Ь  е1г 1I— 1
Г== ц ------

/=1
дан анщланувяи нуцта зарядлар системасининг маркази

п

дейилади. Бу ерда Л,е1 нолга тенг булмаслиги керак, шунда-
¿=1

гина зарядлар системасининг маркази тушунчаси а'ниц маънога
п

эга булади. Нейтрал система учун Е  е1 =  0. Демак, нейтрал
г=1

система зарядларининг маркази дацида 
гапириш тугри келмайди. Бу ерда мус­
бат зарядлар маркази ёки манфий заряд­
лар маркази дацида алодида-алодида 
гапиришга тугри келади.

IV. Кучларнинг бош вектори ва бош  
моменти. Каттиц жиемга таъсир цилувчи
Ръ /*2> • • • I Рц Рп кучлар цуйилган

нукталарнинг бирор О нуцтага нисбатан радиус-векторлари 
гь г2,. . . ,гI, булсин (73- раем).

Айрин кучларнинг О нуцтага нисбатан моментлари йи- 
риндиси кучлар системасининг шу нуцтага нисбатан бош 
моменти дейилади:

М о=  Е  [ г ,/7,]. (18.6)
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/
О нуцта урнига бонща О нуцта олинса, у вацтда:

м ‘о =  [ п Р {\ =  2  [г, -  Го, .=
/=1 /=1

=  Е  № ] - [ / ■ „ ,  2 ^ ] ,
1=1 /=1
М0' =  .М0 - [ г 0#]  (18.7)

булади, бу ерда:
П

Д = Е  (18.8)г=1
Айрам кучлар йигиндисини тасвирловчи Я вектор кучлар 

системасининг бош векторы, дейилади. (18.7) нинг иккитомо- 
нини Я га скаляр равишда купайтирсак:

(ЛРоЯ) =  (М Л ) (18.9)

булади. Демак, бош векторнинг бош момент билан скаляр 
к^пайтмаси О нуцтанинг танланишига боглиц эмас. Бош вектор 
/? нинг бош момент М 0 билан скаляр купайтмаси (М0Я) куч­
лар системасининг статик инварианты, дейилади.

Бош моменти ва бош вектори бир-бирига параллел булган 
кучлар системаси динама дейилади.

Энди хусусий бир долни куриб чицайлик. Каттиц жисмга 
сон кийматлари тенг, йуиалишлари царама-царши ва таъсир 
чизицлари бир-бирига параллел булган икки куч таъсир цил- 
син (74- раем). Бундай кучлар системаси жуфт куч дейила­
ди. Жуфт куч учун системанинг бош моменти таърифга муво- 
фиц:

М0 == [гА$  +  [ / *  _ / ? ] = :  [гА -  гв,
яъни:

7Н о=[вЛ 1/ 7]- (18.10)
Каттиц жиемнинг мувозанат долатда булиши учун, унга 

таъсир цилувчи кучлар системасининг бош вектори билан бош 
моменти нолга тенг булиши лозим:

П
2 ^  =  0 , (18.11)
п
2  № 1  =  0 . (18.12)



18. БАЪЗИ К.УШИМЧАЛАР ВА ТАТБИКЛАР 71

74- раем. 75- раем.

Уща перпендикуляр долда М нуцтадан утган текисликнинг 
уц билан кесишган нуцтаси А булсин. Уцдаги бирор В нуцта- 
га нисбатан олинган куч моменти таърифга кура:

тотв Р = [вМ ,р\ 

булади, аммо ВМ =  ВА Ч-АМ, демак:

тотв Р — [ВА +  АМ, А7] =  [вА, р ]  +  \ ш ,  Д

тотв Р = \в А , р \  +  тотАР, (18.13)
бу ерда:

1 тотд Р = [ а М, /?]; (18.14)

Вектор купайтма \ВА, [ \  уцца перпендикулярдир. Шундай 
цилиб, куч моментининг уцца проекцияси учун куйидагини 
ёзамиз:

(тотв Р)1 = (тотАР)1. (18.15)
Энди Р кучни Укца параллел ва уцца перпендикуляр Ра 

кучларга ажратайлик. У вацтда:
Р = Р г + Р 2,

V. Кучнинг нуцтага ва уцца нисбатан моменти. ^узгалмас 
Ь уц атрофида айланувчи цаттиц жиемнинг М нуцтасига У7 куч 
таъсир цилади, дейлик (75- раем).

I
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тотА F  =  \ЛМ, f]  =  \аМ, Fx + F2\ +  [АМ., F  J  +  \аЙ, F2\, 

(momBF)l =  (jnomAF)l =  [A M , F ^\t +  [aM, f \

булади. Аммо [AM, Fx I купайтма уцца перпендикуляр, демак: 

(momBF)¡ =  (тотА F)¡ =  (а м , F2)l. (18.16)

Вектор купайтма [ AM, F21 уцца ё параллел ёки антипарал- 
лелдир. Демак, куч моментининг уцца проекцияси мусбат ёки

манфий сон булади. Шунга му- 
вофиц, куч таъсири натижаси- 
да цаттиц жисм берилган уц 
атрофида унацай парма ёки 
чапацай парма цоидасига муво- 
фиц^йуналншда айланади.

Уцдаги бирор нуцтага нис- 
батан олинган куч моменти- 
нинг шу уцдаги проекцияси. 
кучнинг уцца нисбатан мо- 
менти дейилади.

76-расмдан:

[AM, f M = ± A M F 2 siní 
ёки

[ a M ,/ y L =  ±AF#, (18.17)

бу ерда h =  AM sin\AM, F2) уцца перпендикуляр булган те- 
кисликда ётгап F2 кучнинг А нуцтага нисбатан елкаси.

Сунгги формулада вектор купайтма [ам , F^ УК йуналиши- 
га параллел булганда мусбат ишора, антипараллел булганда 
эса манфий ишора цабул цилинади.

Шундай цилиб, таърифга мувофик, кучнинг нуцтага нисбатан 
моменти вектор булиб, кучнинг уцца нисбатан момента аниц 
ишорали скалярдир.

VI. Комплекс соннинг вектор тасвирланиши* Маълумки» 
таъриф буйича комплекс сон

z  =  х  +  iy, (18.18)
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бу ерда х билан у \ацаций сонлар ва i =  ( /  — 1. Одатда х 
комплекс сон г нинг ^ацаций цасми, у эса унинг мав^ум цасми, 
дейилади ва тубандагича ёзилади:

х  =  Rez
У =  Imz.

(18.19)

Юцоридаги г комплекс сонга нисбатан цушма комплекс сон 
таърифига мувофиц:

г* = х  —■ ¿у. (18.20)
Комплекс соннн тригономет­

рии шаклда ёзиб курсатиш катта 
цулайликлар тугдиради.

Текислик нуцтасининг Декарт 
координаталари ва поляр коорди- 
наталарй учун (77- раем):

X  =  Г  СОБ?,

у — г вш?.
Демак, " _ _ _ _ _

Г — /  X2 +  у* 

а г ^  ? =  4  •

77- раем.

(18.21)
(18.22)

У вацтда (18.18) да ифодаланган 2 комплекс сон тубанда­
гича тригонометрий шаклда ёзилади:

г =  г (cos <р +  ¿sin ер). (18.23)
Бу ерда г комплекс соннанг модули, ва f  комплекс соннинг 

аргумента дейилади (г =  \z\, f  =  arg z). Маълумки,

(18.24)
бу ерда е—натурал логарифм асоси (е =  2,718 ...). Демак, ком­
плекс сонии курсаткичли функция шаклида ёзиш мумкин:

г = ге1? (18.25),

ва цушма комплекс сон учун
=  ге~‘?. (18.26)

Комплекс сон модулининг квадрата учун
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79- раем.

Узаро цушма комплекс сонлар z, z* ни тасвирловчи а , а*век­
торлар X  укка нисбатан симметрик жойлашган булади, чунки 
Iz \ == \z* | ва arg z  ==? — arg г* (79- раем).

Комплекс сонлар билан бажариладиган амалларни вектор- 
лар воситасида якцол тасвирлаш мумкин.

Иккита комплекс сон берилсин:
Z r=  ax +  ia y, 
z2 = bx + i by.

Комплекс сонлар üufuhc)ucii

z = z1 + z? = (ax +  bx) 4 - i (ay + by)

(18.30)

(18.31)

Юцорида айтилганлардан курамизки, аниц комплекс сонни те- 
кисликдаги аниц а вектор сифатида тасвирлаш мумкин (78- раем). 
Уша раемга мувофик:

z  — ах iuy — г е‘f, (18.28)
г = \z\ =  I/  а2х +  а2у = а, 

f  =  arg 2 =  arctg аv

Шундай цилиб, берилган z комплекс сонни тасвирловчи. 
а  векторнинг узунлиги комплекс сон модулига тенг булиб, 
йуналиши X  з)ц билан комплекс сон аргументига тенг бур- 
чак ташкил цилади. Турли модул- 
ли ва аргументли комплекс сонлар У 
турли узунлик ва йуналишларга эга 
векторлар билан тасвирланади.

шу комплекс сонларни тасвирловчи векторлар йигиндиси 
билан тасвирланади (80- раем).
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Комплекс сонлар айирмаси
X === 2̂1 ЬХ) +  1 (ау -  ЬА (18.32)

айирмасишу комплекс сонларни тасвирловчи векторлар 
билан тасвирланади (81- раем).

Берилган комплекс сонларни уларнинг модуллари ва аргу-
ментлари орцали ёзайлик:

г I е1̂ ,
■ г* е1̂ \

(18.33)

Комплекс сонлар купайтмаси
г =  г, г2 =  г\ г2 е 1 + ?»> х (18.34)

биринчи комплекс сонни тасвирловчи векторга нисбатан мус- 
бат йуналишда «р2 бурчакка бурилган ва г2 марта купроц 
узунликка эга вектор билан тасвирланади.

Масалан, бирор комплекс соннинг I га купайтмаси шу ком­
плекс сонни тасвирловчи векторга нисбатан мусбат йуналишда 
тугри бурчакка бурилган уша узунликдаги вектор билан тас­
вирланади, чунки г га мос модуль 1 га ва аргумент га тенгдир. 

Комплекс сонлар булинмаси

г = Г, * (?1—?!■) =  — <?Гг
(18.35)

биринчи комплекс сонни тасвирловчи векторга нисбатан 
манфий йуналишда <?2 бурчакка бурилган ва г2 марта камай-

■ тирилган узунликка эга вектор билан тасвирланади. Маса­
лан, бирор комплекс соннинг Ь га булинмаси шу комплекс
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сонни тасвирловчи векторга нисбатан манфий йуналишда тугри 
бурчакка бурилган уша узунликдаги вектор билан тасвирла-
нади, чунки у- га мос модуль 1 га ва аргумент эса — ~  га тенг-
дир.

VII. Гармоник скаляр тебранишларнинг комплекс ифода- 
ланиши. Механика, акустика, оптика, электрорадиотехника ка- 
би фанларда тебранишлар назариясида хилма-хил даврий функ- 
диялар билан иш курилади. Даврий функциялардан энг оддий- 
си синус ёки косинусдир. Гармоник тебраниш шундай синус 
ва косинус функциялар воситасида ифодаланади. Куйилиш нуц- 
таси атрофида текис айланма даракат цилувчи, узгармас узун­
ликдаги векторнинг бир-бирига перпендикуляр икки йуналишга 
туширилган проекциялари гармоник тебранишларни ифодалай- 
ди. Масалан, узгармас бурчак тезлиги ш билан узининг боши ат­
рофида соат стрелкасининг юришига царши йуналишда айланув- 
чи, узгармас узунликдаги а векторнинг X  ёки Y укдаги про- 
екцияларини олайлик (82- раем): ах — a cos mt, ау = a sin wt. Бу 
ерда бошлангич вацтда (t =  0) айланувчи вектор X  уцида ёта- 
ди деб дисобланади.

У- у

Агар бошлангич вацтда айланувчи вектор X  уци билан 
бирор а бурчак досил цилса (83- раем):

ах =  a cos(o>í «), (18.36)
ау =  a sin (u>¿ +  а) (18.37)

булади. Шу формулаларнинг %ар бири билан ифодаланган 
царакат гармоник тебраниш дейилади, а — гармоник тебра­
ниш амплитудаси, Ы +  а — гармоник тебраниш фазаси, а
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эса гармоник тебранишнинг бошлангич фазаси дейилади. 
Тула тебраниш бирор ,\олатдан бошланиб, уша х,олатга 
яна цайтиш царакатидан иборатдир. Битта т\>ла тебра­
ниш вацти Т тебраниш даври деб, унга тескари мицдор
V =  у -  тебраниш частотаси, ш =  2 ™ ^  эса тебранишнинг
циклик частотаси деб аталади.

Ушбу комплекс функцияни олайлик:
z = а е ‘(ш(+а'>. (18.38)

Бу функциянинг дациций ва мавдум цисмлари кщорида 
ёзиб курсатилган гармоник скаляр тебранишларни ифодалайди:

z  =  a cos (о)t +  а) -|- i a sin (Ы +  а).
Шундай цилиб, (18.38) формула гармоник скаляр тебра­

нишнинг комплекс ифодаланишини курсатади: комплекс 
функция модули тебраниш амплитудаси, комплекс функция 
аргументы эса тебраниш фазасидир.

Гармоник тебранишдаги бирор «р скалярии синусоидал ёки 
косинусоидал шаклларнинг бирида ёзиб курсатсак булади:

«р =  a eos (coi +  “)> (18.39)
f> =  a sin (coi +  а). (18.40)

Равшанки:
tp =  a cos {íot - f  а) =  a cos а cos a>t — а sin а sin Ы.

Агар a cos a. =  b1 ва a s i n a ^ C j  десак,
f  — Ьх COS CU t -f- Cx sin cu t 

булади. Шунингдек:
«р =  a sin (cu t +  a) =  a sin a cos cu t +  a cos a sin u> t.

Энди a  sin a. = b2 ва a cos a =  с2 десак, 
f  =  62 cos u> t -f- c2 sin 0) t

булади.
Хуллас, синусоидал (18.40) ёки косинусоидал (18.39) ш акл­

ларнинг бирида ёзиб курсатилган тебранишни тубандаги шакл- 
да дам ёзиб курсатиш мумкин:

е? =  b cos со t - f  с sin да t, (18.41)
бу ерда b, с — дациций узгармас сонлар.

Энди Ь, с сонлардан уш бу комплекс константа d досил цилай- 
лик; d = b — i с. У вацтда:

d е ш  =  (b — ¿с) (cos ш t -f- i sin cu t) =
=  b eos CU t -f- с sin CU t -f- i (b sin C0 t — с cos cu t)
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булади. Бу комплекс функциянинг дациций цисми (18.41) шакл- 
да ёзиб курсатилган тебранишни ифодалайди:

f  =  Re {(b— ¿с) е ш }. (18.42)
Гармоник тебранишларни комплекс функциялар воситасида 

урганиш катта кулайликлар тугдиради.
VIII. Гармоник скаляр тебранишларнинг вектор тасвир- 

ланиши. Бирор гармоник скаляр тебраниш <р =  a cos (ш t -f- а) 
берилган экан, уни ифодаловчи комплекс функцияни куйида-

гича ёзишимиз мумкин:
У z — а е 1 1 + а).

Комплекс функцияни тасвир- 
ловчи вектор шу функция воси­
тасида ифодаланган гармоник 
скаляр тебранишни тасвирловчи 
вектор булади. Гармоник скаляр 
тебранишларнинг вектор тасвир- 
ланиши 84- расмда курсатилган.
ОА векторнинг узунлиги тебра­
ниш амплитудаси а га, ОА век­
торнинг X  ук билан досил цил- 
ган бурчаги тебраниш фазаси

®f +  а га, ОА векторнинг бошлангич t — 0 вацтда X уци билан 
хосил цилган бурчаги эса тебранишнинг бошлангич фазаси 
а га тенгдир.

Энди яна бир гармоник тебраниш берилган булсин:

z\ — ai е 1 (!01 + “ + Т ) •

Амплитудаси ах ва фазаси №¿ +  «4- у  булган бу гармоник

тебраниш уша 84- расмда ОАх вектор билан тасвирланган. Бу 
икки тебраниш орасидаги фаза айирмаси j  га тенгдир.

Иккинчи тебранишнинг фазаси биринчи тебранишникига 
цараганда у  кадар купроц, яъни иккинчи тебраниш биринчига

нисбатан -i фаза олдиндир ёки, боцщача цилиб айтганда, би­

ринчи тебраниш иккинчига нисбатан ~  фаза кетиндир.
Комплекс функциялар билан бажариладиган амалларни век- 

торлар воситасида тасвирлаш масаласини куриб чиццан эдик.
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Гармоник скаляр тебранишларни вектор воситасида тасвирлаб 
урганишда шу айтилганлардан фойдаланамиз.

Гармоншс скаляр тебранишларнинг вектор воситасида 
тасвирланиши вектор диаграммалар дейилади.

Энди бир турри чизицда руй бераётган турли амплитудали 
ва турли бошлангич фазали, аммо умумий частотали п та гар ­
моник скаляр тебраниш олайлик:

«Рх — ах cos (wt +  а,), 
ср2 =  а 2 COS (со t +  а2),

? / =  a¡ cos (CU t a¿),

~  an co s(< u  t -j-  an).
Бу гармоник тебранишлар й и р и н д и с и

П П
f  =  2  f i  =  E cos (ш t -f  a¿)¿= 1 1

унт частотали, аммо узига мос амплитудали ва бошлангич 
фазали натижавий гармоник тебра­
ниш досил килади: У

ер =  a c o s  (cu t +  а). (18.45)
Хозирча ноаник булган а ва а 

ни билиш учун вектор диаграмма- 
дан фойдаланишимиз мумкин. Бе- 
рилган гармоник тебранишлар аъ 
а 2, . . . , a¡, . . . , ап векторлар орка- 
ли тасвирланса, уларнинг й и р и н ­
д и с и

а  — а,  +  +  . . . -f- a i - f - . . . +П
+  =  Е  al (18.46)¿= 1

натижавий гармоник тебранишни -  85- раем,
тасвирлайди (85- раем).

Аммо векторлар йигиндисининг проекцияси шу векторлар 
проекцияларининг йириндисига тенг:

П "
a c o s  (<u t +  а ) =  ai COS (a) t +  a¿),Í= 1 

Я
а  sin (CU í +  а )  = 2  a  i  sin (cu t +  a¿).

Í = 1

(18.43)

(18.44)
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I >у мфода дар цандай вацт учун тугридир. Жумладан, бошлан- 
глч ¿=?0 вацт учун:

Шуларга биноан:-

а соэ а

а э т  а

2  Щ  с о э  ОС/,1=1
П

2  а1 Ь1П а,.г=1

2  «гг=1
э т  а

2  а/СОЭа/
<=1

#2 =  ( 2  «г СОЭ ( 2 а,-
г-1

(18.47)

(18.48)

£-О С-'О О-

I
-ГЩ Л М г

я

булади, яъни натижавий амплитуда билан натижавий бошлан- 
гич фазаберилган  амплитудалар ва бошлангич фазаЛар орка- 
ли аницланади.

IX. Электр занжирининг вектор диаграммалари. Энди век­
тор диаграмма тушунчасини физикага дойр конкрет бир маса- 
.лада цараб чицайлик. Узгарувчаи электр токи занжири кет-

ма-кет уланган царшилик Я, 
индуктивлиги I  булган гал- 
так ва сигими С булган кон- 
денсатордан тузилган булсин 
(86-раем). Занжир манбаининг 
бераётган кучланиши (тугри- 
рок айтсак, унинг электр юри- 
тувчи кучи) £ циклик частотаси 
ш булган гармоник тебранишда 
экан, у вацтда:

? =  £о& 1т( (18.49)
булади, бу ерда £0 — шу кучлаиишнинг амплитудасини ифода- 
ловчи дациций мицдор. Ом цонунига биноан, царшилиги /? бул- 
тан киемдаги кучланиш учун цуйидагини ёзамиз:

У0 =  Щ, (18.50)
бу ерда 7 — занжирдаги ток кучиии ифодаловчи мицдор. Элек­
тромагнит индукция цонунига кура, галтакдаги индукцион куч­
ланиш (тугрирок айтсак, индукцион электр юритувчи куч) учун 
бундай ёзамиз:

раем.

Уа = - Ь (1! 
М ‘ (18.51)
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Конденсатор сигимининг таърифига кура, конденсатор цоп- 
ламалари орасидаги кучланнш:

У к Щ  (18.52)

оулади, бу ерда е — конденсатор цопламасидаги электр миц- 
I*)|>и. Бу электр мицдорининг т  вацт давомидаги орттирмаси

<1с 1сИ булади, демак, г =  [  М  ва у вацтда:

Vк (18.53)

Умумлашган Ом конунини (Кирхгофнинг иккннчи цонунини) 
(¡из текшнраётган занжирга татбиц цилиб, бундай ёзйшимиз 
мум.кин:

Уо +  У к — £ +  V и.
гки бу ердаги мицдорларнинг юцоридаги ифодалари олинса: 

гг, . \lclt , г (11 ш

булади.
Я, С, Ь ни узгармас мицдорлар деб дисоблаб, бу тенглик- 

нинг иккала томонидан вацтга нисбатан досила олайлик:

+  =  <18-54> 
Бу дифференциал тенгламанинг бизни цизицтирган хусусий 

ечимини цуйидаги шаклда ёзайлик:
/  =  / 0е гИ -? ) ,  (18.55)

бу ерда /0 ва ер — аш-щданиши керак булган дацикий мицдор- 
лар. Бундан:

(II . Т Цо)£~ с)

£1- — _  ю2/  р • <й2 . 1°е
булади. Топилган бу ифодаларни (18.54) га куямнз:

Я Ы 0е1̂  +  -¿е1{Ы- 9) -  ¿(оЧ0е‘{т‘~9) = Щ 0еш . (18.56)

Энди тенгламанинг икки томонини ш/0 га булиб, сунгра 
е~‘ы ~'9) га купайтириб чицайлик:

- Ц - и >Ь = 1соС / о

6 Майдон назарияси
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Аммо:
=  I (соэ у +  I ь т  у ) =  I соэ «р — эш «р,

демак:

¿Я +  -4т — ®/, == 1 соэ у — I 2 яп ^ . шС /0 Т /0 т

Икки комплекс соннинг тенг булиши учун, уларнинг хаци- 
ций ва мавдум цисмлари мос равишда тенг булиши керак:

С' | р
Я =  г—СОБФ, со/,----- ^ ~  Ф.

/ 0  т ’  0 > С  / 0  т

Шуларга асосан:

% ?  =  - т Н ^ .  (18'57)
Го

1_\2 (18.58)

булади. Топилган сунгги формулалардан фойдаланиб, баъзи 
хусусий долларни ку'рсатиб утайлик.

Занжир фацат ц^ршиликдан иборат булса (Я Ф О, С — оо, 
1 = 0 ) :

? =  0, /0 = % 
булади, у вацтда (18.55) га мувофиц:

1 = ^-еш , (18.59)

буни (18.49) билан тащослаб, царшиликдангина иборат зан- 
жирда ток кучи ва кучланишининг бир хил фазага эгали- 
гини курамиз.

Занжир фацат сигимдан иборат булса (С ф оо, Ь =  0, Я =  0):

» =  -  £ . '» -  - г Ь  -  ь » с  
(»с )

булади, у вацтда (18.55) га мувофиц:

/=£„«> Се 1 ',  (18.60)
буни (18.49) билан таццослаб, сиримдангина иборат занжирда 
ток кучи кучланишга нисбатан у  фаза олдин булишини 
курамиз.
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Занжир фацат индуктивликдан иборат булса (Ь Ф О, С =  оо 
К =  0):

у 2 ’ 0 Шь

булади, у вацтда (18.55) га мувофиц:

г 1 (т< —V)
й е ■ я 8-61)

(18.49) га биноан, индуктивликд ангина иборат занжирда 
ток куш  кучланишга нисбатан у  фаза кетин булади..

Одатда, Я омик царшилик, ~  сир им царшилиги, шЬ эса

индуктив царшилик дейилади. Годо ] А 2 +  ^ш/, — ^ ) 2 тула

царшилик, шЬ билан —  ва ш/, — ^  эса реактив царшиликлар
дейилади. Омик царшилик баъзан актив царшилик деб хам 
юритилади.

Энди (18.56) да ифодаланган тенгламанинг икки томонини 
т  га булайлик:

/0/ ^ г(ш(_?) +  - |-А  -  у  1^1е1(̂  =
тс .тс

1 ~2 1 *~2~ ёки -у =  — г =  е ва — — =  / =  е булганлиги сабабли,

1ш—чл г. I (ы—ч>+ г (
/ 0̂ ( " + ¿ 6  2 ; + / 0ш /.П  2 ; =  е0е (18.62)

булади. Бу формуладан фойдаланиб, вектор диаграмманинг 
цандай тузилишини куриб чицайлик. Юцоридаги тенгликнинг 
унг томонида турган комплекс функцияни тасвирловчи вектор 
шу тенгликнинг чап томонида турган комплекс функцияларни 
тасвирловчи векторлар йигиндисига тенг булиши керак. 

Тенгликнинг чап томонидаги биринчи дад:

^  =  1{Д е‘{,,л- ,?) (18.63)

царшилиги Я га тенг булган цисмдаги кучланишни ифода-
лайди. Бу кучланишни тасвирловчи ОА векторнинг узунлиги 
/„/? га ва ,Х уц билан досил цилган бурчаги <а1 — у га тенг 
(87- раем).
6*
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Тенгликнинг чап томонидаги иккинчи дад:

/о (18.64)

с и р и м  царшилиги ^  га тенг булган цисмдаги кучланишни ифо-

далайди. Бу кучланишни тасвирловчи АВ векторнинг узунлиги
га ва X  уц билан досил цил-

ган бурчаги wt — f  — у  га тенг- 
дир.

Тенгликнинг чап томонидаги 
учинчи дад:

z3 = I0wLe
i (а>/—(p-f- ~ )

(18.65)

индуктив царшилиги coñ га тенг 
булган цисмдаги кучланишни 
ифодалайди. Бу кучланишни тас­
вирловчи ВС векторнинг узунли­

ги 1()<лЬ га ва X  уц билан досил килган бурчаги W — f  +
.га тенгдир.

Тенгликнинг унг томонидаги:
z = £0eiat (18.66)

■ифода занжйр манбаидан олинган кучланишдир. Бу кучла­
нишни тасвирловчи ОС вектор аввалги учта вектор й и р и н д и с и  
булиб, унинг узунлиги £0 га ва X  уц билан досил цилган 
бурчаги Ы га тенг.

(18.63), (18.55) муносабатлар ток кучини тасвирловчи век­
торнинг йуналиши расмдаги ОА вектор йуналиши билан бир 
хиллигйни курсатади. Демак, занжирдаги ток кучининг манба
кучланишига нисбатан фаза айирмаси О А ва ОС векторлар ора- 
сидаги бурчакка тенгдир: «р =  {ОА , ОС).

Виз. 87- расмда аницлик учун ВС >  АВ, яъни о>Ь >  ^  деб 
дисобладик.

ВС <  АВ (соЬ <  долга мос вектор диаграмма 88- расмда 
курсатилган.
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Нидоят, ВС — АВ уоЬ бу долга мос вектор диаграм­
ма 89- расмда курсатилган.

X. Гармоник вектор тебранишлар. Берилган тугри чи- 
зицда содир булаётган аииц частотали гармоник тебранишдаги 
бирор векторни олайлик:

'и 51^ а 1 со$Ы Ч-ь), (18.67)

бу ррда ах вектор узгармас булиб, унинг сон циймати ампли- 
тудани ифодалайди; — бошлангич фаза. Берилган тугри чи- 
зивда перпендикуляр булган бопща тугри чизицда содир 
булаётган уша частотали гармоник тебранишдаги иккинчи век­
торни олайлик:

=  а2 соб (Ы +  <о2), (18.68)

бу ерда дам а2 вектор узгармасдир; унинг сон циймати ампли- 
тудани ва «р2 эса бошлангич фазани ифодалайди.

Турри чизщ ли гармоник вектор тебранаш турри чизицли 
цутбланган тебраниш дейилади.

Берилган ^  ва векторлар.йигиндиси 5  булсин:

5  =  5 , +  ¿’2. (18.69)

Натижавий 5  вектор берилган 52 векторлар ётган те- 
кисликда ётади. 5 Ь 5 2 векторларнинг учлари перпендику­
ляр тугри чизиклар буйича даракат циладй. Энди натижавий 
5  вектор учининг цандай чизиц буйича даракат цилишини 
текшириб курайлик.

88- раем. 89- раем.
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(18.70)

Узгармас векторлардан ах вектор йуналиши X  уц ва а2 
вектор йуналиши Y  уц йуналиши сифатида олинган булсин. 
Юкоридаги формулаларга биноан:

Su  = ах cos (Ы + ?i), 51у =  0, S2x =  0, S2y =  а2 cos {Ы +  ?2),
Sx = аг cos {wt +  фг),
Sy =  а2 cos (т/ 4- ?2),

бундан:

Sf  =  c o s  (coi +  «Pi), ~  = c o s  (соt  +  ? 2)« i a 2

ёки бурчаклар йигиндисининг косинуси формуласидан фойда- 
лансак:

5
— =  cos coi cos — sin coi sin ?ь аг 
g
- У-  =  eos coi COS ? 2 —  si П coi sin ?2

булади.
Биринчи тенгликни cos?2 га, иккинчи тенгликни cos?i га 

купайтириб, натижаларнинг айирмасини оламиз. Энди далиги 
биринчи тенгликни sin?2 га, иккинчи тенгликни sin «Pj га купай­
тириб, натижаларни айирамиз. Шундай цилиб:

5 5
COS ?2 — COS ?х == sin coi (sin f 2 COS ? j  — sin ?! COS ? 2),

5 S
- -  sin — ~  s i n  ? !  =  COS coi (eos ? !  sin ? 2  —  COS ?2 sin ? ).)

ёки
5 «S^  eos ?2 — eos ?! = ' — sin coi Sin ( ? x —  ? 2),

5 5sin ? 2 — sin ? !  =  —  COS coi sin ( ? !  — ?2) til (¿2
булади. Бу тенгликларни квадратга кутариб, тегишли тоМон- 
ларни цушамиз, натижада:

( f f )2 Н- (ff  }2 — 2 ¿ f  | ^ C0S Ь  C0S ?! +  Sin f  2 sin: fl) = sin2 (fl -  f  2)
еки

( | )  +  ( Sa J ~  2 T* SÍ C0S ~  =  s ln 2  í ? i -

келиб чицади. Тебраниш фазаларининг айирмаси ? орцали бел- 
гиланса:

?  =  ? : - %  ( 1 8 .7 1 )
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булади. У вацтда:
СОЭ «Р =  БИТ «р (18.72)

келиб чицади. Бу тенглама маркази координаталар бошида 
жойлашган эллипсни ифодалайди.

Шундай цилиб, у мумий частотали гармоник тебраншидсь 
булган узаро перпендикуляр икки вектор йириндисини тас- 
вирловчи натижавий векторнинг боши координаталар боши­
да булиб, унинг учи эллипс буйича даракат цилади. Бундай 
вектор даракат эллиптик цутбланган тебраниш дейилади.

(18.70) билан (18.71) дан курамизки, X уцдаги тебраниш 
фазаси У уцдаги тебраниш фазасига нисбатан олдин булса, 
? нинг ишораси мусбат ва кетин булса, манфий дисобланади. 
Фазалар айирмасининг цандайлигига цараб, турли хусусий дол­
лар руй бериши мумкин:

1) ? =  0 ёки ±  2те. У вацтда (18.72) га мувофиц:

булади, бу ердан =  у Бх, яъни натижавий векторнинг учи
биринчи ва учинчи квадрантларда булиб, координаталар боши 
орцали утган тугри чизиц буйича даракат цилади (90-расм). 
Бу даракат тугри чизицли цутбланган тебранишдир.

2) ? =■ ±  те. У вацтда (18.72) га мувофиц:

булади, бу ердан 5у =  — яъни натижавий векторнинг учи
иккинчи ва туртинчи квадрантларда булиб, координаталар боши 
орцали утган тугри чизиц буйича даракат цилади (91-раем). 
Бу даракат дам турги чизицли цутбланган тебранишдир.

У

90- раем. 91- раем.
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3) «р =  у .  у  вацтда (18.72) га мувофиц:

яъни натижавий векторнинг учи бош уцлари X ваК уцларда 
ётган эллипс буйича соат стрелкасининг юришига царши йу- 
налишда даракат цилади (92- раем). Бу даракат эллиптик цутб- 

у ланган тебранишдир. Агар а ) = а 2
булса, доиравий(циркуляр)цутб- 
ланган тебраниш досил булади.
(18.70) ва (18.71) га биноан, «р=-у
булганда:
Эх =  агсо5(Ы + ерД |
5у =  й2соз^ Ы 4- срх — у )  |  (18-73)

булади. Демак, соат стрелкаси­
нинг юришига царши йуналиш- 
даги эллиптик (аг = а2 булганда 
доиравий) тебранишни иккита 
перпендикуляр тугри чизицли 

гармоник тебранишга ажратиш мумкин.
4) ^ =  _ у . у  вацтда (18.72) га мувофиц:

, 7^.
\ал ) + 1,V- / ^2

яъни натижавий векторнинг учи уша эллипс буйича соат 
стрелкасининг юриши йуналишида даракат цилади (93- раем). 
Бу эллиптик цутбланган тебраниш аг — а2 булганда доиравий 
(циркуляр) кутбланган тебраниш 
шаклини олади.

(18.70) ва (18.71) га биноан, У
у = — убулганда:

5* =  аг соэ Ы  -I- ©,),
.== а2 соэ ( Ы 4- 4- у ) (18.74)

булади. Демак, соат стрелкаси­
нинг юриши йуналишида гй эл­
липтик (аг — а2 булганда доира­
вий) тебранишни иккита перпен­
дикуляр тугри чизицли гармоник 
тебранишга ажратиш мумкин.

о?
а, 1

1  0

-X

93- раем.
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Перпендикуляр иккита тутри чизицли гармоник вектор 
тебраниш йигиндиеи эллиптик тебранишни досил цилишини 
курдик. Энди бир хил частотали, турлича амплитуда ва бош- 
лангич фазали, аммо перпендикуляр булмаган, яъни ихтиёрий 
йуналишлардаги иккита тугри чизицли гармоник вектор тебра» 
нишни олайлик:

=  bi eos (<ut 4- a-¡), 
a2 =  b2 eos (<o¿ a2).

Натижавий вектор тебраниш:
а =  Ьг cos (сot +  «О +  Ô2 cos (mí +  а2) 

ва унинг X, Y уцларга проекциялари:
слг =  bXx cos И  +  ai) -f b2x cos (coi +  а2), 
ау — Ь1у cos (и4 +  a j  -f  b2y cos (u>£ +  a.¿)

булади.
Гармоник тебранишларни цушиш цоидаларига биноан, сунг- 

ги формулаларнинг унг томонлари бир хил частотали, турли 
амплитуда ва бошлангич фазали, узаро перпендикуляр булган 
иккита гармоник тебранишни ифодалайди. Бундай тебраниш- 
ларнинг цушилиши натижасида эллиптик тебраниш пайдо бу­
лади. Шулар каби мулодазалардан равшанки, умуман бир хил 
частотали, турлича амплитуда ва бошлангич фазали, йу- 
налишлари jçap хил  булган иккита ва ундан купроц mÿFpu 
чизщли гармоник тебранишлар йигиндиеи эллиптик тебра­
ниш х,осил цилади.

Айланувчи вектор тебранишларга мисол сифатида айланув- 
чи магнит майдони курсатилиши мумкин. Гармоник узгарувчи 
токлар атрофда гармоник узгарувчи магнит майдонлари досил 
цилади. Бу майдонларнинг кучланганлик вектори ёки индук­
ция вектори дам гармоник узгаришларда булади. Шундай маг­
нит майдонларидан айланувчи магнит майдони досил цилиш мум­
кин. Масалан, физик экспериментларда ёки электротехникада 

. керакли булган айланувчи магнит майдони досил цилиш учун 
икки фазали ёки уч фазали токлардан фойдаланилади.

Юцорида айтилганларга асосланиб, гармоник вектор теб­
ранишлар назариясига царашли купгина хулосалар чикарищ 
мумкин эди. Масалан, бир хил йуналишли иккита доиравий 
тебраниш йигиндиеи ÿina йуналишли доиравий тебраниш, ца- 
рама-царши йуналишли иккита доиравий тебраниш’ йигиндиеи 
тугри чизицли тебраниш досил цилади, тугри чизицли тебра­
ниш иккита царама-царши доиравий тебранишга, эллиптик теб­
раниш эса иккита царама-царши доиравий тебранишга ажра- 
тилади ва доказо.
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XI. Злементар токларнинг узаро таъсири. Электр токлари 
узларининг магнит майдонлари воситасида бир-бирига таъсир 
киладн. Бирор контурдаги ток кучи /  ва шу контурнинг ток 
йуналишида олинган элемента 11 дееак, элементар ток Ы1 
булади. Турли контурдаги токларнинг узаро таъсири шуларга 
мос элементар токларнинг узаро таъсиридан досил булади.

Фазонинг Ах нуцтасидаги элементар ток 1,(11, ва А2 нуцта- 
сидаги элементар ток 12112 булсин (94- раем). Аг нуцтадаги

биринчи элементар ток атроф фа- 
02с112 /  зода магнит майдони досил цилиб, 

\ j c l l  /  унинг А2 нуцтадаги кучланган- 
\  ; 1 /  лиги Био — Савар — Лаплас цо- 

\  г„_______ /  нунига мувофиц:

(18.75)л* ст  = Л Г \с112г12\
’9 ^ - раем. с> 12

булади.
Магнит майдонининг А2 нуцтадаги магнит индукцияси:

а в  = ) х а н = [̂  \й1хг,Л 
сг12

булади, бу ерда р — фазодаги моддий мудитнинг магнит синг- 
дирувчанлиги.

Магнит майдонининг А2 нуцтадаги иккинчи элементар токка 
таъсир кучи Ампер цонунига мувофиц:

¿¿Р12 =  ^  [с112с1В\ (18.76)

ёки олдинги ифодадан фойдалансак:

аг 12= (18.77)
с г  12

булади. Бу формула биринчи элементар токнинг иккинчи 
элементар токка таъсир кучини ифодалайди.

Икки цайтали вектор купайтма хусусиятидан фойдаланиб, 
юцоридаги формулага бошца шакл бериш мумкин:

=  Щ  {с1Ш12г,2) -  г12(й М /а)},
С г\2

Агар <11, билан с112 узаро параллел ва г 12 га перпендикуляр 
булса (95- раем), (сИ2г,2) =  0, {(11хсИ2) — (11,(11% булади, демак:

,7/7 АI 11 (11-̂
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яъни узаро параллел элементар токлар бир-бирини тор- 
тади.

Агар Шх билан ¿ /2 антипараллел ва г 12 га перпендикуляр 
булса (96- раем), (й?/2г 1г) =  0» Ш гс112) = — й1 (̂И2 булади, демак:

^¡7 []■!Х1 ̂(11 ¡(1 ¡2 ^ и г  !<>. — Г~а Т 12>
С*Г 12

яъни антипараллел элементар токлар бир-бирини ита- 
ради.

%<Пг

Л,
95- раем.

'Щ
'12

Я,

96- раем.

XII. Электроннинг магнит моменти ва ^аракат мицдори 
момента. Дар цандай атом мусбат электрли ядродан ва унинг 
атрофида даракатланувчи манфий электрли электронлардан 
тузилган. Нильс Бор назарияснга мувофиц, электрон ядро ат­
рофида доиравий орбита буйлаб текис даракат килади (97-расм). 
Электроннинг массаси т , орбита буйлаб даракат тезлиги V 
булса, унинг орбитал царакат микдори яш, орбитал даракат 
мицдори моменти эса:

£  =  т[г®] (18.78)

булади. Орбита буйлаб даракатдаги электрон доиравий ток 
досил килади. Тезликнинг вакт бирлигида утилган йул билан 
улчаниши назарда тутилса, электрон вацт бирлигида доирани
2^  марта айланиб чицади. Ток кучи /  вацт бирлигида утган
электр мицдори билан улчанади, демак:

. (18.79)

бу ерда е — электрон зарядининг сон циймати.
Маълумки, токнинг магнит моменти:

М  = = - 8С (18.80)
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булади, бу ерда 5  вектор ток контури билан чегараланувчи 
ориентацияли юзни ифодалайди. Мусбат заряднинг даракат 
йуналиши ток йуналиши дисобланганлиги сабабли, 97- расмдан:

■кг* © г
¡"■и г \

булади. У вацтда (18.79) билан 
(18.80) дан фойдалансак;

М ^ г ] ,  

(18.78) га биноан эса:

М = 2 тс '

(18.81)

(18.82)

97- раем.

булади.
Демак, электроннинг ор- 

битал магнит моменты, би­
лан орбита л  даракат миц- 
дори моменты антипараллел

пропорционаллик коэффицыенти -£~с габулиб, уларнинг 
тенгдир.

Нильс Бор назариясига кура, электроннинг орбитал ба­
рака т мицдори моменты фацат узлукли  цийматларга эга 
булиши мумкин:

(18.83)

бу ерда /г =  6,6-10"-27 эрг. сек (Планк константаси) ва к — 1, 
2,3,... . У вацтда (18.82) га мувофиц:

\М\ =  И ей
4 готе (18.5

булади.
Минимал магнит моментининг сон циймати учун (к =  1) цу- 

йидагини ёзамиз:
ейМв  4 ктс' (18.85)

бу ерда Мв Бор магнетони дейилади.
Маълумки, цуёш атрофида даракатланувчи планета узи- 

нинг уци атрофида дам айланма даракатда булади. Шунга 
ухшашроц дара кат электронда дам мавжуд: орбитал дарака- 
тидаи цатъи назар, х;ар цандай электроннинг узига хос ба­

рака/ли — хусусий %аракати х;ам бор.
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Электроннинг ана шу хусусай х,аракати электроннинг 
спини деб аталади. Электроннинг спин магнит момента М 3 
ва спин даракат мицдори момента ушбу конунга буйсу- 
нади :

М* - ~ Ч 1̂8-86)
яъни. электроннинг спин магнит моменти билан спин %ара- 
кат мицдори моменти антипараллел булиб, уларнинг про-
порционаллик коэффициенти —  га тенгдир.

Уленбек ва Гаудсмит фаразиясига кура, электроннинг спин 
дара кат мицдори моментининг сон ц и й м ати у ^ га  тенг:

| £ , | -  (¡8.87)

(18.86) ва (18.87) формулаларга биноан:

1Ж<! "  5ЙЬ «8.88)

булади, яъни электроннинг спин магнит моменти Бор магне- 
тонига тенгдир.

XI!!. Атомнннг векто р  м оделлари . Дар цандай вектор аниц 
узунлик билан фазодаги аниц йуналишга эгадир. Классик ме- 
ханикада даракат мицдори моментининг вектори ихтиёрий 
узунлик ва йуналишга эга булиши мумкин. Шу сабабли унинг 
бирор йуналишга (масалан, г  уцига) проекцияси у з л у  к с и з  
цнйматлар досил цилади.

Квантлар механикасида даракат мицдори моментининг век- 
тори аниц узунликка эга булса-да, аммо аниц йуналишга эга 
эмас, чунки квантлар механикаси цонунларига кура, даракат 
мицдори моментининг фацат сон циймати билан биттагина ком­
понента аниц булиб, цолган икки компонента, аниц эмас.

Даракат мицдори моменти векторининг ихтиёрий йуналиш- 
даги (масалан, г  уци, магнит майдони йуналишидаги) проек­
цияси аниц булиб, фацат у з л у к л и кийматлар досил цилиши, 
яъни даракат мицдори моментининг вектори фазодаги дар цан- 
дай йуналиш билан фацат у з л у к л и бурчаклар досил цили­
ши мумкин. Харакат мицдори моментининг бу хусусияти 
фазовий квантланиш дейилади.

Шу айтилганларни назарда тутиб, атом электронларининг. 
даракат мицдори моментларини векторлар воситасида тасвир- 
лаб текшириш мумкин. Бу усул атомнинг вектор модели 
дейилади.

Биз бу ерда бир неча оддий мисоллар келтириш билангина 
чекланамиз.
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Электроннинг орбитал даракат мицдори моментининг векто- 
ри I ва унинг хусусий даракат мицдори момента— спинининг 
вектори 5 булсин. Квантлар механикаси цонунларига биноан;

(18.89)

|«1 =  ^ ( 5 + 1 ) ^  (18.90)
булади, бу ерда I — орбитал квант сон ва 5 — спин квант сон 
дейилади. Спин квант сон х ф ац атуга  тенг булиши мумкин:

5 =  —• Орбитал квант сон / =  0,1,2, п — 1, бу ерда п — бош
квант сон дейилади. /, 5 векторларнинг параллелограмм

. * цоидасига мувофиц олинган йнгиндиси
/  электроннинг тула даракат мицдори мо-

/  1 менти вектори у ни досил цилади:
\  j  = í + s ,  (18.91)

{  \  унинг сон циймати цуйидагича булади:

Д  \  и \  = У 7 и Т Т ) ^ ,  (18.92)

\  \  бу ерда у — т ки квант сон ёки тула %а-
\  \  ракат мицдори моментининг квант сони
\  \  дейилади. Бу квант сон иккита цийматга

\  эга: У =  у  ёки у = /  — у .  Биз \1\ —
\ О _____  _____
\  /  — ] / / ( /  +  1) — /* ва |«| =  (в +  1) =  5*
98-раем. дамда [у| =  1/у(/ +  1) == у'* белгиларни ки- 

ритамиз.
Водород ёки ишцорий металлар атомларининг, яъни битта 

валент электронга эга атомларнинг вектор модели умумий 
тарзда 98- раемда курсатилган. Айрим хусусий доллар учун
вектор моделлар конкретлашади: 1) / =  0,5 — у ,  у =  у (99- раем),

2) / =  1 , 5 =  у ,  у — у  (100- раем) ёки у =  у  (101- раем), 3) I =  2, 
1 5  3я =  у ,  у =  у  (102- раем) ёки у =  у  (103- раем) ва доказо.

Орбитал даракат мицдори момента билан спин даракат 
мицдори момента векторлари орасидаги бурчак косинусини 
аницлаш мумкин; (18.91) га мувофиц:

! У г - ( /  т-5, /  +  «) =  | / | 2 +  к 1 2 +  2 ( ^ )  =  | / р  +  |5 р  +

- 2 ; ///«■; СОэГ I ^
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ёки юцоридаги символикага кура:
у'*2 =  /*2 +  5*2 +  2 1*8* СОЭ (/, 5)

булади, бундан:
сое (/, «)=

*2 _  г*2 _  £*2

келиб чицади.
21*8*

Л/ + 1) -  I (I + 1) ■ ' *
2 к /(/ + 1) + 1)

(18.93)

99- раем. 100- раем. 101- раем.
г0Р

моде-

Энди иккита валент электронга эга атомнинг ве^ л10Р' т_ 
ли билан танишайлик. Орбитал ва спин даракат м& $1 ватЛИШ 
ментларининг векторлари биринчи электрон учун /х» а.
кинчи электрон учун /2, «2 булсин. Бу векторларнинГ тУл  ̂
тартибидан цатъи назар, уларнинг йигиндиси атомниН1̂  лан- 
ракат мицдори момента вектори J  ни досил ц и л а Д ^  п.
мицдори моментларининг мос магнит моментлар биЛг ^тР°, 
ганлиги сабабли, магнит майдонлари воситасида э л ^ Л  м ди 
ни«г узаро таъсири мавжуд. Электронларнинг орби'*' ту’ла 

[Ин магнит моментлаои хам „моментлари дам, спин магнит моментлари дам У3 НпУ’ ан ® 
таъсир цилишя мумкин. У вацтда 1г билан /2 цуш?5 е Лихо- 
орбитал дара кат мицдори момента вектори £  ни, ^чха-
кушилиб, тула спин даракат мицдори момента в е к т о р  ^ Лдлек. 
сил цилади, сунгра шу Ь билан 5  йигиндйси атомник л  °м ш  
ракат мицдори момента вектори J  ни досил цилади. А  с?°гЛ ̂ а. 
тронларининг бундай узаро таъсири спин-спин ,С се 
ёки нормал богланиш (го^о Ь — Б борланиш ё к и Р ^  яза. 
ундерс борланиши) деб юритилади. л0-?н^

Шундай цилиб, нормал богланиш учун цуйидаг**^

£ - / *  +  /„ ( М
5  =  •§! 4“ 52,
J  = l  + S.
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Б у векторларнинг сон цийматлари тубандагича аницланади:

| / 21 = / 2 =  у / 2(/3 +  1)

I *1 | =  | *2 I =  «I =  «2 =  ( 5 +  1)

\ь\ = 1* = у щ .  + 1)±,

]5 | = з* = У Щ б Т Т )  

| / | « Л = У Л 7 + Т ) £ ,

бу ерда:

7- — 1\ +  4> ¿1 + 4 ~~ 1> • • •, [Л. — 41,
•/ =  Ь +  5, ¿ - ) -5  —- 1, | Ь — 5 1,

5 = - |  +  Т = 1  в а Х = у _ у  =  0'
Иккита валент электронга эга 
атомнинг нормал богланишини 
ифодаловчи вектор модель 104- 
расмда курсатилган.

Хар бир электроннинг орбитал 
ва спин магнит моментлари узаро 
кучли таъсир цилиши мумкин. 
У вацтда 1Х билан ^  цушилиб, 
биринчи электроннинг тула дара- 
кат мицдори момента вектори Ух

* ни хосил цилади, мос равищ-
о  да иккинчи электрон учун /2 би­

лан «2 йигиндиси у'а ни досил ци- 
лади, сунгра шу билан / 2 йи­
гиндиси атомнинг тула даракат 
мицдори моменти вектори 3 ни 
досил цилади. Атом электрон- 

104- раем. ларининг бундай узаро таъсири
у — у богланиш деб юратилади. 

Ш ундай килиб, у  богланиш учун цуйидагиларни ёзамиз:

Л  =  1\ +  *ь
Уг =  4 . + 1‘?2, (18.95)
3 —■ П  + Л-
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А т о м н и н г  в е к т о р  м о д е л л а р и  д а ц и д а  б о ш л а н р и ч  т у ш у н ч а г а  
э г а  б у л и ш  м а ц с а д и д а  ю к о р и д а  к е л т и р и л г а н  ц и с ц а  м а ъ л у м о т -  
л а р  б и л а н г и н а  ч е к л а н а м и з .

i БО БГА  ОИД МАШ КЛАР

1. Учта аь а ?, а3 вектор дан досил цилингаи a¡(a2a3) — а2 (а3 ах) век- 
торш ш г а3 га перпендикулярлиги исботлансин.

2. Агар at ва а2 +  а3 векторлар бир-бирига перпендикуляр булса, а , +  
-|- +  а3 ва ах — а2— а3 векторларнинг модуллари тенг булади. Бу исбот­
лансин.

3. а =  i +  j  — k ва b — i — j  +  k векторларнинг модуллари орасидаги 
бурчаги ва щ, Ьа проекциялар топилсин.

4. а ва Ь векторларни узаро перпендикуляр деб дисоблаб, с =  аа — р&. 
иекторнинг модули топилсин.

5. Хар кандай икки а, b вектор учун [ab\2 +  (ab)3 =  а 262 эканлиги ис­
ботлансин.

6. « i +  а2 +  «з +  а4 =  0 шартда [«j +  а2, a¡ +  at \ топилсин.
7. Учларининг радиус-векторлари R b R ít R3 булган учбурчакнинг юзи 

Куйидаги формуладан топилади:

S - у  | [«! R,] +  [Я*Я3] +  \ R M  [

Бу исботлансин.
8. |a ¡ e 2| =  [«За 41 ва [ага3] =  [a^aú шартда а 4— аь а 2 — а3 векторлар- 

нинг коллинеарлиги исботлансин.
9. i, i +  i +  j  +  k векторларнинг аралаш купайтмаси топилсин.

10. D вектор а, Ь, с векторлар оркали шундай ифодаланган: D =  
=  a [ab] -}- р |be] +  f  [са\. а, р, у коэффициентлар топилсин.

11. Учта а , а2, а3 вектор учун ( |« ,« ;;¡ [[а2а3\ [a^W )  =  (а х [а2а 3])2 экан­
лиги исбот цилинсин.

12. Векторларни компонент^ари орцали ёзишдан фойдаланиб, [в ¡&c|j =  
=  Ь (ас) — с (аЬ) эканлиги курсатилсин.

13. аъ а2, а3 векторлар перпендикуляр булса, [Oj [а2а3}\, а2 — а3 век- 
торларйинг коллинеарлиги курсатилсин.

14. Берилган а1} а 2 векторлар ва номаълум а вектор ушбу шартни ча- 
ноатлантиради:

а — +  fa ja ].
а вектор топилсин.

15. ни дам а2 га, дам а3 га перпендикуляр деб дисоблаб, [ a j í a 2a 3]] — О 
эканлиги курсатилсин.

16. Ушбу формуланинг туррилиги курсатилсин:

[a [&c]¡ ■+ \Ь [са}} +  [с [аЪ\\ =  0.

17. Агар
[АВ] +  [ВС] +  [СА] =  0

шарт бажарилса, А, В, С векторлар компланар. Ш у исботлансин.
18. аа — рb, ¡b — ас, рс — уа векторларнинг компланарлиги курсатилсин.
19. Ушбу формулаиииг туррилиги курсатилсин:

([ab] [cd]) =  (ас) (bd) — (ad) (be).

7 Майдон назариясн
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20. Ушбу фор!муланииг тугрилиги курсатилсин:

\{аЬ\ [cd]] =  с (d [abj) — d (с {ab]).
21. Ушбу формуланинг тугрилиги курсатилсин:

[{ab} [ей]] =  b (a [cd]) ~ a ( b  [cd ]).
22. Декарт ортлари I, у, k нинг узаро векторлари I*, у *, k* топилсин.
23. flj =  ilt а2 =  i  +  j ,  a3 =  i +  j  +  k векторларнинг узаро векторлари 

a v a.2, %  топилсин.
24. Куйидаги аь а2, а3 векторлар берилган:

0-1 =  1 +  у,
(I1: - ./ ! k, 
а3 =  k +  I.

Уларнинг узаро векторлари a*, а2, as топилсин.
25. а, Ь, с векторлар ва улар билан узаро векторлар а*, Ь*, с* бир хил 

ориентацияли булади. Шу исботлансин.
26. Компланар булмаган аь а2, а3 векторлар билан компланар булмаган 

Ь\, Ь2, Ь3 векторлар нуйидагича богланган булсин:

а 1 —  «11 ^ 1  +  «12&2 +  «13&3>

— а,2\Ь\ +  &22Ь2 4- а23Ь3
а3 =  «31&1 + «32&2 + аз:>,Ь3.

аъ а2, а3 ва Ьь Ь2, Ь3 векторлар учталиклари бир ориентацияли булса,

«11  «1 2  “ 13

a2i а32 «23 0 
а 31 «32  «33

булади, турли ориентацияли булса,

“ и  “ 12 «13

«21 а 22 «23

«31 «3 2  «3 3

булади. Ш улар исботлансин.

< 0

М А 1Щ Л А РГА  Ж АВОБ ВА КУРСАТМ АЛАР

1. Перпендикуляр икки вектор скаляр купайтмасининг нолга тенг були- 
шидан фойдаланилади.

2. Скаляр купайтма формуласидаи фойдаланилади.

(а1 +  а2 +  Оз, (iy +  в 2 +  «з) ..= « 1  +  +  й3)2,

(a x — a 2 — а 3, й] — a 2 — а 3) =  а 2 +  (а2 +  я 3)2.

3. Вектор модули ва бурчак косинусининг тегишли ифодаларидан фой­
даланилади.

а — Y  3, b =  j / - 3, cos (a, &) К' 9 ’
аь =  Ьа

I
J/T-
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4 . с =  У (аа  — аа  — р&) =  V  о2а 2+  р2й .
5. Икки векторнинг скаляр купайтмаси ва вектор купайтмаси таъриф- 

ларини ифодаловчи формулалардан фойдаланилади. Масалада келтирилган 
формулани а ва b векторларнинг компонентлари оркали ёзиб к^рсатиш 
мумкин:

сауЬг — агь у  4- (azbx — ахЬг)г 4- (ахЬу — ауЪх)2 4- 
+ (axbx  4- ayby 4- azbz)2 =  (а2 + ау + a2z) (bx  + bу + 1гг).

Алгебраик дисобларда куп учрайдиган бу формула Эйлер—Лагранж  ай- 
нияти дейилади.

6. [«! 4- а 2, ах +  а 4] =  [a2«i] +  [«! +  « 2, а 4] =  [«2%] +  [—■«з — а 4, а 4] = '  
=  [а2а!1 + [а4а8].

7. Учбурчакнинг биринчи учидан иккинчи учига ва биринчи учидан 
учинчи учига каратилган R2 — Rb R3—R1 векторларнинг вектор купайтмаси- 
дан модуль олиб, иккига булиш керак.

8. Берилган шартларга мувофиц:

[в1«2] — [«1«з1 =  — [в2в4]

ёки дамма дадлар бир томонга утказилса:

[ага2] — [а,а3] — [а3а4] +  [а2а4] =  0.
Бу ердан:

[а1( а2 — а3] + [а2 — а3, о4] =  [а2 — а3, а4 — e t] =  0.
9. (/. [i 4- j ,  t + J  + ft]) =  (i \i 4- j ,  ft]) =  (i \ik  I) +• (i [./ft]) =  (i [./ft]) =  1.

10. Берилган теигламанинг чап ва унг томонларини а , Ь, с векторларга 
скаляр равишда купайтиринг.

(Рс) (Ра) (РЬ)
“ (а [6с])’ ! {а\Ъс\у 1 (а [be])'

11. Икки кайтали вектор купайтма формуласидан фойдаланиб, 
\[а2а3] [а3ах\\ ни а3 билан буйича ажратинг, сунгра чиккан натижани 
[axa 2] га скаляр равишда купайтиринг:

[ [a 2a 3] [а^ах]} =  а3 ( a x [a2a s]) — а х ( а 3 [ а 2а 3]) =  а 3 ( а 4 [ а 2а 3]).

Демак:
({ага2} [[e2a3] [а3а г]]) =  ( [ а ^ ]  а3) («1 [«2Яз1) =  («1 [а3а3|)2.

12. Компонентлари орЙали векторни, скаляр купайтмани ва вектор ку- 
пайтмани ифодаловчи формулаларни эсга олинг.

Масалан, х-компонент учуй:
[а [Ъс\] =  ау [bc]z— az [bc\y =  ау (bxcy — bycx) — az (bzcx — bx cz).

Кавсларни очиб булгандан сунг, ифоданинг унг томонига ахЬхсх дам цу- 
шиб, дам олинса:

[а [Ъс\\х =  Ьх (ахсх 4- аусу 4- azcz) — сх (ахЬх  4- ауЬу 4- azbz) =bx (ас) — cx (ab)

чикади. [а |Ьс}\ нинг цолган у-ва г-компонентлари дам дудди шу тарзда ди- 
соблаб топилади. х, у, г-компонентларни ифодаловчи тенгликларни мос 
равишда г, j, ft ортларга купайтириб, сунгра чи^^ан чап томонлар алодида, 
унг томонлар алодида к;ушиб чицилса, исбот килиниши лозим булган фор­
мула топилади.

7*
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13. Берйлган шартга мувофик (ах, а2 — о 3) =  0 булади, натижада 
(аха2) =  (о ,о 3) чщ ади. Икки цайтали вектор купайтма хусусиятларидан ва 
берйлган шарт натижасидан фойдаланиб буидай ёзиш мумкин:

[ах |о 2а 3] ] =  а2 (аха3) — а3 (аха2) =  (аха2) {а2 — а 3},

демак, [ах [o2o3j] билан [а2 — о 3} коллинеар векторлардир.
14. Масалада берйлган тенгликнинг икки томонини чапдан ах га вектор 

тарзида купайтирайлик:
[аха] =  [ах [о ^ ] ]  •+• [ах [аха]{ =  [о, [аха2[] + ах{аха) — а\а.

Масалада берйлган тенгликка кура:
(аха) =  0 ва | аха\ =  о  — [аха2].

Сунгги икки ифодага мувофи^:
а — \аха2] =  \ах [аха2}\ — а\а.

Бундан:

о  =  — í—g {[«! [« i« 2]] +  [аха2]}.
1 Т  1̂

15. Икки кайтали вектор купайтманинг иккинчи ва учинчи векторлар 
буйича ажратилиш формуласидан фойдаланинг.

16. М аълумки:
[о [be]] =  b (ас) — с (ab).

Худди шунингдек:
|b [со]] =  с (Ъа) — о  (Ъс), [с \ab\ ] =  а  (cb) — Ъ (со).

Буларнинг унг томонлари нолга тенг булган йигинди беради, демак, чап 
томонларииинг йигиндиси нолга тенг булади.

17. Берйлган тенгликнинг икки томони А векторга скаляр купайти- 
рилсин:

(А \АВ}) +  (А [ВС]) + (А [0 4 ] )  =  0.
Аралаш купайтманинг тегишли хоссаларига биноан, юцоридаги биринчи ва 
учинчи купайтмалар нолга тенг, демак (А [ВС]) =  0. Бу эса А, В, С век- 
торларнинг компланарлик шартидир.

18. Компланар векторларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг булиши 
керак. Уларнинг аралаш купайтмасини А орцали белгилаймиз ва дисоблаб 
чицамиз:

А =  (аа — рb, [~¡b — ас, рс — -¡а]) =
=  (аа — рb, fP [&с] — 72 [ba] — <*р [сс] +  a~¡ [со]).

Аралаш купайтманинг хоссаларига кура:
А =  а-|Р (а [be]) — ctf р (Ъ [со]) =  О, 

чунки (а  [&с]) =  (Ь [со]). Демак:
(аа — РЬ, ['{Ь — ас, РС — f о ]) =  0.

19. Аралаш купайтма хусусиятига биноан:
([ab] [cd\) — (с [d | ab]), 

икки цайтали вектор купайтмани „ёйиш“ формуласига кура эса:
[d [ab¡ ] =  а (db) — b (da).
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Демак:
(\аЬ\ \сй\) =  (са) (йЬ) — (ей) (йа).

20 ва 21. Икки цайтали вектор купайтма хусусиятидан фойдаланилсин.
22. I* = и р  =  у, к* = А.
23. Узаро векторлар таърифидан фойдаланилсин:

а\ =  I — у, ¿4 =У  — к, % =  А.

24. Узаро векторлар таърифидан фойдаланилсин:
*  1=*2■(,i + j  — k),
* 1 , .  ««2 = У  (У + * — 0,
* 1 

а 3 =  -т  (/г +  г — у).

25. Маълумки:
(в* [й*с*]) (а [&с]) =  1.

Бу ердаги иккита аралаш купайтма бир хил ишорали. Демак, учта а*, 
Ь*, с* вектор билан учта а, Ь, с вектор бир хил ориентацияли булади.

26. Маълумки:

(ах [а2а3])  ( ь\ [&2 &з])

(%&!) ( а ^ )  («1&з)
(а2Ь*) (с2&2) (а2&з)
(а3&0 (а3ЬI) (а3&з)

Узаро векторларнинг хусусиятига кура, (  Ь\ [ &2 &з ]) =  (Ь, [Ь„Ь31) ’ Ю1̂ 0Ридаги 
детерминант элементлари эса масалада берйлган коэффициентларга тенг: 
“п  =  («!&*). «12 =  , й33 =  (озйз). Шундай кидиб:

(ах [а2д81) 
(М&А))

«11  «12  «13

«21  «22  «23 

«31  «32  «33

Чап томонда турган сурат ва махраждаги векторлар учталиги бир хил ори­
ентацияли, яъни аралаш купайтмалариинг ишораси бир хил б^лса, унг то- 
мондаги детерминант мусбат, акс долда детерминант манфий булади.
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Энди биз узгарувчи вектор мицдорларни текширишга ки- 
ришамиз. Узаро богланган икки мивдордан бирининг узгариши 
билан иккинчиси унга мое равишда узгариши мумкин. Бирин- 
чи узгарувчи мицдор аргумент ва унга мое узгарувчи мицдор 
функция дейилади; аргумент скаляр мицдор ёки вектор миц- 
дор булиши мумкин; шунингдек, функция дам скаляр мицдор 
ёки вектор мицдор булиши мумкин. Скаляр аргументнинг ска­
ляр функциялари математик анализда батафсил текширилади. 
Скаляр аргументнинг вектор функцияларини, вектор аргу­
ментнинг скаляр функциялари ва вектор функцияларини текши- 
риш масалалари билан векторлар анализи шугулланади.

19. УЗГАРУВЧИ СКАЛЯР ВА ВЕК ТО РЛ А Р

Маълум чегарада узгарадиган t  скаляр аргумент берйлган 
булсин. Масалан, бундай скаляр аргумент сифатида вацт оли- 
ниши мумкин. Агар t скаляр аргументнинг х,ар бир цийма- 
т.ига аник; бир а вектор мицдор мос келса, бу а вектор 
мицдор t скаляр аргументнинг вектор функцияси дейилади 
ва a — a(t) шаклда ёзилади. Шундай цилиб,скаляр аргумент 
узгариши билан вектор мицдорнинг ё модули ёки йуналиши 
ёхуд модули билан йуналиши биргаликда узгариши мумкин.

Модули чексиз кичик булган узгарувчи вектор чексиз кичик 
вектор дейилади. Агар t аргумент ихтиёрий равишда t0 ций- 
матга интилганда а узгарувчи вектор билан b узгармас 
векторнинг b — а айирмаси чексиз кичик вектор булса, b 
узгармас вектор а узгарувчи векторнинг t 10 даги лимити 
дейилади ва ait) ^ Ь  ёки lim a{t) — b куринишда ёзилади.

t-b-fQ
t аргументнинг функцияси булган а (t) вектор шу аргумент­

нинг аник киймати t =  t0 да a(t0) булсин. Агар lim ait) мав-
жуд ва а (t0) га тенг булса, a (t) вектор t =  t0 да узлуксиз 
вектор функция дейилади. Бошцачароц дам ифодалаш мум-
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кин. t аргументнинг чексаз кичик орттирмаси Д/ га a(t)
векторнинг чексаз качик орттирмаси Да (t) мос келса, яъна
lim Да (t) =  0 булса, а (t) вектор t0 цийматда узлуксиз функ- 
U-+. о
цияси дейилади.

Текширилиши лозим булган вектор функцияларни дар доим 
узлуксиз вектор функдиялар деб дисоблаймиз. Математик ана- 
лиздаги чексиз кичик мицдорлар, лимитлар дацидаги маълу- 
мотлар векторлар анализида дам муносиб равишда кенг ва 
самарали ишлатилади.

Вектор функция хусуси- 
ятларини урганишда годог­
раф тушунчаси анча цулай.
Аргумент узгариши билан 
узгарувчи векторнинг боши 
узгармас бирор О нуцтада 
(цутбда) турган булса, 
унинг охири фазода цан- 0 
дайдир геометрик урин хо- 
сил цилада, одатда, бу — 105- раем.
аниц шаклдаги чазиц; ана
шу чазиц узгарувчи векторнинг годографи дейилади (105- раем).

Агар векторнинг йуналиши узгармасдан, фацат модулигина 
узгарса, унинг годографи цутбдан утиб, шу йуналишдаги туг- 
ри чизицда ётади. Агар векторнинг модули узгармасдан, фа- 
цат йуналишигина узгарса, бундай векторнинг годографи мар- 
кази цутбда жойлашган ва радиуси берилган узгармас модулга 
тенг шар сиртида ётади. Масалан, текширилаётган узгарувчи 
вектор даракатдаги заррачанинг радиус-вектори булса, радиус- 
векторнинг годографи шу заррачанинг траекторияси булади.

20. СКАЛЯР АРГУМ ЕНТЛИ ВЕКТОРН И  ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЛА Ш

Узгарувчи вектор а скаляр аргумент t нинг функцияси 
булсин: a = a{t). Аргумент t дан t -t- Ai га узгарганда, вектор

дам а (t) дан a {i +  &t) га уз- 
гарсин (106- раем). Аргумент 
орттирмаси Ы га вектор 
орттирмаси Да (t) мос келсин: 
.да (t) =  a(t 4- М) — a (t).

Аргумент орттирмаси 
ài нинг нолга интилиши
билан бирга А нисбат
х;ам аниц бар лиматга ин- 

106- раем. тилса, бу лимит a{t) век-
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торнинг £ аргумент буйича олинган ^осиласи дейилади. Бу 
досилани аа̂  куринишда ёзеак, таърифга биноан:

^  =  цт  ^ 1 2 . =  Иш ° «  + ад -  « и  (20 .,)
а1 Д*>0 1X1 Д*>0 1X1

булади. Векторнинг йа(Г) дифференциала унинг х,оси-
ласи билан аргумент дифференциалы. с11. нинг купайтмаси- 
дир: йа (0 — (П.

~£}~  векторнинг йуналиши Д«(¿) векторнинг йуналиши би­

лан бирдир, яъни годограф ватари ММ' нинг йуналиши билан 
бирдир. Аргументнинг Ы орттирмаси нолга интилганда, М' 
нуцта М нуцтага интилади, демак, ватар йуналиши годограф- 
нинг М нуцтадаги уринмаси йуналиши билан бирлашишга
интилади. Шунинг учун, а (() вектор %осиласи булган
нинг йуналиши шу вектор годографига тегишли нуцтада 
утказилган уринма буйича £ аргумент орта бораётган мос 
томонга царатилган (106-раем). Масалан, царакатдаги заррача 
радиус-вектори г  нинг вацт буйича олинган досиласи шу зар-

(IVрачанинг тезлик вектори V булади: V — Айтилганлардан
равшанки, тезлик вектори траекторияга уринмадир.

г  радиус-вектор годографининг ей узунлиги I ни скаляр
аргумент сифатида кабул цилишимиз мумкин. У вацтда
векторнинг йуналиши годографга уринма булиб, ёйнинг уса 
бораётган томонига царатилган. Таърифга мувофиц:

йг ,. Дг
—г. — п т  -тт .

ДI нолга интилиши билан Дг
М нинг лимита бирга тенг була­

ди. Демак, радиус-векторнинг ёй узунлиги буйича досиласи
уша радиус-вектор годографига олинган уринма буйлаб,

ёйнинг уса бораётган томонига царатилган бирлик вектордир. 
Бу бирлик векторни -с орцали белгилайлик:
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Вектор досиласининг (20.1) даги таърифига кура, математик 
анализдан маълум булган дифференциаллаш цоидаларини эс- 
ласак, цуйидагиларни ёзишимиз мумкин:

йа йЬ (20.3)
'•й , . . аГср , йа (20.4)

= + Ш
(20.5)

Ъ  №  - ж »
йЬ

+  а й1 (20.6)

Юцоридаги формулаларда а вектор, Ъ вектор ва «р скаляр 
албатта, скаляр I аргументнинг функциялари деб дисобланади. 
Мисол учун, сунгги формуланинг исботини куздан кечирайлик. 
Текширилаётган векторларнинг дифференциалланувчи функция- 
лар эканлигидан ва лимитлар назариясидан фойдаланиб, вектор 
досиласининг таърифига биноан тубандагиларни ёзишимиз 
мумкин:

\а +  Да, Ь -+- ДЬ] — [а&] __

— Пт
д/-*.о

I.. Да,1П1 дТ, Ь

= Нт- 
д<-*.о

Да
д ? 1 + а + Да

ш

+
д ьа, Ь т ^

А^О
йа -
м

Да
Ит ту, Н т  А&

Д(->0
йЬ
сИ

Вектор купайтманинг антикоммутативлигини назарда тутиб,. 
бу купайтмани дифференциаллашда векторларнинг жойланиш 
тартибига эътибор цилиш керак.

, -  „ „ йаа  векторнинг скаляр аргумент / буиича досиласи век-
„  йатор мицдордир. Бу янги вектор дан дам досила олсак, ав-

< й2авалги а векторнинг иккинчи тартибли досиласи чицади.
Шундай йул билан векторнинг янада юцори тартибли досила- 
ларини топиш мумкин. Масалан, даракатдаги заррача радиус-
вектори г  нинг £ вацт буйича биринчи досиласи заррача

йгтезлигининг вектори V булади: V =  Заррача тезлиги век-
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тори v  нинг t вацт буйича биринчи ~  доеилаеи заррача тез-

ланишининг вектори w  булади: w  =  Демак, заррача тез-
ланишининг вектори радиус-векториинг вацт буйича иккинчи 
доеилаеига тенгдир:

(14

Вектории унииг Декарт компонентлйри буйича ажратайлик: 
а =  axi +  ayj  +  azk.

Юцорида келтирилган (20.2) ва (20.3) дифференциаллаш 
формулаларига мувофиц:

d a __dax . . day . . daz . , d i . d j  . dk
d t d t  г  d t d t ' x dt У d t z d i

булади.
Координаталар еиетемаеи узгармаганлигидан i, j ,  k ортлар 

дам узгармасдир, шуиинг учун:
^  i _ГЧ d j  Г\ dk  __
d t  ’ d t  u ’ d t ~

булади.
Демак:

d a _dax . day . daz , y.
d t ~ l i i l +  4 i J  +  - d t k - (2UJ)

Бу ифодадан яна досила олиш мумкин:
d 2(l _  d2ax . . d2ay . . d2az . о \
d t2 d i2 +  Л 2 J  ' d t2

Масалан, а  вектор урнига даракатдаги заррачаиинг радиуе- 
вектори г  ни олайлик:

г  =  xi +  yj  +

У вацтда ёй узунлиги скаляр аргумент еифатида цабул ци- 
линса, (20.2) га биноан:

dr _ dx • | dy j . dz * /oa r\\
Tl =  ’z =  l i l l + d l J  +  -d lk  <2 0 -9)

булади. Бундан:
dx f ¡\

=  ^  =

2  г ' •= < *> •

g .  =  =  ( y ) ,  ( 2 0 .1 0 )
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бундан эса: 

булади.
Вацтни скаляр аргумент деб дисобласак, заррачанинг тез- 

лик ва тезланиш векторлари учун цуйидагиларни ёзамиз:
dr dx . . dy . . dz . 
dt dt 1 dtJ dt ' 
d2r ЛЧ . . d2у . , d2z .

w - d t> - W * l +  WzJ + W>k -
„ dx dy dz „By ерда -jt, -jt, -jt — тезлик вектори v  нинг Декарт компо-

d̂ x d̂ y d2zнентлари, -^- — тезланиш вектори w  нинг Декарт ком-
понентлари:

_dx __dy __dz
Vx ' ’ ’dt' Vy ~  dt' Vz ~~ Tt'

d2x dly d2zw  = —  w = —- w  = --- •x dt» У dt2' z dt2
Математик анализда куриб чициладиган лимит, узлуксиз- 

лик, досила каби тушунчалар ва теоремалардан векторлар 
анализида дам фойдаланиш мумкинлигини куриб турибмиз. 
Лекин математик анализнииг дар цандай тушунча ва теорема- 
сидан векторлар анализида шу тарицада бемалол фойдаланиб 
булмайди. Маеалан, Роллъ теоремасана вектор функцияларга 
умуман айтганда татбиц килиб булмайди. Дарщатан дам, Ролль 
теоремасини эслайлик: агар дифференциалланувчи f(t)  скаляр 
функция t'—ti да ва t = t2 да бир хил цийматга эга булса, 
яъни — булса, шундай t =  ts топиладики
унинг мос досиласи нолга тенг булади: ( ~  ( = ( =  0. Энди,
вектор функция сифатида радиус-Еекторнингэллиптиктебрани- 
шини олайлик:

г  (0 =  аг sin tot +  &2 cos Ы (ш =  Агар t — \  =  0 ва t= t2=  Т
Т>булса, г{0) = г{Т) = а2 булади. Лекин t цандай циймат цабул 

dr (t) , . , , .цилмасин, — cos Ы — ша2 sin wt досила нолга тенг була
олмайди, яъни эллиптик тебранишдаги тезликнинг нолга тенг 
булиши мумкин эмас.

Вектор функцияга нисбатан Тейлор формуласи тушунча- 
сини куриб чицайлик. Вектор функцияни Декарт компонентлари 
буйича ажратайлик:

а ( 0  •=  ах (t) i +  ау (t ) j  +  аг (t) к. (2 0 .1 2 )
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Аргументнинг ихтиёрий апщ  цийматини t0 орцали белгилай- 
лик. Скаляр функция учун Тейлор формуласига мувофиц:

? (0 =  ? (fo) t0) + /о)« +  . . .  +

+  V -  *«>" +  [ т(Я+(„ +o) J  * (0] (¿ -¿о Г +1 (20.13) 

. ва /? (0 учун эса:
lim /» ( 0 = 0  (20.14)

булади.
Вектор компонентларининг дар бири учун (20.13) форму- 

лани ишлатайлик:
a'r (t'o) аг ((о) ,ax 0() =  a ,  (i0) +  (f -  i0) +  { t - t oy + . . . +

a{xn )( t j  ¡ a ^ ^ ( t o )  +  p ( t ) \
+  - ~ 2  (t -  t0T  +  1 (n +  \)\ {t ~  to)n+1’

ay (t) — ay (t0) 4— [ (t — t0) 4— (t — h f  +  ■ • • +

a[n) (*o) Г й<л+1) (¿о) +  q (i)l
+  r i T (/ ~ to)n +  (n + i); J (t ~  toY+\

az(t) =  az (t0) +  ^  (t -  tQ) +  (t -  t0f  +  ■■■ +

4 n) ( g  f 4 n+1) (ад+ »■(<) 1
+  -  V -  <* -  '<>)" +  (я + 1)! J « ~  « - + 1-

Шу ифодаларни (20.12) га кУйсак, тубандаги келиб чицади: 

ait) =  a (/0) -f----- (f —i0) -|—~~if~(t — ¿о)2 +  . , . + •

-f ^  (f -  ¿о)" +  |д<Я+(я (+1^ С--0 -  (* -  *о)п+\  (20.15) 

бу ерда:
е (/) =  Р  (t) i  +  q (t) j  +  r(t)k .  (20.16)

(20.14) га биноан:
lime ( / ) = 0  (20.17)

t-Ь* Îq

булади. Юцоридаги (20.15) формула скаляр аргументли вектор 
функция учун Тейлор формуласидир.
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Агар а  вектор мураккаб функция экан, яъни а = а (£) ва
I =£(«)  экан, векторнинг 5 аргумент буйича досиласи

й а _Л а <и
йз <а ¿4’

булишини англаш цийин эмас.
Текширилаётган вектор бир неча скаляр аргументлар фуик- 

цияси булиши мумкин, масалан:
а — а(и, V, . . . , ■№).

Бундай долда векторнинг хусуеий хосилалари ва тула диф- 
ференциали тушунчалари киритилади. Векторнинг хусусий до- 
силалари ва тула дифференциали цуйидагича булади:

да , .  а (и 4- Ак, V , . . . , — а ( и ,  V, . .=  11тда Ли-» О
I ® ).

да
ди Нт

Дг/->0

да
X— =  ПШ

Ди 5
а (н, и ■+ До, . . . , ш )  — а (н, V, . . • ,

До

а (а,  V, . . . , да + Дда) --  а (и ,  V, . • • , ®)
Д®->0

йа — ™ (1и +  ¿г»
д а  ди

Ат

да

(20.18)

(20.19)

21. В ЕК ТО Р МОДУЛИ ВА ИУНАЛИШ ИНИНГ УЗГА РИ Ш Л А РИ  
ОРАСИДАГИ БОГЛА И ИШ

Векторнинг уз-узига скаляр купайтмаси вектор модулининг 
квадратига тенг:

(аа) = а \  (21.1)
Бу ифоданинг унг томонидан досила оламиз:

(21.2)

Скаляр купайтмани дифференциаллаш цоидасига мувофиц:
I
О

булади. Демак:
йа
М

еки

(1а\
а ж)--

(айа) == аа?а, (21.4)
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Скаляр купайтманинг таърифига мувофиц:

(ada) = \a \\d a \  eos (a, da) 

булади. Буни (21.4) га кУйсак, \а\ — а булганлигидан:

da =  | da | eos (a, da) (21.5)

келиб чищади. Сунгги форхмуладан:
da ф I da  I (21.6)

булади, яъни вектор модулининг da дифференциали ва вектор 
дифференциалининг \da\ модули, умуман айтганда, бир-бири-

га тенг эмас.
(21.5) дан, равшанки, век­

тор модулананг дифферен­
циала da вектор дифферен­
циала da нинг шу вектор 
йуналишидага проекциясага 
тенгдир (107- раем.)

Модули узгармай, йуна- 
лишигина узгарадиган вектор 
учун da = 0 булиб, (21.4) га 
биноан (айа) =  0 дир. Шундай 
килиб, модули узгармас век­
тор узининг дифференциали- 
га перпендикулярдир. Демак, 
бирлик вектор узининг диф- 
ференциалига перпендикуляр 
булади.

Дар кандай а вектор учун 
бундай ёзиш мумкин:

108- раем.

Бундан досила олайлик:
da

а — аа1о

к.» da . , da0
-ГГ =  -17 а  +  а  “7Г* dt d t 1 dt

da

(21.7)

(21 .8)

Унг томондаги биринчи а° цушилувчи а векторга колли- 
,, da0неардир. Иккинчи а —̂  кУшилувчи эса а га перпендикуляр,

чунки бирлик вектор узининг досиласига перпендикуляр бу­
лади. Шундай килиб, (21.8) га мувофик, %ар цандай вектор- 
нанг х;осиласа шу векторнинг узага колланеар ва перпен­
дикуляр булган икки векторга ажралади ( 108-раем).
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Йуналиши узгармаган вектор учун:
й а  й а  „--- — -- /7°
сП сИ ‘

МоДулигина узгармаган вектор учун эса:
йа 
(И

(1а:° 
а "57

(21.9)

(21.10)

булади. Мисол тарищасида заррачанинг даракат тезлиги век- 
торини олайлик: ^  — Радиус-вектор учун г — гг°, демак:

V йг
т

Шундай цилиб, заррача тезлигининг вектори радиус-векторга 
коллинеар ва перпендикуляр булган икки векторга ажралади:
одатда, биринчиси ^  г° радиал тезлик вектори ва иккин-

йг°шеи г — трансверсал тезлик вектори деб юритилади.
Чексиз кичик вацт узгариши билан мо­

дули узгармайдиган, лекин йуналиши узга- 
радиган вектор чексиз кичик бурчакка бу- 
рилиб, янги йуналишга эга булади. Чек­
сиз кичик бурилиш бурчагининг вектор 
шаклида ифодаланиши бизга маълум: чек­
сиз кичик бурилиш бурчаги вектори оср 
нинг модули чексиз кичик бурилиш бур­
чаги оер га тенгдир, йуналиши эса бурилиш 
текислигига перпендикуляр булиб, цулкои- 
даеига мое равишда олинган томонга цара- 
тилгаи.

Яццол булиши учун (109- раем) бирлик 
а0 векторни цогоз бетида ётган деб .дисоб- 
лайлик.

Агар йа° цогоз бетига перпендикуляр 
цилиб олинса, чексиз кичик бурилиш век­
тори 89 бурили!п текислиги МО'М.' га пер­
пендикуляр булган бурилиш уци 00' буйича жойлаштирилади.

109-расмдан фойдаланиб, бундай ёзишимиз мумкин:
| йа° | =  0 'М -8 ?>

демак:
О'М =  [«° | з1п (8̂ >, а0),

| йа° ] — 1 а 013«р э т  (8^, а0).
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юцорида айтилганлардан:
¿а® =  [89 а°], (21.11) 

ёки
с1а°
<#

оа .-д а 0<и (21.12)

булади. Бу ердаги ~  вектор бурчак тезлиги вектора дейи- 
лади ва, одатда, о) орцали белгиланади:

о > = | .  (21.13)

Шундай цилиб:
~  =  [ша°]. (21.14)

Чексиз кичик бурилиш бурчаги псевдовектор булганлигидан, 
бурчак тезлиги вектори о> дам псевдовектор булади.

Демак, бирлик векторнинг %осиласи, умуман олганда, 
бирлик вектор булмайди.

(21.14) ни (21.8) га куйсак.
йа йа 0 . г „,
ж = т а + а I®«]

келиб чикади ёки а  =  аа° ни назарга олсак:

м  (21Л5>
булади. Бу формулага биноан, радиус-вектор г  =# гг0 учун бун- 
дай ёзишимиз мумкин:

йг <1г п  ,  г

® =  Л =  + м -

Масалан, узининг бирор нуцтаси орцали утган у к атрофида 
айланувчи цаттиц жисмни олайлик. У вацтда, каттиц жисм их- 
тиёрий нуцтасининг айланиш уци утган нуцтага нисбатан ради­
ус-векторининг узунлиги узгармасдан сацланганлиги сабабли;

о =  [мг] (21.16)
булади. Бу ифода кинематикада Эйлер формуласи дейилади.

Бурчак тезлиги вектори о> вацт функциясидир. е> векторнинг 
айни бир пайтдаги йуналиши цагпщ жисмнинг шу пайтдаги 
айланиш уци буйича олиниб, цул коидасига мувофиц аникла- 
нади. ш векторнинг айни пайтдаги модули цаттик жисмнинг 
шу пайтда вацт бирлигидаги бурилиш бурчаги билан улчана- 
ди, янада аницроц айтганда-, элементар вацт оралигидаги эле-
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ментар бурилиш бурчагининг шу эдементар вацтга булган нис- 
бат лимита билан улчанади. Шу айтил ганлардан равшанки:

22. СКАЛЯР А РГУ М ЕН ТЛ И  В ЕК ТО РН И  И Н ТЕГРА ЛЛАШ

Вектор функция учун ноаниц ва аниц интеграллар тушун- 
чаларини киритиш мумкин. ;

a (t) векторнинг скаляр аргумент буйича олинган доеиласи 
b(t) булсин:

Ъ (t) — (22.1)
_ v 5 " ' V"; г.-' . ' ■ v ■ • ■ '

Д о с и  л a л а р и  b (t) в е к т о р г а  т е н г  б у л г а н  б а р ч а  
a {t) в е к т о р л а р  т у п л а м и  b (t) в е к т о р н и н г  н о а н и ц  
и н т е г р а л и  д е й и л а д и ,  яъни:

бу ерда с — йхтиёрий узгармас вектор. Аргументнинг tt дан 
t2 гака узгариш интервалида олинган b(t) векторнинг аник; 
интегралини ноаниц интеграл орттирмаси сшфатида таъ- 
рифлаш мумкин:

Таърифларнинг узидан аёнки, векторлар йигиндисининг ин­
теграли векторлар интегралларининг йигиндисига тенг, маса- 
лан:

Булаклаб интеграллаш формуласини дам исбот цилиш кийин 
эмае. Масалан, икки вектор скаляр купайтмасининг досиласи- 
ни олайлик:

Бунинг чап ва унг томонларш-ш интеграллаш натижасида:

(21.17)

булади.

a (t) =  j b (t) dt +  с, (22.2)

(22.3)

(22.4)

булади, демак:
(22.5)

в Майдоа назарияса
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Шунингдек, вектор купайтма учун куйидагини ёзамиз:

f [adb\ =  [ab ] — j [dab). (22.6)

Аник интеграл учун эса бундай булади:
¿2 ¿2 ¿2
j  (arfft) =  (a&) | — j’ {dab), (22.7)

ti t\
12 h h
j  [ac?&] =  [a&] j — j [dad]. (22.8)
¿1 ¿1 Л

Мисол келтирайлик. Ньютоннинг иккинчи конунига мувофик, 
~ йчз ~ dv

dt' У еРда m ~  заРРача массаси, унинг тезланиши
ва F — шу заррачага таъсир килувчи куч.

Одатда масса узгармас булганлигидан, уни досила белгиси
ичига киритиб ёзиш мумкин, демак, F — ~  (mv) ёки Fdt —
~ d (m v). Кучнинг вацт элементига купайтмаси F at кучнинг 
элементар импульса дейилади. Вацтнинг tx дан t2 гача узга- 
риши оралигида ундан олинган аник интеграл:

h
j* F dt — mv (t2) — mv {tx) 
t,

булади. Демак, чекли вакт оралигидаги куч импульси даракат 
мицдорининг шу вацт оралигидаги узгаришига тенг.

23. ФИЗИК М ИВДОРЛАР МАЙДОНИ

Юкорида скаляр аргумеитнинг вектор функцияси билан шу- 
рулланган эдик. Энди вектор аргументнинг скаляр функция­
си билан вектор функциясини текшириш масаласига утамиз.

Физик додисаларни характерловчи микдорлар фазода ёки 
унинг аниц содаларида цандайдир тацсимланган булиши мум­
кин.

Агар бирор физик микдор, фазо ёки ундаги аник соданинг 
дар бир .нуктасида тайин кийматга эга булса, бу мицдорнинг 
майдони тугрисида гапириш мумкин. Мацдорнинг скаляр ёка 
вектор булишига цараб, майдон ё скаляр майдон ёки век­
тор майдон дейилади, мщдорнинг уза эса, майдон функция­
си деб аталади.

Масалан, жисмнинг электр потенциали ёки температураси 
дар бир нуктада аник кийматга эга; турли жойида температу-
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раси ва босими турлича булган жисмнинг зичлиги, умуман айт- 
ганда, нуцтадан нуцтага утган сари узгара боради ва доказо. 
Б у мисоллардаги электр потенциал майдони, температура май- 
дони, зичлик майдони ва бошцалар скаляр майдонлардир.

Даракатдаги суюцлик ёки газнинг турли нуцталарида тез- 
лик турлича, электр майдони ёки магнит майдони кучланганли- 
ги турли нуцталарда турлича ва доказо. Бу мисоллардаги тез- 
ликлар майдони, кучланганлик майдони ва бошцалар вектор 
майдонлардир.

Физика, математика, метеорология, электротехника ва бош- 
ца фанларда скаляр ва вектор майдонларни график тасвирлаш 
усули цулланилади.

Масалан, бирор а вектор- 
нинг майдони берилган бул- 
син. Бу майдонда шундай эгри 'У'2
чизщ  олайликш , унинг х;ар 
бир пуцтасида а вектор унга 
уринма булсин. Бундай чизщ  
вектор чизиц дейилади (110- НО-раем,
раем).

Берилган вектор чизиц буйича даракатланувчи бирор зар- 
рачани тасаввур цилсак, заррача радиус-векторининг годогра- 
фи худди шу вектор чизицнинг узгинаси булади. У вацтда
радиус-вектордан ей узунлиги буйича олинган досила век­
тор чизицца уринма булади. Шундай цилиб, вектор чизицнинг

-  йгбирор ихтиерии нуцтасидаги а вектор ва ^¿досила шу вектор
чизицнинг уринмаси буйича йуналтирилган, я'ъни а вектор ва 
^  досила коллинеар векторлардир: а [| йг, яъни:

\айг\ =  0. (23.1)
Вектор чизицларнинг бу дифференциал тенгламасини Декарт 

системасида ёзиб курсатиш мумкин, (23.1) га биноан:
ау(1г — а/1у=  0, агйх  — ахйг — 0, ахйу — ауй х=  О,

— = ^  =  - .  (23.2)ах ау аг 4 /

а  вектор нуцтанинг бир цийматли ва узлуксиз функцияси 
булса, майдоннинг дар бир нуцтасидан биттагина вектор чи­
зиц утади.

Майдон векторининг бирор нуцтадаги йуналиши шу нуц- 
тадан утган вектор чизицнинг уринмаси буйича аниц томонга 
царатилган булади.
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Майдон векторининг бирор нуцтадаги сон цийматини тас- 
вирлаш учун, одатда, тубандаги график усул цулланилади.

а вектор майдонининг ихтиёрий бирор М нуцтасида шу 
векторга перпендикуляр равишда жойлашган бирлик юзни та- 
саввур этайлик (111-раем). Векторнинг М нуцтадаги сон ций- 
мати (модули) шу иуцтада вектор чизища перпендикуляр цу- 
йилган бирлик юздан утувчи век­
тор чизицлар сони деб кабул ци- ___ х
линиши мумкин. У вацтда вектор 
чизицларнинг турли жойларда 
зичроц ёки сийракроц булишига

цараб, векторнинг сон цийматлари цандай тацеимланиши да- 
цида тасаввур досил цилишимиз мумкин (112-расм).

Модули, %ам, йуналиши %ам узгармас векторнинг май- 
донини тасвирловчи вектор чизицлар майдоннинг х^амма

жойида бир хи л  зичлик билан
•  -------- —*- тацеимланади ва узаро парал-
_____ ______ ____________ ^  лел булади. Бундай вектор май­

дон бир жинсли вектор майдон 
дейилади (ИЗ-раем). '

----------------------------------- *- У мумий физикадан маълум
______ _________________ булган электр куч чизицлари ва

магнит куч чизицлари тушунча-
------------------------------------ *- ларини эслатиб утиш мумкин:

113 асм электр майдони кучланганлиги-
расм‘ нинг вектор чизщ лари электр

куч чизщлари, магнит майдони 
кучланганлигининг вектор чизщ лари эса магнит куч чизщ ­
лари дейилади.

Энди, нуцтанинг бир цийматли ва. узлуксиз функцияси бул­
ган бирор у скалярнинг майдони берилган булсин. Скаляр 
функциянинг цийматлари бир хил булган майдон нуцталари 
бирор сиртни досил цилади:

?(■*, У. «) =  С; (23.3)
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бу ерда С — узгармас мицдор (константа). Баряа нуцталари- 
да функциянинг узгармас цийматига эга булган бундай сирт 
изосирт ёки эквипотенциал сирт дейилади (114- раем).

Функция бир цийматли ва узлуксиз булса, майдониинг дар 
бир нуктаендан биттагина изосирт утади.

С константага турли кийматлар бериб, изосиртлар оиласи- 
ни тузамнз:

(х, у, г) -  Си 
? (х, у, г) =  С2)

«Р (х, у ,  г )  =  Сп.
115- раемда изосиртнинг ц о р о з  бети билан кесилиш излари 

тасвирланган.
Изосирт чизиш учун, одатда, бир изосиртдан иккинчи изо- 

сиртга утишда функциянинг узгариши дамма жойда бир хил 
килиб олинади. Бу долда турли жойларида изосиртларнинг 
зичрок ёки сийракрок булишига цараб, скаляр функциянинг 
Кайси йуналишда цандай узгаришини тасаввур цилишимиз мум- 
кин.

Берилган содалардаги аник таксимотли физик микдорлар- 
нинг кандайлигига караб, майдонлар дам хилма-хил булади. 
Биз дозирча факат скаляр майдон ва вектор майдон дакида 
гапирдик.

Бу бобда факат шу майдонлар билангина шугулланамиз. 
Янада мураккаброк булган майдонлар — тензор майдонлар ма- 
саласи бу китобнинг кейинги бобларида куриб чикилади.

24. МАЙДОНДА ЧИ ЗИК БУЙИЧА ОЛИНГАН Б А Ъ ЗИ  И Н Т Е ГРА Л Л А Р

Текширилмокда булган скаляр ёки вектор функцияларни 
майдоннинг дамма нукталарида узлуксиз деб дисоблаймиз. 
Узлуксизлик шарти бузилган доллар кейинчалик куриб чи- 
килади.
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Нуцта функцияси булган а вектор берилган булсин. Унинг 
майдонидаги икки А, В нуцта орцали утган бирор эгри Ь чи- 
зицни олайлик (116-раем). Бу эгри чизицни кичйк элементлар- 
га булиб чицайлик. Элементлардан бири ММ' булсин. М, М' 
нуцталар орасидаги ёй узунлигини А / орцали, М нуцтадан

М' нуцтага царатилган элементар 
<ег силжиш векторини А г  орцали бел-

гилайлик.
а вектор, умуман айтганда, 

бир нуцтадан иккинчи нуцтага 
утиш билан узгара боради. Тек- 
ширилаётган М нуцтадаги а век­
тор билан элементар силжиш 
вектори Аг  нинг скаляр купайт-

116-раем маси (а Д г ) ни тузайлик. Колган
барча элементлар учун дам шун- 
дай скаляр купайтмалар тузиб 

чициб, сунгра уларнинг умумий йигиндиси ^  (а А г) ни дисоб- 
лаб тоиайлик.

Элементларнинг дар бири чексиз камая бориши билан бу 
элементларнинг умумий сони чексиз купая боради дейлик. 
Шундай шартга буйсунган йиринди ^  (а А г) нинг лимита 
мавжуд булса, у а векторнинг А, В нуцталар орасидаги Ьчи- 
зщ  буйича олинган чизицли интеграли ёки эгри чизицли ин-
теграли дейалади ва ^(айг) шаклда ёзалади.

Чизицли интегралнинг циймати а векторга, бошлаигич А 
нуцта билан сунгги В нуцтага ва чизицнинг шаклига боглиц- 
дир. Олинган чизиц ёпиц чизиц (контур) булиши дам мумкин. 
Векторнинг ёпиц чизиц (контур) буйича олинган интеграли 
векторнинг циркуляцияси ёки контур интеграли дейилади,
ва с|) (ас1г) шаклда ёзилади.

Бир мисол олайлик. Заррачага Р  куч таъсир цилиши нати- 
жасидаги элементар силжиш йг  булсин. Бажарилган элементар 
иш (Рйг) булади. Ь контур буйича бир нуцтадан иккинчи нуц- 
тага утганда заррачага таъсир цилувчи кучнинг бажарган иши
|  (Рс1г) булади. Агар заррача ёпиц Ь чизиц буйича даракат-
ланса, бажарилган иш ф (Рс1г) булади. Таъсир кучларининг ха- 
рактерига цараб, айрим долларда ёпиц чизиц буйича бажарил­
ган иш нолга тенг булиши мумкин.

Юцоридаги каби мулодазалардан фойдаланиб, чизиц буйи­
ча олинган яна икки интеграл билан иш куриш мумкин:
] <рй1г ва |  \йга], бу ерда «р—нуцтанингскаляр функцияси ва
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а — нуцтанинг вектор функцияси. Бу интегралларни ёпиц чи- 
зи^ буйича дам олиш мумкин: с|) уйг ва <|) \йга\.

Векторларни полигонлаш коидасидан бизга маълумки, ёпиц 
чизик досил ^илувчи векторлар йигиндиси иолга тенг. Шунга 
биноан:

§ Л г  = 0. (24.1)
Мисол учуй бирор ёпик чизиц ва унинг иккита Мг ва М2 нук- 
таси берилгаи булсин (117- раем).

117- раем!
демак:

|  йг — |  йг  =  г 2 — гг. (24.2)
МЦ\М2 М\1ъМ2 /

Чизищшнг узунлиги билан кизи^ар эканмиз, <§ \й г \  инте­
грал иолга тенг булмайди ва интеграл \ \й г \  билан интеграл

[ \с1г\ бир-бирига тенг булмайди. 117-расмдаги ёпи^ чизи^-
М,1гМ2
нинг биринчи кием узунлигини 1Х ва иккинчи кием узунлиги- 
ни /2 ор^али белгиласак, бундай ёзишимиз мумкин:

11 йг I =  1Ъ |  \(1г\ =  /2, $  I й г ! =  1г +  /2.
Мх1%М2 М\1?,М2

25. МАЙДОНДА СИРТ БУЙИЧА ОЛИНГАН Б А Ъ ЗИ  И Н ТЕГРА ЛЛ А Р

Бир жинсли вектор майдон берилган, яъци майдон векто- 
рининг сон циймати ва йуналиши узгармас булиб, дамма ну^- 
таларда бир хил булсин. Вектор чизи^лар йуналишига перпен­
дикуляр булмаган, аммо ^огоз бетига перпендикуляр булган 5 
юзнинг (118-раем) когоз бети билан кесишув чизиги АВ билан 
курсатилди. Юз нормалнинг бирлик векторини п орцали белги­
ласак:

5  =  5 я  (25.1)
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булади. Берилган S юзнинг вектор чизицлар йуналишига пер­
пендикуляр булган текисликка проекциясини а орцали белги- 
лайлик (расмда АС билан курсатилган); бу долда:

а == S cos а (25.2)
булади. 5 юз ва о юз орасидаги а бурчак а  вектор билан нор- 
малнинг бирлик вектори п орасидаги бурчакка тенг: а =  (а, п) 
ёки, (25.1) га биноан, а =  (а, 5). Демак:

o = Scos((Cs). (25.3)

Агар вектор чизик йуналишига перпендикуляр куйилган 
бирлик юздан утувчи вектор чизицлар сони вектор модулини 
тасвирлаши назарда тутилса, а юз оркали аа вектор чизи^лар 
Утади дейишимиз мумкин. Бу мивдор N оркали белгиланса:

N — ао = aS cos (a, S),
N =  (aS) (25.4)

ёки, скаляр купайтма хоссасига кура:
N .= anS (25.5)

булади.
118-расмда 5  юз оркали утаётган суюклик окимини тасав- 

вур килишимиз мумкин. Мана шу киёсдан фойдаланиб, (25.4) 
ёки (25.5) да ифодаланган N  ми^дор а векторнинг S юз ор- 
цали оцими дейилади.

Энди бизга а вектор майдони берилган булсин. Бу май- 
донда бирор сирт олайлик (119- раем).

Бу сиртни кичик элементларга булиб чикайлик; элемент- 
лардан бири AS булсин (расмда AS когоз бетига перпенди­
куляр килиб олинган). Элементар юз AS оркали « векторнинг 
элементар о^ими AjV, =  (a A S) =  an&S булади.
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Сиртнинг бир элементидан иккинчи элементига утилганда 
а  вектор узгаради. Шунинг учун сирт элементлари нацадар 
кичик олинса, векторнинг берилган сирт оркали оцими шу 
ь;адар аник дисоблаб чи^илиши мумкин. Сирт элементлари- 
нинг %ар бири чексиз камая бориши билан бирга элемент- 
лар сони чексиз купая борганда олинган элеменпгар оцимлар 
йириндиси ^  Д N =  2] (аД5) нинг лимита мавжуд булса, у 
а векторнинг берилган сирт орцали оцими деаал-ади ва

N — § (а с18) (25.6)
шаклда ёзилада.

Векторнинг ёпи^ сирт ор^али о^ими:

Ы =  §(ас18)  (25.7)
шаклда ёзилади.

Ю^оридаги мудокамаларга кура:
¿8  =  йБп (25.8)

булади, бу ерда п векторнинг йуналиши элементар юзни че* 
гараловчи контур йуналишига мос щлиб олиниши керак. (25.8) 
га биноан:

(а (¿5) — (ап) йБ — апс!8, (25.9) 
булади, демак:

Л/ =  |а„бГ5, (25.10)

N = ()) ап йЯ. (25.11)

Ёпик сиртга нисбатан ташки нор­
маль йуналиши нормалнинг мусбат 
йуналиши деб кабул килинади (120- 
расм). У ва^тда ёпик сиртдан т а и щ а р и  чикувчи вектор чизи^- 
ларга мос оь;им мусбат ишора билан, ичкари кирувчиларга мос 
о^им эса манфий ишора билан олинади.

Ю^оридаги каби мулодазалар асосида, сирт буйича олин­
ган яна икки интеграл досил ^илиш мумкин:] уй8  ва |  [с18а\> 
ёки, боищача шаклда ёзилса, |  п ^й З  ва ^[па]с13 булади. Бу 
интегралларни ёпик сирт буйича дам олиш . мумкин: ф уй8  ва
())[^5а] ёки, бонщача шаклда ёзилса, § п у й З  ва §[па\ йЗ 
булади.
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Ё тщ  сирт досил килувчи юз векторлари йигиндисининг н о л -  
га тенг эканлиги бизга маълум. Шунга биноан:

$>¿8 = 0, (25.12)
яъни ёпиц сиртнинг вектор интеграли нолга тен'гдир.

Мисол учун, умумий контур билан чегараланган икки кисм- 
дан иборат ёпик сирт олайлик (121-раем). (25.12) га мувофик, 
бундай ёзишимиз мумкин:

(18 — | (I 5  +  |  (18 =  0, бу ердан ]* (I5  =  — |  (18.
•$1 ¿>2 1̂ 2̂

Бу интегралларда ташки нормаль назарда тутилганлиги эс- 
дан чикмаслиги лозим. Агар икки киемни чегараловчи уму­

мий контур йуналиши маълум 
булса, контур йуналишига муно- 
сиб булган юз нормалининг йуна- 
лишини ани^лаш мумкин. Маса- 

3 2  лан, 121-раемда умумий контур 
йуналишига мос олинган юз 
нормали ташь;и нормаль булса, 

121-раем. уша умумий контур йуналишига
мос олинган 53 юз нормали ички 

нормаль булади. Шундай килиб, умумий контур билан чега­
раланган дар кандай икки сирт учун тубандагини ёзишимиз 
мумкин:

|  (18 = [ (18, (25.13)
51 52

Демак, бирор контур билан чегараланган сиртнинг век., 
тор интегралини %исоблашда сирт шаклининг %еч цандай 
ах;амияти йуц.

Ёпик сиртнинг вектор интеграли (]) (1.8 нолга тенг. Лекин 
ёпик сирт юзининг сои кийматини ифодаловчи интеграл (р 
полга тенг булмайди, [ ёБ билан |  йЗ интеграллар дам бир-

¿1 52
бирига тенг булмайди:  ̂ йБ — Бх, | йЗ =  (|) ^  =  4- 5а.

Сирт буйича интеграллашда, бир нуктадан иккинчи нукта- 
га узлуксиз кучилса, сирт нормалининг йуналиши дам узлук- 
енз равишда узгара боради деб фараз килииади. Бу хусусият- 
га яга сирт силлиц сирт дейилади. Масалан, сферик сирт 
Ски эллипсоидал сирт шундай силлик сиртлардаидир. Баъзи 
сиртлар, призма ёки пирамида сиртлари сингари, бир неча ай- 
рнм силлик сиртлардан иборат булиши мумкин. Бундай сирт-
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лар  булакли  силлиц сиртлар дейилади. Ш ундай цилиб, тек- 
ширишимизда учрайдиган сиртлар доимо силлиц, сиртлар  
еки булакли  силлиц сиртлар булади.

Юкорида биз ёпик сиртнинг ташки томонига каратилган нор­
маль йуналишини нормалнинг мусбат йуналиши деб дисобла- 
дик; демак, ичкитомонга каратилган нормаль йуналиши нормал­
нинг манфий йуналиши дисобланади. Сиртнинг ёпик булиши 
ёки булмаслигидан катъи назар, сиртнинг одатда икки томони 
бор: сиртнинг бир томони мусбат дисобланса, иккинчи томони 
манфий дисобланиши керак.

Л О

&  ~....“ С

1 2 2 - раем.

Сиртнинг иккитомонини бир-биридан фарк килищ учун би- 
рини кук рангда ва иккинчисини кизил рангда тасаввур ки- 
лишимиз мумкин. Лекин дар кандай сирт дам икки томонли бу- 
лавермайди. Бир томонли сиртлар дам бор. Бир томонли сирт- 
га мисол килиб Мёбиус лентасини 
курсатиш мумкин. Мёбиус лентасини д с
шундай досил килсак булади: тугри 
туртбурчак шаклида энсиз узун ко- 
гоз лента оламиз (122- раем).

А нукта билан С нукта ва В нукта 
билан Ъ нукта устма-уст тушадиган 
Килиб, лентанинг АВ билан СО томон- 
ларини бир-бирига ёпиштирамиз. Шу 123- раем,
равишда досил булган сирт Мёбиус 
лентасидир (123- раем).

Мёбиуснинг иккита лентасидан бир томонли ёпик сирт до­
сил килиш мумкин. Бундай сирт геометрияда Клейн сирти 
дейилади. Бу китобда учрайдиган сиртларни икки томон­
ли  деб фараз циламиз.

26. МАЙДОИ ФУНКЦИЯЛАРИНИНГ Ф АЗОВИЙ ^О С И Л А Л А РИ

Майдондаги нукталарнинг биридан иккинчисига утишда 
майдон функциялари узгаради. Берилган нукта атрофида май- 
дон функцияларини узлуксиз ва дифференциалланувчи функ- 
диялар деб дисоблаймиз. Атроф нукталарнинг берилган нук- 
тага нисбатан вазиятлари шу берилган нукта радиус-вектори- 
нинг жуда кичик узгариши билан аникланади.
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Берилган ну^та атрофида майдон функцияларининг узгари- 
шини мивдорий ифодалаш масаласига утайлик.

Мисолни майдоннинг скаляр функциясидан бошлаймиз. 
Берилган нуцтани цуршаб олган ёпиц сирт буйича скаляр
функция интеграли  (j) ? dS ни олайлик. Бу интегралнинг ёпиц 
сирт билан чегараланган V  х;ажмга нисбатини тузамиз:

у—’ Берилган нуцтани цуршаб олган ёпиц сиртнинг, ш акли-
дан цатъи назар, бени^оя камайиши билан бирга, у чегара­
ланган %ажм нолга интилади. Ана шу шарт бажарилган- 
да юцоридагича т узилган нисбатнинг мавжуд ва аниц лимита  
скаляр функция  <р нинг берилган нуцтадаги градиента деб 
аталади ва grad <р орцали белгиланади.

Скаляр функциянинг берилган нуцтадаги градиенти шу 
скаляр функциянинг уша нуцтадаги фазовий вектор цосила- 
си дейилади.

Ю^орида айтилгандек муло^азалардан фойдаланиб, майдон­
нинг вектор функциясидан олинган фазовий )?осилалар тушун- 
часини киритиш мумкин. Фазо нуцтасини цуршовчи ёпиц сирт 
буйича оланган майдон вектор функциясининг икни х и л  ин­
теграли базга маълум:

Бу интегралларнинг фазо нуцтасини цуршовчи ёпиц сирт 
билан чегараланган х,ажмга нисбатини тузамиз:

Берилган нуцт ани цуршаб олган ёпиц сиртнинг бених^оя 
камайиши билан бирга, биринчи нисбат цандайдир аниц 
скаляр мицдорга, аккинчи нисбат эса цандайдир аниц век­
тор мицдорга интилади.

Биринчи нисбатнинг лимитини ифодаловча скаляр миц- 
дор а  векторнинг берилган нуцтадаги дивергенцияси дейи­
лади ва di v a  куринашда ёзилади. И ккинчи нисбатнинг л и ­
митини ифодаловчи вектор мицдор а векторнинг берилган 
нуцтадаги уюрмаси дейилади ва rot а  (ёки curl а) курина- 
шида ёзилади. Шундай ^илиб, таърифга мувофи^:

(26.1)

div а  =  lim -
V-o

(26.2)
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(6 [¿Sa]
rot а =  lim - „  - (26.3)

V->o v
булади.

Векторнинг дшергенцияси векторнинг фазовый скаляр %о- 
силаса деб, унынг уюрмаси эса векторнынг фазовый вектор 
jfiосыласы деб аталади.

Юцорида келтирилган таърифлардан равшанки, майдон функ- 
циялари йигиндисининг фазовий досиласи майдон функцияла- 
рининг фазовий досилалари йигиндисига тенг, яъни:

grad =  Е  grad <р„ (26.4)
/ =  1 i=\

div a l =  ^  div а ь (26.5)
г- i  г- i

rot Y j a i — S  rot a i• (26.6)
г- i  г- i

г- i
Ха^икатан, мисол учун (26.4) нитекширайлик. Агар <р =  X  ?,• 

булса, бундай ёзишимиз мумкин:
/г л

<|) т -  (р ,Ь!

демак, (26.1) га биноан:

i f » ds =  HtnJ-------  =  Нш г-1grad f  =  lim —¡7— =  lim Ы
V~>o v  V-t-o у

n <£ 9ldS «
=  lim ' Tr .— 2 j grad «рг г- i  к ¡=1

булади, яъни исбот цилиниши лозим булган (26.4) формула 
келиб ч и в д и . Долган икки формула дам худди шу.тарзда ис­
бот килинади.

Узгармас майдон функциялари «рс ва ас нинг фазовий до- 
силалари нолга тенг булади:

grad «рс =  0, (26.7)
div а с — 0, (26.8)
rot а с =  0. (26.9)



126 II БОБ. ВЕКТОРЛАР АНАЛИЗИ

Ихтиёрий майдон функцияларининг бирор узгармас с м щ -  
дор билан купайтмаси учун, (26.1), (26.2) ва (26.3) га бииоан, 
Куйидагиларни ёзиш мумкин:

grad (Cf) == с grad f ,  (26.10)
div (ca) = c d i v a , (26.11)
rot (ca) =  cro ta . (26.12)

Скалярнинг градиента, векторнинг дивергенцияси ва век- 
торнинг уюрмаси майдон назариясининг мудим тушунчалари- 
дандир.

Майдон функцияларидан олинган фазовий досилалар фазо 
ориентациясига боглик. Дакикатан, сирт элемента псевдовек­
тор, дажм эса псевдоскалярдир. Скаляр градиентининг поляр  
вектор, псевдоскаляр градиентининг эса псевдовектор були- 
ши (26.1) дан равшан. Ш унинг сингари, поляр вектор дивер - 
генциясининг скаляр, псевдовектор дивергенциясининг эса 
псевдоскаляр булиши (26.2) дан аён. Напоят, поляр вектор 
уюрмасининг псевдовектор, псевдовектор уюрмасининг эса 
поляр векторлиги (26.3) дан равшан.

27. СКАЛЯР ФУНКЦИЯНИНГ ЙУНАЛИШ  БУЙИЧА ^О СИ Л А С И

Майдонда олинган М  нуктанинг радиус-вектори г  ва унга 
яцин турган кушни иккинчи М' нуктанинг радиус-вектори 
г  +  Дг булсин (124-раем). Бу икки нукта билан атщ ланган

ММ' кесманинг узунлигини Д£
J*'1 оркали ва ММ' вектор йунали- 

шини курсатувчи бирлик век- 
г  + ь L ~  торни /° ор^али белгилайлик

Дг =  А/ ■ /°.
/  Майдоннинг ^андайдир ска-

— . ....'+т/м  ляр функцияси «? берилган
булсин: е?== ер (г). М  нуктадан

124-расм. №  ну^тага утишда функция
орттирмасини Д?р оркали бел­
гилайлик: Д<р =  f  (г -j-Дг)—f(r).

Икки нукта орасидаги Д/ йулда функция орттирмаси Д*р
булса, шу йулда функция узгаришининг суръатини ^  нисбат
билан курсатишимиз мумкин. М’ нуктанинг М  нуктага чексиз
я^инлашиши, яъни Д/ пинг нолга интилиш билан бирга,
нисбат ?^ам, умуман айтганда, аник бир лимитга интилиши 
мумкин. Ана uiy лимит  *р функциянинг М нуцтадаги бирлик
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вектор 1° йуналиш и буйича олинган цосиласи дейилади. Бу  
%осилани ~  орцали белгиласак, таърифга мувофиц:01

^  _  11 т  ? (г Ч- А г) -  Т (г) _  А?
01 А/ " | ® Д /  {27Л)

булади.
Биз текшираётган скаляр функция Декарт координаталари 

функцияси булсин: у = у , г). Математик анализдан маъ- 
лум булган Тейлор формуласига биноан, М  нуцтадан М' нуд- 
тага утишда функция орттирмаси учун тубандагини ёзамиз:

Д? = дЛ  Ах  +  |  ду +  | а 2 +  8, (27.2)

бу ерда ^ ^  — функциянинг М  ну^тадаги хусусий доси-
лалари, 8 — Ах, А у, Аг га нисбатан ю^ори тартибли кичик 
мивдор. У ва^тда, (27.2) ни (27.1) га ^уйсак:

д 1 д х  с11 "г  д у  с11 ' д г  й 1 
булади. Демак, функциянинг Д екарт  уцлари йуналишидаги  
учта цосиласи маълум, булса, функциянинг х1ар

цандай бошца йуналишдаги  ^  цосиласи шу учта косила
орцали ифодаланади.

Ю^оридаги мулохазаларимизда М' ну^тани М  иу^тадан 
утган тугри чизи^да ётган деб дисоблаган эдик. М  нуцтадан 
утган дар кандай эгри чизи^нинг ихтиёрий олинган нуктасини 
дам М' ну^та деб дисоблашимиз, мумкин. У вантда М  ну^та 
билан унга я^ин М' ^ушии ну^та орасидаги ёй узунлигини А/ 
билан, М  нуцтадаги уринма йуналишини Iй билан ифодалаш
мумкин. Натижада ^ э г р и  чт иц буйича функциянинг М н уц -
тадаги ^осиласини курсатади.

Эгри чизи^нинг уринма бирлик вектори 1° учун
/о _  ¿1 } I } I ь
1 ~  (II <И 1 +  (II З  +  сИ

еки

булади. Демак, (27.3) дан:

I -  (в ' + !■ '+«*•'")  <27-4>
келиб чи^ади.
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28. СКАЛЯР ФУНКЦИЯНИНГ ГРАДИ ЕН ТИ

Функция узгаришлари турли йуналишларда турлича були- 
ши мумкин. Нуцта ор^али чексиз куп йуналишлар утади, д е ­
мак, ф у н к ц и я н и н г  Шу ну^тадаги йуналишлар буйича олинган 
досилалари дам чексиз купдир. Аммо функциянинг бирор нуц- 
тада ^ар ^андай йуналиш буйича олинган досиласи функция­
нинг шу нуцтадаги градиента билан богланган.

Хаки^атан, скаляр функция градиентининг таърифига му- 
вофиц:

d )  <?dS
grad f  =  lim ■ (28.1)

y+o v
булади. Функция градиентининг бирлик вектор /° йуналишида- 
ги проекцияси grad¡f ни текшириб курайлик. (28.1) га муво- 
фи^:

(6<Р (d S l°.)
gradjf =  (grad у Io) =  lim ^—¡7—  (28.2)

i/-̂ 0
булади.

Функция градиентини аниклашда берилган нуцтани ^уршаб 
олган ёпик чексиз кичик сиртнинг кандайлиги адамиятсиз. бул- 

ганлигидан, бу шаклни ихтиёримизча тан- 
s ' лашимиз м у м к и н . Шунинг учун биз ёпи^ 

сиртни цилиндр шаклида олайлик: цилиндр- 
нинг баландлиги ММ' =  Д/ ва асослари
AS =  AS' булсин (125- раем). ММ' вектор 

Л 1 йуналищининг бирлик вектори /°, демак, 
A S '= ASI0 AS =  — ASÍ0 булади. М ну^та 
радиус-вектори г  булса, М' нуцта радиус- 
вектори r + Д / / 0 булади.

Ён сиртнинг нормали Ia га перпенди­
куляр. Шу сабабли, ю^ори тартибли чек- 
с и з  кичик мивдорларга эътибор ь;илинма- 
са, цилиндрнинг ёпиц сирти буйича олин-

125- раем. ган интеграл учун бундай ёзишимиз мум­
кин:

(j) f  (d S l °) =  ?  ( г  +  Д I Io) AS  -  ?  (г) A S  =

=  j f  (Г  +  Д IIo) — f  (Г)} Д S  =  Asp AS.

Цилиндрнинг дажми эса V  — ASAI.  Натижада (28.2) га биноан:

grad¿? =  (grad ? /°) .== lim ^
Ll+o АI
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булади. Бу ифоданинг унг томони, (27.1) таърифга м увофщ , ^  
булади. Шундай ^илиб:

^  =  (grad «р 1°) =  grad/ © ёки (28.3)

^  =  grad, ? =  | grad f  1 • cos (grad % P). (28.4)

Курамизки, функциянинг бирор нуцтада маълум йуналиш  
буйича %осиласи функция градиентининг шу йуналишдаги  
проекциясига тенг. Агар досила олиш йуналиши функция 
градиентининг йуналиши билан бир хил булса, функция гра­
диентининг проекцияси энг катта цийматга эга булади. У вацт-
да, (28.4) га биноан, функциянинг бу йуналиш б у й и ч а х о с и -
ласи дам энг катта кийматга эга, яъни узининг градиента йуна­
лиши буйича функция энг катта суръат билан купаяди.

Функция градиента йуналишининг бирлик векторини п ор- 
цали белгиласак, сунгги формуладан:

=  (grad <? га) == | grad ? | (28.5)

булади. Айтилганлардан шундай хулоса чи^арамиз: функция 
градиенти шундай векторки, унинг йуналиш и функциянинг 
энг катта суръат билан купайиш то- 
монига щ рат илиб, сон циймати (мо- л  
дули) функциянинг шу йуналиш  буйи- 
ча осиласига тенг.

Энди бизга майдоннинг бирор М 
ну^таси орцали утказилган ? =  const 
изосирт берилган булсин. Шу изосирт- 
га М  нуцтада уринма булган бирлик 
векторни 1  ор^али белгилайлик. Изо- 
сиртда функция узгармаслигидан, 
функциянинг уринма йуналишидаги 
досиласи нолга тенгдир. Демак, (28.3) 
га биноан, (gradft) =  0. Демак, бирор 
нуцтадаги функция градиенти шу 
нуцтадан ут казилган изосиртга пер- 126- pack.
пендикуляр булади. Айтилганлар 126- 
расмда курсатилди.

МА вектор функция градиенти grad «р ни тасвирлайди, функ­
ция градиентининг Р йуналишидаги проекцияси MB шу йуна­
лишдаги функция досиласи ни тасвирлайди. (28.4) дан ку-

9  Майдон ыазарияси
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рамизки, изосирт нормали буйича олинган функция ^осиласи  
функция градиентининг сон циймати (моду ги) га тенгдир.

Функция градиентининг Декарт компонентларини топайлик. 
(27.4) ва (28.3) дан:

3? “ ( £ ' + . § '  +  £*■ )-to>dTn
Бирлик вектор 1° ихтиёрий олинганлиги сабабли:

/g ra d f  +  +  Tzk  (28-6>

булади. Шундай цяляб, функция градиентининг Декарт ком- 
понентлари учун:

%  =  grad

^  =  gradyf, i2 8 J )
да ,f 2 =  grad2f ,

яъни функция градиентининг Декарт компонентлари Декарт  
координаталари буйича функциянинг хусусый %осилаларигаi 
тенгдир.

Функциянинг тула дифференциали, таърифга мувофиц:

d x  + Т у  d y  +  T z d z

булади. Бу ифоданинг унг томони градиент grad «р билан сил- 
жиш вектори dr  нинг скаляр купайтмасидир:

i/eр == (grad fdr), (28.8)
яъни функция градиенты, билан радиус-вектор дифференциа- 
лининг скаляр купайтмаси функциянинг т ула дифферен- 
цыалига тенгдир.

Берилган а вектор скаляр функциянинг тула дифферен­
циали билан цуйидагича богланган булсин:

d f = (a d r). (28.9)

(28.8) га биноан, (adr) =  (grad dr) ёки (а — grad у, dr) =  0. 
Бу ерда d r  ихтиёрий булганлигидан а — grad f  = 0, демак:

а =  grad*?. (28.10)
Х уллас, бирор векторнинг радиус-вектор дифференциали би­
лан скаляр купайтмаси цандайдир скаляр функциянинг ту­
ла  дыфференцыалига тенг булса, бундай вектор уша скаляр  
фУнкцыянинг градиенты булади.
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Агар функциянинг орттирмасини Тейлор каторига ажратиш- 
да кщори тартибли чексиз кичик микдорлар эътиборга олин- 
маса, у долда:

д«р =  (grad ? Дг) (28.11)
булади.

29. ПОТЕНЦИАЛ ВЕК ТО Р

Агар бирор а вектор цандайдир скаляр f  функциянинг 
градиента булса, ср потенциал деб, а эса потенциал вектор 
деб аталади:

а =  grad?. (29.11
Потенциал а  вектор потенциал >? нинг энг катта суръат билан 
купайиш томонига йуналган.

Баъзи масалаларда ? урнига — ? олиш ^улайлик тугдира- 
ди, бундай долларда:

grad?  (29.2)
булади. Бу формулага мувофик, потенциал вектор а нинг йу- 
налиши потенциал ? нинг энг катта суръат билан камайиш 
томонига ^аратилган булади. Ушбу тенглик уз-узидан равшан;

grad ( f  +  с) — grad ® +  grad с =  grad ?,

бу ерда с — ихтиёрий константа, яъни берилган векторга мос 
булган потенциал сифатида у ёки у +  с ни щ б у л  цилиш  мум- 
кин. Константанинг аницланиши текширилаётган масалалар- 
нинг конкрет шартларига богливдир.

Потенциал векторнинг Мг ва М2 ну^талар орасида олингаи
чизицли интегралини текшириб курайлик: |  (adr) =  J  (grad ydr).
(28.8) га мувофи^: (grad f  dr) =  d f , демак:

j  (a dr) =  J  d <? =  f  (r2) f  (гг). (29.3)
Курамизки, УИХ ва М2 нуцт аларни бирлаштирувчи эгри чи- 
зиц буйича олинган потенциал векторнинг инт еграли шу 
нуцталардаги потенциал цийматларининг айирмасига тенг; 
иккинчи х и л  цилиб айтганда, потенциал векторнинг чизиц- 
ли  интеграли интеграллаш йулига боглщ  эмас. Потенциал 
бир цийматли функция булса, потенциал векторнинг ёшщ 
чизиц буйича олинган интеграли  (контур интеграли) нолга  
тенг булиш и  (29.3) формуладан равшан:

ф  (adr) =  ф  (grad ydr)?= 0. (29.4)

9*



132 II  БОБ. ВЕКТОРЛАР АНАЛИЗИ

Масофанинг скаляр функдиялари куп масалаларда учраб 
туради. Шунинг учун масофа функциясининг градиентини тек- 
■шириб курайлик.

Бирор В ну^танинг А ну^тага нисбатан радиус-вектори мо­
дули щу икки нукта орасидаги масофани аниулайди. .

Масофа функцияси булган 
а /* д бирор . скаляр мивдор ? =  у (г)

берилган булсин. Скаляр функ-
127-раем. дня градиентининг таърифига

кура:

grad f {r) =  ^ i + dJ t O ± j +

булади. Лекин тубандагиларни ёза оламиз:
д у (г) _ d <р (г) дг д <Ь (г) _  d 9 (г) дг д <р (г) _ d 9 (г) дг

дх dr дх' ду dr ду’ dz dr дг’
Буларни уз жойига ^уйсак:

grad © (г) —- [% i +  | у  +  % к) 

булади. Шундай килиб:

grad f  (г) =  —̂  grad г, (29.5)

чунки:
, дг . , дг . . дг и 

grad r =  ¥ x i +  r y J  +  Tzk.

Функциянинг градиента изосиртга перпендикуляр булиб, 
функциянинг энг катта суръат билан купайиш томонига цара- 
тилганлиги ва градиент модули изосиртнинг нормали буйича 
шу функциядан олинган досилага тенг эканлиги бизга маълум. 
В нуктанинг А нуктагача масофаси г нинг изосирти В ну^та- 
дан. утган ва маркази А нуцтада ётган шар сиртидир, норма- 
лининг йуналиши эса радиус-вектор г  нинг йуналишидир. 
Шуларга биноан, масофа г  нинг В нуктадаги градиенти:

grad в г = ~  (29.6)
булади. А нуктанинг В нуктага нисбатан масофаси г нинг изо­
сирти А ну^тадан утган ва маркази В ну^тада ётган щар 
сиртдир; нормалининг йуналиши эса радиус-вектор г  нинг йу- 
налишига царама-^аршидир. Шуларга биноаи, А нуктадаги 
масофа г градиенти:

g rad ar =  — у  (29.7)
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булади. (29.6) ва (29.7) формулалардан равшанки, масофа гра- 
диентининг модули бирга тенг, узи эса шу масофа буйича 
йуналган.

(29.6), (29.7), (29.5) дан:
g r a d e r )  =

бу ердан эса:
g r a V ( r ) =  - T 7 ’

gradB ? (г) =  — grad, f  (г) (29.8)

булади, яъни икни, нуцта орасидаги масофа функциясининг 
шу нуцталардаги градиентларининг модули бир хи л , аммо 
йуналиши царама-царшидир. (29.5) га мувофик, функция гра- 
диентининг масофа буйича ^андай йуналишда булиши функция
досиласи - ^¿р~ ишорасининг мусбат ёки манфийлигига ^араб
ани^ланади.

Энди бир неча мисол куриб чи^айлик. М заррачанинг уз- 
гармас О марказга иисбатан радиус-вектори г, заррачага таъсир 
килувчи куч эса марказгача булган масофага тугри пропор- 
ционал ва доимо марказга каратилган булсин. Бундай куч 
гармоник куч дейилади, уни цуйидагича ёзиш мумкин:

F  =  — kr, (29.9)
бу ерда k  — физик факторларга боглиц бирор константа. (29.91 
формулани куйидагича ёзищ мумкин:

F  =' — grad ?,
бу ерда ® •-= -о -

Ха^и^атан, (29.5) ва (29.6) га биноан:

— grad ? =  — grad [Щ] =  — ̂  ( ^ )  grad г =  — kr ~  =  — kr. 
Унг томондаги — kr  эса, (29.9) га мувофик, F  га тенгдир. Юцо-

kr2ридаги у  мивдор гармоник ^аракатдаги заррачанинг потен­
циал энергияси дейилади. Гармоник кучнинг потенциал век­
тор эканлигини курмовдамиз. Шунинг учуй, (29.4) га биноан, 
гармоник кучнинг тула тебраниш йулида бажарган иши нолга 
тенгдир:

(j) (Fdr) =  — (j) (grad 'f dr) =  — (j) df--=  0.

Ньютоннинг физикадан маълум булган гравитация (бутун 
олам тортилиш) ^онунига мувофик (128- раем), М массали зар-
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рачанинг пг массали заррачага таъсир кучи F  шу массаларга 
тугри пропорционал, улар орасидаги масофанинг . квадратига 
эса тескари пропорционал булиб, йуналиши М массали зарра­

чага каратилган:

М - ------- — -----й --------------- _ - P  =  _ ^ ' J L t (29 Л 0)

128-расм. бу ерда коэффициент ? грави-
тацион константа дейилади 

/ J см̂  \
[CGS системасида Т =  Тб'Гооо-оею-----г-сек^У Ю^оридаги ифо-
данинг икки томонини т га булиб, бирлик массага тугри кел- 

Fган — кучни g  ор^али белгиласак:

g = - T T 2  7  ’ (29Л1>
булади, бу ерда g  вектор М массали заррача гравитацион 
майдонининг кучланганлиги дейилади.

(29.11) дан:
g = — grad?, (29.12)

бу ерда
(29.13)

Дакицатан, (29.5) ва (29.6) га кура:

— grad ? =  — gr ad( — =  grad ~  =
чМ , 7М Г=  - ^ g r a d r  =  -  _

бу ифоданинг унг томонидаги — ^  ~  эса, (29.11) га мувофиц, 
g  га тенгдир.

g  векторнинг вектор чизицлари гравитацион куч чизицла-
ри деб аталади. (29.13) даги — —  мщдор М массали зарра-
ча гравитацион майдонининг потенциали дейилади. (29.10),
(29.11), (29.12) ва (29.13) га биноан:

F  =  mg — — grad (ту) =  — grad )
ЧТПМ , ^ йе к и ------— ни Ф оркали белгиласак:

Ф - -  (29.14)
булади, натижада:

келиб чицади.
F =  — gradФ  (29.15)
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(29.14) даги — — -  мщ дор М массали заррача гравита­
цион майдонидаги т массали заррачанинг потенциал энер- 
гияси дейилади. Демак, гравитацион куч потенциал вектор 
булар экан.

Потенциал энергиянинг манфий градиенти шаклида кур- 
сатилувчи кучлар потенциал кучлар ёки консерватив кучлар  
дейилади. Потенциал энергияни и деб олсак, бу кучларнииг 
таърифига кура:

F = —  gradtt (29.16)
булади.

Юцорида келтирилган гармоник куч ёки гравитацион куч 
ана шу потенциал (консерватив) кучлардандир.

Ю к о р и д а  биз М массали заррача хаки да гапириб, бу зар- 
рачани зотан геометрик ну^та шаклида тасаввур килган эдик. 
Геометрик нуцта шаклида та­
саввур щ линган  заррача масса- •. •.. V 
си нущтавий масса дейилади.

Ну^тавий массалар системаси- 
ни олайлик (129- раем).

Бирор ну^тавий массани М/ 
ор^али белгиласак (/ — 1, 2, 3, . . .  
п), унинг гравитацион майдони 
учун, (29.12) ва (29.13) га биноан, 
бундай ёзамиз:

gi  =  — grad 1 2 9 .  р а с м .

т . —  ЧМ 1

: ■ . L

Айрим гравитацион майдонлар системаси натижавий гравита­
цион майдон досил килади:

. 2  s i S grad' grad £ . f , .

Натижавий гравитацион майдоннинг кучлаитанлиги g  ор^али 
ва потенциали ? ор^али белгиланса:

g  =  — g rad? ,  (29.17)

булади.

(29.18)

(29.19)
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30. ВЕКТОРНИНГ ДИВЕРГЕНЦИЯСИ.
ГАУСС — О СТРО ГРА ДСКИ Й  ФОРМУЛАСИ

Вектор дивергенциясининг (26.2) таърифига мувофик:

(j) (adS)
d i v a = l i m - — г?— • (30.1)

к-о v
Бирор нуктани куршаб олган чексиз кичик ёпик сирт ор- 

цали вектор о^ими ß  (a d S )  нолга тенг булмаса, бу нуктада 
вектор о^имига сабабчи цандайдир манба жойлашган деб анг- 
лашимиз. лозим. Шундай килиб, (30.1) га кура, векторнинг би­
рор нуктадаги дивергенцияси векторнинг шу нуктадаги манба 
Кувватининг улчови деб айтишимиз мумкин: куп кувватли 
манба атрофга купрок оким, кам кувватли манба зса камрок

оким чикаради.
? Энди вектор дивергенциясининг

Декарт координаталарида кандай 
ифодаланишини куриб чи^айлик. 
Ёпик сирт оркали вектор, о^имини 

3 дисоблашда, бу ёпик сиртни эле- 
ментар тугри бурчакли параллеле­
пипед шаклида олайлик, чунки1 век­
тор дивергенцияси таърифи (30.1) 
га кура, ёпик сирт шакли ихтиёрий 

У олиниши мумкин.
Декарт системасининг коорди­

ната текисликларини параллелепи-.
X iöo-расм. пед ёкларига параллел килиб олай­

лик (130- раем). Вектор дивергенция­
си текширилаётган фазо нуктаси М раемдаги параллелепипед 
учларидан бири булсин.

Параллелепипеднинг бутун сирти оркали вектор о^ими 
параллелепипеднинг олтита ёги орцали вектор окимларининг 
йигиндисига тенгдир:

(j) (adS)  =  J  (ad S) -f- f (adS)  +
M123M 54765

a .  J (a d S ) +  \ ( a d S ) +  (30.3)
MSQlM 32743

4- | (ad S) +  \ (adS) .
Л345М 16721

Унг томондаги интегра^ларни дисоблаб чи^амиз. Ёпик сирг , 
цормалининг мусбат йуналиши ташкарига каратилган. Демак,-
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(30.3) нинг унг томонидаги биринчи интеграл, юкори тартибли 
чексиз кичик мивдорларни назарга олмаганда, куйидагича 
ифодаланади:

\  (а ¿ 5 )  =  \ апй 8  =  ах (х, у, г)АуДг, (30.4
м'т м м т м

бу ерда ах (х, у, г) — берилган а векторнинг М  нуктадаги 
Х-компоненти, ДуДг —- А5 эл ем ен тар  юз.

(30.3) нинг унг томонидаги иккинчи ифода учун:

| {а (I8) =  |  апй8  =  ах {х -¡- Дх, у, г) Ду Дг (30.5)
54765 '  54765

булади, бу ерда ах (х-\-\х , у, 2) - - берилган а  векторнинг 5-ну^- 
тадаги х-компоненти. Сунгги икки формуладан:

[ {а (¿8) +  [ (а (18) =  { ах {х +  Дх, у,г) — ах (х, у, г ) } ДуДх
м т м  54765 5

булади.
Параллелепипеднинг долган ё^лари оркали дам вектор оь;им- 

ларини топишда кщоридагидек. мулодазалар юритиб, тубанда- 
гиларни ёзамиз:

\ (а (15) +  ( {а (18) =  { ау (х, у +  Ду, г) — ау (х, у, г)} ДгДх,
М561М 32743

[(а^5)4- ( {(1(18) =  { а г (х, у, г 4- Дг) — а2(х, у, г)]дхАу.
/И345М 16721

Энди, топилгаи сунгги ифодаларни (30.3) даги уз . уринларига 
Куямиз:

$  (а (18) — {а х (х +  Ах, у, г) — ах (х, у, г)} ДуДг +

+  { ау(х, у +  Ду, г) — «у (х, у, г ) } Дг Дх +

+  {а г(х, у, г .+  Дг) — а г (х, у, г)} ДхДу. (30.6)

Элементар параллелепипеднинг V  дажми ДхДуДг га тенг; 
(ЗОЛ) ва (30.6) га асосланиб бундай ёзамиз:

'  .. ах (х +  Ах,  у, г) — аЛх ,  у, г) .(11уа =  1 1 т -^ 1—----- -22- г -----  ■ 4-:,
Д х-> о

, ]1 т  Ду (X, у +  А у,г) — ау (х, у, г) ] аг (х, у ,г +  Дг) — аг (х, у, г) 
ду->0 Ау дг—>о
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ёки хусусий досила таърифига мувофщ:

(30.7)

булади. Бу формула вектор дивергенциясининг Декарт коор- 
динаталарида цандай. т арщ ада ифодаланишини курсатади.

Скаляр функция градиента grad <р нинг div grad <р дивер- 
генцияси Д? символи билан иш ораланади:

Бу ердаги А символ Лаплас оператори ёки лапласиан де- 
йилади. Скаляр функция градиентининг Декарт компонентла-
ри ру, эканлигидан фойдаланиб, (30.8) ва (30.7) га би-

Вектор майдон назариясида адамияти катта булган Гаусс— 
Остроградский формуласи билан танишайлик. Бунинг учун
(30.1) да ифодаланган вектор дивергенцияси таърифидан фой- 
даланамиз. S ёпиц сирт ва V шу ёпик сирт билан чегараланган 
дажм булсин. ^ажмни п та майда элементларга булайлик. 
Дажм элементини Vi ва уни чегараловчи ёп щ  сиртни оркали 
белгилайлик (г =  % . . . , « ) .  Ихтиёрий кичик мусбат сон S 
берилган булса, щ  /м  элементининг дар бири учун, лимит 
таърифи ва (30.1) га биноан, бундай ёзишимиз мумкин:

бу ерда а  векторнинг V-t дажм га карашли бирор н у ^ т а д а г и  
дивергенцияси div^a  оркали белгиланди. Формуланинг икки 
томонини Vi га купайтириб, сунгра барча элементлар буйича 
йигинди оламиз:

div grad ? =  Дер. (30.8)

(30.9)

(j) (a d S)
s. div/a
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Скалярлар йигиндисининг модули скалярларнинг модулла- 
ри йигиндисидан кам ёки унга тенг булиши сабабли, бундай 
ёзишимиз мумкин:

(а с18) — (Ну/ а V /) < 2  Ф {ас18) — сНу,- а V;
'  ¿=1 -

ёки

2  $  (о й 5) — 2  ¿¡У/ а V/
'• 1 ■>

<2/-1 (а й 5) — с11у, а V/

Юцоридаги тенгсизлик назарга олинса: 

п с п2 9 {ай  8 ) — 2 с!1у/ а V <

булади.
Икки ёндош элементнинг умумий чегара юз вектори би- 

ринчи элемент учун с18г булса, иккинчи элемент учун ¿ 5 2— 
=  — булади (131-раем). Шунга кура, сирт интегралла- 
рининг ёндош икки элементга 
умумий юз оркали олинган кисми 
учун (ас18г) +  (ас18г) =  (а, ¿ 5 ,  +
4- с182) == 0. Хажм элементларини 
чегараловчи 5 ; сиртларнинг бе- 
рилган ёпик сирт 5 га тегишли 
эмас кисмлари ор^али олинган 
(ай8) ифода дар цандай ёндош 
жуфт элемент учун бир-биридан 
фацат ишораси билан фарккилиб, 
бундай ифодаларнинг йигиндиси 
нолга тенг булади.

Шундай килиб, сирт интеграл- 
лари фа^ат берилган V  дажмни чегараловчи 5 сирт орцалигина 
олинади.

Элементлар сонини чексиз купайтириб, уларнинг дар бири- 
ни чексиз кичрайтирсак, сунгги тенгсизлик:

131- раем.

<|) (а (¿8) — ] (Ну а (IV | <  8 V

шаклни олади. Шартимизга кура, 8 сонни ихтиёримизча кичик 
Килиб олишимиз мумкин, шунинг учун:

(|) (а й  5) — |  сНу  а й  V  | =  0
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демак:

(f> {a d S )  =  J d i v a ^ F  (30.10)

булади, яъни ё п щ  сирт орщ ли вектор оцими шу ёп щ  сирт  
билан чегараланган %ажм буйича олинган вектор диверген- 
циясининг интегралига тенгдир. Гаусс — Остроградский тео- 
ремаси шундан иборат. (30.10) ифода Гаусс — Остроградский 
формуласидир.

Гаусс — Остроградский формуласини топишда (ЗОЛ) да кел- 
тирилган вектор дивергенцияси ифодасидан фойдаландик. Энди 
скаляр градиента билан вектор уюрмасиии таърифлаш ифода- 
ларини эслайлик:

(f) yds
grad ? =  Ilm —¡7— (30. 11) 

v->o v
(f) [dSa\

rot a  =  lim ~ -  • (30.12)
K -> 0  v

Шулардан фойдаланиб, Гаусс — Остроградский формуласини 
келтириб чикаришдаги тегишли мулодазалар асосида тубанда- 
гиларни ёзиш мумкин:

y d S  =  j  grad yd V  (30.13)

<j)[<lSa] =  j  ro ta d V .  (30.14)
Шундай ^илиб, дивергенциянинг, градиентнинг в^ уюрма- 

нинг бирор дажм буйича интеграллари берилган функциялар- 
нинг шу дажмни чегараловчи ёпик сирт буйича мос интеграл- 
ларига богливдир. Албатта, текширилаётган функциялар ва 
уларнинг фазовий досилалари узлуксиз функциялар деб фараз 
^илинади. Ёпиц сирт эса икки томонли ва силли^ сирт дисоб- 
ланади. Юь;оридаги формулалар булакли силлиь; сиртлар учун 
дам тугридир, чунки бу формулалар дажмнинг силли^ сиртлар 
билан чегараланган дар бир ^исмига ишлатилиб, сунгра чи^^ан 
патижаларнинг умумий йигиндиси олинади.

Хажм биттагина ёпиь? сирт билан эмас, балки бир неча ёпи^ 
сирт билан чекланган булиши мумкин (масалан, пиш'лщ син- 
гари говак жисм дажми). Коваклардан иборат дажм учун дам 
юкоридаги формулаларни ишлатиш мумкин. Хаки^атан, дажм- 
ни унинг коваклари билан кесиб утувчи бирор сирт воситаси- 
да деч ^андай коваксиз ёндош дажмлар досил ^илиш мумкин. 
Сунгра шу ёндош дажмларга нисбатан юцоридаги формула­
ларни ишлатиб, топилган натижалар узаро душилади. Шундай 
килиб, дажм буйича олинган интеграл шу дажмни чегаралов-
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чи ёпкщ сиртлар буйича муносиб олинган интеграллар йигин- 
диси билан богланади.

Ковакларни чегараловчи сирт нормалларининг йуналишлари 
шу ковакларнинг ичкарисига каратилган булиши керак, чунки 
текширилаётган дажмни чегараловчи ёпи^ еиртнинг тапщи то- 
монга каратилган нормаль йуналиши нормалнинг мусбат йуна- 
лиши дисобланган эди.

31. ВЕКТОРНИНГ УЮ РМ АСИ. СТО КС ФОРМУЛАСИ

Векторнинг уюрмаси таърифи (26.3) бизга маълум:

(f) [¿Sa]
r o ta  =  lim-—тг— • (31.1)

к-o v
Энди биз вектор уюрмасининг бирор йуналишдаги проек- 

циясини текшириб курайлик. Бу йуналишнинг бирлик векто- 
рини п  ор^али белгиласак, ю^оридаги 
бундай ёзамиз:

(f>{п [¿S a]) 
rot„a =  (rot an) =  lim -----у -------

Аралаш купайтма учун:
(ti[dSa\ ) =  (a[ndS\),

демак:

cf (в [п dS])
rot„a =  (rot an) =  l im ------y ....- • (31.2)

Вектор уюрмаеини ани^лашда берил- 
ган ну^тани куршаб олган чексиз кичик 
сирт шаклининг ^андайлиги адамиятсиз 
булганлигидан, ёпи^ сирт цилиндр шаклида деб олайлик (132- 
расм): цилиндрнинг баландлиги Д#, асосларининг юзлари S =  S' 
эса йуналишнинг бирлик вектори п га перпендикуляр булсин.
У ва^тда ёпи^ сирт буйича олинган (j) (а [и 6ÍS]) интеграл асос-
лар буйича олинган j (a [n d S \)  интеграл билан ён сирт буйича 

i
олинган J  (a \n d S \)  интеграл йигиндисига тенг булади:

( a  [«dS]) =  j(a[rad.S]) +  j(a[m¿S]). 
i и

формулага мувофиц,
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Цилиндр асосларининг нормаллари, п векторга коллинеар бул- 
ганлиги учун j (a\ndS\) — О булади, демак:

I
j) (a[ndS ]) = |  (a \n d S \).

п
Цилиндрнинг асоси S ни чегаралаган контур йуналишининг 

бирлик векторини т оркали ва шу контур элементини d l орца- 
ли белгиласак, d l =  d l rz булади. Ён сирт элемента dS  нинг 
бирлик векторини N  орь;али белгиласак, у ва^тда d S  =  Д H dlN  
булади. Энди ёпик сирт учун тапщи нормаль ^абул цилинган-
лиги ва ММ' ■== ДНп эканлиги назарда тутилса, унг ^ул ^оида- 
сига мувофиц, [nN] =  у булади. Демак:

[ndS] =  Д Hdl [nN] =  AHdl т = Д Hdl.
Натижада:

(j) (a[ndS]) =  j" (a[ndS]) = Д// (f) (adI).
ii

Биз олган цилиндр дажми V  нинг 5ДЯ га тенглиги сабабли,
(31.2) дан цуйидагини топамиз:

<£ (adl)
rot„a =  (rot an) =  lira —^— • (31.3)

s—*0 ^

Шуниси мудимки, берилган M нуцта ётган S юзга перпендику­
ляр йУналишнинг бирлик вектори п ва шу 5  юзни чегараловчи 
контур йуналишининг бирлик вектори т, ^ул коидасига муво- 
ф!щ, узаро богланган. Равшанки, вектор проекциясининг сон 
циймати шу векторнинг уз йуналишидагина максимал кийматга 
эга булади. Шунинг учун (31.3) га мувофиь;, вектор циркуля- 
циясининг контур чегаралаган юзга нисбатининг лимити  
максимал цийматга эга булган йуналиш вектор уюрмасининг 
йуналиши ва бу максимал циймат вектор уюрмасининг мо- 
дулига тенгдир.

(31.3) формуладан фойдаланиб, вектор майдон назариясида 
мухим теоремалардан бирини ифодаловчи Стокс формуласини 
келтириб чи^арайлик. Юь;ори тартибли чексиз кичик ми^дор- 
лар эътиборга олинмаса, (31.3) га мувофи^, тубандагини ёзи- 
шимиз мумкин: Г

(rot a n )S =  ) (adl).
Чексиз кичик S  юз нормалининг йуналишини бирлик вектор 
п ашщлайди: S  =  Sn. Демак:

(rot aS)  =  -ji (adl) (31.4)
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булади ва юз нормалининг йуналиши шу юзни чегараловчи 
контур йуналиши билан цул ^оидасига мувофик богланади.

Биз энди ихтиёрий контур билан чегараланган бирор сиртни 
олайлик (133-раем). Бу сиртни S l (i — 1,2, . . . , « )  элемепт- 
ларга ажратиб, дар бир элемент учун, (31.4) га мувофик, бун­
да й ёзамиз: (rot о 5 ;) =  (j) (adlt), сунгра дамма элементлар бу­
йича йигиб чи^амиз:

П П {*
2 (rot aSi) =  2 ф  (adli). (31.5)
i- I  i - i  J

Иккала кУшни элементар контурнинг умумий томони бор. 
Аммо бу умумий томон биринчи ва и'ккинчи элементар кон- 
турлар учун карама-карши йуна- 
лишда. Шу сабабли биринчи кон- 
турга нисбатан маълум бир йуна- 
лишда ва иккинчи контурга нис­
батан царама-^арши йуналишда 
уларнинг умумий томони буйлаб 
вектордан олинган чизи^ли интег- 
ралларнинг йигиндиси нолга тенг 
булади. Натижада (31.5) нинг унг

томонидаги йигинди 2 i ( j )  (adli)
да векторнинг фа^ат берилган 133-раем,
сиртни чегараловчи ташки контур
буйича олинган интеграли (j) (adl) колади. Сирт элементлари- 
нинг умумий сони чексиз куп ва уларнинг дар бири чексиз 
кичик булса, (31.5) нинг чап томонидаги йигиндининг лимита
|  (rot a dS) булади. Демак:

j ^rot adS) — <£ (adl). (31.6)

Бу формула Стокс теоремасини ифодалайди: бирор контур 
буйича олинган векторнинг интеграли шу контур билан  
чегараланган сирт орцали вектор уюрмасининг оцимига 
тенгдир.

Стокс теоремасида вектор ва унинг уюрмаси узлуксиз функ- 
циялардир, контур билан чегараланган сирт эса ихтиёрий олин­
ган икки томонли сирт дисобланади. Бу теорема бир неча 
контур билан чегараланган сирт учун дам ишлатилса булади. 
Хакикатан дам, масалан, най шаклидаги сиртни иккита ¿ 15 
контур чегаралайди, дейлик (134- раем). Агар бу най сирт Аг Л, 
чизик буйича кесилса, у вактда, бу сиртни чегараловчи уму-



144 II БОБ. ВЕКТОРЛАР АНАЛИЗИ

мий контур Ьъ L2 контурлар билан А1А2А1 контурдан тузила- 
ди. Карама-карши АгА2 ва А2Аг цисмлардан иборат A1AZA1 кон­
тур буйича олинган векторнинг чизикли интеграли нолга тенг 
булиб, векторнинг дастлабки Ьъ Ь2 контурлар буйича олинган

чизи^ли интегралларигина ко-
________1-2 лади.

д  Сиртни чегараловчи кон- 
2 турларнинг йуналишлари сирт 

нормалининг йуналиши билан 
мос булиши керак. Масалан, 
134- расмда курсатилган най 
сиртни чегараловчи Ьг ва Ьг 
контурларнинг йуналишлари, 

унг кул коидасига мувофик, танщи нормаль йуналишига мос 
олинди.

(31.3) формуладан фойдаланиб, вектор уюрмасининг Декарт 
компонентларини аницлаш масаласига утайлик. Масалан, вектор 
уюрмасининг г-компонентини топайлик:

ф  (adl)
rot^ а  =  (rot а к) =  lim — ~—  (31.7)

s—>о ^

Берилган чексиз кичик юзни чегараловчи контур тугри турт- 
бурчак шаклида булсин. Вектор уюрмасй.текширилаётган фазо 
нуктаси М  ни туртбурчакнинг уч-
ларидан бири деб ^исоблайлик. У с  я

Декарт системасининг X, Y  у^- 
ларини элементар тугри туртбур- 
чак томонларига коллинеар цялиб 
оламиз. Юз нормали ва контур йу- 
налищлари Декарт системасининг 
ориентациясига мос килиб олинади 
(135- раем).

Бу контур турт кесмадан ибо- 
ратдир. Контур буйича олинган век­
тор интеграли шу кесмалар буйича 
олинган вектор интегралларининг Z  
йигиндисига тенг: 135- раем.

^  {adl) =  J (adl) +  f (adl) - f  J  (adl) +  f (adl) (31.8)
M A AB  BC CM

Ю^ори тартибли чексиз кичик хшкдорларни назарга олмасак, 
унг томондаги биринчи интеграл:

^(adl) = ax (x,y,z)& x  (31.9)
М А
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булади, бу ерда ax {x,y,z) вектор а нинг М нуцтадаги х-ком- 
понентидир. (31.8) нинг унг томонидаги иккинчи интеграл:

( ( ad l) =  ау{х+  Дх, у,z) Ду (31.10)
лв '

булади, бу ерда a v(x +  Дх, у, z) вектор а нинг А ну^тадаги у- 
компонентидир. (31.8) нинг унг томонидаги учинчи интеграл 
Куйидагича булади:

j  {adl) =  — ах {х,у - f  Ду,г)Дх. (31.11)
вс

Унг томонда минус ишорасининг пайдо булишига сабаб, В нуц- 
тадан С ну^тага цараб утилган элементар силжиш расмдаги 
X  уцнинг йуналишига ^арама-карши олинганлигидир.

(31.8) нинг унг томонидаги туртинчи интеграл:

( {adl) =  — ау {x,y,z) Ду (31.12)
см

булади.
Аницланган туртта интеграл цийматларини уз уринларига 

Куямиз:
(j) {adl) =  { ау (х +  Дх, y,z) — ау {x,y,z)} Ду —

— [а х {х,у +  Ly,г) — ax {x,y,z)} Дх. (31.13)

Тугри туртбурчак шаклидаги контур билан чегараланган юз 
S =  ДхДу булганлиги сабабли, (31.7) ва (31.13) дан:

1.-„ ау (х  +  Д*. У, z) — ау (х, у, г) 
rot* а =  lim —------------ дт-----------------

2 Ддг—>0 ЛЛ

— lim йх {х’у +  Ау’г) ~  а* (■*’ У’ ^
Ау—»0 ^ У

келиб чи^ади, демак, хусусий ^осилалар таърифига кура:
, дау дахrot* а -

булади.
Юкоридагидай муло^азалардан фойдаланиб, вектор уюрма- 

сининг долган компонентларини ^ам топамиз. Шундай цилиб:
да, дач

roi* a - n ; - T ä ’

dav дах rot2 a = .  ^ - - df

ю  Майдон назарияси
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булади. Демак:
/даг
W 7 '

да*
dz ) ' + ( % — <3 U 5 > 

Уюрма тушунчаси бизнинг тасаввуримизда ^андайдир ай- 
ланма ^аракат билан богливдир. Д ар^акщ ат, узгармас ÿrç атро- 
фида шу ÿrçrça перпендикуляр булган текисликда ётган айлана

буйлаб текис даракат ^илувчи заррача 
бор деб фараз килайлик (136- раем).

Чизи^ли тезлик вектори v  билан бур- 
чак тезлиги вектори о> орасидаги богла- 

™ нишни ифодаловчи (21.16) формула биз- 
га маълум:

® =  [мг]. (31.16)
Бу ердаги г , «о векторларни компонент- 
лари орцали ёзайлик:

r  =  x i  +  y j  +  zk,
со =  w j  +  -j~ w2k.

У ва^тда:
vx f= [шг];

[юг]
“ гУ.

Vz =  [“ >*]* =  М>*У ~  “ у*, 
Чизицли тезлик вектор уюрмасининг я-компоненти, (31.14) 

га биноан, ^уйидагича булади:
dvz dvv 

rot.® =  з 1- — ^  ••* ду dz

vz ва vy цийматларини аввалги формуладан олиб куямиз:

ro t*  V =  -4 - (¿¿у  — (ОуХ) -  (согх  ■ шх2)-дуУ^хУ ^y^J dz

Мисолимизда бурчак тезлик вектори w узгармас, демак, унинг 
шх , Wy, wz компонентлари ^ам узгармасдир. Шунинг учун:

rot,® =  тх +  <!>х =  2шх .
Чизи^ли тезлик вектори уюрмасининг колган компонентлари 
худди шундай топилади: roty v '=  2 шу, rot, v  =  2 o)z.
Демак:

rot г» =  2 ю, (31.17)
яъни заррачанинг чизи^ли тезлик векторининг уюрмаси шу зар- 
рачанинг икки карра олинган бурчак тезлиги векторига тенг- 
дир.
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32. УЮРМАСИЗ ВЕКТОР. УЮРМАЛИ ВЕКТОР

Потенциал вектор a — g rad?  учун контур интегралининг 
нолга тенглиги бизга маълум;

(|) (a d r) — (j) (grad у dr) =  0.

Шунга кура, вектор уюрмасининг проекциясини ифодаловчи
(31.3) формуладан: (rot grad ? п) — 0 булади, бу ерда п — чек- 
с'нз кичик контур билан чегараланган сирт нормалининг бир- 
лик вектори. Чексиз кичик контур, демак, бирлик вектор п 
ихтиёрий булганлигидан, тубандагини ёза оламиз:

rot grad f  =  0, (32.1)
яъни потенциал векторнинг уюрмаси, нолга тенг.

Энди бирор векторнинг уюрмаси нолга тенг булсин:
r o ta  =  0. (32.2)

У ва^тда Стокс формуласига мувофиц:

$  (adl) =  0 (32.3)

булади. Шу интеграл олинаётган контурнинг ккки ихтиёрий 
нуцтасини олиб, бирини узгармас М0, иккинчисини узгарувчан 
М деб ^исобласак ва контур буйича улар орасидаги йулларни 
/, V ор^али белгиласак, бундай ёзишимиз мумкин:

(j) (adl) — |  (ad l) +  j (ad l) =  0
M o l'M  M IM 0

ёки
J  (adt) =  — j  {adl) =  J  (adl), (32.4)

M 0l 'M  • MlMf, M 0IM

чунки l йул буйича юриш йуналиши узгарса, элементар сил- 
жиш вектори dl йуналиши ^ам ^арама-царшисига узгаради.

(32.4) дан курамизки, узгармас ва узгарувчи икки нукта 
орасида олинган векторнинг чизикли интеграли йул _ шаклига
богли^ эмас, у фацат узгарувчи ну^та функциясидир: j  (adl) — 
=  f  (М). Юцоридаги формуладан равшанки:

(adl) =  d f.  (32.5)
Функция дифференциали билан шу функция градиенти ора­

сидаги богланиш илгаридан бизга маълум (28.8): (grad уdl) =  dy. 
Демак:

(adl) (grad уdl)

10*
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ёки
(а  — grad «р, dl) — 0.

Бу ерда d l  ихтиёрий олинган элементар силжишни ифодалай- 
ди, шунинг учун а  — grad ? — 0 ёки:

а  =  grad f ,  (32.6)

яъни а вектор потенциал вектордир. Шундай килиб, уюрмаси 
нолга тенг булган вектор потенциал вектордир. Бу нати- 
жани бонщача килиб айтиш ^ам мумкин. Агар бирор вектор- 
нинг ё  уюрмаси нолга тенг булса (32.2), ёки циркуляцияси  
нолга тенг булса (32.3), ёхуд чи зщ ли  интеграла йул  шак- 
лига борлиц булмаса (32.4), ёки элементар силжиш вектори 
билан скаляр купайтмаси бирор скаляр функциянинг т ула  
дифференциали булса  (32.5), бундай вектор потенциал век­
тор булади  (32.6).

Потенциал вектор уюрмаси нолга тенг булганлигидан, 
потенциал вектор уюрмасиз вектор деб, у билан характер- 
ланган майдон эса уюрмасиз майдон деб х;ам агпалади.

Стокс теоремасини ифодалашда контур билан чегараланган 
сиртнинг шакли а^амиятга эга эмаслигини биламиз. Бир кон-

турга чексиз куп сиртлар асос- 
ланиши мумкин. Масалан, уму- 
мий бир контурга асосланган 
иккита S 1, S2 сирт ор^али вектор 
уюрмаси бир хил о^имни беради 
ва бу о^им векторнинг шу уму- 
мий контур буйича олинган ин- 
тегралига тенг булади.

137-расм. Вектор уюрмасининг ёпицсирт
оркали о^ими нолга тенг булади. 

Дар^а^и^ат, ёпик сиртда ётган бирор чизик бу ёпик сиртни 
иккита Sj ва S2 сиртларга ажратади (137- расм). Ёпи^ сиртнинг 
мусбат нормали учун ташки нормаль олинганлиги ва нормаль 
йуналишининг контур буйича юриш йуналишига мос килиб 
олиниши эсланса, Стокс формуласига биноан, бундай ёзиши- 
миз мумкин:

j) (adl) =  J(rot adS  ) =  — J  (rot adS , ),
S i  ¿2

бундан:

j(ro t adS  ,)+ j  (rot a d S  ) =  0
Si Si
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ёки
(rot adS) =  0, (32.7)

яъни х;ар цандай ёп щ  сирт орцали вектор уюрмасшшнг 
оцими полга тенг. Демак, вектор уюрмасини тасвир ловчи, 
вектор чизщ лар тубандаги уч %олатнинг бир ид а мавжуд 
булиши мумкин: 1) чексизликда бошланиб, чексизликда ту- 
гайди, 2) ёшщ чизщ лар  %осил цилади, 3) бошланиши х;ам 
йуц охири х1ам йуц, ёп щ  чи зщ ла р  .\ам %осил цилмайди ; 
балки бир-бирига нисбатан ни.\о чтда зич урнашиб, фазодаги 
бирор сирт (масалан, х,алца сирт) буйича узлуксиз равишда 
урала боради. Юцоридаги (32.7) га мувофик, вектор дивер- 
генциясини ифодаловчи (30.1) формуладан:

d iv ro t«  =  0 (32.8)
булади, яъни вектор уюрмасининг дивергенцияси нолга тенг. 

Энди бирор а векторнинг дивергенцияси нолга тенг булсин:
div а =  0, (32.9)

демак, Гаусс— Остроградский теоремасига мувофик:

j>(an)dS =  0 (32.10)

булади. Ёпик сиртни умумий контурга эга икки сиртдан иборат 
десак,

I" (an) dS  +  j  (an) dS  =*= 0
Si S2

ёки
[ (an) dS  =  — j  (an) dS

¿1 - S2

булади. Бу ерда икки сирт учун дан ташки нормаль кабул ки- 
линган. Масалан, биринчи сирт учун ташки нормални кабул 
килсак, кул коидасига мувофик, контур йуналишига мос кел- 
ган иккинчи сирт нормали ташки нормалга карама-каршидир. 
Натижада:

j  (an) dS  =  \ (an) dS,
S i  ¿ 2

яъни умумий бир контур билан чегараланган дар кандай сирт 
оркали вектор окими бир хил булади. Шунинг учун буни би­
рор Ь векторнинг шу умумий контур буйича олинган интегра- 
ли билан боглашимиз мумкин:

j  (an)dS  =  ^ (bdl).
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Лекин бу икки а , Ь вектор узаро кандай богланганлигини 
билишимиз лозим. Юкори тартибли чексиз кичик микдорларга 
эътибор килмасак, чексиз кичик контур билан чегараланган 
S юз оркали вектор окими учун (an)S  ни кабул килишимиз 
мумкин, демак:

(an)S  =  (j) (bdl).
Шунга кура, вектор уюрмасининг проекциясини ифодаловчи
(31.3)формуладан курамизки: (rotara) =  (ап) ёки (ro tЪ —а , п) —0. 
Бирлик вектор п  ихтиёрийдир. Шунинг учун rot&— а  =  0 ёки

а — roib . (32.11)
Шундай килиб, дивергенцияси нолга тенг булган. вектор уюр­
м али вектордир.

Кичик контурнинг нуцталари орщ ли  утувчи вектор чи- 
зицларнинг т уплами (геометрик урна) вектор най дейилади. 
Вектор уюрмасини тасвирловчи вектор чизщ лар уюрма чи- 
зщ л а р  деб юритилади. Кичик контурнинг нуцталари орца- 
л и  утувчи уюрма чизицларнинг т уплам и (геометрик урни) 
уюрма най деб юритилади. /К уда ингичка уюрма най уюрма 
ип дейилади.

(32.10) га биноан, уюрмали векторнинг кар кандай ёпик 
сирт оркали окими нолга тенг. Уюрма найнинг икки Sx ва S2 
кесими билан ажралган кисмидаги ён сиртни S0 десак:

(j) (ап) dS  =  f (ап) dS  +  j  (ап) dS  +  f (#«) dS  =  0
S i  Sz So

булади. Ён 'сиртда нормаль ва уюрма чизиклар узаро перпен­
дикуляр булганлиги сабабли \(a n )d S  =  0, демак:

s0
( (ап) dS  +  J  (ап) dS =  0

S i  St
ёки

j* (ап) dS  =  — f (an) dS
S i  ¿2

ёки нормаль йуналиши контур йуналишига мослаштирилса:

[ (ап) dS =  | (ап) dS
S i  S 2

булади, яъни уюрма найнинг %амма кесимларида оцим бир 
хилдир.

Уюрмали вектор баъзан соленоидал вектор дейилади , 
иккинчи х и л  цилиб айтганда, дивергенцияси нолга тенг бул­
ган вектор соленоидал вектор деб аталади.
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Уюрма иплар гуррисида юдорида айтилганлардаи шундай 
хулосага келамиз: 1) уюрма иплар чексизликда бошланиб, чек- 
сизликда тугаши мумкин, 2) уюрма иплар ёпид чизидлар до- 
сил дилиши мумкин, 3) уюрма ипларнинг бошланиши дам йуд, 
охири дам йуд, уюрма иплар ёпид чизидлар дам досил цил- 
майди, балки улар бир-бирига нисбатан зич урнашган долда, 
фазодаги бирор сирт (масалан, далда сирт) буйича узлуксиз 
Урала бориши мумкин.

Скаляр функция градиента, вектор дивергенцияси ва вектор 
уюрмаси таърифларига биноан:

бу ерда ¿ 5  =  «¿5.
Келтирилган формулалардан равшанки, функциянинг бирор 

нудтадаги фазовий досиласини билиш учун берилган нудтани 
дуршаб олган чексиз кичик ёпид сирт нормалига шу функция 
мос равишда унг томондан купайтирилиб, сунгра керакли ли­
мит олинади. Бу математик амални ифодалаш учун ушбу сим­
вол Дабул дилинган:

Б у символ набла ёки Гамилыпон оператори, ёхуд гамиль­
тониан дейилади (у шаклидаги чолгу асбоби грекчасига наб­
ла деб аталади).

Символик вектор булган набладан фойдаланиб, юдоридаги 
формулаларга мувофид дуйидагиларни ёзамиз:

досилаларнинг таърифларини шартли равишда ифодаловчи 
юдоридаги формулаларда набла символа билан курсатилган

33. НАБЛА-СИМ ВОЛИК ВЕКТОР

(33.1)

(33.2)

(33.3)

(33.4)

(33.5)
(33.6)
(33.7)

а  =  (V о). 
то\а =  [уя].

Баъзи авторлар V символ урнига символ ишлатади. Фазовий
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мос математик амал игу символнинг унг томонида турган 
функциягагина т ааллуцлидир.

Энди фазовий досилаларнинг Декарт компоиентлари оркали 
ёзилишини ^ам эслайлик:

= +  (33.8),

+  %  <33-9)

Скаляр функция градиента ифодасининг унг томонини шартли 
равишда бундай ёзамиз:

gr a d ^ ( i ^ + j ^  +  k ¿ ) f .

Символик векторни Декарт системасида киритиш мумкин:

+  (33.11)

Демак, набланинг Декарт компонентлари тубандагичадир:
—  £

^х дх

Ъу=4-у’ <ЗЗЛ2>
А д

- г ~  дг~'

яъни набланинг Декарт компонентлари Декарт координаталари 
буйича дифференциаллаш амалини курсатади.

Символик вектор у билан а  нинг скаляр к^пайтмасини ку- 
риб чи^айлик:

^  =  ( +  к  ¿Г ’ аX1 +  V  +  ^  =

-  ( * ах1): +  ( У ™ ,  М )  +  ( к а х г) +
й  1 ^ ^  дг 

, д 
ду

+  (*  4 ’ V )  +  (•/ |т> °У') +  ( * :5Г. М )  +  

+(*1- а̂ ) -
Демак, Декарт ортларининг хоссаларига кура куйидагича на- 
тижа ^осил булади:

М-£+§+£
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Унг томондаги ифода вектор дивергенциясининг бизга илга- 
ридан маълум булган ифодасидир.

Энди символик v вектор билан а нинг вектор купайтма- 
сини олайлик:

у« l ic  +  +  k i  a x i  +  ayJ' + а*к

= д
1 дх' axi +

. д
^  ду ' ^ +

t д 
k Tz'

+
. д
1 д х ' a yj +

. д
J fiyi CLyJ + k  дdz'

+
. д
1 дх a,k +

. д ~ 
J ¥ r a*k f \ к Тdz

V

a j t

~Ь

Кавслардаги ифодаларни ^исоблаб чиксак, натижада бундай 
ёзишимиз мумкин:

дОг_
ду

дау
дг

\  ; , (д а х  д а Л  . . (day  д а Л  ъ
) \  дг дх J ^  Г \  дх ду ) '

Унг томондаги ифода вектор уюрмасининг бизга маълум Д е ­
карт ифодасидир.

Потенциал векторнинг дивергенциясини набла оркали ёзиб 
курсатайлик. (33.5) ва (33.6) га мувофик:

div а  =  div grad «р — (у grad f) =  ( w  i) — ( w )  ? =  У2?-
Иккинчи томондан:

д дер . ,д<р . , ду
V2? =(V grad f) +

.d_ 
1 dx

dy

dy ’ dx

dz’ dx ду ̂  dz k J

+

i &*) + («
( tjL  дЛ  i\ A- ( i / U i i -  % i) +
{ 1 dx' d y J ) 1 d y J ) 1 { K dz'  dy J ) ~

+  ( * 4  P z k ) +  i J' i f  T z k )  +  [ k Tz' % k \

Масалан, туртинчи ^ад учун:

(. д dy .
1 дх' ду J I,

д_
’ дх

д2<Р
дудх

' ^ Р  з 
d y J дудх

• д? д/\ _  
’ д у д х

=  0 ,

чунки
dj
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Ёки, айтайлик, бешинчи зад  учун:
( .д_ А /  • д_ ду Л\ =  / . д^ _ . \  ( .  dyd j \  _
\ч*/  ¿>3/’ cty1' j  ’ dy ду*' ) ду'2 J ) 1 1^ ’ дуду)

- ^ i ( i  л  -L_h( ;дЛ  — д2?
£ty2 V J ) dy dy) dy2 ’

чунки,

( л )  =  1 ва |  =  0.

Колган кавслардаги ифодаларни ^ам шунингдек ^исоблаб 
чикса к:

* > - §  + $  + §  <33-13>
булади, бу ерда:

г) 2 Л2 3 Л2
^ “ ¿  +  ^  +  ЙГ (33.14)

(30.8) ва (30.9) да ифодаланган лапласиан билан танишган 
эдик:

Д f  =  div grad *, Д? =  Ц  +  g ?  +  g -  
Шундай килиб:

Д =  v2. (33.15)

A =  fe  +  ^  +  i -  (33.16)
Айтилганлардан равшанки, у2? ¥= (у?)2, яъни у 2? ни (у?)2 дан 
фарк килиш керак.

Лапласианни векторга ишлатиш мумкин:
Д а =  у2а (33.17)

ёки Декарт координаталарида:’
. ,  д2а . д2а . д2а , _.A a - y ~ a - - ^  +  j p  +  ar - (33.18)

Албатта, у 2а  ни (у«)2 дан фарк килиш лозим: у2а  вектор, 
(уа )а эса скалярдир.

Набла билан ундан чапда турган ихтиёрий а  векторнинг 
-скаляр купайтмаси (а у) янги скаляр оператор беради. Бу 
дифференциаллаш операторини скаляр функцияга ёки вектор 
функцияга ишлатиш мумкин. Даставвал скаляр функцияга иш- 
латайлик:

(а у) ? =  (а у ?) =  (а grad f).
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Вектор йуналишининг бирлик векторини Iй десак, а ■— al° бу- 
лади, демак:

Скаляр функция градиента билан шу функциянинг бирор йу- 
налиш буйича ^осиласи орасидаги богланиш бизга маълум:
(/° grad  ?) =  Шундай килиб:

Хуллас, скаляр оператор {а у) ни ихтиёрий скаляр функция? 
га ишлатиш а  вектор модули билан шу вектор йуналиши бу­
йича олинган скаляр функция ^осиласининг узаро купайтма- 
сига эквивалентдир.

Энди скаляр дифференциаллаш оператори (а у) ни бирор 
ихтиёрий Ь векторга ишлатиб курайлик.

Декарт ортлари узгармас булганлигидан уларга нисбатан 
скаляр дифференциаллаш оператори (а у) ни ишлатиш натижа- 
сида ноль чи^ади. Демак:

ши буйича, яъни бирлик вектор 1° билан аницланувчи йуна- 
лиш буйича олинган %осиласи деб юритилади:

(«V) ? =  а {1° grad ?).

(a  v ) f  =  a ^ ' (33.19)

(a v) b =  (a v) ( М  +  by j  +  bz k) =? 
=  (a v) bx i  +  (a  v) by j  +  (a v )b zk.

A mmo (33.19) га мувофи^:

(a v) bx =  a ^ f ,  (а у)Ьу = а (a v) bx =  a ^ f .

У ва^тда:

ёки
(33.20)

булади. Бу ердаги ™ ифода b векторнинг а вектор йунали-

(33.21)
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Бирлик вектор 1° йуналишидаги чексиз яцин икки нуктага Ь 
векторнинг мос келган орттирмаси (33.21) формулада Д Ь ор- 
цали белгиланди. Таърифга мувофик, Ь вектордан а  вектор
буйича олинган косила ^  нинг йуналиши Ъ вектор йуналиши-
дан ^ам, а  вектор йуналишидан зам фар*; килади ва вектор 
узгариши Д Ь нинг лимит йуналиши билан бир йуналишда бу- 
лади. Ь векторнинг бирлик вектор 1° билан анщ ланган йу­
налишда щ ндай суръат билан узгаришини ана ш у ~ ^ о с и л а  
ифодалайди.

Шундай цилиб, (33.20) га мувофиц, скаляр оператор (а у) 
ни ихтиёрий вектор функция Ь га ишлатиш а  вектор модули 
билан шу вектор йуналиши буйича олинган вектор функция 
Ь зосиласининг купайтмасига эквивалентдир. Одатда, (а у )Ь  
ифода Ь векторнинг а вектор буйича градиента дейилади.
(33.20) га мувофиь;, Ь векторнинг а  вектор буйича градиента Ь 
векторнинг а вектор йуналиши буйича олинган зосиласи билан 
а  вектор модули орасидаги купайтмага тенгдир.

Набла оператори ёрдами билан уюрманинг (33.10) ифодаси- 
ни детерминант шаклида ёзиш мумкин:

I J ь
rota = д_ д_ д_ 

дх ду dz 
ах a-у az

(33.22)

бу ерда §^'ау =  деб тушуниш керак ва зоказо.

34. ФАЗОВИЙ ХОСИЛАЛАР УЧУН Б А Ъ ЗИ  М У ^И М  Ф ОРМ УЛАЛАР

Майдон назариясидаги энг музим фазовий зосилаларнинг 
набла ор^али ифодаси бизга маълум:

gтady = •yy. (34.1)
< Ц у а = (у я ) .  (34.2)
го1;я =  [уа] .  (34.3)

Лапласиан Д учун:
Д =  у2- (34.4)

Шулардан фойдаланиб, майдон назариясида куп ишлатила- 
диган бир неча музим формулаларни, шартли равишда булса- 
да, аммо жуда тез ва кулайгина келтириб чицариш мумкин. 
Аралаш купайтма ва икки ^айтали вектор купайтма учун бун- 
дай булади:

(а [Ьс]) =  (Ь \с а]) =  (с [аЬ]). (34.5)
[а [Ь с]] =  Ь (ас) — с (аЬ). (34.6)
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1. Вектор уюрмасининг уюрмасини набла орцали ёзайлик:
rot rot а  =  [v rot а) =  [v [v #]]•

(34.6) га мувофщ:
[ v [ v  а ] ]  =  v ( v а) —  ( v v )а  =  v ( v « ) -  v 2 «  = =

=  V div а  — А a  =  grad div й - Д й .
Натижада:

rot rot a — grad div a —- Да. (34.7)

Юцорида келтйрилган формула ва мисолларда биз набла- 
нинг биттагина функцияга ишлатилишини курдик. Энди наб- 
ланинг функциялар купайтмасига ишлатилишини текшириб 
чицайлик. Наблани бирор функцияга ишлатиш аслидашу функ­
циями мос равишда дифференциаллаш амали зканлигини би- 
ламиз. Икки функция кунайтмасини дифференциаллаш цоидаси 
математик анализдан маълум:

d  (Ф1Ф2) =  Ф2 ^  Ф1 +  фх d  фа,
яъни биринчи функция дифференциалланганда иккинчи функ­
ция узгармас деб, иккинчи функция дифференциалланганда 
биринчи функция узгармас деб царалади, сунгра шу топилган 
ифодалар узаро кушилади. Агар ва^тинча узгармас деб царал- 
ган функциянинг унг ёнбошига с индекс куйиб ёзсак, ^езир- 
гина айтилганларни куйидагича ёзиш мумкин:

d (Ф1Ф2) =  d  (фхфас) +  d  (фхсфа) =  Фгс d 6 t '+ tylc d  ф2.
Узидан чап томонда турган функцияларга дифференциаллаш 
оператори таъсир цилмайди, шунинг учун узгармаслик индекси 
с ни энди ёзишга ^ожат йук. Шундай ^илиб:

¿¿(ФА) =  Фг^Ф 1 +  Ф1 d<]>2.
Шу айтилганларни назарда тутиб, бир неча мисоллар куриб 

чикайлик.
2. Икки скаляр функция купайтмасининг градиентини набла 

ор^али ёзамиз:
grad (? ф) =  v (? Ф) =  V (?с Ф) +  V (Ф Ф с) *

Узгармас мивдорларни набланингчаптомонига утказиш мумкин:
V (?сФ) —' ?с V Ф =  ? V Ф,
V (? Фс) =  Фс V ? =  Ф V ?■

Буларни уз жойига олиб бориб куямиз:

grad (? ф) == ? v Ф +  Фу ?
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ёки
grad (f ф) =  у grad ф +  ф grad у. (34.8)

3. Скаляр функция билан вектор функция купайтмасининг 
дивергенциясини набла оркали ёзайлик:

div (ер а) =  (v, f  а) =  (у, <рса) +  (v, ¥ ас).
Унг томондаги биринчи ^адда турган узгармас ^исобланган ус 
ни набланинг чап томонига утказиш мумкин, демак:

(V ,  ¥с а ) — (<Рс 7 в )  =  ? с ( ? в ) = ?  (V а).
Унг томондаги иккинчи ^ад эса:

(у, у ас) =  (у у, ас) =  (ас у у) = (а у у).
Буларни уз жойига олиб бориб ^уямиз:

div (у а) — у (у а) -}- (а у ер)
ёки

div (© а) — ? div а  +  (а grad ?). (34.9)

4. Скаляр функция билан вектор функция купайтмасининг 
уюрмасини набла ор^али ёзамиз:

ro t(? а) =  [ y , f  а] =  [у, срса] +  [у, «рас].
Унг томондаги биринчи ^ад:

[v,¥ca ] =  ifc V«] =  ¥с[ V«] =  ¥ [V«].
Унг томондаги иккинчи ^ад эса:

[у , у а с]=  |у  у ,а с\ =  [у ? а ] .

Буларни уз жойига олиб бориб ^уямиз:
rot (у а) =  ep[v а] +  [у?  а]

ёки
rot (ер а) =  ер rot а  +  [grad «р а]. (34.10)

5. Икки вектор вектор купайтмасининг дивергенциясини 
набла оркали ёзайлик:

div \ab] =  (у \ab}) =  (у \асЬ\) +  (у [abc]).
Вектор купайтманинг антикоммутативлик хоссасига биноан 
\асЬ\ =  — [Ьас], демак:

div [ab] =  — (у [Ъас]) +  (у [abc]).
(34.5) га мувофиц:

(у [Ъас]) =  (ас [у Щ) =  (а [у &]),
(v [аЬс]) =  (&с [у а]) =  (Ь [у а]).
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Буларни уз жойига олиб бориб цуямиз:
div [ab] =  — (а [ v  &]) +  (b [v а])

ёки
div [a b ] =  (b rot а) — (a rot b). (34.11)

6. Икки вектор вектор купайтмасининг уюрмасини набла 
орцали ёзайлик:

rot [ab] -  [v [ab\] =  [v [acb]] +  [v [а Ъс}).
(34.6) га мувофиц:

[v [асЪ] ] =  ас (v Ъ) — (ас v)b  =  a (v b )  — (a v) b,
[v [abc] =  (bc ? )a  — dc(v a) = (bv) a — #(v a).

Буларни уз жойига олиб бориб куямиз:
rot [ab] =  a  (v&) — (av) b +  (b v) a  — b (v a)

rot [ab] =  a  div b — (a y )b  +  (b y )a  — b d iva .  (34.12)

7. Икки векторнинг скаляр купайтмаси градиентини набла 
орцали ёзайлик:

Биринчи ифодадан у (а сЬ) ни, иккинчисидан эса v (bc a) нианиц- 
лаймиз:

V (ac b) =  \а0 [v b]] +  {ас v ) b =  [a [v  b\] +  (a  v) Ь,
V {Ъс а) =  [Ьс [ V а]] +  (Ьсу)а=  [Ьj v  а]] +  (Ь у) а .

Буларни уз жойига олиб бориб ¡^уямиз:
grad (ab) =  [a [v &]] +  ( « v ) H [ &  [v «]] +  (& v ) «

ёки
grad (а&) == [a rot fe] +  (a  v) b ~f [& rot a] 4- (b v) a. (34.13)

Кисман a = b учун:

ёки

grad (ab) =  v (ab) =  v  (acb) +  v («&,)■
(34.6) га мувофи^:

[ac[vb\] =  v (a cb ) - ( a cv)b , 
[bc [v e]] = v № cc ) - ( & c v) a .

grad (a2) =  2 [a rot a] -f- 2 (a v) a
ёки

(34.14)
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Текширилаётган мисоллар набла билан жуда эдтиёт булиб иш 
куриш лозим эканлигидан дарак беради. Акс долда катта ха- 
толарга пул ^уйилиши мумкин. Шуниси мудимки, набла jça- 
цщ ий вектор эмас, набла фацатгина символик вектордир. 
Ш у сабабли, масалан, вектор уюрмасининг набла оркали ёзи- 
лнши (34.3) га асосланиб, вектор уюрмаси r o ta  га набла у 
перпендикуляр булади дейиш ярамайди. Худди шунингдек, ÿxua 
формулага асосланиб, ихтиёрий вектор а  ва унинг уюрмаси 
r o ta  албатта узаро перпендикуляр булади дейишга дам асос 
fiÿrç. Аммо хусусий лолларда вектор ва унинг уюрмаси бир- 
бирига перпендикуляр булиши мумкин. >

Агар бирор а векторнинг дивергенцияси нолга тент (d iv«= 0)  
булса, (34.2) га мувофик, а  векторга набла у перпендикуляр 
булади деб айтиш ярамайди: йуналиши ва узунлиги ани^лан- 
маган символик вектор дащ-щий векторга перпендикуляр д е ­
йиш асоссиздир. Албатта, бу параграфда набла ишлатиш йули 
билан келтириб чи^арилган формулаларни бевосита аналитик 
усуллар ёрдамида дам топиш мумкин эдн.

Ю^орида наблани майдон функцияларига ишлатиш мисол- 
лари билан танишиб чикдик. Майдон функцияларига набла- 
нинг бир карра ишлатилиши бириняи тартибли дифферен­
циал вектор операция деб аталиш и мумкин. Бизга илгаридан 
маълум градиент, дивергенция ва уюрма шунга мисоллардир. 
Майдон функцияларига набланинг икки карра ишлатилиши- 
ни иккиняи тартибли дифференциал вектор операция десак 
булади. Иккинчи тартибли дифференциал вектор операциялар, 
албатта, бештагина булиши мумкин, чунки div a  =  (у а) дан 
фа^ат градиент олиниши мумкин, grad ? f= у ? дан дивергенция 
ва уюрма олиниши мумкин, нидоят, rot а  =  [у а] дан диверген­
ция ва уюрма олиниши мумкин:

у ( у в )  =  grad div а,
(уу ®) — div grad ©,
[уу ?] — rot grad f ,
(у [у а]) =  div rot а,
[у [у а}\ =  ro tro ta .

Худди шу тарзда давом этиб, янада юцори тартибли диффе­
ренциал вектор операциялар  досил ^илиш мумкин.

35. ЭГРИ Ч И ЗЩ Л И  К ОО РДИН А ТА ЛА Р

Декарт системасининг у^лари тугри чизи^ли ва узаро пер­
пендикуляр, яъни х, у, г координаталар тугри чизи^ли орто- 
гонал координаталардир. Фазо нуктасини биз дозиргача шу
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тугри чизицли ортогонал координаталар билангина аницлаб 
келдик. Бу координаталар нуцта радиус-векторининг Декарт 
компонентларидир (138- раем).

г  =  х1  +  у ]  +  г к .  (35.1)
Баъзи масалаларни текширишда нуцтани Декарт координа- 

талари билан аницлаш ортицча цулайсизлик тугдиради. Фазо 
и у/{./насини анщ лаш  учун текиш- 
ралаётган масаланинг табиатша  
цараб олингаи учта дг, ц8 мац:~ 
дор ишлатиигга турри келади.
Фазо нуцтасини анщ ловчи цъ д2, 
ц-л мщ дорлар нуцтанинг эгри чи- 
зицли /соординаталари дейилади.

Нуцтанинг эгри чизицли коорди- 
наталари билан Декарт координата- 
лари орасида цуйидагн богланиш 
бор:

Я х  =  Я Л х , у , г )  1

(35.2)
Г 3 ■

Я%(х ,у ,г )
Я2(х ,у ,г )

138- раем.

ва аксинча:

еки

х  =  х  (<?!, <?2, д3)
У - У  (Яг,  Яг, Яз) 
г =  г (<?ь  <?2, <?3)

(35.3)

(35.4)г  =  г  (<?ь  ц2, д 3).

Яг, Яг, Яз  функциялар учун изосиртлар:
Яг = (х, У, г) = С и  

Яг =  (■*, у, г) =  С„
Яз  =  (х, у, г) = С 3

булади. Бу  С1; С 2, С 3 константаларга турли цийматлар бе- 
риб, учта оила ташкил этган турли. изосиртларни топа- 
миз. Бу изосиртлар координат сиртлар дейилади.

Фазонинг ихтиёрий нуцтаеида )?ар оилага тегишли биттадан 
изосирт утсин. Демак, фазонинг ихтиёрий нуцтасидан учта ко­
ординат сиртутади. Бу координат сиртларнинг :рр иккитаси бир- 
бирини кесади. И кки координат сиртнинг бир-бирини кесиш 
чизиги координат чизиц дейилади (139- раем). =  Сг- коорди­
нат сирт ва координат чизиц раемда — сирт ва — чизиц 
деб курсатилди.

11 Майдоы назариясн
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Масалан, — Сг ва у2 =  С2 координат сиртларнинг бир-би- 
рини кесиш чизигида дъ ц2 узгармайди, д3 эса узгаради.

М нуцтада координат яизицларга уринма ва эгри чизиц- 
ли  координаталарнинг орта бораётган томонларига цара- 
тилган бирлик векторларни  еь  е2 ва е3 орцалн белгилайлик.

булади, бу ерда I билан к индекслар бирдан учгача узгаради. 
Шартли символ эса / ~ .к  булгаида бирга тенг, I Ф к бул- 
ганда эса нолга тенг, яъни:

Аницлик учун£ь  е2, е3 векторлар ориентациясини унг ориен­
тация деб олайлик. Бирлик векторлар учун:

Хар цандай векторнинг компланар булмаган учта вектор 
буйича ажратилиши бизга маълум. Демак:

Бу ерда аъ а2, а3 вектор а нинг ортогонал ‘эгри. яизицли  
компонентлари дейилади. Улар учун, (35.5) га биноан:

Агар бу бирлик векторлар 
узаро перпендикуляо булса, 
эгри чизицли координаталар 
ортогонал эгри чизицли коор­
динаталар дейилади. Бундан 
кейин биз, тажрибада учрайди- 
ган му^им татбицларни назар- 
да тутиб, фацат ортогонал эгри 
чизицли координаталар билан- 
гина чекланамиз.

Ортогонал эгри чизицли ко­
ординаталар таърифига муво- 
фиц:

139- раем. (е1 ек) =  (35.5)

(35.6)

\е3ег} =  е2 ] 
(<?! {е2е3])= 1

(35.7)

(35.8)
булади.

а — ах +  а2 е2 4- а3 е3. (35.9)

ах =  {аех), 
а2 = {ае2), 
а3 =  (а е3)

булади.
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Радиус-вектор г  эгри чизщли коордииаталарнинг функция- 
си (35.4) булганлигидан:

(35.10)
булади.

Радиус-вектор г  дан дх „ дгшича хусусии щ косила олин-
ганда ?2, узгармас деб дисобланади. Демак, фацат дх нинг 
узгариши билангина богланган радиус-векторнинг охнри дх 
координат чизиц буйичагина узгаради, яъни бу ерда дг коор­
динат чизиц радиус-векторнинг годографидир. Шунинг учун
^  векторнинг йуналиши цх координат чизицнинг уринма йуна-
лиши билан бир хилдир. Натижада бундай ёзамиз:

Худди шунингдек:

дг

дг
д<Ь
дг

дг

дг
дс12
дг
д<7з

Буларни (35.10) га цуямиз: 
дгйг  = с1дхех + дг

дд2 <2^2 + йд3е3. (35.11)

(35.1) ва (35.3) га мувофиц:
дг
¿41
дг
дд,
дг

- У ( & )  

- У
I дг 
'с><72 •

дЦз
дг
=У£г

дг дгЮцоридаги -щ-, щ~, векторлар координат векторлар дейи-
лади. Координат векторларнинг модулларини ифодаловчи мах- 
сус белгилар киритайлик:

( § 1 + 1
< ду

1 +  •

( з | )  +  (>д<2з &̂ ( £ ) ' ■

( « ) * +
,ду_
и?3')’ + ( 0 .

Нх

н ,

н я

дг
а?!
дг
*?2
<?Г

-у[ дх \2 (&Г+1 0 .
У ( ;£ )■ + (£ ) ’ + ' £ ) ’■

дг
V  + ^ з  + и,/-

(35.12)'

11*
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Бу H1, Н2, И3 м щ дорлар Ламэ коэффициентлари дейилади.
(35.12) ни (35.11) га цуямиз:

dr  =  H xdqxex +  H 2dq2e2 +  H3dq3e3, (35.13)

бу ердаги H xdqx, H2dq2, H3dq3 сонлар радиус-вектор элемента 
d r  нинг эгри чизицли компонентларидир.

Радиус-вектор элемента ¿гнинг  модулини ds орцали белги- 
лайлик: \ d r \ — ds, ds2 =  (dr)2. (35.5) ва (35.13) га биноан:

ds2 =  H \dq\ - f  H \dq\ +  H\dq\ (35.14).

булади. <7i, q2, q3 координат чизицлар буйича нуцтанинг эле- 
ментар силжиш векторларини dsx, d s2, d»3 орцали белгиласак,

(35.13) дан курамизки,
dsx =  dsxex — Hxdqxex, 
ds2 ^ d s 2e2 = M2dq2e2, } (35.15) 
ds3 ~ - ds3e3 H 3dq3e3

булади.
Бир-бирига чексиз яцин тур- 

ган иккита А, В нуцтани олайлик 
(140- раем).

А нуцтадан утган учта коор­
динат сирт билан В  нуцтадан 
утган учта координат сирт чек­
сиз кичик эгри чизицли паралле­
лепипед цосил цилади. Бу эле- 
ментар параллелепипеднинг цир- 
ралари (35.15) га биноан:

dsx — /~îxdqx j
ds2 =  H 2dq2 (35.16)
ds3 =  H3dq3 j

булади.
Элементар параллелепипед ёцларининг юзлари:

dcx =  | [d s^s ,]  | '=  H 2H3dq2dq3, '
dc2 =  | [ds3dsx] j =  HsH xdq3dqx, (35.17)
dc3 =  | [dS id iJ  1 =  H xH2dqxdq2.

Элементар параллелепипеднинг ^ажми (35.15) ва (35.8) га би­
ноан:

булади.

d V  =  {dsx [d s js ,] )  =  h xH2H3dqxdq2dq3 (35.18)
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36. ФАЗОВИЙ ^О С И Л А Л А РН И Н Г О РТО ГО Н А Л  ЭГРИ 
ЧИЗИЦЛИ КО О РДИ Н А ТА ЛА РДА  ЁЗИЛИШ И

1. Эгри чизщ ли координаталарнинг скаляр функцияси 
Яз) нинг градиентини текширайлик.

Скаляр функциянинг бирор йуналиш буйича ^осиласи (28.3) 
бу скаляр функция градиентининг шу йуналишдаги проекция- 
сига тенглигини биламиз:

2. Эгри чизицли координаталарнинг вектор функцияси бул- 
ган а(дъ <?2, <?3) нинг дивергенциясини текширайлик. Вектор 
дивергенциясининг таърифига кура:

булади. 140- расмдаги элементар параллелепипеднинг ^ажми V 
булсин. Бизни А нуцтадаги вектор дивергенцияси цизицтиради.

Параллелепипеднинг ёпнц сиртн орцали векторнинг тула 
оцими унинг айрим ёцларидаги вектор оцимларининг йигиндн- 
сига тенг. Биз даставвал АА2В1А3А ёц билан А 1В3ВВ2А1 ёц 
орцали вектор оцимини топайлик: АА2В1А3А ёцнинг юз норма­
ли га царама-царши царатилган, демак, ААгВхА3А нинг юз 
вектори булади. Юцори тартибли чексиз кичик миц-
дорлар назарга олинмаса, ААаВхА3А ёц оркали вектор оцими 
бундай булади:

=  (ёгас!? 1°).
(35.15) га биноан:

булганлиги у

булади.

(36.3)

ААч,В,АзА
| {айа) =  (й

«= — (аег) И,2Н,с1д2с1дя =  — алН М ;,с1д.гс1цп. (36.4)
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АА2ВгА3А ёцдан А1В3ВВ2А1 ёцца утишда q2 билан д3 узгар- 
майди, фацат qx узгаради. Шунинг учун, юцори тартибли чек- 
снз кичик мицдорларга эътибор цилинмаса, A1BSBB2A1 ёц ор- 
цали вектор оцими:

j  (a d a )-(a  [ds2dsa]) +  ~ ^ (а  [ds2ds3]) dql
AiBgßBzA, 4l

булади ёки (35.15) ва (35.7) га биноан:
j  (ada) =  (а [е2е3]) H 2H3dq2dq3 +

ÄtBsBBzAi
* А

~Г dq, {{а [е2е3]) H%H3dq2dq3) dq 1

=  (аег) H2H3dq2dq3 +  -щ- {(аех) H2H3dq2dq3} dqx =

=  a1H2H3dq2dq3 ^ - ( а ^ Щ  dqxdq2dq3. (36-5^

(36.4) га (36.5) га биноан, АА2ВХА3А ва А ^ В В ^  ёцлар ор- 
кали вектор оцимларининг йигнндиси цуйидагича ёзилади:

j  (ada) +  f (,ada) — ~ ( a lH2H3)dq1dq2dq3.
ÄA%BiA3A АхВзВВчАх 41

Шунга ухшаш, цолган икки жуфт ёц оркали цам вектор 
оцимларининг йнгиидиси:

j (ade) +  f  (ada) =  (а ,//.,// ,)  dqxdq2dq3.,
А А !В 2А з А А2В 3 В В гА2 42

[ (ada) +  J  (adv) -  {a.JIlH2)dq^dq2dqs
AA1B3A 2A A 3B2.BB1A3 ^

булади. Сунгги уч ифоданинг йигиидиси элементар паралле- 
лепипеднинг ёпиц сирти орцали векторнинг тула оцимини бе- 
ради:

ф  (ade) =  { ¿ ( Ä / / 3) +  ~  («*//«//,) +

+
д

Элементар параллелепипед ^ажми (35.18) га мувофиц V  =
— булади. Шундай цилиб, (36.3) га биноан,
тубандагнни топамиз:

div а  =  7Щ н 3 (а 1н эн з) -г (а%Н3Н )̂ +
d

+ ^ - ( а 3Я хЯ 2)|. (36i6)
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3. Потенциал вектор a — g rad?  учун d i v a  
A?. (36.6) даги а  урнига g rad?  ни цуйсак:

1

divgrad ? ==

( g r a d ? • H2HS) +  ~  (g rad^  ? - Я 3/ / 1) +

? - Я 1Я 2)

келиб чицади. Градиент компонентларини (36.1) дан олиб, 
юцоридаги формулага цуямиз:

i? 1
НгН2Н3

'H2Hz dv \
, “ г dq 1 )

д
¿is +

+
d<?Y

[ Ht д9» ,
(36.7)

4. Эгри чизицли координаталарнинг вектор функцияси бул- 
ган а{дъ с/2, q¡¡) нинг уюрмасини текширайлик.

Вектор уюрмасининг нормал компонента учун берилган
(31.3) интеграл таърифини эелайлик:

rot„ а п т
а—►О

$)(ads)
(36.8)

бу ерда ds  — контур элемента, о — щ у  
контур бнлан чегараланган юз.

Вектор уюрмасининг ^-чизиц  йуна- 
лишидаги компонента rotqia  н и т е к -  
шириш учун контур сифатида 141- 
расмда курсатилган элементар эгри 
чизицли тугри туртбурчакни олайлик.

Бизни А нуцтадаги вектор уюрма- 
си цизицтиради. Расмда курсатилган

i 7

Из 4 j

__

141- раем.

йуналиши
бир хил

qx-чи-

либ олинди.
Бундай ёзишимиз мумкин:

i {ads) = j (ads) - f  j (ads) + J (ads) + J (ads). (36.9)
A A i A 1A 2 A2A 3 A 3A

Юцори тартибли чексиз кичик мицдорларни эътиборсиз 
цолдириб, унг томондаги интегралларни ^исоблаб чицайлнк. 

Унг томондаги биринчн ^ад (35.15) га биноан:

j (ads) =  (ads2) =  (ае2) H2dq2 =  a2H2dq2. (36.10)
AA\
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Унг томондаги туртинчи ^ад, уша (35.15) га биноан:

]' {ads) =  — j  (ads) =  — (ads3) =  — (ae3) H3dq3 =
A3A AAz

=  —a3H3dq3 (36.11)
булади.

(36.9) нинг унг томонидаги иккинчи ^ад J  (ads) ни ^исоб-
А1А2

лашда сунгги (36.11) даги (ads) ??адга нисбатан qx ва qa уз-
АА3

гармайди, фацат qt узгаради; шунинг учун:

j  (ads) =  a3H3dq3 +  (a3Hsdq3) dq2 (36.12)
A iA 2

булади. (36.9) нинг унг томонидаги учинчи >;ад учун бундай 
ёзамиз:

J (ads) — — j (ads).
А2А3 А3А2

Интеграл |  (ads) ни ^исоблашда (36.10) даги интеграл 
a 3a s

J (ads) га нисбатан qx ва q2 узгармайди, фацат q3 узгаради»
A A i
демак:

f (ads) = a 2H2dq2 +  ~  (a2H2dq2) dq3
A3A2 93

ёки

J (ads) — ct2H2dq2 (ci2H 2dq2) dq3 (36.13)
A2A3

булади. Топилган натижаларни (36.9) даги уз жойларига олиб 
бориб цуямиз:

(j) (ads) = (a3Hs) -  ^  (a2/ / 2)j dq2dq3.

Буни (36.8) га цуйсак ва элементар эгри чизицли тугри 
туртбурчак юзи о =  \[ds2ds3]\ = H2H3dq2dq3 эканлигини эсла- 
сак, тубандагини топамиз:

r ° v « -  -  4 . ( а Л ) !  • < 3 6 Л 4 )
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Вектор уюрмасин-инг цолган икки компонентини ^ам худди 
шундай йул билан чицариш мумкин:

rot?2 а  =  -щщ  jgg- ( a ^ i )  — (а3Н3)| . (36 Л 5)

гоЧ а =  т т { ^ 1 (аг//а) “  * (3бЛ6)
Векторнинг уюрмасини топиш учун сунгги ифодаларни те- 

гишлича еъ е2, е3 га купайтириб, сунгра уларнинг йигиндисини 
олиш лозим:

rot а  “  ТЩь {аь  ^  («2Я 2)| ег +  -щщ  {^ -  (агИ i) —

— 5^  («з#з)| е2 +  тт^г  | ^ -  (аф'2) — ( « i ^ J  е3. (36 Л 7)

Юцорида айтилганларни конкретлаштириш учун дисоблар- 
да купроц учраб турадиган сферик координаталар билан ци­
линдрик координаталарни куриб чицайлик.

37. ФАЗОВИЙ Х ОСИЛАЛАРНИНГ СФЕРИК К О О РД И Н А ТА Л А РД А
ЁЗИЛИШ И

Фазо нуцтасининг сферик 
координаталарини г, 8, «р ор- 
цали белгилайлик(142- раем), 
демак, <?х =  г, q2 =±= 0, <?8 =  «р.

Фазонинг ^амма нущ-ала- 
рини аниклаш учун г ни О 
дан оо гача, 6 ни 0 дан я 
гача ва «р ни 0 дан 2тс гача 
узгартамиз. х, у, z  ни г, 9,
<р орцали ифодалаш мумкин:

х  =  г sin б cos ®, ]
у =  г sin 9 sin «р, 1 (37.1) 
z =  rcos8 . J

Координат сиртлар:
1) <?i — r — const, 

булар маркази О нуцтадаги 
сфералардир,

2) Яъ — ® — const, 142- раем,

2



170 II БОБ. ВЕКТОРЛАР АНАЛИЗИ

булар учлари О нуцтада ва умумий уци Oz булган ярим ко­
нус сиртлардир,

3) q3 =■-- у =  const, 
булар Oz уц билан чегараланган ярим текисликлардир. 

Координат чизицлар:
1) q1 =  г чизицлар — булар q% =  б =  const ва qs =  у =  const 

координат сиртларнинг кесишган чизицлари — радиуслардир,
2) q% =  б чизиклар — булар q3 =  у =  const ва qx ~  г  — const 

координат сиртларнинг кесишган чизицлари—меридианлардир,
3) Яз =  У чизицлар — булар qx =  г =  const ва q2 =  0 =  const 

координат сиртларнинг кесишган чизиклари— параллеллардир.
142- расмдан курамизки:

dsx =  dsr '== dr, ds2 =  ¿so =  гйй), =  dsv — r sin 9 dy.

Бу ердан, (35.16) га биноан, цуйидагини топамиз:
Нг =  Нг =  1,
Н 2 = Н, =  г, (37.2)
Я 3 =  И 9 =  г sin б.

Ламэ коэффициентларини, (35.12) га мувофиц, (37.1) дан 
фойдаланиб топсак з а̂м булар эди.

(37.2) ни (36.2) га цуйсак:
, Г dF , 1 dF , 1 dF _.grad F =  w  er +  -  w  ee 4- ^  e f . (37.3)

(37.2) ни (36.6) га цуйсак:

div a =  я п У  {¿7 (arr*SIn e) +  m К r sin 0) + 1 К r)
ёки

I d  1 d 1 da
div a = -? -r  (r2ar) H-----—r  m  (sin 6a,) 4- --- ..1 . (37.4)ri 0r \ f > r  siii 0 d0 v O' 1 rs in O  df  v >

(37.2) ни (36.7) га цуйсак:
л z? 1 I d / 9 . с dF\ O f .  Q d.F\ , d /  1 й / 1
л/г =  Т^ТТгГнЫ >'2 sm 6 й,-- +  Ж Sin 0 ж  +. ж

1 d /  „ dF\ i 1 д ( . Q dF\
r 2 dr 1

11 ̂>1

1 r 2 sin 0 d tl 'i s i n 0 dtr)

/"2sin 0 jd r   ̂ dr I • d'i dOj dtp l^sin 0 dtp

'ёки

+ w s w  (37-5)
'булади. Лапласиан сферик координаталарда куйидагича ифо- 
даланади:

. \ д ( а д \  1 d / . 0 d \  . 1 d2 
~  r ^ d F y d r )  +  f^siñldS (Sln dfl) +  P s lñ ^ d ^ '  (37.6)
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Сунгги икки ^ад фацат бурчакларнинг узгаришига боглицдир. 
г — 1 деб, шу сунгги икки ^адни манфий ишора билан олиб, 
Л  орцали белгилайлик:

л  =  — {эТгГё аб ( з1п 6 "̂ о) +  (37.7)

Бу ерда курсатилган оператор математик физакада 
катта а^амиятга эга булиб, одатда, у Лежандр операто­
ры: дейылады.

(37.2) ни (36.17) га кУйсак:

го* й =  О Т  { I  < V  81п 9) “  Щ М  } ег +

+  р ж т { ^ ) - ^ ( « / з1п0) } вв +  

+ т { ^ ( " У ) - | ( а4 в9
ёки

1 ( д да0)
г о 1 а = 7ШГв (до(з1п0^ > - ^ - ) ^  +

+  7  { и !  %' -  I  <™^}е> + 1  {;Гг <™»> -  %  • ,  (37.8)

келиб чицади. (37.3) дан фойдаланиб, набланинг сферик коор- 
динаталардаги ифодасини курсатишимиз мумкин:

д . 1  д , 1 д 
7 ~  еГд? +  е ЪТы  +  е<гГв1пОЩ- (37'9)

Набланинг шу шаклига асосланиб, фазовий )?осилаларнинг 
сферик координаталарда ифодаланишини бевосита келтириб 
чицариш мумкин эди. Бунинг учун (33.5), (33.6), (33.7) форму- 
лалардан фойдаланиш лозим. Лекин бу масалага бу ерда тух- 
таб утирмаймиз.

38. ФАЗОВИЙ ХОСИЛАЛАРНИНГ 
ЦИЛИНДРИК КО О РДИ Н А ТА ЛА РДА  ЁЗИЛИШ И

Фазо нуктасининг цилиндрик координаталарини р, ?, г  ор- 
цали белгилайлик (143-раем); демак, .=  р, <?2 =  ?, сь =  г.

Фазонинг >;амма нуцталарини аницлаш учун р ни 0  дан оо 
гача, ?  ни 0  дан 2 я . гача ва г  ни —  оо дан +  оо гача узгар- 
тирамиз. х, у, г  ни р, ?. г  орцали ифодалавд мумкин:

X =  р соэ «р, 
у — р в1п «р, 
г  =  г.

(38.1)
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\Z-W3UH,

Координат сиртлар:
1) qx — р =  const,

булар умумий у^и Oz булган цилиндрлардир,
2) q2 = f  =  const,

булар Oz уц билан чегараланган ярим текисликлардир,
3) q3 =  z  =  const, 

булар Oz ук^а перпендикуляр бул­
ган текисликлардир.

Координат чизицлар:
1) =  р чизицлар — булар q2 =  

=  <f =  const ва q3 — z  =  const коор­
динат сиртларнинг кесишган чизиц- 
лари — O z  укца перпендикуляр ра- 
диуслардир,

2) Яг =  ¥ чизицлар — булар qs — 
=  z  =  const ва qx — р =  const коор­
динат сиртларнинг кесишган чизиц- 
лари — марказлари О z  увда жой- 
лашган ва шу у щ а  перпендикуляр 
текисликда ётган айланалардир,

143- раем. 3 ) q3 =  z  чизицлар — булар qx =
=  р =  const ва q2 — «р =  const коор­

динат сиртларнинг кесишган чизицлари — O z  уода параллелтуг- 
ри чизицлардир. 143- раемдан цуйидагиларни ёзамиз:

dsx =  dsp = dp, 
ds2 =  ds9 =  pdf, 
ds3 — dsz =  dz.

Бу ердан, (35.16) га биноан, куйидагиларни топамиз:

Я 2 =  Но =  р, (38.2)
Н3 = Нг = \ . \

(35.12) га мувофик, Ламэ коэффициентларини (38.1) дан фой- 
даланиб топсак ^ам булар эди.

(38.2) ни (36.2) га цуйсак:
. г .  dF , 1 dF , dF grad F = -г- e 4—  -т-е + -*-er.b dp 9 p dy 9 ' dz r

(38.2) ни (36.6) га куйсак:

div « =  у  +  Uâ )

(38.3)
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£ К И
1 д  1 д а ю д а ,

с И у а = = 7 У р Н )  +  7 ^ ~  +  ^ ' *  (  4 )

(38.2) ни (36.7) га куйсак:

р |др др )  ' ду   ̂ р ду ) д г  д г  

■еки
г  1 д / д Р \  1 д2Р  , д2Р  „ о

р др ( р др )  +  р2 с»?2 +  д г 2 3̂ 8 -5 )

булади. Демак, лапласиан цилиндрик координаталарда цуйи- 
дагича ёзилади:

1 д  (  д  \ , 1 д2 . д2 /о  о £\
у  +  ё Ф + ш -  (3 8 -6)А  —  р др ( 1Р др)

(38.2) ни (36.17) га кУйсак:

го1«  =  -  й  («*) -  тг, (в.Р)1 ео + &  Ю  ~ 1  (а*)} ев +деру г’ дг ^'1 Р (дг г  др 

+  7  (д  ̂ ~ д ^ (ар)} е*
ё.К И ■*«-*{£-£<*.>МЗ'-тк+

1  ( д да„
+  7 Ь т  (38-7)

'булади. (38.3) га биноан, цилиндрик координаталарда набла 
цуйидагича ёзилади:

д  , 1 д . д  /0 0  оч
V ~  е9 д ^ ^  егТг {?&£)

Фазовий ^осилаларни цилиндрик координаталарда, (38.8) га 
биноан, бевосита ифодалаш мумкин. Бунинг учун фазовий ^о- 
силаларни набла орцали ифодаловчи (33.5), (33.6), (33.7) фор- 
мулалардан фойдаланиш керак булади.

39. ГРИН Ф О РМ УЛА ЛА РИ

Майдон назариясида учрайдиган баъзи му^им дифферен­
циал тенгламаларни текшириш учун махсус шаклларда ёзил- 
ган Гаусс—Остроградский формуласидан фойдаланишга тугри 
Келади.

Даставвал Гаусс — Остроградский формуласини эслайлик: 

^<М\ас1У=  <|> апйБ. (39.1)
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Вектор а  ни тубандаги шаклда олайлик:
а =  <р grad ф,

бу ерда ?, ф функциялар ва уларнинг з?осилалари майдоннинг 
чекли, бир цийматли ва узлуксиз функдияларидир, яъни стан­
дарт шартлар номи билан юритилувчи шартларга буйсунган 
функциялардир.

Сунгги формулалардан курамизки, а,г — ва (34.9) га му-
вофиц:

div а  =  d iv  (? grad ф) =  (grad <р g rad  ф) +

+  ¥ d iv  grad ф =  (grad ?  grad ф) +  <рДф.
Шуларга кура, (39.1) бундай ёзилади:

(grad f  grad  ф) +  ?Аф j d V  =  (j) <?|\ d S .  (39.2)

Кисман, ¥ — Ф учун бу формула цуйидагича ёзилади:

|  (grad ?)2 +  ¥ J dV =  ( j)  ¥ %  dS. (39.3)

Агар (39.2) да f  ва ф уринлари алмаштирилса:

j  |  (g ra d  ф grad ?) +  фА<? |  dV ~ ( j)  ф ^  dS

булади. Сунгги ифода билан (39.2) ифода айирмасиии ёзайлик: 
j V ? -  ?Дф)dV  =  ф  (ф Ж -  * | ^ S .  (39.4)

(39.2), (39.3) ва (39.4) ифодалар Грин формулалари  дейилади. 
Бу формулалардан цандай фойдаланишни курсатиш учун бир 
му^им масалани куриб чицайлик.

Майдоннинг бирор М нуцтасида ¥ функдияни аницламоц- 
чимиз. Майдондаги боища Q нуцта билан М  нуцта орасидаги
масофа г булсин. ф функдияни --  га тенг цилиб олайлик:

Ф -  у -  (39.5)

Буни юцоридаги Грин формуласи (39.4) га куйсак:

]' {£ -  Т:1Щ  dv  =  j> [ Ш  -  Ч I  ( т ) } "  <39-6>
булади. Бу ердаги А (— ни махсус цараб чицмоцчимиз. Q би­

лан М орасидаги масофа:

г =  {UQ -  +  (yQ -  y Mf  +  (zQ -  zMf \ T
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булади. Энди — дан (3 нуктада х  буйича биринчи ва иккинчи 
тартибли )$осилалар олайлик:

д

д2 /1 
Ъх2 \ г

( у )
/1
йг

дг
дх,п

1 хг ■ х■м

дхг
■
г*

1
/'3 +  (Хц ■

3 ( -  хм)2

г3 ’
3 йг 

Л! 7 г 4 дхпХм)

ГО

Бонща координаталар буйича олинган мос ??осилалар з^ам шу~ 
лар сингари булади. У вактда:

дх7 д у 2

д2
дг%

х мУ +  (У<?

<Э2 
2 
<2

У л )2 +  (г о - -и)
з . з

гз г 3

Юкоридаги хисобларни М нуцтага нисбатан ^ам такрорла-
~у, + 7-7 - Шундай цилиб:шимиз мумкин, натижада: Д ( у )

Д 3̂
г3 г3' (39.7)

булади. г масофа нолга тенг булмагандагина, яъни <3 нукта 
М нукта билан бирдашиб кетмагандагина, узгарувчи С) нуцта
функцияси булган — учуй тубандаги дифференциал тенглама-
ни ёзиш мумкин:

1 Г  0. (39.8)д

<3 нуцта М  нуцта билан бирлашиб 
кетган таадирда, масофа г — 0,
демак, у  чексиз ва (39.7) га му- 

вофик, д (-~) мавжуд эмас. Ва-
144- раем.^оланкй, Грин формуласи (39.6) 

да иштирок килувчи функциялар 
ва уларнинг ^осилалари узлуксиз ^исобланади. Бу шартнинг 
бажарилиши учун М  нуцтани интеграллаш ^а ж ми дан ажратиб 
чицариш керак. Шу мацеадда кичик г0 радиусли ва маркази М  
нуцтада урнашган сферик сирт 5 0 ни олайлик. Натижада ин­
теграллаш ^ажми ички сирт ¿>0 ва ташци сирт 5, билан чега- 
раланган булади (144-раем).
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(.'5!).8) ни (39.6) га цуйсак:

г ̂ - § { 7 2 - » * ( ■ 7 ) } « +

д а 9 )
1 д<? 
г дп

келиб чицади.
Интеграллаш ^ажмига нисбатан танщи нормаль йуналиши 

М нуктани цуршаган сферик сиртда ичкарига царатилган, ра­
диус-вектор г  эса уша сферик сиртдан таищарига царатилган, 
.демак:

ду______ду д^[ 1 \  д_ /  1 \ __ 1
дп дг' дп I г ) =  д г \ г  ) г 2

Шуларга биноан, (39.9) даги ички сферик сирт 50 буйича олин- 
ган интегрални ёзамиз:

50 ко
Бу ифоданинг унг томонига математик анализдан маълум бул- 
ган урта цийматлар теоремасини татбиц этайлик:

0 20 

Бу ерда ва ? лар ички сферик сиртда ва ? нинг цан-

дайдир урта цийматларидир. интеграл эса Аъг\ га тенг.
50

Натижада:

Энди г0 нолга интилса, ички сферик сирт 50 кичрайиб бо- 
риб, оцибатда М  нуцта билан бирлашиб кетади, функциянинг 
5о сиртдаги урта циймати ? шу М  нуцтадаги функция циймати 
<?м га утади. Натижада:

¡Й> 6  [ г м  - » ж, Ж )  д а " =  - 4Г0+ о ц ;  \  г  дп тд п [ г  Л

•булади.
5»
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Шуни назарда тутиб, (39.9) ни бундай ёзамиз:

(39.10)

Демак, ^ажмнинг бирор нуцтасида функция' цийматини билиш 
учуй, циоман, функциянинг ва бу функциядан нормаль буйи- 
ча олинган ^осиланинг шу ^ажмни чегараловчи сиртдаги ций- 
матлари маълум булиши керак.

Ёпик сирт билан чегараланган ^ажм манбалардан озод (яъни 
Д? == div grad «р =  0) булса, (39.10) дан цуйидагини топамиз:

<39л1>
яъни манбалар булмаган ^ажм ичида ? функция цийматининг 
аницланиши учун шу ^ажмни чегараловчи сиртда <р функция
ва унинг нормаль буйича ~  зрсиласи берилган булиши лозим.

Энди ^ажмни чегараловчи сиртни чексизликка узоцлашти- 
рилган деб ^исоблайлик, яъни интеграллаш ’̂ ажми деб чексиз 
фазояи цабул цилайлик. Шу билан бирга, функция ва унинг 
нормаль ^осиласи чексизликда ушбу шартларга буйсунсин:

г —>оо булса, г«р ва г2^  чеклидир, (39.12)

яъни чексиз узоцлаштирилган сирт учун у функциянинг нолга 
интилиш тартиби у  каби, шу функциядан нормаль буйича

олинган у г досиланинг нолга интилиш тартиби эса у  каби бу-
лади. ВошцаЧа цилиб айтсак, г оо экан, функция ва унинг 
^осиласи нолга интилади.

Хажмии чегараловчи ёпиь; сиртни сфера шаклида олиши- 
миз мумкйн. У вактда сиртнинг юзи г2 га пропорционал ва
f a ^ y j  =  §р(у^±= — булади. Юцорида келтирилган чексизлик-
да ги шарт (39.12) га кура, (39.11) да интеграл остидаги ифода-
нинг нолга интилиши -- - каби булади. Шундай щыиб, чексиз
узо^лаштирилган сирт учун:

Буни назарда тутиб, чексиз фазо учун (39.10) дан цуйидагини 
топамиз:

12 Майдон назарияси

f  =  “ ¿ 1  yd V .  (39.13)
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Бу ерда <р тайин М нуцтада текширилаётган функциядир, бу. 
функдиянинг Д? лапласиани р ж м  элемента (IV турган С1 нуь;- 
тада олинади, г эса М билан (2 орасидаги масофадир. Юцори- 
даги (39.13) формуладан электр майдони назарияси, гравитаци- 
он майдон назарияси ва боища соз?аларда кенг фойдаланилади.

Бир мисол олайлик. Гравитацион майдон дифференциал 
тенгламаси мана бундай шаклга эга:

Д ?  =  4тсур, ( 3 9 .1 4 )

бу ерда *( — гравитацион константадир, р — масса зичлиги. У 
ва^тда (39.13) га биноан, гравитацион майдон потенциали учун 
цуйидагини ёзамиз:

? =  - т | т г ^ .  (39.15)

Бу формула гравитация назариясидан маълум булган Ньютон 
потенциалини ифодалайди.

40. В ЕК ТО Р МАЙДОН ПОТЕНЦИАЛЛАРИ

Вектор майдонни тасвирловчи вектор турли характерда бу- 
лиши мумкин. Масалан, майдон вектори а  уюрмасиз булиб, 
дивергенцияси нолдан фар^ли булиши мумкин, яъни:

го1а =  0, (40.1)
(Ну а =  Т7. (40.2)

Уюрмасиз векторнинг потенциал характерга эгалигини би- 
ламиз, демак, (40.1) га биноан:

а =  grad ? (40.3)
ва буки (40.2 )  га ^уйсак:

а — <11у grad «р =  Т7
ёки

Д«Р =  Р (40.4)
келиб читали. Бу ерда Т7 — берилган «р функция билан тасвир- 
ланаётган вектор майдон манбаини характерловчи скаляр 
функция.

(40.4) ифода Пуассон дифференциал тенгламаси деш ла-  
ди. Агар Т7 — 0 булса, яъни манба йу^ ну^таларда:

Д? =  0 (40.5)
булади. Бу тенглама Лаплас дифференциал тенгламаси  
дейилади.

Шундай килиб, потенциал характердаги вектор майдонни 
текшириш Пуассон дифференциал тенгламасига келтирилади*
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Скаляр функция  ? вектор майдоннинг скаляр-потенциали  
дейалада.

Вектор майдоннинг дивергенцияси йук ва уюрмаси нолдан 
фаркли булиши мумкин:

div b =  0, (40.6)
rot b = с. (40.7)

Дивергенцияси нолга тенг векторнинг, яъни соленоидал век-- 
торпинг уюрмали вектор булиши бизга маълум, демак, (40.6) га 
бииоан:

b  =  rot А (40.8)
булади ва буни (40.7) га цуйсак:

rot Ь =  rot rot А = с 
келиб чик'ади. Аммо (34.7) га мувофи^:

rot rot Л =  grad div А ДЛ,
демак:

grad div Л — ДА = с. (40.9)
Аммо А вектор

div А = 0 (40.10)
шартга буйсунадиган цилиб олиниши мумкин. Ха^и^атан ^ам,
(40.8) га мувофик, А урнига А' +  grad /  ни олиш хам мумкин:

А = А' -г g ra d / ,  (40.11)
бу ерда / — ихтиёрий скаляр функция. Сунгги ифоданинг чап 
ва унг томонларидан уюрма ва дивергенция >;осил ^илайлик:

rot Л =  rot Л ' +  rot g r a d /  =  rot Л ' =  Ь , 
div Л =  div Л ' +  div grad/  =  div A ' +  Д/.

/  функция ихтиёрий булганлигидан фойдаланиб, уни 
div А ' =  — Д / шартга буйсунадиган ^илиб оламиз. У ва^тда 
div А — 0, яъни исбот ^илиниши лозим булган ифода келиб 
чицди. (40.10) ни (40.9) га ^уйсак:

ДЛ =  — с (40.12)
ёки

Д Ах  -  — сх , \
ixAy = - c y, (40.13)
Д Аг =  сг ]

булади, биз яна Пуассон тенгламаларига дуч келдик.
Шундай ^илиб, соленоидал майдонни текшириш вектор 

шаклдаги Пуассон дифференциал тенгламасини ечишга келти-
12*
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рилади. Вектор функция А вектор майдоннинг вектор-по- 
тенциали дейилади.

Энди Пуассон дифференциал тенгламалари (40.4) ва (40.12) 
дан ёки, барибир, (40.4) ва (40.13) дан скаляр-потенциал ? ва 
вектор-потенциал А  ни аницлаб олишимиз керак. Бу потен- 
циалларни т ула майдон учун, яъни чексиз фазо учун то- 
пайлик.

Чексиз фазо учун, (39.13) га мувофиц, функция узининг 
лапласиани ор^али ифодаланиши маълум:

(40.14)

Демак, (40.4) ва (40.14) га биноан:

f = - h ) T dV’ (40.15)

(40.13) ва (40.14) га биноан эса:

А* =  Ц т м -

A, - k ] c-T “ v ’

A-~M^dv
булади. Булардан:

(40.16)

келиб чицади. Шундай ^илиб, вектор майдоннинг у ва А по- 
тенциалларини ани^лаб олдик. Бу потенциаллар Пуассон диф­
ференциал тенгламаларининг ечимларидир, демак, улар (яъни 
?, Ах , Ау, Az) чексизликдаги (39.12) шартларга буйсунади. Биз 
топгап (40.16) даги А  вектор ю^оридагй шартимиз (40.10) га 
буйсуниши керак. Дакикатан, ихтиёрий олинган кузатиш ну^- 
таси М  десак:

divMA  j -± d V  =  ± ^ d i v M(-p jd V

булади. A m m o  с  вектор кузатиш ну^таси М  га богли^ эмас, 
у фа кат элементар ^ажм d V  w a r  Q ну^тасигагина богливдир. 
Демак, (29.8) билан (34.9) га мувофи^:

div î (7 -) =  7 div^  с +  ( с grad^ y )  =  -  ( с grad q 7 ).

diyQ(-7 ) =  7 divQ с +  [ с  gradQ у ).

Яна (34.9) га биноан:
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Бу ердан:

-  ( с gradQ ~  divQ с -  div <? ( у )  =  -  divQ ( - f ),

чунки (32.8) билан (40.7) га мувофик, divQc =  0. Демак: 

div^ ( - f )  =  - d i v Q(-f ) .

Юкоридаги формула куйидагича ёзилади:

ёки Гаусс — Остроградский теоремасидан фойдалансак:

булади. Ёпик сиртни чексизликка узо^лаштириб, чексизлик- 
даги (39.12) шартларни назарда тутсак, d ivMA  =  0 булади, яъни 
(40.16) да ифодаланган А  вектор-потенциал (40.10) шартга буй- 
сунади.

Пуассон дифференциал тенгламасининг чексизликдаги.
(39.12) шартларга буйсунган ечимининг факат биргиналиги- 
ни таъкидлаб утамиз.

Хаки^атан, Пуассон дифференциал тенгламаси берилган бул~ 
син:

Дф =  р. (40.17)
Унинг чексиз фазо учун топилган ечимини биламиз:

S> =  — i . § 7 d V - (40Л8>

Агар иккита турли ф15 Ф2 ечимлар мавжуд булса, у вактда, 
Дфх =  р,  Дф2 =  р ва буларнинг айирмаси Дфх — Д<|2 = Д  (фг—4*2)= 0  
булади. — айирмани ф8 оркали белгиласак:

ф3 =  ф] _ ф 2 (40.19)
Дф3 =  0 (40.20)

булади. Энди (39.3) да ифодаланган Грин формуласидан фой- 
даланайлик:

j  { (grad ф8)2 +  ф3Дф3 J d V  =  ф  фз ^  dS.

Демак, (40.20) га биноан:

j  (grad Фзf d V  -  (j) W -^ d S .
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Чексиз фазо учун сунгги ифоданинг унг томони нолга тенг 
булиши керак, чунки ф функция, демак фх билан ф2 ва улар- 
ыинг айирмаси ф3 чексизликдаги (39.12) шартларга буйсуна-
ди, яъни ф3 билан ёпик сирт чексизликка узоцлаштирилган-

да нолга интилади. Натижада [ (grad ф3)2 d V  =  0. Интеграл 
остидаги ифода мусбат булганлигидан (grad ф3)2 =  0 булади. 
Бу ердан grad^,  =  0, яъни ф3 =  const.

Фазонинг барча нукталаридаги бу константа чексизликда 
нолга тенгдир. Демак, умуман, ф3 =  0 ёки, (40.19) га биноан:

ф ! - ф 2. (40.21)

Шундай ^илиб, Пуассон дифференциал тенгламаси фацат 
биттагина ечимга эгадир.

41. ВЕКТОРНИНГ ПОТЕНЦИАЛ ВА СОЛЕНОИДАЛ 
ВЕКТО РЛ А РГА  А Ж РАТИ ЛИ Ш И

Бирор а вектор билан характерланувчи майдон берилган 
булсин. а вектор ва унинг фазовий ^осилаларини узлуксиз 
функциялар деб }?исоблаймиз. Шу билан бирга, берилган май- 
доннинг чексизликка узо^лаштирилаётган нуцталарида а век­
тор ва унинг фазовий ^осилалари ^ам нолга интила борсин. 
Ш у шартларга буйсунган а векторни потенциал вектор aL 
билан соленоидал вектор а2 йигиндиси деб цараш мумкин :

а = а1 +  а2, (41.1)
ах =  grad ?, (41.2)
a2 = rotA,  (41.3)

бу ерда ф скаляр-потенциал ва А  вектор-потенциал булиб, 
улар а  вектор ор^али ани^ланиши мумкин.

Дардащщат, ^андайдир номаълум F  вектор Пуассон диф­
ференциал тенгламаси ор^али бизга берилган а  вектор билан 
шундай богланган булсин:

&.F — —а. (41.4)
У ва^тда, (40.12) билан (40.16) га мувофи^, бундай ёзишимиз 
м.умкин:

F - i i r d v -

Шундай ^илиб, берилган а вектор ор^али F  вектор бемалол 
анщланади.
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Хозирги текширишимизда бир неча формулалардан фойда- 
ланишга тугри келади. Улар бизга илгаридан маълум:

j  div b d V  =  J) (bdS), (41.6)

j r o t  b d V  =  j)[dSb\, (41.7)
div фй) =  [3 div b +  (b grad ¡3), (41.8)
rot {Щ  =  prot b +  [grad P&], (41.9)

rot rot b =  grad div b — Д&. (41.10)J 
Сунгги формулада b ни F  га алмаштирсак:

— &.F =  — grad div F  +  rot rot F  (41.11) 
булади. Агар — d iv F  ни f  ва r o t F  ни А  ор^али белгиласак:

— d i v F = f ,  (41.12)
rotF  =  A  (41.13)

булади, аввалги (41.11) ифодани ^айтадан кучириб ёзишимиз 
мумкин:

— &F =  grad ? +  rot Л, 
ёки (41.4) га мувофик:

а =  grad ® +  rot А. (41.14)
Бу эса, (41.2) билан (41.3) назарда тутилса, (41.1) ифоданинг 
узгинасидир.

Энди у билан А  ни берилган а  вектор ор^али топиш ма- 
саласига утамиз. Шу ма^садДа (41.5) ни (41.12) билан (41.13) 
га куямиз:

? = - diV( ^ j ~rdV\

A =  voi{ h i) CF dV\
Текширилаётган ? билан А —тайин М ну^танинг функцияси, 
интеграл остидаги а вектор эса узгарувчи Q нуцтанинг функ- 
диясидир, г —шу икки ну^та орасидаги масофа. Шунингучун:

A = l \ ' M ^ dV-
(41.8) ва (41.9) га мувофиь;:

divM [у]  =  y d i v ^  а +  ( a g r a d ^  -Ц =  ( a g rad M 1
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демак:

grad ц - ' ф / ц

¿ j [ g radir
1— а г dV .

Масофанинг четки ну^талари учун куйидаги бизга маълум 
(29.8):

gradAT r ?rad
Демак:

A m gradQTa dV .

Яна (41 8) билан (41.9) дан фойдаланайлик:

a  gradQ4 )  =  div(9 7̂ -
Aivn a

grad£ a rot
rotQa

Q r

демак:

d V -

A = 4 к rotQ — dv +

1 f  divQa  
4rc J r 
1 frot^a

41

dV ,

dV .

Агар (41.6) билан (41.7) ни назарга олсак:
1

4гс -dS 4тс J  г d V,

А
1

4тс ф  d S T  + f c i' tm ^ d V

булади.
Юцоридаги шартимизга мувофи^, чегараловчи ёпи^ сирт 

чексизликка узоклаштирилганда а  вектор нолга интилади, де­
мак, сунгги ифодалардаги ёпи^ сирт буйича олинган интеграл- 
лар нолга интилади. Натижада:

1 f d i v 0 a
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булади, яъни берилган а векторнинг дивергенцияси ва уюр- 
маси орцали ? ва А функциялар бемалол аникланади.

Шундай цилиб, берилган узлуксиз ва чексизликда нолга  
интилувчи x¡ap цандай а векторнинг биргина йул  билан 
икки векторга ажратилииги мумкин (41.1): бири потенциал 
вектор (41. 2) ва иккинчиси соленоидал вектор (41.3). Ска­
ляр-пот енциал берилган векторнинг дивергенцияси орцали 
аницланади (41.15). Вектор-потенциал берилган векторнинг 
уюрмаси орцали аницланади (41.16). Дивергенцияси билан 
уюрмаси маълум булган векторни т ула аницлаш мумкин- 
лиги энди равшан булди.

Векторнинг дивергенцияси билан оцими ва уюрмаси билан 
циркуляцияси узаро цандай богланганлиги бизга илгаридан 
маълум. Демак, векторнинг оцими билан циркуляцияси маъ­
лум булса, текширилаётган вектор майдон тула аницланади.

Чекли сосали вектор майдоннинг бир цийматли аницланиши 
учун, соданинг ички нуцталаридаги дивергенция ва уюрмадан 
ташцари, яна шу сода чегарасидаги нормал компоненти дам 
маълум булиши лозим.

Хацицатан дам, масала икки а', а" ечимга эга булсин:
d iv a ' =  ф, rot a' — w , (а’п) = Ъ, 
div а" =  ф, rot а" =  w , (а"п) =  £, 

бу ердан курамизки:
div (а' — а") =  О, 
rot (а' — а") =  О,

, (а' — а", п) =  0.
(41.18) га биноан бундай ёзамиз:

а' — а" =  gradf.
У вацтда (41.14) ва (41.19) дан:

Д / = 0 ,

булади. Бу дифференциал тенгламаларнинг ечими/ =  const бу- 
лади. Демак, (41.20) дан: а' — а" — а.

42. УЗГАРУ ВЧИ  МАЙДОН

Хозиргача биз шугулланиб келган майдонлар вацтнинг уз- 
гаришига боглиц эмас эди. Вацт узгарииш билан узгармас- 
дан цолувчи майдон стационар майдон дейилади.

(41.17)
(41.18)
(41.19)

(41.20)

(41.21)
(41.22)
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Ностационар майдон учун:
¥ = f  (r ,t)  ёки ? == ? (х, у, z, t), 
a = a ( r ,t )  ёки а = а{х , у, г, t)

булади.
Ностационар майдон скаляр функциясининг узгаришини 

текшириб курайлик. Бу майдонда даракатланувчи бирор зар-
рача тезлиги © =  -^ва унинг Декарт компонентлари:

v* =  Tv
dx 1 

d y !
VJ

dz
v* = d i ,

булсин. 'Гекширилаётган скаляр функция ? (х, у, z, t) вацтга 
нисбатан мураккаб функциядир,. чунки бу ерда Декарт коор- 
динаталари дам вацтга боглицдир. Мураккаб функцияни диф- 
ференциаллаш цоидасидан фойдаланиб, бундай ёзамиз:

d y _д у  ду  dx д у  dy . д у  dz
d t dt 1 d x d t  dy d t 1 dz dt

ёки (42.1) га мувофиц:
4  =
d t dt ' x  d x  1 У dy ~1~~ 2 d z’ 

демак: J  =  .3? -{-(v grad f)

S - 3 + i « v ) f  (42.2)

булади. Бу форму лада ~  функция ? нинг t вацт буйияа ту-

л а  %осиласи, ^  эса функция у нинг t вацт, буйт а хусусий
^осиласидир. Х^аракатсиз заррача уяун (© =  0), (42.2)га му- 
вофиц, функциянинг бирор ^аракатсиз нуктада вацтгагина
боглиц х;олда узгариши хусусий х;осила ^  билан аницлана-

ди. Ш у сабабли хусусий х,осила функция  ? нинг локал  
jf.осиласи, яъни ма.\аллий %осиласи дейилади. Х^аракатдаги
заррачага боглиц булган т ула х/осила ^  эса функция у нингdt
субстанциал %осиласи , яъни асосий jfосиласи дейилади.
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Ностационар майдонни характерловчи вектор учун дам уш- 
буни ёзишимиз мумкин:

чунки а векторнинг Декарт компонентлари ах , ау, а2 нинг 
дар бири учун (42.2) ни ишлатишимиз мумкин. Бу ерда век­

тор а нинг t вацт буйича т ула х,осиласи, ^  эса вектор а
нинг I вацт буйича хусусий ^осиласидир. (42.2) ва (42.3) дан 
аёики, вацт утиши билан бирор майдон функциясининг тула 
узгаришини курсатувчи шу функциянинг вацт буйича олинган 
тула досиласи икки цисмдан иборат: 1)биринчн дад—-хусусий 
досила функциянинг даракатсиз нуцтадаги узгаришини курса- 
тади, 2) иккинчи дад эса функциянинг заррача даракати ту- 
файли узгаришини курсатади. Даракатсиз заррача учун майдон 
функциясининг вацт буйича олинган тула досиласи ва хусусий 
досиласи орасида деч цандай фарц цолмайди.

Стационар майдонни характерловчи функция бу майдон- 
нинг дар бир нуцтасида вацт утиши билан узгармасдан сац- 
ланади. Ш ундай цилиб , стационар майдоннинг скаляр функ- 
цияси ? ёки вектор функцияси а учун бундай ёзишимиз 
мумкин:

43. ХАРАКАТДАГИ СО^А ИНТЕГРАЛЛАРИНИНГ УЗГАРИШИ

Харакатланувчи бирор сода (дажм, сирт ёки чизиц) буйича 
олинган майдон функциялари интегралларининг вацтга нисба- 
тан узгаришини текшириб курайлик. Масалан, ушбу интеграл- 
лар берилган булсин:

Интеграл остидаги ифодаларни нуцта ва вацт функциялари 
деб дисоблаймиз. Бу интеграллардан дар бирининг узгариши 
интеграл остидаги функциянинг узгариши билан интеграллаш 
содасининг узгаришига боглицдир.

Вацт узгариши билан дажм интеграли (43.1) .узгаришини 
текширайлик. Бу дажм интегралининг Ш вацт давомида уму-

(42.3)

(43.1)

(43.2)

(43.3)
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мий орттирмаси икки цисмдан иборат: биринчиси (1) фацат 
Р функциянинг узгаришига боглиц, иккинчиси (II) фацат У  ^ажм- 
нинг узгаришига боглицдир. Шундай цилиб:

=  \^?с1У + \\^рс1У .

Хажм узгармас экан, у вацтда р ж и  ичидаги бирор нуцтада 
функция орттирмаси булади. Бутун ^ажм буйича олинган 
интеграл орттирмаси эса цуйидагича булади:

\^ р й У =  ^ й У с И .

Энди иккинчи кисмни ^исоблаб чицайлик. V  ^ажмни чега- 
раловчи ёпиц сирт 5 нинг элементар юз вектори <¿5 =  йЭп

булсин. Бу элементар юз и 
тезлик билан ^аракат цилса, 
Ш вацт ичида унинг силжиши 
исИ булади. Демак, элементар 
юз х;аракати туфайли (И вацтда 
элементар ^ажм (иа?5) (И эрсил 
булади. 145-расмда ёпиц сирт- 
нинг янги вазияти штрих чи- 
зиц орцали курсатилган. Бу 
элементар ^ажмнинг интеграл

[ рйУ  орттирмасига берган диссаси р («<¿5) сИ га тенг. Хажм 
узгариши натижасида интегралнинг мавжуд булган барча орт­
тирмаси:

И | р £ / 1Л = ф р ( щ « ) * й

булади. Сунгги уч формулага мувофиц бундай ёзамиз:
й
Ш

еки

<и

^Р с1УсИ= [ % ЛУй1- |-ф (р ий8) сИ

( р  ис18).

Унг томондаги иккинчи интегралга Гаусс—Остроградский фор- 
муласини татбиц этсак,

ёки
и  ? й У = ^ с 1 У + ^ й ™ { р и )с 1 У

( 4 з -4 >
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келиб чицади. Шундай цилиб, скаляр ф ункциядан'^аракат - 
даги цажм буйича олинган интегралнинг вацтга нисбатан 
т ула ,\оси.ласини аницладик. Дажм Узгармас, яъни з^аракат- 
сиз (« 0) булса, у вацтда:

булади.
Х,,чракатдаги сирт орцали вектор оцими узгаришини текши- 

райлик. (43.2) да ифодалантан вектор оцимининг сИ вацт даво- 
мидаги умумий орттирмаси икки цисмдан иборатдир: бири (I) 
фа ца т а векторнинг узгаришига, иккинчиси (II) эса фа цат 5 
сиртпинг узгаришига боглиц. Шундай цилиб:

|  {ай$)сИ =  I Ц (ай8)+  II [айЭ). (43.6)

5  сирт з^аракатсиз экан, у вацтда, шу сиртга тегишли би- 
рор нуцтада а  вектор орттирмаси щ Ш булади. Бутун сирт #у- 
йича олинган интеграл орттирмаси эса:

I ^  (ай'З) =

булади.
Энди умумий орттирманинг иккинчи цисмини з^исоблаб чи- 

цайлик.
Харакат натижасида, умуман, сиртнинг шакли ва фазодаги 

вазияти узгариши мумкин. 146- расмда з^аракат туфайли аввал- 
ги вазияти 5\ дан сунгги вазияти 
32 га утган сирт контури штрихлан- 
ган чизиц орцали курсатилган. Биз- >' 
ни цизицтираётган вектор оцими- 51 
нинг орттирмаси сунгги ва аввалги 
вазиятлардаги сирт орцали булган 
вектор оцимлари айирмасига тенг- 
дир, яъни:

П | (ас18)= |  [ас18)— ]* (ас18).
51 146- раем.

Лекин ва 52 сиртларни чегараловчи контурларнинг бир хил 
йуналишда эканлиги назарда тутилиши лозим.

Сиртни чегараловчи контур элемента с11 з^аракатининг тез- 
лиги и  экан, Зуосил булган мос силжиш исИ га тенг булади. 
Контур даракати натижасида зреил булган сиртни 5 ' десак,

\

К
(43.7)

(43.5)
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Sj, S2, S' сиртлар ёпиц сирт з^осил цилади. Бу ёпиц сирт ор- 
цали векторнинг окими:

f> (adS) =  f (a d S ) -f j  (adS) +  J  (adS)
J  S i S2 S ’

булади.
Ташци нормални мусбат нормаль деб з^исоблаганимнзни 

эсда тутиб, сунгги вазиятдаги S2 сиртнинг нормалини асос цп- 
либ олсак, чегараловчи контур йуналишига мос цилиб олинган 

сирт нормалини манфий ташци нормаль билан алмаштирамиз:

=  - j (adS ) -J-j* (adS)-h |* (cidS).
J  S i S2 S '

Контур з^аракатида з^осил булган S ’ сирт нормали ёпиц 
сиртнинг таищарисига царатилганлйги сабабли, 146-расмдан рав- 
шанки, d l нинг udt силжишда досил цилган юз элемента dS  — 
— [dlu] dt булади, демак:

J (adS) =  (f) (a [dlu] dt) =  — (£ ( a  \udl\) dt

ёки аралаш купайтма хусуснятига мувофиц:

[ (adS ) =  — (j) ([au] dl) dt.

Шундай цилиб:

)(adS)=  — j" (adS)+  j  (ad S )— (£  ([an] dl) dt
S i s  2

ёки

II\{a d S )=  j  ( a d S ) -  J  (a d S )=  '(f) (adS )+  (f)([a»] dl)d t.
¿>2 ¿I J  J

Ёпик сирт интегралига Гаусс—Остроградский формуласи ва 
контур интегралига Стокс формуласи татбиц этилса:

II J  (adS) =  j div a d V  +  J  (rot [au] dS)dt
булади, бу ерда d S  — контур билан чегараланган сирт элемен- 
тининг вектори, d V  — шу скрт элемента dS  нинг udt силжиши- 
да з^осил булган з?ажм: d V  = (uds)dt. Демак:

II |  (adS) — J  div a (uds) dt +  j (rot [au] dS) dt

ёки
II j  (adS)= j  (u div a +  rot [au], dS) dt. (43.8)
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(43.7) билан (43.8) ни (43.6) га цуйсак, ^аракатда булган сирт 
орцали вектор оцимининг Ш вацт орасида тула орттирмасини 
топамиз: 

а
¡и

ёки

(ас18)(И — ^  (^-‘¿8^ ей +  Ц (»(1 [у а  +  пй [аи], (18) Л

~  |  (а^5) =  |  +  и  сНу а  +  го! [аи],  (43.9)

Шундай цилиб, царакатдаги сирт орцали вектор оцими- 
нинг вацт буйича т ула %осиласини аницладик. Епиц сирт 
учун (43.9) дан:

(1 ^  (ай8) =  (I) + » (И у а ,  (43.10)л
булади, чунки ёпиц сирт орцали уюрма оцимининг нолга теиг- 
лиги бизга илгаридан маълум.

Энди (43.3) да ифодаланган чизицли интегралнинг вацтга 
нисбатан цандай узгаришини текширайлик. Ь чизиц буйича 
олинган интегралнинг умумий орттирмаси икки цисмдан ибо- 
рат: бири (I) фацат а векторнинг узгаришига боглик, иккинчи- 
си (II) фацат Ь чизиц узгаришига боглицдир, яъни:

— {асИ) (Н = \ (ас11) +  И (аМ). (43.11)

Агар Ь чизиц узгармаса, шу Ь чизицца тегишли бирор нуцта-
да а  векторнинг орттирмаси ~  с11 булади. Узгармас бутун чи-
зик буйича олинган интеграл 
орттирмаси эса: ¿2

11 (аМ) =  | м )  Л  (43.12) ^

булади.
Энди умумий орттирманинг 

иккинчи цисмини ^исоблаш ма- 147-раем,
саласига утамиз. Даракат на-
тижасида, умуман, чизицнинг шакли ва фазодаги вазияти уз- 
гаради. 147-расмда даракат туфайли аввалги вазияти дан 
сунгги вазияти Ь2 га утган чизиц штрихлар билан курсатилган. 
Сунгги ва аввалги вазиятлардаги чизиц буйича олинган вектор 
интегралларининг айирмаси бизни цизиктираётган тула орттир­
манинг иккинчи цисмига тенг, яъни:

II |  {ас11) =  [ (асИ) — \ (айГ). (43.13)
¿ 2  ¿ 1
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Бу ерда Lx ва чизицлардаги юриш йуналишлари бир 
хилдир. Чизиц элемента d l нинг и тезлик билан цилган дара- 
кати натижасида мавжуд булган элементар силжиш udt га 
тенг: dl — udt. Чизицнинг чет нуцталари Л ва В га тегишли 
силжишлар билан чизицнинг аввалги ва сунгги вазиятлари 
CDBAC контур ташкил цилади. Бу контур буйича С дан D га 
караб юриш йуналиши мусбат деб ^исоблансин. У вацтда ай- 
тилган контур буйича олинган а вектор интеграли:

(adl) = (аАиА) dt +  j (adl) — (авив) dt — j (ad 1),
¿2 L\

бундан:

j (adl) — j  (adl) =  (j) (adl) +  (aBnB) dt — (aAuA) dt
¿2 ¿1

булади. Тенгликнинг унг томонидаги биринчи дадга Стокс 
формуласини татбиц этамиз:

J (adl)— [ (adl) =  j (rot adS) -f {(aBuB) — (aAuA)} dt, (43.14)
¿2 Li

бу ерда dS  чизиц элементи dl нинг элементар силжиши u d t да 
зсосил булган юз элементининг векторидир. Юцоридаги контур 
буйича юришнинг мусбат йуналишини назарда тутсак: dS  —
— [udt] d t  булади.

Потенциал векторнинг бизга маълум хусусиятидан фойда- 
ланиб, бундай ёзишимиз мумкий:

(авив) -  (адиА) =  j  (grad (au)dl).

Шу топилган ифодаларни (43.14) га цуямиз:

( (adl) — j (adl) =  j (rot a [udl]) d t -j- j (grad (au) dl) dt.
¿2 ¿1

Аралаш купайтма хусусиятига мувофиц:
(rot a [udl]) =  (u[dl rot a]) = (dl [rot a u]) 

булади. Демак:

] (adl) — j* (adl) =  J ([rot au] dl) dt) +  j (grad (au) dl) dt 
¿2  ¿1

ёкн ,

|  (adl) — f (adl) =  j  ([rot au] +  grad (au), dl) dt.
¿2 ¿1
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(43.13) ни назарда тутиб, бундай ёзамиз:

II ] (adl) =  |  ([rot au] +  grad (au), dl) dt. (43.15)
(43.11) ra (43.12) билан (43.15) ни олиб бориб цуйсак, ^аракат- 
Д(1ги чизиц буйича олинган вектор интегралининг dt вацт ичи- 
да )?осил булган тула орттирмасини топамиз:

Ztj ( a d l ) d t  =

Бундан:

. 4 t ] {ad

Шундай цилиб, ^аракатдагичизиц буйича олинган вектор ин­
тегралининг вацтга нисбатан т ула %осиласини, яъни вацт 
бирлигидаги т ула орттирмасини аницладик.

Агар интеграллаш чизиги ёшщ булса:

булади, чунки градиент циркуляциясининг нолга тенглиги биз- 
га маълум.

Х.аракатдаги со5$а интегралларининг вацт буйича олинган 
тула ^осилаларини ифодаловчи юцорида топилган (43.4), (43.9) 
ва (43.16) формулалар электродинамика, аэрогидромеханика ва 
бошца фанлар учун а>5амиятлидир.

Бир мисол билангина кифояланайлик. V  ^ажмда р зичлик
билан жойлашган М скаляр учун М = J р^Убулади.

Шундай скалярлар борки, ишгол цилган дажми ва зичлиги 
цандай узгаришидан цатъи назар, уларнинг умумий мицдори

ct С*уз.гармасдан сацланадн. Шунинг у ч у н ^  р d V  =  0 ёки, (43.4) га 
мувофиц:

j  |§ -  +  div(pa)jfiiK =  0

булади. Интеграллаш ^ажми ихтиёрий булганлиги сабабли:

-f div (рй) =  0 (43.18)

булади. Узлуксизлик дифференциал тенгламаси деб юри- 
тилувчи бу дифференциал тенглама берилган скалярнинг 
сацланиш цонунини ифодалайди. Бундай скаляр сифатида 
электр заряди, масса ёки энергия олиниши мумкин.

ч
13 Майдон иазарияси

( j ) ( g  +  [rota»],fl?/) (43.17)

i  (gF  ^  +  j  ([roi +  grad {au), dl) dt. 

f)== j* ( |j  +  [votau] -f grad (au), d l 'j. (43.16)
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44. Н ОСТАЦИОНАР МАЙДОН ПОТЕНЦИАЛЛАРИ

Чексиз фазо учун стационар майдон дотенциалини ифода- 
ловчи формула бизга маълум (39.13):

(44.1)

Пуассон дифференциал тенгламасини эслайлик:
А«? =  Р, (44.2)

бу ерда Р — майдон манбаини характерловчи функция. Шундай 
цилиб:

^ =  - ¿ ¡ 1 т .  («-з>

f  нинг М  нуцтада ва Г  нинг <3 иуцтада олинганлигини яна 
уцтириб утиш мацсадида бу формулани бундай ёзиб курса- 
тайлик:

?(М), =  -  (44.4)

Бу ифода, одатда, Ньютон потенциалы, номи билан маълум.
Ностационар майдон функциялари вацт узгариши билан 

узгаради. Узгарувчи манбанинг атрофга бераётган таъсири ^ам 
узгариб туради. Манбадан чиццан таъсирнинг атрофга цандай 
масофага тарцалиши, тарцалиш тезлигига ва утган вацт ора- 
лигига боглиц. Атроф му^итнинг хусусиятлари >^амма жойлар- 
да бир хил булса, таъсир дам ^ар томонга узгармас бир хил 
тезлик билан тарцалади.

Таъсирнинг тарцалиш тезлигини и десак, г масофани утиш- 
да 0. нуцтадан чициб, М нуцтага етиб келгунча кетган -с вацт 
цуйидагича аницланади:

(44.5)

яъни С нуцтада пайдо булган таъсир М  нуцтага т =  вацт
кечикиб келади. Вацтнинг'I пайтида М нуцтага келиб етган 
таъсир, аслида, манба турган Q иуцтада t дан т вацт илгари-
роц пайдо булган, яъни вацтнинг £ — ~  пайтида пайдо бул­
ган. Демак, нуцтада вацтнинг t пайтида текширилаётган по­
тенциал ер (М ,/) учун ф нуцтада жойлашган манбани вацтнинг

у
пайтида олиш лозим. Шундай цилиб, чексиз фазо учун 

бундай ёзишимиз мумкин:

1 Гер (М ,0 =  -  ^  й V. (44.6)
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Ш у формула билан ифодаланган функция у {М,() майдон- 
нинг кечикувчи потенциала дейилади. Узгармас майдон учун 
у Ньютон потенциали (44.4) шаклини олади. Майдон вацтга 
боглиц булиб, аммо таъсир чексиз катта тезлик билан тарцалса 
(демак, и == оо), кечикувчи потенциал, барибир, яна Ньютон по­
тенциали шаклини олади.

Ньютон потенциали Пуассон дифференциал тенгламасининг 
ечими эканлиги маълум. Энди кечикувчи потенциал (44.6) цан- 
дай дифференциал тенгламага мос келишини текшириб ку- 
райлик.

Кечикувчи потенциални икки цисмга ажратиб ёзайлик:

¥ =  ¥1:+ ?2, (44.7)

=  ( « • 8> VI 

р (t — —)
йУ. (44.9), И ' - а

та 4п у2
Майдон текширилаётган М  нуцтани жуда кичик )$ажм ичи­

га олиб, уни Ц  орцалц, цолган барча ^ажмни V2 орцали бел- 
гиладик. Биринчи р ж м  Vx нинг нукталари М  нуцтага жуда
яцин турганлигидан, кечикиш вацти-^ ни назарга олмаймиз,
демак:

*  =  (44Л0> 
Vi

булади; бу эса Ньютон потенциалидир, шунинг учун дар^ол 
унга мос булган Пуассон дифференциал тенгламасини ёзамиз:

A % =  / \  (44.11)

Энди f 2 нинг лапласианини топиш мацсадида (44.9) дан фой- 
даланамиз. Интеграллаш хажми узгармас булганлигидан:

-  ¿ А f  F- ^ T ^ - dv~ - l \  д I ^ <44.12)

бу'лади.
Фацат масофагагина боглиц функция, масалан ф учун,

(37.6) га мувофиц, Ai =  ~ ( г 2 |^)булади. Каве ичида Kÿp-

13*
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•сатилган ифоданинг ^осиласи-^(г2^ )  =  2 г ^ +  г3^ |  булганли-
гидан:

‘ ♦ - т З . - Ф  (44ЛЗ)
булади. Охирги тенгликни ушбу шаклда ёзиш мумкин:

** =  Ц ^ ) .  (44.14)

Энди, (44.1,4) га мувофиц, ф урнига-^/7^ — 7г)ни ^Уйиб ёзай- 
лик:

^ 7 ^ } - ‘ TW.F(, - Í ) -  <44л5>
Вацт t ва масофа г  функцияси F [ t— “ )дан керакли ^осила- 
лар оламиз:

д 2

—F dt

натижада:
—  F \
d r 2  1V а) и* dt2 V a ) 

чицади, буни (44.15) га цуйсак:

I г ) г и2 dt- 1 { и) 
булади. Ни^оят, (44.12) га биноан, бундай ёзамиз:

Vi
Масофа ва ^ажм вацтга боглиц эмас, демак:
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ёки, (44.9) га ва сунгра (44.7) га мувофиц:
д  _  _  1, О2 ('■? — ?i) _ _  ______l_d2Cf,

‘2 и2 dt2 в2 c*¿2 и2 <9¿2
Аммо (44.8) дан:

чунки )?ажм элемента rt'V радиус квадратига тугри пропорцио- 
нал, демак, интеграл остидаги функция радиусга лропорционал 
б.улиб, шар шаклида олинган жуда кичик 1/г хаж.мнинг радиу- 
си нолга интилиши билан юцоридаги интеграл йуцалиб кетади. 
Демак:

Л<Ра =  ф.Щ- (44.16)
(44.7) да ифодаланган тенгликнинг икки томонидан лапласиан 
оламиз: До =  Дох - ¡ • Д©2, сунгра (44.ll) билан (44.16) ни назарда
тутиб, бундай ёзамиз: Д? =  F +  , бундан:

^ - Ш  =  г  (44.17)
келиб чикади.

Шундай цилиб, кеш кувяи потенциал (44.6) га нос бу fi­
zan дифференциал[ тенгламанц топдик. Демак, кеяикувяи 
потенциал юцорида т опилган дифференциал тенгламанинг 
яёксиз фазо уяун еяими булади. F — 0 долда, яъни манбасиз 
нуцталар учун:

4 » - ! я 1 = 0  (44.18)
булади. Бу дифференциал тенглама тулцин твнгламаси д е-■ 
йилади. (44.17) да ифодаланган формула бир жинелимас 
т улцин тенгламаси  : ёки Даламбер дифференциал тенг- 
ламаси дейиладп.

Биз текшириб чиццаи кечикувчи потенциал ностационар 
майдоннинг кечикувчи скаляр-потенциалидир. Ностационар 
майдоннинг кечикувчи вектор потенциали хам, асосан, уша 
дифференциал тенгламаларга буйсунади. Юцорида келтирил- 
ган дифференциал тенгламалар тулцинлар назариясида катта 
а^амиятга эга.

45. БАЪЗИ КУШИМЧАЛАР ВА ТАТБИ!<ЛАР

I. Натурал триэдр. Заррача ^аракатининг траекторияси шу 
заррача радиус-векторининг годографидир. Дозир биз эгри 
чизицли годограф билан шугулланмоцчимиз.
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Эгри чизицнинг бирор нуцтасида унинг уринмасига пер­
пендикуляр булган турри чизиц нормаль дейилади. Эгри, 
чизицнинг уша нуцтасида унинг уринмасига перпендикуляр  
булган текислик нормал текислик дейилади. Эгри чизиц­
нинг берилган нуцтасидаги барча нормаллар шу нуцтадаги 
нормал текисликда ётади.

Эгри чизицнинг тайин нуцтасидан бошлаб, бирор аниц то- 
монга царатиб олинган ёй узунлиги я булсин. М  нуцта радиус-
векторининг ёй буйича ^осиласи ^  эгри чизиц уринмасининг 
орти х га тенглиги маълум:

|  =  (45.1)
Уринма орти х дан ёй узунлиги 5 буйича косила оламиз: 

^ексиз кичик бурилиш бурчагининг вектори 89 ва орт
дифференциали орасидаги богланиш, (21 .11) га биноан, йи =
— [8?,т],бундан:

£ = 1 Н  № 2 )
йъ й~^ в е к т о р  т ортга перпендикулярдир, демак, ̂  вектор нормал
текисликда ётади. Бир-бирига чексиз яцин булган х, х -\-й х  
ортлар орцали утган текисликнинг лимит цолати ёпишма 
текислик дейилади. Бошцача цилиб айтсак, ёпишма текислик
т ортнинг бурилиш текислигидир, вектор ^  эса бурилиш те-

(IXкислигига перпендикулярдир. Демак, (45.2) га мувофиц век­
тор ёпишма текисликда ^ам ётади. Ш ундай цилиб, вектор
йXнормал текислик ва епишма т екислик кесишган турри 
чизицда ётиб, йуналиш и эса йх буйича, яъни эгри чизиц­
нинг ботицлик томонига царатилган. вектор йуналиши-

_ йх
¿5 ¿Я

V орт билан аницланган нормаль бош нормаль дейилади.
Эгри чизщ нинг бирор нуцтасида уринма ортидан ёй узун ­

лиги  буйича олинган %осиланинг модули а'‘

с1'Снинг ортини V орцали белгилайлик, у вацтда: V. Шу

¿в эгри чизицнинг

ту нуцтасидаги эгри лиги дейилади в а о р ц а л и  белгилана-

д и : Ц = \Т 8

11
, Я эса эгриликрадиуси дейилади. Шундай цилиб: 

! = ! •  (45.3)



45. БАЪЗИ К.УШИМЧАЛАР ВА ТАТБИК.ЛАР 199

(45.2) га мувофиц: dz QCp dz
ds — ds , д е м а к ds эгрилик уринма ор-

тйнинг эгри чизиц буйича бурилиш суръати билам ифодала- 
нади. Эгри. чизицнинг М нуцтасида ёпишма текисликка пер­
пендикуляр цилиб олинган. нормаль бинормаль дейилади. 
Бинормаль ортини р орцали белгилайлик. Уринма орти х билан 
бои: нормаль орти V бир-бирига перпендикуляр булиб, икка- 
ласи ^ам ёпишма текисликда ётади. Бир- 
бирига перпендикуляр булган бу учта 
орт унг цул цоидасига буйсунсин, бу 
зсолда:

§ =  [х V ] (45.4)
булади. (45.1) ва (45.2) дан х, V ортлар- 
нинг поляр векторлиги, § ортнинг эса 
псевдовекторлиги равшан. Бу ортлар- 
нинг унг ориентация %осил цилиши 
148- расмда тасвирланган булиб, улар  
натура л  триэдр ёки т абш й триэдрни 
ташки л  цилади деб айтамиз.

(45.4) дан d i
ds

dz
ds +  1'

, I
1 ds\

ds x

ёки, (45.3) ни назарда тутсак: 

1
dv
ds (45.5)

булади. Демак, ^  вектор х ортга перпендикулярдир; бу век­
тор ¡3 ортнинг узига >$ам перпендикуляр, яъни х билан v орт- 
лар ётган текисликда ётади. Демак, ^  вектор х ортга колли- 
неардир:

S = - t . <«-6>
бу ерда у  коэффициент-1̂ , v векторларнинг бир йуналишда ёки
царама-царши йуналишда булишига цараб, ё манфий ёки мусбат
микдордир. Ш у — мицдор эгри чизщ нинг текитрилаётган
нуцтасидаги иккинчи эгрилиги ёки буралиши дейилади, Т 
мицдор эса иккинчи эгрилик радиуси ёки буралиш радиуси 
дейилади.

Р ортнинг чексиз кичик буралиш бурчаги векторини о$ десак,
(21.11) га мувофик, d§ — [оф р] ё к и ^  =  m  булади. Бундан

У вацтда, (45.6) га биноан,di I оф

ds 1 ds
_1_
т

мак, буралишнинг сон циймати бинормаль о
Ts\ бУлади- Де- 

этининг эгри ЧИ-
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з щ  буйича бурилиш суръати билан ифодаланади. 148- расмдан 
фойдаланиб бундай ёзиш мумкин V — [р-в], бундан:

(Ь
(¡Э с1з

ёки, (45.6) ва (45.3) га мувофщ:

[ т '
Уша 148- расмдан: х

+ М
т

(45.7).

№)■ У вацтда, (45.4) га мувофиц:
л __ э -с
й?5 Т й  

булади.
Эгри чизиц буйича силжиш натижасида уринма орти х, 

бинормаль орти. р, бош нормаль орти V нинг узгариши кур- 
сатилган (45.3), (45.6) ва (45.7) т енгликлар Френе-Серре фор- 
м улалари дейилади.

Эгрилик, радиуси оддий скалярдир. /
(45.3) билан (45.1) га биноан, ~  демак:

1
Я2

/  (14 с/ 2 г \ (45.8)

Эгрилик радиусининг оддий скаляр эканлиги бу формула- 
дан %ам очщ  куриниб турибди. Аммо буралиш радиуси од-' 
дий скаляр эмас, у псевдоскалярдир. Дацицатан, (45.5) ва

V ¿у  ̂ ^
(45.6) д а н — у =  х -^  ё к и у  =  -^х  . Бу вектор тенгликнинг

икки томонини V ортга скаляр купайтнрайлик: )
ёки аралаш купайтма хусусиятидан фойдалансак:

( ’
йг

)
булади. Энди (45.1) дан х =  ^ ,(45.3) данэса7 =  Я 

Бу ердан ~ -
¿в'-

си? ¿ 2г . п (Рг 
^ ^ + ^ ^ ’ демак:

йх
йз Я

(45.9)

сРг
¿А'2

д-Г
У щ —■ Я <Рт (Ш (Рг 

(¡Э2' ( йэ2 Я (Рг
Я2 '(Рг (Рг

а з2Ж

Бу топилган натижа билан (45.1) ни назарда тутиб, (45.9) га 
биноан, бундай ёзамиз:

п,  (с1г (Рг (1’2г1\
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ёки (4-5.8) дан фойдалансак:

Сс1г ГаГУ (Рг
(45.10)т 1{Рг (1Ч\

\й?52 йв2)
булади. Буралиш  радиусининг псевдоскаляр эканлиги бун- 
дан аён.

Заррача тезланиш векторини з^аракат траекториясига нис- 
батан уринма буйича ва бош нормаль буйича олинган компо- 
нентларга ажратиш масаласини Френе-Серре формуласидан 
фойдаланиб ^ал цилиш мумкин. Даракатланувчи заррача ра- 
диус-вектори траектория ёйи воритасида вактнинг мураккаб 
, , гт аГг йГг ( й  ..функциясидир. Шунинг учун тезлик вектори V =  еки,

(45.1) га биноан, булади, бу ердан 0 — яъни тез-
ликнинг сон циймати ут илган йулнинг вацт буйича ^оси- 
лас ига те нг. Шундай цилиб, ю —-ь-х. Тезланиш вектори эса:

сЬ й х й й  <Ь , „ йх=  ^т'с-Ьа-7--77 =  .М аГя М М 1 с1$ '
Френе-Серре формуласи (45.3) дан фойдалансак:

Шундай цилиб, тезланиш вектори икки векторга аж рала- 
ди: 1) уринма йуналишидаги та нген циал тез лани т чва

2) бош нормаль йуналишидаги нормал тезланиш
И. Галилей-Ньютон алмаштиришлари. Даракатланувчи зар- 

рачанинг массаси т ва радиус-вектори г булсин. Заррачага
£ г-таъсир цилувчи /  куч билаи заррача тезланиши ораси- 

даги богланиш Ньютоннинг ^аракат цонунига буйсунади:

Заррача ^аракатини аницлашда санаш системаларидан бири 
асос цилиб олинади. Санаш системалари бир-бирига нисбатан 
дар цандай ^аракатда булиши мумкин.

Бир-бирига нисбатан т^рри чизицли текис %аракатдаги 
санаш системалари инерциал системалар деб аталади. Бун- 
дай системалар чексиз куп.

(45.11)
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М еханиканинг нисбийлик принципига биноан, механик  
х.одисаларнинг руй  бериша барча инерциал системаларда 
бар халдар. Демак, механиканинг асосий цонуни — Ньютон- 
нинг даракат цонуни барча инерциал системаларда бир хил 
ифодаланади.

Санаш системасида цабул цилинган координаталар ихтиёрий 
танланиши мумкин. Икки инерциал системани: К  система ва 
К! системани олайлик. К' системанинг К  системага нисбатан

тугри чизицли текис ^аракат тезли- 
ги V булсин. Таърифга мувофиц, V 
вектор узгармасдир. Заррачанинг 
радиус-вектори ва Декарт коорди- 
наталари К  системада г, х, у, г ва 
К! системада г ', х ' , у ' , г’ булсин. 
Тезлик вектори билан аницланган 
турри чизицни х  ва х ' уцлар деб 
^исоблайлик (149-раем).

Бошлангич вацт £ =  0 пайтда К  
системанинг координаталар боши
О ва К' системанинг координаталар 
боши О' бир нуцтада турган десак,

00 ' =  VI булади. У вацтда:
г ' — г  — ’vt (45.12)

ёки о* =  V, =  0 булганлиги учун:
х ' — х — иЬ,

У' =  У .
г' =  2.

(45.13)

Механикада вацт утиши ^амма 
собланади, яъни:

Г =  *.

системаларда бир хил хи-

(45.14)
Инерцаал системаларнанг барадан иккиняисига утиш- 

на ифодаловчи (45.13) ва (45.14) формулалар туплами Г а л и ­
лей -Н ью т он  алмаштирашлари дейилади.

Тинч ^олатда ^исобланган К  системага нисбатан ^аракат- 
даги К ' системанинг V  тезлиги кучирма т езлик  дейилади. Зар­
рачанинг К  системага нисбатан а£  тезлиги абсолют т езлик

.  с1г'
дейилади. Заррачанинг К  системага нисбатан-^-тезлиги нис-
бий т езлик  дейилади. Галилей — Ньютон алмаштиришларини 
вектор шаклда ифодаловчи (45.12) формуладан:

йг й г ' +  V (45.15)Ш
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б у л а д и ,  яъни заррачанинг абсоЛго^
билан /ф и р м а  т езлик и.иринди си га  **езлиги нисбий тезмк 
течликларни кушиш. теоремаси ана тенгдир. Механиканинг 
течлпп! турли инерциал системаЛар ^У ндан иборат. Заррача 
га мунофик: турлича булади. (45л5)

¿¿г'

554 (45.16)
яъин .\амма инерциал системаЛард
л а н и т а  эга. Заррача массасиниНг .  заррача бир хи л  тез- 
ииерциал системаларда бир хил буЛа «рмаслиги, яъни турли 
вида айтилганлардан равшанки, М ехаЛ , «азарда тутилса, Що.
ифодаловчи ( 4 5 . 1 1 )  да курсатилган «^анинг асосий конущни 
инерциал системалар учун оир хцл ёз* ат тенгламаси ^мма 

Классик физика ва механика ф анл Дади. 
я л м а ш т и р и ш л а р и  асос цилиб олицад Рйда Галилей — Ньют

III.  Гравитацион май дон диФферен, 
тавйй масса M¿ нинг *осил килган Гра? 1ад тенгламаси. Нук- 
ланганлигининг вектори g t ва потеции “Итацион майдон Куч. 
в а  (2 9 . 13 ) ларга асосан: Ь  учун ( 2 9 .1 1 ) ,  (29.12)

М ,г ,
g¿ =

'ОН

З а
Т И г,

ёки

булади,

g . =  — grad <fi (45.17) 

у ерда:

=  (45-18)

Нуктавий массаМ/ни куршаб ол- 
ган ёпик сирт орцал.и gi вектор оци- 
мини ^исоблаб чщайлик (150- раем);

i f r T ® )

Бу ерда ёпик сирт оркали утувчи 0цИм 
тавий Mi массага боглик бу^иб, ^пццСи " аКах берилган нуц- 
дай а^амияти йук. Шу сабабли, епц^ Си ^аклининг хеч цан- 
дисоблаб, унинг маркази сифатида Hy^T¿ сферик сиртдеб 
шимиз мумкин. У вацтда (г^аЬ) ва ш j[¡. массани оли.

7 Al,. X  (r¡dS)
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Сферик сирт юзи dS — г\ булганлигидан:

j) (gidS) =  -  4тгТ Mi (45.19)
булади.

Ёп.иц сирт ичида нуктавий Мъ M z,. . . ,Мп массалар булса,. 
шу ёшщ сирт орцали утувчи умумий оци.мни билиш учун юцо- 
ридаги ифодани i  нинг барча цийматлари (i =  1,2, . . п) бу- 
йича йигиб чициш лозим:

ф (gdS) — — 4 icy Ж, (45.20)

8  = t g i ,м
(45.21)

Ai =
¿=1

(45.22)

бу ерда М  — ёшщ сирт билан чегараланган умумий масса, 
g  — шу умумий масса гравитацион майдони кучланганлиги-
нинг вектори, ф {gdS) ёпиц сирт о р кал и утувчи умумий оким. 
(45.21) ва (45.17) га биноан:

п п п

8  =  2  S i = — s  £rad ъ  = — grad 2  ft 
l — l i - 1 i=!

ёки
g  =  — grad f, (45.23)

?= = i} ¥ a  ' (45.24)
;=i

бу ерда f  — умумий масса гравитацион майдонининг потен­
циал и.

Ёпиц сирт билан чегараланган хажмда жойлашган масса 
айрим нуцталарда эмас, балки узлуксиз равишда тацсимлан- 
ган булиши мумкин. Хажмни майда элементларга булиб 
чициб, улардан ихтиёрий бирини AV ва ундаги массани лМ 
оркали белгилайлик. Массанинг бирор нуцта атрофида цандай 
тацсимланганини аницроц билиш учун масса элемента ДМ  нинг 
^ажм элемента А V  га нисбатини тузамиз ва дажм элементини 
мумкин цадар кичик цилиб оламиз. Xаж м элемента  ДУ нол-
га инталганда олинган нисбатнинг ли,мити массасининг
бералган нуцт адаш  зт ли ги  дейилади. Бу зш ликни  р орца- 
ли  белгиласак, таърифга мувофиц:

,. A М dM
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булади. Бу ердан:

М  =  J р dV . ( 4 5 . 2 6 )

(45.20) ва (45.23) формулаларни узлуксиз тацсимланган масса 
учун з$ам ишлатсак булади. У вацтда (45.20) га (45.26) ни цуй- 
сак:

§ (g d S )  =  — 4^ tJ  ? d V  (45.27)

булади. Аммо Гаусс — Остроградский теоремасига мувофиц 
<${gdS)= j  AivgdV. Демак, j  tiivg d V  =  — 4 ^  j  p dV . Интеграл- 
лаш ^ажми ихтиёрий булганлигидан:

div g  — — 4 -¡сур (45.28)
булади. Бу ифода гравитацион майдон назариясининг асо- 
сий формулаларидан биридир. Бу асосий формулани Лаплас 
оператори орцали ифодалаш мумкин. (45.23) ни (45.28) га цуй- 
сак:

Д ? =  4 тс̂ р (45.29)
келиб чицади ёки Декарт системасида:

0 + $  +  S  =  “ "ГР (45.30)

булади. Иккинчи тартибли хусусий ^осилалардан иборат бу 
дифференциал тенглама гравитацион майдоннинг Пуассон 
тенгламасидир . Массасиз нуцталар (р — 0) учун:

Д? =  0 (45.31)
ёки Декарт координаталарида:

Й  +  +  Й  =  0 (45.32)

булади. Бу дифференциал тенглама гравитацион майдоннинг 
Лаплас тенгламасидир.

Юкоридагн (45.18) ва (45.24) га биноан, нуцтавий массалар 
системасининг потенциали;

f  =  -  т S  (45-33)i—i
Ихтиёрий олинган V ^ажмда.р зичлик билан тацсимланган 

М  массани жуда майда цисмларга булиб, уларнинг ^ар бири- 
ни нуцтавий масса деб караш мумкин. Элементар дажм d V  
даги масса dM  .== р4 V булади. (45.33) формуладаги йигиндининг
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лимита булган интегрални ёзиш учун УИ2- ни рd V  билан алмаш- 
тиришимиз керак. Шундай цилиб:

Тf
-р-  dV.г (45.34)

Бу формулада ифодаланган потенциал Ныотоннинг гра- 
вытацыон потенциалы, номы билан юритилады.

Потенциал учун ёрдамчи муло^азалар воситасида топилган 
сунгги ифода кщорида келтирилган Пуассон дифференциал 
тенгламасининг ечими деб ^исобланиши мумкин. Бу масала 
хацида 39-параграфда хам гапирилган эди.

IV. Марказий кучлар майдокида заррача ^аракати. Бирор 
нуктавий манба, масалан, масса ёки заряд майдони берилган 
булсин. Майдонга киритилган заррачанинг манба турган узгар- 
мас Q нуцтага нисбатан радиус-вектори г, майдоннинг зарра- 
чага таъсир кучи Р  деб фараз цилайлик. Кучнинг мивдори 
масофа функцияси, йуналиши эса радиус-векторга коллинеар 
булсин, у холда:

р==р{г)г°  (45.35)
у

булади, бу ерда г° =  — Бундай кучлар марказий кучлар
деыилади. ^аракат мицдори моментининг таърифига мувофиц, 

(11"Ь =  т[ги] = т г  , бу ерда т — заррачамассаси. Вацт буйи- 
ча £  вектордан хосила оламиз:

dL
d t =  т dr dr

d t d t +  m d*r
dt2 =  m

d2r

d2r
dW 0,

чунки х^ракат цонунига биноан m ~ ^ = F = F (r )—  ̂ Шундай ци-> 
либ:

dr"L — т d t const, (45.36)

яъни марказий кучлар майдоныдагы заррачанынг %аракат
мицдоры моменты узгармасдан сацланады. Ь вектор г  в а ^
векторлар текислигига перпендикулярдир, демак, заррача ха- 
ракати шу узгармас текисликда булади.

Таъсир кучининг мивдори масофанинг бирор даражасига 
пропорционал булиши мумкин:

Р(г) =  А г п, (45.37)
бу ерда А — аниц физик константа, п — бирор мусбат ёки ман- 
фий сон. Текширишларда учрайдиган му^им холларнинг бири- 
га п =  1 ва иккинчисига п = — 2 мос келади. Бирикчи хол —
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бу масофага пропорционал булган тортиш кучлари (Л — — а, 
а >  0):

F ~  — «.г. ■ (45.38)
Бундай кучлар гармоник кучлар дейилади.
Иккинчи.дол — бу масофа квадратига тескари пропорцио­

нал булган тортиш кучлари (Л =  — р, р <  0):

F = -  р-£. (45.39)

Бу кучларга мисол цилиб, гравитацион кучлар ёки электро- 
статик кучлар курсатилса булади.

Биринчи долни цараб чицайлик.
¿/VХаракат цонунига мувофиц, F — m у вацтда (45.38) дан:

g - b u ) V  =  0 (45.40)

келиб чицади, бу ерда ш2 =  Юцоридаги дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечимлари:

Г =  &!COS (cot +  q),
Г =  &2cos (mt -f  C’a) (45.41)

куринишларда олиниши мумкин (Ьг ва — узгармас вектор- 
лар, сх ва с2—узгармас скалярлар). Бу хусусий ечимлар йигин- 
диси уша дифференциал тенгламанинг умумий ечимини бе- 
ради:

г  — Ьх cos (Ы Ci) +  b2 cos {wt -f с2). (45.42)

(45.41) даги хусусий ечимларнинг дар бири гармоник тугри 
чизицли вектор тебранишни, (45.42) даги умумий ечим эса 
гармоник эллиптик вектор тебранишни ифодалайди (18-пара­
граф). Ш ундай цилиб , гармоник куя таъсиридаги зарраяа, 
умуман олганда, эллипс буйияа царакат цилади. Куч ман- 
баининг турган нуцтаеи шу эллипснинг геометрик маркази- 
дир.

Энди иккинчи долни цараб чицайлик.
d?r(45.39) да F  урнига даракат конунига мувофиц, m.—jj  Kÿ- 

йилса:

булади.
=  (4 5 -43>
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^аракат мщдори моментини мослаштириб ёзайлик:

L =  т dr
r i i т r r v dt (rr°) d , ns dr „ . dr° 

d t {rr0) = d tr0 +  r -dr
демак:

т гг drQ
d t

Сунгги ва (45.43) ифоданинг чап томонларини узаро ва унг 
томонларини узаро вектор равишда купайтирайлик:

Г г d2r Г П dro
=  Р |г° п dr0'

L  ‘ ■ ж -
= Г °  —dt Г ° f  0 -----

dt

=  Р г' dr°
~dt d t >

чунки орт ва унинг досиласи бир-бирига перпендикуляр бул- 
ганлигидан уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенгдир. (45.36)
га мувофиц, L — const, демак, \L d4

dt2

d_
d t

.  dr
I t

0 dr° „ d
V -di еКИ^

dr
dt

d I  d r
~  dt dt у вацтда

-f pr°i =  0 булади.
Агар узгармас векторни — $е орцали белгиласак:

dr .
litJ +  Р r ° =  — Р бундан г° +  е =

келиб чицади. Сунгги ифоданинг икки томонини радиус-век- 
торга скаляр купайтирайлик:-

r +  (re )  = j  

Аммо ( г  е) =  г е cos {г, е),

dr
dt =  J [ L

dr
d t

dr
dt

1 L, у вацтда:

r { l+ eco s (r ,  e)} =

булади.
Энди (г, e) ¥ ва

г —

р десак:

р
l + / c o s ¥ - (45.44)

Бу формула аналитик геометриядан маълум булган конус 
кесимининг поляр координаталарда ифодаланган тенгламаси- 
дир (р  — параметр, е — эксцентриситет), е <  1 булса, конус 
кесими эллипс булади ва куч манбаинингжойлашган нуцтаси 
шу эллипс фокусларидан бири дисобланади.
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Масофа квадратига тескари пропорционал булган марка- 
зий куиш р  таъсиридаги заррача %аракати, одатда, Кеплер 
царакапш дейилади.

V. Келтирилган масса. Юцоридаги Кеплер даракатини тек-
111 нрн шли юритилган мулодазаларда биз майдон таъсиридаги 
ни|>|>.-!ча майдон манбаига таъсир цилмайди, демак, бу манба 
Ку:налмасдан тинч туради деб дисоблаган эдик. Дацицатда 
мапба билан заррача узаро 
таксир цилади.

Мапба дисобланган зарра- 
чапинг массаси М ва фазода 
нхтиёрий олинган О нуцтага 
нисбатан радиус-вектори /?2 
булсин. Манба билан узаро‘ 
таъсир этаётган заррачанинг 
массаси т ва уша О нуцтага 
нисбатан радиус-вектори булсин (151-раем). Заррачанинг
манбага нисбатан радиус-вектори фА/- учун:

/?2. (45.45)

Харакатнинг тегишли тенгламаларини ёзайлик:

Л 2  ^ 2 > П 1  й Р  1 -

Бу е,рда Ръ /^ к у ч л а р  заррачалар орасидаги масофа функция- 
си булиб, шу масофа буйича йуналган ва бир-бирига царама- 
царшидир:

/= ■ ,= /(О Л  г°.
У вацтда:

М Ш  т Ш =  - / ( г )  (45.46)У V ) . ,

т %
¡ и  1

г- -  с -  Д/Г I Абулади. Бу тенгламалардан: М  +  т — О, демак:

^  т ~  С0П8̂  (45.47)

Икки заррача системаси инерция марказннинг радиус-вектори,
(18.1) га мувофиц, Я с =  булади. . Бундан инерцияМ  +  т
марказннинг тезлигини топамиз:

Ш \ М +  т I \ йЬ 1 йЬ

14 Майдон назарияси
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У вацтда, (45.47) га биноан, инерция марказининг тезлиги уз- 
гармасдан сацланади =  сопэ^, яъни узаро таъсир этаётган
икки заррачанинг инерция маркази тугри чизицли текис дара- 
катда ёки тинч долатда булади.

Бизни цизицтирган масала икки заррачанинг узаро нисбий 
даракатидир. Демак, санаш системасини шундай цилиб олиш 
мумкинки, унга нисбатан инерция маркази тинч долатда бул- 
син.

Юцоридаги (45.46). теягламаларнинг биринчнснни М га, 
иккинчисини т га булиб сунгра улардан айирма олайлик:

булади. Сунгги ифодани массаси ^ булган цандайдир заррача 
даракатининг дифференциал тенгламаси деб дисоблаш мум- 
кин. Фараз цилинган бу заррачанинг инерция марказига нис­
батан радиус-вектори узаро таъсир цилувчи икки заррачанинг 
нисбий радиус-вектори г  га тенглигини куриб турибмиз. (45,48) 
га мувофщ таърифланган масса келт ирилган масса деб 
аталади.

Шундай цилиб, узаро таъсир цилувчи икки заррача систе- 
масининг даракати Урнига келтирилган массага эга заррача­
нинг инерция маркази атрофидаги даракатини текшириш мум- 
кин.

(45.48) га мувофиц:

Биз майдон манбаининг массаси майдондаги заррача масса- 
сига нисбатан жуда катта (М >  т) булгандагина келтирилган 
массани т билан алмаштириш мумкинлигини куриб турибмиз; 
демак, майдон манбаи турган нукта даракатсиз инерция мар­
кази деб каралса булади.

Осмон механикаси, атом назарияси ва боища содаларда 
келтирилган масса тушунчаси катта адамиятга эгадир.

м  г  т4- —  | / ( г )  г° ёки (45.45) га мувофик,—

Кавсдаги ифодани — орцали белгилайлик: —

==Ж  +  ^ ’ бУвдан:
М т (45.48)^  М  -¡- т

келиб чицади. У вацтда:

(45.49)

т (45.50)
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VI. Заррачанинг мураккаб ^аракати. Заррачанинг дара ка­
ти турли санаш системаларига нисбатан турличадир. Санаш 
системалари дам бир-бирйга нисбатан турлича даракат килиши 
мумкнн. Асоснй деб дисобланган санаш системаси К  система 
ва унга нисбатан даракатланувчи санаш системаси К' система 
булсин. Заррачанинг радиус-вектори К  системада г  ва К' сис- 
темада г '  булсин, К’ система боши- 
иинг К  система бошига нисбатан 
радиус-вектори Я  булсин (152-расм).
Заррачанинг К  системага нисба­
тан ^аракат и мураккаб даракат  
(ёки абсолют даракат) ва К' сис­
темага нисбатан ^аракат и нис- 
бий царакат, А" системанинг К  
системага нисбатан %аракати эса 
куш рма даракат дейилади. Расм- 
дан равшанки: X '

г  =  К +  г \  (46.51) ,52.раш
Узгармас деб дисобланган К  систе­
манинг Декарт ортлари I, / ,  к  дам узгармайди, даракатланувчи 
К' системанинг Декарт ортлари / / У / к ’ эса узгаради. Тегишли 
радиус-векторлар:

г — л-/  у]  4  гк, .
г ' =  х ’Г 4- / /  +  г 'к '  ̂ 0 ;

булади. Сунгги нфоданн вацт буйича дифференциаллаймиз:
йг'
<и

(с1х'
Ы 1

(IV а у , йкг
\

Векторнинг чизикли тезлиги ва бурчак тезлиги орасидаги бог- 
ланишни ифодаловчи Эйлер формулами (21.16) га биноан:

%  =  [»*']
М’ г (45.53)

булади. У вацтда:
х си у -ш + 2 - •сИ К ' ] ,

демак;

(И
__ / Ах' | ау’/ ~ \ - % к ' ) +  К ' | .(И (45.54)

Шуни назарда тутиб, (45.51) ни вацт буйича дифферендиал- 
лайлик:

йг
ш

(Ш
<и

(1х'
(И V + 4У

(И ^ сИ к ' ) - г  К ' ] . (45.55)

14*
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Зарраяанинг К системага нисбатан тезлиги абсолют т ез­
л и к  дейилади:

(45.56)

Агар К! система К  системага нисбатан ^аракатсиз булса,
— 0 ва «) =  0 булади. К' системада зарраяа турган нуцта-

нинг К системага нисбатан тезлиги куяирма тезлик дейила­
ди, демак, у:

®А =  7 ? - Н ЮГ'] • (45-57)
булади. Агар К ' система айланма ^аракатда булмаса (со =  0), 
унинг барча нукталари бир хил ^  кучирма тезлик билан ^а- 
ракатланади, яъни бу нуцталар бир хил снлжиш билан илга-

Ар
риланадн. Бундай %аракат илгариланма %аракат, эса и л ­
гариланма т езлик дейилади. Илгариланма тезликни <иа орца- 
ли белгиласак:

=  (45.58)

булади.
Зарраяанинг К ' системага нисбатан тезлиги нисбий тез­

лик дейилади, демак у:

* . = ‘4 ‘' + % 1 ' + % к ' <45-5э>
булади. Шундай цилиб:

‘Оа =  Уа +  +  [«'•'] (45.60)
ёки ^

яъни абсолют т езлик куяирма т езлик билан нисбий тезлик  
йитндисига тенг.

Заррачанинг ^аракат тезланишини текшириб курамиз. Шу 
мацсадда (45.60) ни вацт буйича дифферендиаллаймиз:

Ф,уа йуа йун 
<и М ' м

<й» Л Г <1г'
(45.61)

бу ерда бурчак тездигининг вацт буйича ~  ^осиласи буряак 
тезланишидир.
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Заррачанинг абсолют тезланиши  ва илгариланма тезла- 
ниши учун цуйидагиларни ёзамиз:

__ d v a _  d‘¿r
Wa ~  Ht =  rfP’

dv„ 
W„  =  - г г  =d t

d2R  
d t3 '

(45.62)

(45.63)

(45.59) дан: 
dH '

~dt
d2 у  __  _____

d t2 * 'Л 2' j  ^  +  ^ ^ 7  +
dx' d l' 
dt dt

dy ' d j '  d z ' d k ' 
~dt ~dt ~dt ~dt

булади. Бу ифоданинг унг томонидаги биринчи учта дадни 
ёзишда V, / ,  k ’ ортлар узгармас деб дисобланди, Демак, зар­
рачанинг К ' системага нисбатан тезланиши, яъни нисбий тез- 
ланиш и w H бундай булади:

w dH'  
d t2 i ' + dH' -, 

d t2 J
dH ' 
d t2 k \ (45.64)

демак:
d-o
■— -  =  w  ■ d t

dx' d i' dy ' d j ' 
d t d t d t dt

d z ' d k ' 
dt d t

ёки (45.53) ва (45.59) га мувофиц:
d vH
J e ® r + W -

d r '(45.54) га (45.59) ни куйсак, ~  ~ v h-\-[<a г ’\ ,  у вацтда:

d rr(I) dt

(45.65)

(45.66)

булади. Энди (45.62), (45.63), (45.65), (45.66) ларни (45.61) га 
кУямиз:

w tt -f w H +  2 [œej +  [ *  r ' ]  -f  [®[®r']J. (45.67)

Кучирма ^apaкат тезланишини билиш учун бу формулада 
нисбий тезлик билан ниббий тезланиш нолга тенг деб ^исоб- 
ланиши к е р а к :^  =  0, %юн =  0. Демак, к^яирма тезланиш уяун:

dto
W k  —  W u

булади. У вацтда:
dt +  [©[юг']]

w a ^ w H - \- w k +  2\wvH\

(45.68)

(45.69)
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келиб чицади. Нисбий у;аракат билан куш рма царакатнинг 
узаро таъсирида цосил булган цушимяа 2 тезланиш
бурилиш тезланиши ёки Кориолис тезланиши дейилади:

(45.70)

Шундай цилиб:
=  w h +  w k +  ^кор - (45.71)

яъни абсолют тезланиш  нисбий, куш рм а ва Кориолис тез- 
ланиш лари йириндисига тенгдир. Мураккаб ^аракатда тезла- 
нишларни цушиш теоремаси ана шундан иборат.

(45.70) га мувофиц, Кориолис тезланишининг нолга тенг 
булиши учун ё ю =  0 ёки vh — 0, ёхуд w билан v H коллинеар

булиши керак.
Хусусий бир з^олни куриб чи- 

/ц цайлик. К ' система узгармас уц 
атрофида текис айланма ^аракатда 
булсин, яъни to =  const ва R =  const,
у вацтда w u =  0 ва 0 булади,

— !/' демак (45.68) га мувофиц:

w k =f [ft)[ft)/"]] (45.72)

булади. 152- расмдаги Z ва Z' Уцлар- 
ни айланиш уцига параллел цилиб 

X  олишимиз мумкин (153- раем), де-
153-раем. мак> w =  *&• Икки цайтали вектор

купайтма хусусиятига кура:

w k г  Ы б г ' } } = y { k ’{k'r']}\=
= О)2 {k'(k'r') -  (k 'k ') r '}=^{z 'k '  -  г'}

булади. Бу ердагн z'k' — r' вектор айирма раемда М нуцтадан 
айланиш уцидаги N  марказга царатилган р вектор билан тас- 
вирланади. Шундай цилиб:

Wk — ft>2P, (45.73)

яъни кучирма тезланиш айланиш  марказига царат илган : 
бу ерда куш рма тезланиш марказга интилма тезланиш- 
дир. Сунгги ифодага бонща шакл бериб ^ам ёзиш мумкин.
Биз текшираётган ^ол учун ^  =  0 (чунки R  =  const) булган- ■

z '
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лигидан, (45.57) га биноан, vk =  [wr'J, увацтдауА =  wr'sin (w, r ')=  
=  «>р, бу ердан ш =  — , демак:

vt™ k ~ f ?  (45.74)

булади. К ' система К  система га нисбатан тугри чизицли текис 
^аракат цилса (яъни бу системалар инерциал булса), кучир- 
ма тезланиш ва Кориолис тезланиши нолга тенг булади, абсо­
лют тезланиш нисбий тезланишдан фарц цилмайди, демак, 
заррача тезланиши барча инерциал системаларда бир хил була­
ди. Кучирма тезланиш билан Кориолис тезланиши инерциал бул- 
маган системагагина, яъни ноинерциал системагагина хосдир.

VIL Инерция кучлари. Ньютоннинг ^аракат цонунига бино­
ан, заррачага таъсир цилувчи /  куч заррача массаси т билан 

(Пг „ .. тезланиши купаитмасига тенг:

=  (45.75)

Механиканинг нисбийлик принципига кура, Ньютоннинг ^а- 
ракат цонуни барча инерциал системаларда бир хил ифода- 
ланади. Демак, чексиз куп инерциал системаларнинг ихтиёрий 
бирини асосий санаш системаси цилиб олиш мумкин. Олдинги 
иловадаги асосий санаш системаси деб ^исобланган К  систе­
ма ана шундай инерциал, К ' система эса ноинерциал сис- 
темадир.

Асосий санаш системасига — К  системага нисбатан заррача 
тезланиши абсолют тезланиш  дейилиб, w a орцали белги- 
ланган эди (45.62), демак, (45.75) га мувофиц:

=  /  (45.76)

булади. Заррачага таъсир цилувчи /  куч аслида цандайдир 
моддий манба билан богланган булади, /  куч шу моддий манба 
ва заррача орасидаги богланишни, яъни узаро таъсирни ифо- 
далайди, демак, у—санаш системаларининг танланишига боглиц 
эмас.

Мураккаб ^аракатдаги абсолют тезланишни ифодаловчи
(45.71) дан фойдалансак, (45.76) га биноан:

/  =  m w H +  m w k +  m w KOp

булади, бу ердан:
m wH =  /  — m w k — m wKOp (45.77)
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келиб чицади. Янги белгилар киритайлик:
=  — тяок , 

f  — —т гш•> кор кор 5

(45.78)
(45.79)

демак:
mw■н = f  +  f k + f кo р (45.80)

булади.
Масса ва манфий ишорали тезланиш купайтмаси билап  

ифодаланган кучлар одатда инерция кучлари деб юритила-. 
(¡и:/'ь — кучирма инерция кучи ва f —Кориолис инерция ку­
чи. (45.70), (45.73), (45.78) ва (45.79) га мувофиц бундай ёзамиз:

153- расмдан курамизки, (4-5.81) га мувофик, куч айланиш- 
уцидаги N  марказдан М нуцта томон царатилган; кучирма 
инерция кучи f|г марказдан цочирма куч деб аталади.

Заррача тезланиши пуа барча инерциал системаларда бир 
хил. Заррачага таъсир цилувчи /  куч, Ныотоннинг харакат цо- 
нунини ифодаловчи (45.76) формулага биноан, масса ва тез- 
ланиш купайтмасига тенг. Лекин турли ноинерциал система- 
ларга нисбатан заррача тезланиши турлича булади. Массанинг 
тезланишга купайтмаси ^ам турли ноинерциал системаларда 
турличадир. Заррачага таъсир цилувчи куч санаш системала- 
рига, богланган эмас. У вактда ноинерциал системага нисбатан 
олинган заррача тезланиши билан масса купайтмаси шу зар­
рачага таъсир цилувЧи кучга тенг булмайди. Демак, Ньютон 
^аракат цонунининг ифодасидан ноинерциал система учун фой- 
даланиб булмайди. Таъсир кута билан бирга инерция кучлари 
з?ам назарга олинса, у вактда ноинерциал система учуй х;ам 
Ньютоннинг ^аракат цонунини ишлатиш мумкин. Айтилганлар 
(45.80) да ифодаланган. Одатда, (45.80) т енглик заррачанинг 
нисбий царакат дифференциал тенгламаси дейилади.

Куёш атрофида ва узининг уки атрофида айланма ^ара- 
катдаги Ер ноинерциал системага яццол мисол була олади. 
Ернинг айланиши билан ердаги нисбий даракат туфайли ^осил 
булган Кориолис инерция кучлари иатижасида руй берувчи 
^одисалар жуда куп: Фуко маятниги тебраниш текйслигининг 
бурилиши, ер устида харакатланувчи жисмнинг шимолий'ярим 
шарда унгга ва жанубий ярим шарда чапга силжиши (жумла- 
дан, дарё циргоцларининг ёки темир йул рельсларининг ейи- 
лиши) вертикаль буйлаб тушувчи жисмнинг шарвда караб 
Четланиши ва ^оказо. Ер атмосферасидаги, денгиз ва океан-

Л = - ™ 2р,
/ к о р  =  2 й г  [ « « Н

(45.81)
(45.82)
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лардаги оцимлар билан боглиц булган баъзи \'Одисаларнинг 
сабабчиси ^ам шу Кориолис инерция кучларидир.

Инерция кучлари инерциал системаларда руй бермайди. 
Инерция кучлари, фацат ноинерциал системалардагииа мав- 
жуддир.

Ньютон цонунларига асосланган механика фанида инерция 
кучлари ва гравитацион кучлар бир-биридан фар^ли уларок, 
турли табиатли кучлар ^исобланади. Лекин Эйнштейн яратган 
у мумий нисбийлик назариясида инерция кучлари ва гравита­
цион кучлар бир-биридан з?еч цанднй фарц цилмайди, улар 
узаро эквивалентдир.

VISI. Идеал суюцликнинг асосий дифференциал тенглама- 
си. Сукщлик ичида шу сукщликнинг ёпщ  сирт билан чегара- 
ланган заррачаларига бу ёпиц сиртдан ташкарида турган зар- 
рачалари цандайдир кучлар билан таъсир цилади. Агар шу 
кучлар ёпиц сиртнинг %ар бар нуцтасада перпендикуляр  
буйича ачкарага царатилган булса, бундай хусусиятга э>а 
суюцлик идеал суюцлик дейилади. Юз барлигига перпенди­
куляр  равишда таъсир цилувчи кучнинг сон циймати босим 
дейилади.

Босимни р  орцали белгилайдиган булсак, сирт элемента 
dS  =  dSn  оркали тапщаридаги заррачаларнинг ичкаридаги зар- 
раларга таъсир цилувчи кучи ~  p dS  булади, чунки нормаль 
орта п таищарига царатилган. Ёпиц сирт орцали таъсир ки-
лувчи ^амма куч F1 =  — j) p d S  ё'к.й (30.13) га биноан Fx =  —
— J gradр  d V  булади. Заррачаларининг узаро таъсиридан кап,и 
назар, сую клик цандайдир чет кучлар (масалан, огирлик куч­
лари) таъсирида ^ам булиши мумкин. Масса бирлигига таъсир 
килувчи чет кучни /  ва суюцлик массасининг зичлигини р ор- 
цали белгиласак, элементар р ж м  ¿ l /даги  массага рf d V  куч 
таъсир цилади. Суюцликнинг V  ^ажмдаги цисмига таъсир ци-
лувчи ^а'мма чет куч F2 =  J p fd V  булади.

Кучлар таъсирида элементар дажмдаги pdV  масса, w  тез- 
ланиш билан даракат цилади. Массанинг манфай ишора би­
ла н  олинган тезланишга купайтмаси инерция кучи дейила­
ди. Шундай цилиб, V  >;ажмдаги ^амма инерция кучи F3 =••
=  — jp w d V  булади.

Механакадан маълум булган Даламбер пранципига кура , 
система ни нг мувозанатда булиши учун шу системага таъсир 
цилувчи кучлар билан инерция кучининг умумий йигиндиси. 
нолга тенг булиши керак, яъни:

Fi +  F t +  F3 — — J gradp  d V  +  J p fd V  — ] pw dV  =  0
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еки
J( — grad р +  р /  — рw) d V  =  0.

Топилган натижа ^ар цандай р ж м  учун >$ам тугридир, демак:
— grad р +  р / — pw =  0

ёки
w — f  — ~  grad p. (45.83)

г

Идеал суюкликнинг бу асосий дифференциал тенгламаси 
. гидродинамикада Эйлер тенгламаси дейилади.

Бу тенгламага боища шакл бериш ^ам мумкин. Бунинг 
dvучун w  урнига оламиз:

W  =  7  grad Р- (45.84)

(42.3) га биноан, +  {v^)v. Демак, Эйлер тенгламаси

бундай ёзилади:

- g  +  (vv ) v  =  /  -  i  grad р  (45.85)

ёки Декарт координаталарида цуйидагича булади: 
dv.. d v r d v r d v r 1 dp
1 Г  V x  S T  ' f  V y d y  " i ‘  = ? х  —  у Т х '

4 - о dI l  +  [J о ^'y = r f  - -  L^P
dt ' x  дх ^  У dy ^  z dz у p dy'
dVz . i Г dtV х \др
l i t  +  дх' >' y v '¿7  ■ d J  -  f z  T T z -

Кулай интеграллаш макс^д и да, Эйлер тенгламаси (45.85) ни 
боища шаклда ёзиш мумкин. Хар цандай а  вектор учун, (34.14) 
га мувофиц:

grad =  [a ro ta] - f  '( a v ) a

булади, бу ердан:

(а \)  а  =  — [a rot а] +  grad (~ )  =  [rot а  а] +  grad (

а  вектор урнига v  вектор олинса, (45.85) ни бундай ёзиш 
мумкин:

~  +  [rot vv] +, grad = f —j  grad p. (45.86)
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Б  у тенглама Громеко тенгламаси ёки Громеко — Ламб 
тенгламаси дейилади.

IX. Иссицлик тарцалиш дифференциал тенгламаси. Жисм- 
нинг юцори температурали жойидан паст температурали жо- 
йига цараб иссицлик оцими руй бериши маълум. Иссицлик оци- 
минипг йуналишига перпендикуляр жойлашган юз бирлиги 
орцали вацт бирлигида утган иссицлик мицдорини q билан бел- 
гилайлик. Сон цийматы ui.y q га тенг булиб, иссщ лик оци- 
мининг йуналишида олинган, векторни q орцали белгилаылик  
ва уни иссыцлык оцими зиялигы^ынг векторы деб юритай- 
лык.

У вацтда жисмнинг бирор цисмини чегаралаган ёпиц сирт 
орцали dt вацт мобайнида ичкарига кирган иссицлик мицдори
AQ == — j)(qdS) dt булади, чунки ёпиц сирт нормали ташцарига 
царатилган.

Агар жисмнинг текширилаётган цисмида иссицликнинг пайдо 
булиши ёки ютилиши билан боглиц махсус х:одисалар булмаса, 
ташцарндан иссицлик цабул цилган бу цисм муносиб равиш- 
дансийди. Жисмнинг масса зичлигини р ва солиштирма иссиц­
лик сигимини с десак, температураси Т булган d V  >$ажм dt вацт
ичида pdVc ¿¡¿-dt иссицлик мицдори орттирмасига эга булади,
ёпиц сирт билан чегараланган V  ^ажмдаги цисмнинг барча 
иссицлик мицдори орттирмаси эса, албатта, уша AQ га тенгл
булади: AQ =  ^рс ^ d t d V .  Шундай цилиб:

— <§>(qdS) dt =  jjpc— dt d V

ёки
(j]{qdS) +  d V  =0.

Гаусс—Остроградский теоремасидан фойдалансак:

j'div q  d V +  |*pc ^ j d V  =  0, ёки j^d iv  q +  pc d- ^ d V  =  0
булади. Интеграллаш ^ажми ихтиёрий булганлигидан бундай 
ёзамиз:

d iv q '+ p c ^  =0.1 (45.87)

A m m o  q ва Т  узаро боглиц, чунки иссицлик оцими темпера­
тура пасаювчи томонга царатилган.

Хусусыятлары %амма ыуналишларда быр х и л  булган , 
яъни изотроп жисм учун бундай ёзышимиз мумкин:

q =  — / grad Т, (45.88)
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бу ерда I мицдор ички иссицлик утказувчанлик коэффициен­
та дейилади ва фацат жисмнинг уз хоссаларига боглиц бу-, 
лади. Сунгги тенгламадан:

div q — — div (I grad T) 
ёки (34.9) га мувофиц:

div q =  — I divgrad T — (grad I grad 7) 
булади. Бир жинсли жисм учун I узгармасдир, демак- 

d iv q = — /divgrad Т  =  — 1АТ.

Ни^оят, (45.87) га мувофищ, — /Д Г -f = 0  
ёки

§ - ^ А Г .  (45.89)

Бу ифодадаги ~  мивдорни а орцали белгилайлик:
РС

а  =  (45.90)

Бу а мивдорнинг маъносини анивдаш вдйин эмас. Хажм 
бирлигидаги жисм вдсмининг температурасини бир градус ку- 
тариш учун мивдори рс га тенг иссивдик керак. Аммо шу 
Н'ис.мга берилган иссивдик мивдори I га тенг булса, унинг 

Iтемператураси — градус кутарилади.
р с

Хажм бирлигидаги жисм вдсмига сон вдймати ички иссиц- 
лик утказувчанлик коэффициента I га тенг иссивдик бериш 
натижасида ^осил булган температура кутарилишини харак- 
терловчи бу мйвдор махсус ном билан юритилади. а мицдор 
температура ут казувчанлик коэффициенти дейилади. Шун- 
дай вдлиб: /

%  =  (45.91)

Иссицлик ут казувчанлик назариясидаги бу асосий диф­
ференциал тенглама Фурье тенгламаси дейилади..

Жисм ичида dt вавд оралигида юз элемента dS  орцали ут- 
ган иссивдик мивдори, (45.88) га биноан:

dQ — (qdS) dt =  — l{grag TdS) dt =  — l d~-dSdt.

dQ = -  I d S d t .  (45.92)

Иссивдик назариясида бу формула жуда му>?имдир.
Бирор моддий му^итда жойлашган жисмнинг температура« 

си Тъ масалан, му^ит температураси Т0 дан юцори булса, че-
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гара сирт орцали жисмдан му^итга цараб иссицлик оцими 
утади. Бу иссщлик оцими нурланиш, конвекция ёки иссицлик 
утказувчанлик туфайли булиши мумкин.

Жисмнинг чегара сирт элемента dS орцали dt вацт орали- 
гида муя;итга утган иссицлик мицдори dQ ни dS  га, dt га ва 
температура фарци Т — Т0 га пропорционал десак, цуйидагипи 
ёзишимиз мумкин:

dQ =  h (T 0— Т) dSdt, (45.93)
бу ердаги h мицдор пгашци иссщ Ш к ут казувчанлик коэф­
фициента дейилади ва жисм билан муцитнинг х1амда улар- 
ни чегараловчи умумий сиртнинг хусусият ларига боглиц 
булади. Бу формула жисм совишининг Ньютон цонунини 
ифодалайди.

X. Уюрма ип. Соленоидал векторни унинг уюрмаси орцали 
аницлаш бизга маълум, яъни (40.8), (40.7) ва (40.16) га биноан:

а  .= rot А (45.94)
rot а  =  & < (45.95)

A - i J i S .  (45.96)

Энди шундай бир мисолни олайлик: соленоидал а  векториинг 
уюрмаси булган Ь векторни тасвирловчи вектор чизицлар ёпиц 
булиб, улар фацат биттагина ингичка ип—уюрма ип ташкил 
цилсин (154-раем). Контур йунали- 
ши уюрма вектор Ъ йуналишидир.
Шунинг учун контурнинг вектор 
элемента dl ва Ь вектор бир 
йуналишда булади. Уюрма ип- 
нинг кундаланг кесими dS ва уюр­
ма ип элементининг ^ажми dV  i \  
булса, d V  =  dSdl, демак:

b d V  =  bdSdl = bdSdl. (45.97) Q
(45.95) га биноан, уюрма век­

тор дивергенцияси нолга тенг: 
d iv#  —- 0. Демак, Гаусс —Остро­
градский теоремасига кура, унинг 
ихтиёрий ёпиц сирт орцали ту- 154- раем,
ла оцими нолга тенг булади:
§ (b d S )  =  0.

Уюрма ипнинг турли жойларидаги икки кундаланг кесими 
билан чегараланган цисмини оладиган булсак, унинг ён сирти 
билан аввалги икки кундаланг кесим ёпиц сирт ^осил цилади. 
Ён сирт орцали оцим булмайди, чунки уюрма ип, демак, уюр-
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ма вектор Ь кундаланг кесим с1Б га перпендикулярдир. Шун- 
дай цилиб, уюрма ип цисмининг боши ва охиридаги кундаланг 
кесимлари орцали оцимлар й и р и н д и с и  нолга тенг булиши ке- 
рак: +  (Ьс18)2 =  0.

Биринчи кундаланг кесим нормали уюрма вектор Ь буйича 
олинса, иккинчи кундаланг кесим нормали унга царама-царши 
йуналишда олинади. Демак, {Ьс15)1 — (¿¿5)2=  0, бу ердан 
=  (ЬйЗ)2, яъни уюрма векторнинг кундаланг кесим орцали, 
оцими уюрма ипнинг цамма жойида бирдай ва узгармас бу­
лади. Бу узгармас мицдорни уюрма оцимининг кучи деб атаб, 
J  орцали белгилайлик:

J  =  Ьй5.
У вацтда (45.97) га биноан:

Ь й\Г = М 1  
. булади. Бу ифодани (45.96) га цуйсак:

У £ - мА = 4 тс

(45.98)

(45.99)

(45.100)

келиб чицади, (45.94) га биноан, М нуцтада текширилаётган 
а  вектор учун:

■> : а  — г-  го14л
(П
г  ~  4 к Г01 \ у (45.101)

булади. Интеграл остидаги ифодани ^исоблаш мацсадида (34.10) 
дан фойдаланишимиз керак:

го! — gгady <11

0_ нуцта функцияси ^ л г а н  <И вектор узгарувчи М  нуцтага 
боглиц эмас, демак, хоЫ1 =  0. Иатижада:

—го {<11.г

го! ^гай у  сИ

1 /*булади. Аммо grad — = — —3. Демак:

гоЦ
( - ) = -

~ с 1 1
___

< 1 1 4

и
г 3 г 3

Шундай цилиб, (45.101) га мувофиц:
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Бу ердан:

(45.103)

ёки

da\ — У I с11 | е й  а (45.104)4 я г 2

Масалан, ёпиц занжир ^осил цилган стационар (доимий) электр 
ток кучи У ва унинг магнит майдони кучланганлиги вектори 
Н  булса, мос блинган улчов бирликлари системасида цуйида- 
гиларни ёзи.ш мумкин:

Бу формула электродинамикада Био—Савар—Лаплас цонуни 
номи билан маълум.

XI. Фазонинг богланишли со^алари. Стокс теоремасини 
эслайлик:

Бу формулада текширилаётган сохадаги сиртнинг ва уни 
чегараловчи контурнинг хамма нуцталарида функция ва функ- 
циянинг биринчи ^осилалари, яъни вектор билан векторнин'г 
уюрмаси узлуксиз булиши лозим. Аммо айрим долларда шун- 
дай сохалар хам учрайдики, уларда баъзи контурлар билан 
чегараланган сирт нуцталарида вектор уюрмасининг узлукснз- 
лик шарти бажарилмайди. Демак, бундай сохалардаги баъзи 
контурлар узлари билан чегараланган ва шу со^аларда мавжуд 
булган сиртларга эга эмас.

Бир мисол келтирайлик. Физикадан маълумки, чексиз узун 
тугри симдаги узгармас электр токи хосил цилган магнит май­
дони кучланганлигининг сон циймати:

булади, бу ерда J — ток кучи, г — майдон нуцтаси билан сим 
орасидаги масофа, улчов бирликлари эса СОБМ системасида 
олинган. Электр токи йуналишини I  уц деб хисоблаб, Декарт 
системасини олайлик. У вацтда магнит майдони куч чизицлари 
шу 1  уц атрофидаги айланалар эканлигини эсласак, унг пар-

I _1ГГ | и ш ьш а 1 ^ 1  =  — ^ — ,

dH  =  \J d l~г •

/я'/ в!!! а

(45.105)

(45.106)

(45.107)г
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ма цоидаснга мувофиц, кучланганлик вектори учун бундай 
ёзишимиз мумкин (155- раем):

Н  = % [кг\ (45.108)

ёки г  =* х1 +  уу, г —У  х 2 у2 булганлигидан:

Я 2/ [*, х 1 + у ]} .X2 +  у2

Кавсларни очиб,сунгра [&/] =У, 
[*У1 =  - *  эканлигини назарда 
тутсак, бундай ёзишимиз мумкин:

27 Да:У-> '/ ) .  (45.109)Я  = л:2+  у2

2 уц (х =  0, у == 0) нуцтала- 
рида кучланганлик вектори Я  
нинг ноаниц булиб цолишини кур- 
моцдамиз. (45.109) формулага би- 
ноан, магнит майдони кучланган- 
лиги уюрмасининг компонентла- 
рини топайлик:

го 1УН ■ дН , дН„
ду

Г01,

, „  дНх
хоХ>н = ж -

2 /

дг

. ¥ к .
дх

дг ^х2+  у2у ’ 
д_(_  2/у 

дг 0,
¿//у дНх д Г 2Л  \ 2/у  \
дх ду ~ дх (х2 -+- у2] м х2-(- у 21

(х2 +  у2) — 2х2
<*2 + у2)Г 2 /

(х2 + у2) _  2у2

+  2/
(л:2 +  у2)2 

х2 —у3 0.(ха у 2)2 ' (х2 +  у2)2

Демак, 2 увда кучланганлик векторининг уюрмаси ноаниц 
булиб колади, аммо Ъ увдан бошща ^амма жойларда:

го!Я =  0 (45.110)
булади.

Уюрмасиз векторнинг потенциал вектор эканлиги бизга 
маълум, демак:

Я  =  — §гас1«р; (45.111)

яъни Я* =  — %  Я у =  — 1?, Нг =  — % ва (45.109) га мувофиц:дх

дх
д у _ 2/у

х*-г у
ду

2>

дг 
2/х

у2’ ¿2 0 . (45.112)
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Шу дифференциал тенгламаларни интеграллаш натижасида но- 
маълум потенциални аницлаш мумкин: .

2J arctg-~- (45.113)

Дацицатан, бу функциянинг (45.112) да ифодаланган диффе­
ренциал тенгламаларни цаноатлантиришини текшириб чициш 
цийин эмас.

(45.113) дан равшанки, майдон потенциалининг киймати Z 
уцда ноаниц булиб цолади. Майдон функциялари (яъни ер, де­
мак Н  ва rot Я) узлуксиз булиши учун биз Z уцни чексиз ки- 
чик радиусли цилиндр, билан цуршаб олишимиз керак.

(45.113) дан курамизки, f  потенциалнинг узгариши бурчак
arctg ун и н г  узгаришига боглиц. Z уцни ^ар айланиб чициш-
да бурчакнинг узгариши 2^ га тенг. Демак, Z уцни ^ар ай­
ланиб чиццанда потенциалнинг узгариши 4~У га тенг, яъни 
бирор нуцтадан бошлаб, Z укни бир айланиб чициш билан 
яна шу нуцтанинг узига цайтилса, потенциалнинг киймати 4kJ 
га узгаради. Потенциалнинг бирор нуцтадаги дастлабки ций- 
матини ер0 десак, Z уцни п марта айланиб чициш натижасида 
уша нуцтадаги потенциал «4^7 га узгаради:

? =  ? о +  «4^7. (45.114)
Шундай цилиб, узгармас ток магнит майдонининг потенциали 
куп цийматли функция булади. Бунга сабаб шуки, Z уцни 
ураб олган контурлар мавжуддир, Потенциалнинг куп цяй- 
матли булишидан цутулиш учун Z уции ураб олувчи контур­
лар булмаслиги керак. Шу максадда, масалан, Z уц билан 
чегараланган ярим текислик шаклидаги шартли тусиц олиши­
миз мумкин, натижада бу шартли туси^ ярим текисликнинг 
бир томонидан иккинчи томоннга утиш мумкин эмас, демак, Z 
уцни ураб олувчи контурларга йул цуйилмайди. Хуллас, Z уц- 
ни куршаб олган чексиз кичик радиусли цилиндр билан Z уц 
чегараланган шартли тусиц ярим текислик туфайли майдон по- 
тенциалини узлуксиз ва бир цийматли функция цилиш мумкин.

Биз текширган магнит майдони со^асидаги контурларни икки. 
турга ажратсак булади: чексиз кичик радиусли цилиндр билан 
ажратилган Z уцни цуршаган контурлар ва уни цуршамаган 
контурлар. Z уцни цуршамаган контурларни узлуксиз равишда 
торайтирнб деформациялаш воситасиДа нуктага айлантириб 
юбориш мумкин. Z У кии цуршаган контурларни эса узлуксиз 
равишда торайтириб деформациялаш воситасида ^еч цандай 
цнлиб нуктага айлантириб булмайди. Со^а чегарасн булган 
чексиз кичик радиусли цилиндрии бузиб утилгандагнна цурша- 
ган контурларни нуктага айлантириш мумкин.
15 Майдон. назарияси
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Ана шундай икки турдаги контурлар мавжуд булган  
со%а икки борланишли со^а дейилади. Хозиргина куриб чи- 
цилган магнит майдони содаси икки богланишли сохадир.

Шундай содалар борки, улардаги дар цандай контурни, 
сода чегарасини бузмасдан туриб, нуцтага айлантириш мум- 
кин булади. Бундай хусусиятга эга со^алар бир борланишли 
со^алар дейилади. Бир богланишли содаларда, демак, фацат 
бир турдаги контурларгина мавжуддир. Бир богланишли сода-

ларга баъзи мисоллар келти- 
райлик: чексиз фазо, текислик, 
текислнкнинг битта контур 
билан чегараланган цисми, фа- 
зонинг ёпнц сирт ичкарисидаги 
ва танщарисидаги цисми.

Чексиз кичик кундаланг 
кесимли сирт билан чегаралан­
ган ёниц электр токи магнит 
майдонидаги ихтиёрий бирор 

156-расм. контур (156-раем) шу токни
ёки цуршаган булиши, ёки 

цуршамаган булиши мумкин. Демак, бу магнит майдони соха- 
си икки богланишли сохадир. Агар ток унинг контури чегара- 
лаган бирор шартли туащ сирт билан цопланса, цуршаб олувчи 
контурлардан цутулиш мумкин, натижада бир богланишли со­
да досил булади.

Дойра шу дойра текислигида ётган ва доирани кесиб 
утмаган турри чизиц атрофида айлантирилганда %осил бу- 
ладиган цалцасимон, геометрик ш акл тор дейилади. Сувда 
чукаётган одамларни цутцазиш чамбараги ёки тешик кулча 
торга мисол була олади. Фазонинг тор ичкарисидаги цисми 
ёки танщарисидаги цисми икки богланишли содалардир. Тор 
чегаралаган тешик бирор шартли тусиц сирт билан цопланса 
(157- раем), торнинг танщариси бир богланишли сода булади. 
Торнинг ичкарисига бирор кундаланг шартли тусиц цопланса 
(158-раем), торнинг ичкариси дам бир богланишли содага ай- 
ланади.
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Энди иккита электр токи магнит майдонини олайлик. Бу 
ерда уч турдаги контурлар учрайди: токларни цуршамаган 
контурлар, биринчи токни куршагаи контурлар, иккипчи токни 
цуршаган контурлар (159- раем).

Уч турдаги контурлар мавжуд булган со^а уч борланиш- 
ли  со^а дейилади. Юцоридаги токлар магнит майдони уч бог- 
ланишли содадир. Икки токнинг бири узига мое шартди туенц 
енрт билан цопланса, икки бог- 
ланншли сода доен л булади.
Агар цопланмасдан цолган ток 
дам бирор шартли тусиц билан 
цопланса, нидоят, бир богла- 
нишли со^а досил булади.

Умуман п турдаги кон­
т урлар мавжуд булган cox¡a 
п богланиш ли cox¡a дейилади.
Албатта, п богланишли содани
1 шартли тусиц воситасида 
(ft—1) богланишли содага, 2 
шартли тусиц воситасида 
(п —  2) богланишли содага, т 159-расм.
шартли тусиц (т<^п) восита­
сида {и — ж) богланишли содага, нидоят, п — 1 шартли тусиц 
воситасида бир богланишли сох ага айлантириш мумкин. Демак, 
куп богланишли содани бошкача таърифлаш дам мум кин:«—1 
шартли тусицлар воситасида бир богланиш ли содага ай- 
лант ирилиш и мумкин булган со%а п борланишли со^а дейи­
лади.

Уюрмасиз дар цандай векторнинг потенциал векторлигини 
биламиз:

rot а  =  0, (45.115) 
а =  — grad f .  (45.116)

Юцорида айтилганлардан равшанки, бир богланишли сода- 
дагина потенциал бир цийматли булади, демак, дар цандай 
контур буйича олинган вектор интеграли нолга тенг:

<§>(adl) =  0. (45.117)
Куп богланишли содаларда потенциал куп цийматли бул- 

ганлигидан баъзи контурлар буйича олинган вектор интеграли 
нолга тенг булмаслиги мумкин:

(j) (adl) Ф 0. (45.118)
Мос олинган куп богланишли содалардаги шартли тусиц- 

ларга яццол мисоллар цилиб, физикадан маълум булган бир

15*
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томони мусбат зарядли ва иккинчи томони манфий зарядли 
электр ёки магнит цатламларини курсатиб утса булади.

XII. Электромагнит майдоннинг дифференциал тенглама- 
лари. Электромагнит майдоннинг Максвелл тенгламалари деб 
аталувчи асосий дифференциал тенгламалари цуйидагичадир:

Шу/? =  4тср, (45.119)
сНу В =  О, (45.120)

г о 1 £ “ - 1 ж -  ( « л я >

го1Я =  4 « 4 - + “ § ,  (45.122)

бу ерда с =  3-1010̂ ,  р—эркин электр заряди зичлиги, г—ут-
казувчанлик токининг зичлиги, Е — электр майдони кучлан- 
ганлиги, Я — магнит майдони кучланганлиги, В  — электр ин- 
дукцияси ва В — магнит индукцияси.

Юцоридаги дифференциал тенгламалар электромагнит доди- 
саларини дар томонлама урганиш хулосаларининг умумлашган 
ифодасидир.

Максвелл тенгламаларини интеграл шаклда ёзиб курсатай- 
лик. Гаусс — Остроградский теоремасига асосланиб, (45.119) 
тенгламани бундай ёзамиз:

<§>{Ос18) =  4тс |  рс1У (45.123)

еки ёпиц сирт, билан чегараланган дажмдаги эркин зарядни 
(электр мицдорини) е орцали белгйласак (е "  ¡ р а у ) , нидоят, 
бундай булади:

=  4~е. (45.124)
Курамизки, ёпиц сирт орцали утувчи электр индукция- 

сининг т ула оцими карра олинган шу сирт т идаги эркин 
зарядга тенгдир.

Гаусс—Остроградский теоремаси асосида (45.120) тенглама 
бундай ёзилади:

§{Вс18) =  0. (45.125)

Демак, ёп щ  сирт орцали утувчи магнит индукциясининг 
т ула оцими нолга тенгдир. Бунинг маъноси шуки, магнит  
индукциясининг вектор чизщ лари х,амма вацт ёпиц булиб, 
уларнинг ботланган ёки т угалган жойлари йуц.
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Стокс теоремасини (45.121) га татбиц этиб, шуми ёзиш мум- 
кин:

Тенгликнинг яап томонидаги интегоал берилган сиртни 
яегараловяи контурдаги электр юритувяи куянинг мицдорий. 
ифодасидар. Юцоридаги формуланинг физик маъноси шуки, 
бирор сирт орцали утувчи магнит индукцияси оцимининг 
вацт бирлигидаги узгариши шу сиртни яегараловяи контур- 
да узига турри пропорционал электр юритувяи куя \осил, 
цилади. Физикадаги электромагнит индукцияси цонуни ана 
шундан иборатдир.

(45.122) нинг унг томонида ~  ни цавслар ташцарисига чи-

булади. Цавслар ичидаги иккиняи хад силжиш токи зиялиги  
деб аталади. У ни 1С орцали белгиласак:

Тенгликнинг унг томонидаги биринчи интеграл утказувчан- 
лик  токининг кучи , иккинчи интеграл эса силжиш токининг 
кучи деб юритилади. Уларни мос равишда ]  ва Ус орцали 
белгиласак:

Стационар электромагнит процессида вацт буйича олинган 
хусусий досила нолга тенгдир, демак, (45.127) га мувофиц, 
/й =  0 ва (45.131) га мувофиц / с =  0, яъни силжиш токи йуц.

(45.126)

царсак:

.  _±<Ю  
0 Ап дt , (45.127)

гоШ =  ^  Ц +  1е) (45.128)

булади. Энди Стокс теоремасини татбиц этамиз:

(45.129)

(45.130)

(45.131)
булади. Шундай цилиб:

(45.132)
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У вацтда (45.132) формула стационар электромагнит процесси 
учун бундай ёзиладн:

Бу тенглик бизга маълум булган Био—Савар—Лаплас цонуни- 
нннг интеграл шаклда ифодаланишидир: ёп щ  занжирдаги 
стационар электр токи уз атрофида уюрмали магнит май- 
дони х;осил цилади.

Стационар электромагнит процесслар учун топилган Био— 
Савар—Лаплас цонунини ностационар электромагнит процесс­
лар учун умумлаштириб, Максвелл (45.122) формулани ёки ба- 
рибир, унинг бошцачароц шакли (45.132) формулани таклиф 
этди: утказувяанлик токи билан силжиш токи узаро х,амма 
вацт ёпиц занжир ташкил этади ва атрофда уюрмали маг­
нит майдони %осил цилади. Физикадаги магнитоэлектр ин- 
дукцияси цонуни ана шундан иборат.

Одатда, электр мицдорлар СйБЕ  улчов бирликлари систе- 
масида ва магнит мицдорлар СОБМ улчов бирликлари систе- 
масида олинади. Юцорида келтирилган формулаларда ана шу- 
лар назарда тутнлдн.

ХШ. Телеграфчилар тенгламаси. Максвелл тенгламаларига 
асосланган назария ва практикада катта адамиятга эга булган 
дамда телеграфчилар тенгламаси деб юритиладиган мудим бир 
формула билан танишиб чицайлмк.

Максвелл тенгламаларида ипГтирок цилувчи электромагнит 
майдони векторлари, одатда, тубандагича узаро богланган:

бу ерда -[ — электр утказувчанлик коэффициенти, е — диэлек­
трик коэффициент ва ¡а — магнит коэффициент.

Бир жинсли моддий мудит учун бу коэффициентлар узгар- 
мас буладн. Бир жинсли утказувчан мудитда р =  0 деб дисоб- 
лаш мумкин. У вацтда, сунгги формулаларга бнноан, (45.119), 
(45.120), (45.121), (45.122) ларда ифодаланган Максвелл тенг- 
ламалари бундай шаклга киради:

(45.133)

/  =  Т £ ,  

в =  pH,

(45.134)
(45.135)
(45.136)

<11у Е  =  О, 
ШуЯ =  0,

(45.137)
(45.138)
(45.139)

(45.140)
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Сунгги тенгламани вакт буйича дифференциаллаймиз:
, О Н __4п-{ дЕ  . е дРЕ

r0 t  H i ~~ ~c~~di "Г с ~dt*

ёки (45.139) га мувофиц:
-  i r o t r o t  £  =  l 3 g . +  i . « .  (45.141)

Биламизки: rot rot Е =  grad d iv£  — ёки (45.137) га мувофиц 
ro tro t£  =  — A£\ Буни (45.141) га цуйсак:

с . р _ 4^7 дЕ  . е д2Е
[I с dt ' с dfi

ёки

=  +  Ж Ш  (45Л42)
келиб чицади.

Н  вектор учун дам худди шунинг каби тенглама чицади:

(45Л43)
Е  вектор ёки Н векторнинг бирор Декарт компонентный ф ор- 
цали белгиласак:

+  (45.144)

булади.
Бу типдаги дифференциал тенглама телеграфш лар  

тенгламаси номи билан маълум.
Диэлектрик мудит учун у =  0, демак:

дф =  3i£t-г с2 др
ёки

(45Л45)
бу ерда:

v =  -!==. (45.146)
У  £|А

(45.145) формула бнзга илгаридан маълум булган (44.18) тул- 
цин тенгламасидир. (45.146) формула электромагнит тулцини- 
нинг дйэлектрик мудитда тарцалиш тезлигини ифодалайди.
Вакуум (бушлиц) учун е =  1 ва у. =  1, демак, и =  с= 3-1010-^>
яъни электромагнит тулцини (демак, шу жумладан ёруглик
дам) вакуумда 3-1010“  га тенг тезлик билан тарцалади.
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XIV. Гармоник электромагнит тулцини. Бир жинсли ди­
электрик му^итда электромагнит тулцини тарцалишини ифода- 
ловчи (45.145) дифференциал тенглама ечими вацт билан фазо 
нуцтаси функциясидир: ф =  ф [х, у, г, £). Текширишни содда- 
лаштириш мацсадида бизни цизицтираётган функцияни вацт 
билан биттагина координатага, масалан, г координатага боглиц 
деб дисоблайлик, яъни ф =  ф (г, Ь). Энди 2  уц ортини п  орца- 
ли белгиласак:

дг дг' Д =  V2 дг2

(45.145) тулцин тенгламаси эса:
дгФ___1_^ф _
дг2 и2 дР ~  и (45.147)

булади. Бу дифференциал тенгламанинг хусусий ечнминн гар­
моник функция шаклида, яъни цуйидагича оламиз:

(45.148)ф =  ф оС О Б  [ » { ¿  —  у )  +  « ] ,

бу ерда ф0, и, а — узгармас мицдорлар: ф0 — амплитуда, со—  
циклик частота, а — бошлангич фаза. Сунгги ифода тулцин тенг- 
ламасини цаноатлантир.ишини курсатиш цийин эмас. Дацицатан:
^  -  Ф 
дг ~  Ь
дф _

дЬ ~

■ а п » ■ (*- д*Ь 
дг:2
Й2ф ,- ^  =-фои>2соз

-/Фо^-СОЗ [а>(  ̂—£.)+а)=1_^ф ;

бу топилган цийматлар уз уринларига цуйилса, тулцин тенг­
ламаси айнан цаноатлантирилади.

Тенгламадаги ф функция электромагнит майдон векторлари 
Е  ёки Я  нинг Декарт компонентлари (Ех, Еу, Е,, Нх, Н у, /7г) 
дан бирини ифодалайди. Керакли хусусий ечимни вектор шакл- 
да ёзсак булади:

гЕ --

Я :

^ о С О Б  со \ Ь ■ ;) +  <

Я о С О в  [см -  у )  +  р ] .
(45.149)

бу ерда Е0 ва Я 0 мос олинган вектор амплитудалар булиб, 
турли хусусий ечимларда турлича узгармас векторлардир. Ху­
сусий ечимлар йигиндиси янада уша тулцин тенглама ечими 
булади:

2 '
VЕ ’= Е0 СОБ

я  =  я ;  соз
К * -

"4'- а

+  Р'

+  Е"0 СОБ Ь - -
(45.150)
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Ку’рамизки 1 укка перпендикуляр булган текиеликнинг дам- 
ма. нуцталарида Е  вектор бир хил, Я  вектор дам бир хилдир. 
Бошлангич вацтга мос келган I  ук нудтасини коордипаталар- 
боши деб дисоблайлик, яъни Ь — 0 булганда 2 =  0 булснп. У 
ва^тда (45.150) га биноан, £ вадтда г  ■== текисликдаги ва ¿=0; 
вактда 2 =  0 текисликдаги майдон векторлари бир хил була- 
ди. Демак, дамма нудталарида бир хил Е  векторга ва бир хил 
Я  векторга эга текислик 1  уд буйича V тезлик билан ^ара- 
кат дилади. Ш ундай цилиб, (145.150) формула I  уц буйича 
т арцалувчи ясси гармоник электромагнит ту л  %инини ифо- 
далайди.

Тулциннинг тарцалиш йуналишига нисбатан Е  ва Я  век- 
торлар перпёндикулярдир. ^ацицатан, Максвелл тенгламаси
(45.138) га биноан, сН у Я  =  0. Аммо сН у Я  =  (\/Я) ва бизни ди~

дзицтираетган дол учун ч = п -^ -  эди, демак:

divH  =  (\?Я) =  in,дН
dz 0,

дНяъни п ва -5- векторлар узаро перпендикулярдир.dz
(45-150) ни 2 буйича дифференциаллайлик:

дН
дг V  K sin +  1 +  Н"а sin (45.151)

Демак, фигурали цавслар ичидаги вектор, яъни Я ^ щ  век­
торлар текислигидаги вектор берилган п векторга перпенди­
куляр. Аммо (45.150) га мувофиц, Я вектор дам уша текис- 
ликда ётади. Демак, Я  вектор тулциннинг тарцалиш йунали­
шига перпендикулярдир. Максвелл тенгламаси (45.137) дан 
фойдаланиб, Е векторнинг дам тулцин тарцалиш йуналишига 
перпендикуляр эканлигини курсатиш мумкин.

Хуллас, электр ва магнит майдонлари тулциннинг тардалиш 
йуналишига перпендикуляр долда тебраниб туради. Тебра- 
нишлари тарцалиш йуналишига перпендикуляр булган т ул­
цин кундаланг т улцин дейилади. Демак, электромагнит  
т улцини кундаланг тулциндир.

Е, Я  векторлар дам узаро перпендикулярдир. Хацицатан, 
бир жинсли диэлектрик мудит учун Максвелл тенгламалари
(45.139) дан ёки j ~ 0  дисоблаб, (45.140) дан фойдаланамиз,

д Ы~Аммо rot Я  =  [\?Я] =  » 7)7 , у вактда (45.140) га мувофиц:.
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булади. (45.150) дан: 
дЕ
(Н ~ iй(t■ +  Е ’0 э т со^

дЕ
дг со и н- Е"0 э т

+  а"

дЕкелиб чицади, демак,

+  а'

+  а' 

дЕ-V  т~; буни (45.152) га цуямиз:

п дН
дг

ву дЕш 
с дг (4-5.153)

Бу дифференциал тенгламани интеграллаганда цосил буладиган 
узгармас электр ва магнит векторларини нолга тенг деб ^и- 
соблашимиз мумкин, чунки биз текшираётган векторлар г ко- 
ординатанинг узгаришига боглиц векторлардир. Шундай ци-
либ, [ « / / ] =  - ^ Е ,  бу ердан: 

[Нп] = Е, (45.154)
яъни Е, Н  векторлар узаро перпендикулярдир. Е, Н  векторлар- 
нинг п  векторга перпендикулярлигийй юцорида курган эдик. 
Шундай цилиб, бу учта Н , п, Е  вектор узаро перпендикуляр.

Шу айтилганлар 160- расмда 
тасвирланган.

Ясен гармоник электромаг­
нит тулцинини ифодаловчи
(45.150) формулаларга цайтиб, 
муайян 2 координатали узгар­
мас текисликдаги £  ва Я  век- 
торларнинг тебранишини тек- 
ширайлик. (45.150) га биноан, 
Е ёки Н  векторнинг тебраниши 
бир хил частотали, лекин туг- 
ри чизикли ва гармоник вектор 
тебраниш йигиндисидан ибо- 
ратдир. Бундай йигинди тебра- 
нишнинг эллиптик тебраниш 

эканлиги бизга маълум. Демак, Е, И  векторларнинг хар бири 
эллиптик тебранишда булиб, уларнинг тебраниш текиелиги тул- 
цин тарцалиши йуналишида V тезлик билан даракат цилади.

Шундай цилиб, (45.150) да ифодаланган ясса гармоник 
электромагнат тулцана, умуман, эллипт ак цутбланган- 
дар. Амплатудалара ва бошланрич фазаларага цаоаб, у доы- 
раеай ёка турры чизацла цутбланган булади. Турри чизицли  
цутбланган тулциннинг тебранувча электр векторы, пер­
пендикуляр булган текаслик полярызацыя (цутбланиш) те-
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кислиги дейилади. Демак, тебранувш магнит вектор поля ­
ризация (цутбланиш) текислигида ётади.

Тулциннинг тарцалиш йуналишига перпендикуляр булгаи 
текислик нуцтасининг радиус-векторини г  десак, z  =  (т )  бу-

2  тслади. Аммо & = 2 ™— у ,  бу ерда v - -  тебраниш частотаси на
Т—тебраниш даври. Бир тебраниш вацтида тулциннинг у/п- 
ган Нули тулцин узунлиги дейилади: ~k= Tv. Шуларга му- 
вофиц:

О) [t — =  iot —  у  (гя) =  coi — Н? (гя).
2лБу ердаги — я  вектор т улцин вектори деиилади ва, одатда, 

k  билан белгиланади:
2 lT

^ == у  (45.155)

у вацтда u>[t— ^ j  — (ot — (rk) булиб, (45.150) га биноан:

£  =  COS[mi —  (rk) +  а ' ]  +  Е"0 COS [coi —  {rk) +  а " ] ,  1
Я =  я ;  cos К  -  (г А) +  р'] +  я ;  cos [rni -  (rJfc) -f P"]. j (45-156)

Шундай цилиб, ясси гармоник электромагнит тулцини беко- 
ординат шаклда ифодаланди. Гармоник т улцин оптикада мо- 
нохроматик т улцин дейилади.

XV. Функционал вариацияси. Бирор системани характер- 
ловчи эгри чизицли <71; q2, . . . , qn координаталар р  параметр- 
нинг функциялари булсин:

<7; =  Ч; (Р), бу ерда i =  1, 2, , п. (45.157)
Эгри чизицли координаталарнинг хи лм а-хиллиги  конфигу- 
рацион фазо деб аталади. Юцорида ёзилган тенгламалар п 
улчовли конфигурацион фазода чизицни параметрик шаклда 
ифодалайди, ql функцияларнинг узгариши билан уларни тас- 
вирловчи чизиц )(ам узгаради.

q-t координаталар, уларнинг параметр буйича —q̂  з^оси-
лалари ва параметр функцияси:

L (?i> Яг-, • • • 1 Чп-> Яъ Я?,1 • • • > Яги Р)
берилган булсин; уни цисцача L(q, q, р) шаклда ёзайлик. Шу 
функциядан параметрнинг р  =  р г билан р  =  р г цийматлари ора- 
сида интеграл олайлик:

Рг
S =  j  L (q, q, p)dp. (45.158)

pi
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Параметрнинг р х, р2 цийматларига конфигурацион фазода 
Мъ М2 нуцталар мое келади. Шундай цилиб, Мъ М3 иуцта- 
лардан утган чизик буйича олинган бу интеграл шу чизицни 
ифодаловчи функцияга боглщдир. Турли шаклда олинган 
функциялар турлича чизицлар билан тасвирланади. Аммо тайин 
д, функцияларга 5 мивдорнииг мос олинган анщ  бир циймати 
тугри келади. Киймати ф ункцияларнинг ш аклларига 6о р -  
ланиб, узгарувчи мицдор функционал дейилади. (45.158) да 
ифодаланган ва 5 билан белгиланган интеграл функционал-; 
дир. Битта р  параметрга боглиц д,- функциялар геометрик ра- 
вишда чизиц билан тасвирланади. Шу сабабли бир параметрли 
функциялардан ^осил булган функционал баъзан чизщ  функ- 
цияси деб ^ам юритилади.

Мг, М2 нуцталардан бир-бирига чексиз яцин булган жуда 
куп чизиц утказиш мумкин. Шу чизикларнииг цайси бири 
буйича олинган 5 функционал ё минфумга ёки ма'ксимумга 
(яъни экстремумга) эришади? Бу му^им масалани текшириш 
мацсадида биз Мъ М2 нуцталардан утувчи чизицяардан, яна 
ихтиёрий бирини параметрик шаклда олайлик:

бу ерда — тилда деган белгидир. Параметрнинг узгармас ций- 
матида мос олинган ва функциялар шакллари билангина 
фарцланади, яъни дг- функция шаклининг узгариши туфайли 
У; функция з^осил булади. д, функция ш аклининг узгариши  
билан борланган — д\ айирма шу <7г функциянинг вариа- 
цияси дейилади ва од, орцали белгиланади:

Параметр сифатида вацт олиниши мумкин. Шу сабабли 
кщорида таърифланган вариация синхрон вариация  ёки изо- 
хрон вариация коми билан юритилади. Функция вариацияси 
^ам уша р  параметрнинг функцияси булади. Шуниси му^им- 
ки, д1 параметрнинг цайси цийматида олинган булса, >?ам 
параметрнинг уша цийматида олинади, яъни параметр вариа- 
цияланмайди. Демак, функцияни вариациялаш ва параметр 
буйича дифференциаллаш бир-бирига богланмаган амалдир. 
Хацицатан, (45.160) га биноан, функция вариациясини р  па­
раметр буйича дифференциаллайлик:

йр  ̂ У '■' йр йр

Вариация таърифига мувофиц, ~  функция вариацияси учун 
цуйидагини ёзишга ^ацлимиз:

Ч^Чь^Р), (45.159)

=  Ч ~  Ч* (45.160)
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Шундай цилиб, курамнзки:

(45.161)
ёки

аР ~  Ъ десак>

ф 8̂  =  Ч-. (45.162)

йАг 
'Р 
й

(45.160) дан: ^
¿1 =  91+ *<?(■ (45.163)

Бу ифадани параметр буйича дифференциаллаб, сунгра (45.162) 
назарга олинса:

41 =  41 +  ^41 (45.164)
келиб чицади. (45.159) да ифодаланган чизиц буйича олинган 
функционал учун

Р2
Я =  ) I  (д, д, р) <1р

Р 1
£ки

Р2

5 =  |  Ь {д +  Ц, д +  Ьд, р) йр. (45.165)
Р 1

(45.157) да ифодаланган чизицдан (45.159) да ифодаланган 
чизивда утиш натижасида цосил булган функционалнинг орт- 
тирмаси цуйидагича:

ДЯ =  § -  5,
Р2

АЯ= |  {/.(д +  §<7, д +  Ц, Р ) ~ 1  {д, д\р)} Ар. (45.166) 
п

Интеграл остидаги Ь(д +  $д, Р) функцияни Тейлор ца-
торига §#/, 8д1 нинг даражалари буйича ёяйлик:

Ь 0? +  Ц, дЧ- §<?, Р ) =  1 (д, д, р) +

+  | | %  +  | | Ч  +  «. <45.167)

бу ерда 7? орцали Ьдь 8д1 вариацияларга нисбатан иккинчи, 
учинчи ва юцори тартиблн мицдорлар туплами белгиланди. 
СУнгги икки формулага биноан:

I " ,п. * , ”, д1 •  ̂ ®
“  - 1  1 5  й 8,1+ Ш гь) “р + 1 Мр (45Л68)

булади.
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Ф ункционал орттармасананг bqit lqt вараацияларга нас- 
батан биринчи тартабла булган цасма, яъна бош чизицли  
цисма шу функцаоналнинг вараацияса дейилади ва 8S орца- 
ли  белгиланада:

(45Л69)

(45.162) га мувофиц, bqidp =  - j (bqt) dp =  dbqh демак:

(45.170)
p i l~  1 «  p i i - I  it

Ифоданинг унг томонидаги иккинчи ^адни булаклаб интеграл- 
лаймиз:

Р %  Л ,  Л Г  Р *  р ?

чунки
dL
dq

Демак:

с ^ 7 . »

I  **•-*  ( I s,!) ~ 1d ( I У'“>• - d ( I  * ♦ • ) -  i  ( f J

(45Л72)
булади. Бу формуладан геометрия, механика, физика ва бош- 
ца со^аларда кенг фойдаланилади.

Агар (45.157) да ифодаланган чнзнц буйича олннган функ­
ционал экстремумга эришса, у вацтда (45.159) да ифодаланган 
чизивда утиш натижасида функционал орттирмаси ё мусбат, 
ёки манфийгина булишн, яьни бир ишоралигина булиши ке- 
рак. Функционал орттирмасининг бош чизицли кисми билан- 
гина чеклаиилса, AS, 8S нинг ишоралари бир хил булади. Аммо
(45.162) ва (45.169) дан равшанки, 85 нинг ишораси ихтиёрий 
олинган 8qi нинг ишораси билан аницланади, яъни 85 доимо 
бир ишорали булолмайди. Функцаоналнинг экстремумга эра- 
щиши учун, демак, шу функцаоналнинг вариацаяса нолга  
тенг булииги лозам:

8 S =  0 (45.173)
ёки (45.158) га мувофиц:

Р 2

8 J  L{q, q, р) dp =  0  (45.174)
р\

булади. Аммо юцоридаги шартимизга кура, параметрнинг 
/?=/?! ва р  = р2 цийматларида (45.157) ва (45.159) да ифода-
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лаиган чизицлар Мъ М2 нуцталарда кесишади, демак, пара- 
метрнинг шу цийматларига мос (р) функция вариацияси 
нолга тенг булади:

булади. Бу дифференциал т енгламалар Эйлер  — Лагранж  
т енгламалари дейилади. I  (//, д,р) функция Лагранж  функ- 
цияси ёки лагранж иан деб аталади.

Эйлер — Лагранж тенгламаларини интеграллаш натижасида 
д/ координаталар р  параметр орцали аницланади:

Бу теиглама чизицнинг параметрик тенгламасидир. Шундай 
цилиб, Мъ М2 нуцталардан утувчи шу чизиц буйича олинган 
функционал, яъни Лагранж функциясининг интеграли экстре- 
мумга эгаднр. Шу сабабли Э й лер — Пагранж дифференциал 
тснгламаларига буйсунган чизиц экстремал чизиц ёки экст­
ремаль деб юритилади.

(45.174) дан курамизки, функционалнинг максимумга ёки ми- 
нимумга эришиш-эришмаслигидан цатъи назар, унинг вариа­
цияси нолга тенг. Вариацияси нолга тенг функционал одагпда 
стационар функционал дейилади. Шундай цилиб, (45.174) 
да функционалнинг стационарлик шарти ифодаланган.

XVI. Вариацион принцип ва ^аракат тенгламалари. Сис­
тема вазиятини анщ ловчи мустацил эгри чизицли  д,, ц2, 
. . . , цп координаталар одатда системанинг умумлаш ган ко- 
ординаталари деб, бу умумлашган координаталар сони эса 
системанинг эркинлик дараж алари сони деб аталади.

Моддий нуцтанинг фазодаги вазияти учта мустацил умум­
лашган координата билан аницланади. Демак, моддий нуцта- 
нинг эркинлик даражалари сони 3 га тенг.

Масофаси узгармас икки моддий нуцта системасининг эр­
кинлик даражалари сони 5 га тенг булади: моддий нуцталар- 
дан биттасининг эркинлик даражалари сони 3 га тенгдир, 
иккинчи моддий нуцта эса биринчи моддий нуцта атрофида 
узгармас радиусли сфепик сиртдагина ^аракат цнлиб, вазияти 
иккита умумлашган координата билан аницланади, демак, ик-

Й<?/(А) =  0, {р2) =  0. 
У вацтда (45.172) ва (45.173) га биноан:

(45.175)

Бу ердаги 8#,- билан йр ихтиёрий булганлигидан:

(45.176)

ш =  чАр )- (45.177)
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кинчи моддий нуктанинг эркинлик даражалари сони 2 га тенг 
булади. Шуидай цилиб, бу системаиинг эркинлик даражалари 
5 тадир.

Бир-биридан ораликлари узгармас учта моддий нуцта сис- 
темасининг эркинлик даражалари сони 6 га тенгдир: 5 та эр­
кинлик даражасига эга икки моддий нуцта орцали утган тугри 
чизиц атрофида учинчи моддий нукта узгармас радиусли айлана 
буйича даракатланиб, вазияти битта умумлашган координата 
билан аницланади, демак, учинчи моддий нуктанинг эркинлик 
даражаси биттагинадир. Шундай цилиб, бу система 6 та эр­
кинлик даражасига эга. Абсолют цаттиц жисмнинг вазияти у 
билан мустацкам богланган учбурчак |вазияти билан аницла- 
нади. Демак, абсолют цаттиц жисмнинг эркинлик даражалари 
сони 6 га тенг.

Умумлашган координаталарни вацт функцияси деб цисоб- 
лаймиз:

Й1 =  Я№), Ь =  (45.178)
Бу т енгламалар системанинг х;аракат цонунини ифодалай- 
ди. Умумлашган координаталарнинг вацт буйияа биринчи

(¡С/!цосилалари ~  умумлашган т езликлар ва иккинчи ^ о -

силалари умумлашган т езланиш лар деб юритила-
ди. Координаталар, т езликлар ва т езланиш ларни борла- 
ган муносабатлар х;аракат т енгламалари дейилади.

Системани характерловчи умумлашган координаталар, тез­
ликлар ва вацтга боглиц функция берилган булсин:

Ь =  ¿(<?ь . . . , <?„, . . . , 4 1 , . . дп, ¿). (45.179)
Бу функция системанинг Лагранж  функцияси дейилади,. 
Системанинг Лагранж  функциясидан Ь ~  ва Ь =  вацт  

оралигида олинган цуйидаги:
2̂

5■= ] I* [Чъ ■ • • , Чп-> Чъ ■ • ■ 5 ЧпР) (45.180)
<1

интеграл системанинг таъсири ёка таъсир функцияси, гох;о 
таъсир интегралы, деб аталади.

М еханика ва физикадаги вариацион принцип шундан ибо- 
ратки, хацшсий харакатдаги системанинг таъсир интегра- 
л и  экстремал цийматга эга, яъни таъсир интегралининг 
вариацияси нолга тенгдир: 

н
§ I Ь (<?ь  Чъ ■ ■ Чп, ¿)сИ =  0. (45.181)

¿1
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Нариацион принцип баъзан таъсир интегралининг стационарлик 
иринципи ёки Остроградский—Гамильтон принципи деб дам 
юритилади.

(45.174) ва (45.176) га биноан, (45.181) га мос келувчи ушбу 
дифференциал тенгламалар мавжуддир:

д ( | ) - | = 0' г " 1- 2' • • • • " •  <45л82)
Бу дифференциал т енгламалар Лагранж %аракат тенгла- 
малари дейилади. Лагранж  функциясининг умумлаш ган тез- 
ли к  буйича хусусий %осиласи умумлаш ган импульс дейилади 
в а Р1 билан ишораланади:

(45.183)

У вацтда Лагранж тенгламалари цуйидагича ёзилади:

#  <45Л84) 
Харакат тенгламаларининг яна бир шакли—каноник тенгла­

малар билан танишайлик. Шу мацсадда умумлашган коорди- 
наталар, умумлашган импулъслар ва вацт функцияси %и- 
собланган Гамильтон функциясини ёки гамильтониан ки- 
ритамиз:

Н = Н {ди . . . , (/„, р ъ Рю *). (45.185)
Лагранж функцияси билан Гамильтон функцияси орасидаги 
богланиш цуйидагича таърифланади:

н =  / .  («лее»

Бу ифодадан тула дифференциал оламиз:

а н =  £  чйР1 -
¿=1 /= 1 /= \°Ч1 I — \ * I 01

ёки (45.183) ва (45.184) га мувофиц:

йН  =  “  Ж м  <45Л87>

булади. Энди (45.185) дан тула дифференциал оламиз:

Майдон назарияси

=  +  ( Ь ^ Л р ,  + д4 и .  (45.188)
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Сунгги икки ифодани таццослаб, ушбу тенгламаларни досил 
циламиз:

=  (45.189)

йЧ1 _  дН ар-, дН
~Ш г~ др1' 5Г =  - ^ 7 -  (45.190)

Я/у (45.190) дифференциал т енгламалар системаси х;ара- 
катнинг каноник тенгламалари ёки Гамильтон тенглама- 
лари дейилади.

Умумлашган координаталар филан умумлашган р^ 
импульслар каноник цушма мицдорлар дейилади.

Умумлашган . . . , цп координаталао хи лм а -хи лли ги  
конфигурацией фазо, туррирори, п-улчовли конфигурацией 
фазо деб юритилади. Умумлашган у1у . . . , дп координата­
лар билан умумлашган р ъ . . .  , р п импульслар хи лм а -хи л -  
лиги эса фазавий фазо (фазалар фазоси), туррирори, 2п- 
улчовли фазавий фазо дейилади.

(45.188) га мувофиц:

а!Н_ у) дН , ул дН с1р1 . дН
¡И <и др1 <И с»{

ёки (45.190) назарга олинса:
с Ш^ дН  
сИ дЬ (45.191)

булади. Лагранж функцияси ошкор равишда вацтга богланма- 
ган, я ъ н и -^  =  0 булса, у вацтда, (45.189) га мувофиц, ~  = 0

булади, демак, —  — 0, яъни Гамильтон функцияси узгармас-
дан сацланади.

Кинетик энергияси Т  ва потенциал энергияси и  булган сис­
тема учун:

Ь =  Т - и ,  (45.192)
Я  =  Г +  У (45.193)

эканлигини таъкидлаб утиш мумкин. Лагранж функцияси ки­
нетик ва потенциал энергиялар айирмасига тенг. Гамильтон 
функцияси эса кинетик ва потенциал энергиялар йигиндисига, 
яъни система энергиясига тенгдир. Шундай цилиб, Гамильтон 
функцияси умумлашган координаталар ва умумлашган им­
пульслар орцали курсатилган система энергиясини ифода- 
лайди.
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XVII. Таъсир функцияси билан импульснинг богланиши.
Бизга маълум булган (45.180) ва (45.172) таърифларга биноан, 
системанинг таъсир функцияси:

н
5 =  |  ¿(<?х, <?ь • • • , (45.194>

ва бу таъсир функциясининг вариацияси:

булади. Х^циций даракатдаги система учун Лагранж тенгла- 
малари (45.182) мавжуд:

/д Ь \  _  0 

дц1 (Ы \dcji)
У вацтда

п дь
" к

булади.
Хакиций даракат билан богланган узгаришларда вариация-- 

лар урнига дифференциал олишимиз лозим. Шундай цилиб:

¿ 5 =
/=1дс» к

булади. Юцори чегара ни узгарувчи деб дисоблаб, Ь орцал( 
белгиласак, у вацтда сунгги ифодадан:

^  =  д± -  
дд1 дм

келиб чикадн ёки — урнига умумлашган импульс таърифи
д<]1

(45.183) га мувофиц /?/ цуйилса:
й  =  |  (45.195)

булади. (45.194) дан:
~  =  Ь (45.196)

келиб чицади. Таъсир функцияси 5 ни (¡1 координаталар ва 
вацт функцияси деб дисоблаймиз:

5 =  5 ^ ,  ■. . , <! „*)  (45.197)
Бу долда:

¿5 й  , г  6,5
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ёки (45.195) билан (45.196) дан фойдалансак:

дЬ >Р1ОЯ1_
м

булади. Бу ифоданинг унг томонида турган мивдор (45.186) га 
мувофиц, манфий ишорали Гамильтон функциясидир, демак:

§ = - Я .  (45.198)

Гамильтон функцияси таърифига кура, 
импульслар ва вацт функциясидир:^

Н  ~  •*•><?«> Ръ • • • , Рп, ¿)
ёки (45.195) га мувофиц:

у координаталар,

.......... ’  1
(45.199)

(^45.197) ва (45.199) га биноан, (45.198) цуйидагича ёзилади:
¿ 5  (<?, Яп, () +  , Чт . . . , £) == 0. (45.200)

Бу дифференциал тенглама Гамильт он—Якоби тенгламаси 
деб юритилади. Механика, оптика, • квантлар назарияси ва 
боища сохаларда Гамильтон—Якоби тенгламасининг адамияти 
катта.

II Б О Б Г А О И Д  М А Ш Ц Л А Р

Ушбу функцияларнинг биринчи ^осилалари топилсин (27—32):
ка I/ аи \

{аи У

с1Ъ
а [ Жс
(1а 
сМ
а

27.

»•  \-ж \-
29.

30.

31.

32. 

ёз.

11-

а1а 
' Ш

йа (Ра
Ж 1 р

гармас.

34.

а
~Ь"
сРа

= Ы тенгламадан а вектор аницлансин. Бу ерда Ь вектор уз-

IРа
йР '"■= 0 тенгламадан а вектор аниклансин.

35. Скаляр функция градиентининг Декарт компонентлари орцаЛи ёзи- 
диш формуласидан фойдаланиб, <р =  функциянинг градиенти топилсин.

Ушбу функцияларнинг граднентлари топилсин (36—39):
36. Ф(<р).
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4 7  ? !37. <р =  — •
■ fa

38. R(r).
39. F {/ъ U  /з).
40. Масофа градиенти grad г  радиус-вектор г  нинг орти эканлиги кур- 

сатилсин: grad  г  =  — .
41. Ах + By +  Cz + D функциянинг градиенти узгармас вектор эканлиги 

курсатилсин. Бу ер да A, В, С, О—узгармас сонлардир.
42. (аг) функциянинг градиенти аншумнсин. Бу ерда а  узгармас век­

тор.
43. r iab) функциянинг градиенти топилсин. а, b — узгармас векторлар.
44. {(аг )(Ьг )} функциянинг градиенти топилсин. Бу ерда а , b — узгар­

мас векторлар.
( [ab] г)

45.  — функциянинг градиенти топилсин. Бу ерда а, Ь, с  — узгар­
мас векторлар.

46. г  радиус-векторнинг а  вектор буйича градиенти ( a v )  г  топилсин.
47. г  радиус-векторнинг дивергенцияси топилсин.
48. А — аг  вектор функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ерда а — 

узгармас скаляр.
49. А — га  функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ерда а —узгармас 

вектор.
50. А = (га) b функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ерда а, Ь— уз­

гармас векторлар.
51. А = г па  функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ерда а  — узгар­

мас вектор.
52. А =  [аг] функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ерда а  — узгар­

мас вектор.
53. А =  г пг  функциянинг дивергенцияси топилсин.
54. A =±Ma(rb) -+- Nr(ba) функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ер­

да а, Ь — узгармас векторлар ва М, N — узгармас скалярлар.
55. А =  г  [аг] функциянинг дивергенцияси топилсин. Бу ерда а  — узгар­

мас вектор.
56. г  радиус-векторнинг уюрмаси топилсин.
57. А =  г а  функциянйнг уюрмаси топилсин. а — вектор узгармас.
58. А =  (га) b функциянинг уюрмаси топилсин. а, b—векторлар узгармас.

59. А =  -ту [аг] функциянинг уюрмаси топилсин. Бу ерда а  — узгармас 
вектор.

60. А =  / (г) г  функциянинг уюрмаси топилсин.
61. А =  [Л/, grad tfj М2 grad <f>2] функциянинг дивергенцияси топилсин.
62. A = f ig ra d c p 2 вектор узининг уюрмасига перпендикулярлиги исбот- 

лансин.
63. Узгармас а  вектор учун <|) (аг) dS =  Va эканлиги курсатилсин. Бу

ерда V— ёпив; сирт билан чегараланган х,ажм.
64. Хар канцай а  вектор ва F скаляр учун

(() ([grad  F a] dS) =  — j" (grad F rot a) dV 
эканлиги курсатилсин.

Векторларнинг Декарт ифодаларидан фойдаланиб, куйидагилар исботлак- 
син (65-V-73V:

65. rot grad  tf =  0.
66. div rot a — 0.
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67. rot rot а =  grad  div а — Да.
68. grad (<рф) =  <р grad ф +  ф grad 9.
69. div (ере) =  «у div а + (a grad <?).
70. rot (¡pa) =  <р rot а + [gradtpa].
71. div [ab] = (b rot a) — (a rot b).
72. rot [ab] = a div b — b div a + (&v) ® — (aV)
73. grad (aft) =  [a rot b\ + [b rot a] + (a v )  & + (&V) a -
74. Цилиндрик координаталар системаси ортларининг шу координаталар 

буйича Хосилалари:

эканлиги курсатилсин.
75. Цилиндрик координаталар системасини тасвирловчи 143- раемдан фой- 

даланиб, е  =  cos 9 ¿ + sin 9 у, e z = k, = — sin 9/ + eos 9 у  эканлиги кур- 
еатилсин.

76. Юцоридаги 74- масалани 75- масала жавобидан фойдаланиб ечинг.
77. Сферик координаталар системасини тасвирловчи 142- раемдан фойда­

ланиб, ушбулар исботлансин:
е2 =  sin 6 cos 9 i  + sin 6 sin 9 У -I- eos 0 k, — — sin 9 i + eos y,

78. Сферик координаталар системаси ортларининг шу координаталар 
буйича хосилалари цуйидагича эканлиги исботлансин:

79. Набла о р ц а л и  вектор дивергенциясининг ёзилиши (33.6) ва набла- 
нинг сферик координаталар системасидаги ёзилиши (37.9) дан фойдаланиб, 
сферик координаталар системасида вектор дивергенциясини ифодаловчи 
(37.4) формула чицарилсин.

80. Набла орцали вектор дивергенциясининг ёзилиши (33.6) билан наб- 
ланинг цилиндрик координаталар системасидаги ёзилиши (38.8) дан фойда­
ланиб, цилиндрик координаталар системасида вектор дивергенциясини ифо­
даловчи (38.4) формула чицарилсин.

81. Набла орцали вектор уюрмасининг ёзилиши (33.7) ва набланинг сфе­
рик координаталар системасидаги ёзилиши (37.9) дан фойдаланиб, сферик 
координаталар системасида вектор уюрмасини ифодаловчи (37.8) формула 
чи^арилсин.

82. Набла орцали вектор уюрмасининг ёзилиши (33.7) ва набланинг ци­
линдрик координаталар системасидаги ёзилиши (38.8) дан фойдаланиб, ци­
линдрик координаталар системасида вектор уюрмасини ифодаловчи (38.7) 
формула чицарилсин.

83. Скаляр функциядан бирор контур буйича олинган ф 9<11 интеграл шу
функция градиентининг берилган контур билан чегараланган сирт буйича
алинган J  grad  9] интегралига тенг: ф <р =  J  [efS grad  9]. Шу исбот.

др ~  и- dp z

е в =  cos ср cos 0 i  + sin ср cos G j  — sin ■б k.

дансин.
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84. Куйидаги ифода исботлансин:
(I'] с1к 
(НМ 0.

Гаусс—Остроградский теоремасидан фойдаланиб, 
сип (85—89):

85. (|) сое (п, х) гЙ =  0, (|) соэ (п, у)  аМ5 =  0, ф соя

86. (|) г  соэ (п, г) (18 = V, (|) у  соз (п, у) й8 =  V, ^

87. ф {х сое (п, х) + у  сое (п, у) + г  сое (п , г)} (18
88. (|) х сое (и, г) (¡Я = 0, ф у  сое (п, г )  =  0.

89. Г * !
1 дх (IV == (Т) <р соэ (и, *) ай, (" г/К =

куйидагилар исботлан-

(л, г) (18 — 0. 
х соя (п, х) =  V.

= З К

) сое (я, у)«®,

I
у соэ (и, г) ¿ЙЗ.

М А Ш К Л А Р Г А  Ж А В О Б  В А  К У Р С А Т М А Л А Р

27. - д  а - г г  =
й йа 2
и [*ж ) сИ
й йа й2а
<и а~Ж — а йР ■
й йЪ йа
м а М 0 — йЬ

¿ 2а\
!й 4

М
м  ‘ + л 2 ] + [ - [ я г

30. Уч векторнинг иккитаси бир хил б^лганда аралаш купайтманинг 
нолга тенг булиши назарда тутилсин.

(I /йа
чЛж

й2а \ /йа йга
а йР ) = {ж аЖ

3 ! -
(1 а

1Ж

32. <и

йа й2а 
ЖЖ2

1 [ йа
= Т , (ЬЖ -

й-а
1М2

йа й2а
ЖЖ2 +

йа
1Ж

йа й3аЛ \ 
Ж Ж* \)-

йа
Ж -

ЪР
: 2 с,

йЬ
' м 1 

ЬР

бу ерда с, е  — узгармас вектор лар.
/У2 п г!п Ь/2

^  Ж* =Ь’ Ж = Ы + с’ а  =  ТГ + с* + е'
бу ерда Ь, с, е  — узгармас векторлар.

35. Фойдаланиш лозим булган формула:
д<? . ду ду  <Э<р д2га<3 у = 1

ду д
ду ду

дх + -¡ду  + *  д г ’ дх ~ дх [

?1

. д<р 
ду 
д̂ 2 
ду

д?1 
+ Ь ду • дг

<??2
^  дх + Ч2дх' 

дъ , дчг 
-П дг + ^дг'



248 II  БОБ. ВЕКТО РЛАР АНАЛИЗИ

Бу хусусий х;осилаларни мос равишда i, j ,  k га купайтириб, сунгра 
чшдан натижалар цушилса:

grad grad  ср2 + <р2 grad <р,
булади.

36. Аввалги масала жавобида цулланилган градиент формуласидан фой- 
даланилсин:

дФ (ср) й?Ф дер дф (<р) с1Ф дгр дф (ср) йФ дер 
дх ~~ d<f дх’ ду ~ d<f ду ’ dz ~ d<p dz

Декарт ортларига купайтирилиб, сунгра узаро кушилса:
dФ (ср)

grad Ф (ср) =  grad ер

булади.
37. Аввалги икки масалага царалсин.

1
ъ ) viSradU : ==̂ ( ^ g rad<Pi“ 'Pigrad<

38. Юкоридаги 36-масалага каралсин.
dR (г)

grad R (г) =  grad г.
39. Асосан аввалги масаладагидек,

__J r . , ,  .  . ч  . dF (А, A  h) , ,  .grad F (/j, /2, /3) — grad Д +  grad /2 +

, d F (/ „ / 2, f 3)
+ — ^ ------- ^grad/3.

40. г  масофани Декарт координаталари x, у, z оркали ифодалаб: 
г  — У  х* + у* + z2 хусусий х,осилалар оламиз:

дг  Г 2х х д г  у д г  z
дх ~ 2 Ух*+ у * + 2a =  V  ду"" У' ~d~z~~r’

Булардан:
1 г

grad  г  = — {xl + y j  + zk) = у
булади.

41. grad (Ах + By 4- Cz + D) 2= At 4- B j 4- Ck, яъни натижа Узгармас 
вёктордир.

42. (ar) =  - f  azz ни дифференциалласак:
д д д 

^  (а г ) =  а*, (а г )  =  ау, ^  (а г )  =  я г

булади, натижада:
grad  (ar) =  axi  +  ayj  + azk =  а

келиб чик;ади.
43. grad  г (ай) =  (е&) r l-ab)~1 grad г  — (аЪ) г 1 а6)~2г .
44. grad { (ar) (&r)} =  (a r )  grad (6r )  4- (br) grad (ar), аммо grad (br) =b,

grad (ar) = а , демак:
grad  {(ar) (br) ( =  (ar) b +  (br) a .
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45. Юкоридаги 37 ва 42- масала натижаларидан фойдалаиамиз.
(\ab\r) 1

grad (cr) ' =  (cry{(cr) S rad r )—i\ab\ г) grad (cr)} =

= (¿У2 1(cr) |a&! n
Икки кайталй вектор купайтма формуласи (А \ВС])=В(АС) — С(АВ\ 

дан фойдалансак:
(Га£>1 г) 1 Г 1

grad7 Z ? T  = (^T2 ir[[a&|c]l
булади.

46. (av) г  = (av) ** + («V) У/ + («V) — (®V*)г" +  (в 7.У) / + («V^) * = 
=  (a/) i + (а/) у + (aft) ft =  axi + ayj  4- azk =  a.

47. Куйидагилардан фойдаланилсин:
г = xi + y j  + zft,

Ле dy dz 
div r  =* Tx + dy + dz =  3‘

48. Юкоридаги 47-масаланинг жавобига каралсин:
div (ar) == a div r  =  3a.

49. Юкоридаги 40-масаланинг жавобига каралсин:
ч д (ахг) , д(ацг) , а (дгг) 

div (ra) =  ^  ^  4- —g- =
dr dr dr I r  \ (ar)

=  a* d i+ ay ^  + a*Tz =  ( « s rad/-) =  \a T i  = ~F-
50. Скаляр купайтмани Декарт компонентлари орцали ифодалаймиз:

(га)  =  хах + уау + zaz.
div (га) Ъ =  ^  {(га) bx) 4  ^  {(га) by) + ^  {(га) bz} =

d d д 
=  bx ¿¡¿(га) + by щ (ra) 4  bzj z (ra) = bxa x - byay 4  ozaz =  (baj.

51. Юкоридаги 40-масаланинг жавобига каралсин:
drn дгп drn 

div (rna) = ax - ^  + ay - ^  + az^ -
dr dr dr

=  axnr"~i ^  + aynrn~'Ty + aznrn~i ^  =

=  игл—1 ( a  grad r) =  n r"- 1  ( a~  ] =  nrn~ 2 (a r) .

52.
e> d d

div [a r ]  =  ^  (avz  — а гу) + щ  (azx — д.vz) 4- ^  (axy  — a,,*) =  0.

53. Скаляр билан вектор <pa купайтмасининг дивергенцияси формуласи
(34.9) дан фойдаланиш мумкин:

div (rnr)  =  rn div г  + (grad  r nr).
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38, 40 ва 48- масалаларнинг жавобларига царалсин:
div г  = 3,

г
grad г п = пгп~ 1 grad г  =  пгп~ 1 — =  я г л—2 г , 

div (rnr ) =  3rn + пгп~г г 2 =  (п +  3) г п.
54. div {Ма (r b ) +  Nr (ba )} =  div {Ма (rb)} + div {Nr (ba )}.

(34.9) формуладан х,амда 42 билан 38-масаланинг жавобларидан фойдаланиб, 
бундай ёзиш мумкин:

div {Ма (rb)} =  М (grad (rb) а) =  М (Ьа), 
div {Nr (ba)} =  Л/ (ba) div г  — 3N (ba), демак, 
div \Ma (rb) + Nr (ba)} = (M + 3N) (ba).

55. (34.9) формуладан дамда 52 билан 40-масаланинг жавобларидан фой- 
даланилсин:

div г  |ar\ = г  div [ar] + (grad г  \ar\) =  г -0 + far] j  =  0,

чунки иккитаси коллинеар булган уч векторнинг аралаш купайтмаси нолга 
тенг.

56. Уюрманинг Декарт системасида ёзилишидан фойдаланиш мумкин:

г  =  xl + y j  + zk ва 
dz ду ' дх dz ду дх

rot* r  = Ty-Tz = 0' rotyr = T z-d¿ = 0’ rot*r  = ó * - ^  = °- 
Демак: rot г  =  0.

57. ,o t ,  ( r a ) - í  i r a j  -  ¿  |  _  „у g  _

=  [grad r  a ] ,  =  A . [r  a ] , .

Ш унингдек: roty (ra)  =  -1  [r  a ]y , rotz (r  a )  =  - L [ r  a ] z, 

демак: rot (/- a )  =  — [r  a ] .

58. Аввало ( r a )  =  x a r + уду + zaz.

r o t ,  ( r a )  b =  { (re)&z } - 1  { ( r a )  6yj  =

Íy^r a ) - b4 z
Худди шунингдек: roty (r a ) b  = [ab\y, ro\z (r a)b =  [ab]z, демак:

rot (r a )  ft =  [a&].

x ,  (r  « )  — у  (r  a ) = bzay — by az =  [a  &]r .

59. ro t , i .  fa r] =  i -  r o t ,  [a  r ]  =  .1  { [a  r ]*  — L  [a 'r]y } =

= т { ^ ахУ~~ауХ)~Гг {ClzX ~ йх Z) } = j { ax - °  — ° + ax} = a*
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Худди шунингдек: roty A. [ar] = av, rot^-A I® r\ =  az, 

демак: rot A  [a r ] =  a .

60. Масофа функция градиенти (29.5) га мувофик:

grad F (г) = £ FS r.) grad  r  = — L .dr dr r
dp  i
------- ни /  (г) билан белгиласак:dr r

grad F ( r )  =  / (r) r
булади. Функция градиентининг уюрмаси нолга тенг эканлиги бизга маълум, 

демак: rot { / (г) г  } =  0.

Бу натижани бевосита Декарт системасидан фойдаланиб досил килиш хам 
мумкин:

- Ч ' « '  1 {/ и  I  {/м ’ } - 4 y f «  -  > s / w  -

=  [g  rad / (r) r)x =  - - - - -  [grad  r r}x = .— W \L, r j  =  0.

Х удди шунингдек: roty {/ (r) r} =  o, rotz [ f  (r) r)  = 0. 

демак: rot {/(/-)r} =  0.

61. Вектор купайтма дивергенцияси формуласи (34.11) дан фойдаланил-
ош :

div [Afj grad срх Af2 grad ср2] — МгМ2 div [grad grad ep2] =
=  A ijA ij { (grad <p2 rot grad tpj) — (grad cpj rot grad <p2)} =  0,

■чунки функция градиентининг уюрмаси нолга тенг.
j62. Скаляр билан вектор купайтмасининг уюрмаси формуласи (34.10) 

дан фойдаланилсин:

rot А =  rot (<р, grad <р8) =  <рх rot grad  <р2 + [grad grad  <р2] =
=  [grad <f>! grad <p2],

чунки функция градиентининг уюрмаси нолга тенг. Берилган векторнинг уз 
уюрмасига скаляр купайтмасини ёзайлик:

(Л rot Л ) = (tpi grad <р2 [grad cpx grad <p2]) = 0.

Ш ундай чилиб, Л = grad <p2 вектор узининг уюрмасига перпендикулярдир.
63. М аълум (26.13) формуладан фойдаланилсин:

ф (а г) dS = | grad ( a r )  dV = j* adV = a  j" dV = aV,

чунки grad  {ar)  = a  (42- масаланинг жаробига ^аралсин).
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64. Гаусс—Остроградский теоремаси ва вектор купайтма дивергенция- 
си формуласи (34.11) дан фойдаланилсин:

(j) (Igrad F a ]  dS) = j  div [grad  F a] dV,
dlv [grad Fa] = (a rot grad F) — (grad  F rot a) =

— — (g rad F rot а ) , чунки rot grad  F — 0.

Демак: (j) ([grad  F a\ dS) — — J* (grad  F rot a) dV.

65. rot r grad  <p =  jL  grad2 tp — J .  g rad y tp =

_  d /dcp\ d /dtpN _  d2y _ d2y _
dy \dz) dzidy) dzdy dydz

XyjjflH myHHHnjeK: roty grad tp =  0, rot2 grad <p =  0. 
fleMaK: rot grad tp =  0.

66. div rot a  =  ~  rotj. а + Л- rotv a + ~  rotz a 
dx ay 1 dz

fda* + ±\|'day dax\
J dy \dz dx J dz Vdv dy )dx \dy

d2az _d2ay + d2ax _  d2az d2ay __d2ax __ „
дудх dzdx dzdy дхду дхдг dydz '

67. rot v rot a — ~  ro t, a — S-  rotv a = 
ay dz

fday dax\ d (dax _dOz\ 1>4I1 d2a x d2ax
Vdx dy ) dz \dz dx ) dxdy dy2 dz2 dxdz

Унг томонга ±  ни цушсак, натижа Узгармайди. Демак:
dx2

(fax , day + daz \__ ( d2ax + d2ax
I dx ~dy dz ) V dx2 dy2 dz2 )

=  gradj. div a  — Aax

Xyan.n uiynHHraeK: roty rot a = g rad y div a  — Aay .
iotz rot a  =  gradz div a  — Aaz.

HaTHscaaa: rot rot a = grad div a  — A a.

68. grad,(T+).= |-(T+) = ? * U * g

XyjwH myHHHraeK: g rad y («pi]') = < p ^  +  4 ' ^ .  grad^ (<p«jj) = <p^ +- i|> I ? ,dy dy dz ozr
fleMaic grad (<p <]>) =  <p grad +  + grad tp.
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69. div (tpa) =  — (cpa,) + A  (? a y) + |U<P«i) =

d a ,  t  df , dav . „ cty , dcp
= tf>- r L + « * ^ + ? - r-i + «y-5I +'P:r-5' + =dx . d* dy dy d.z

=  cp d iv  a  +  ( a  g ra d  <p).

70. r o t ,  (<pa) =  |  (<pa2) -  (cpay ) =  <p g * .  +  a , * ?  -  T -  a ,  ||

= + ( $ * * - S a» ) = * rot* a + ferad ? *1-

XyflflH uiyHHHr Ka6n: ro ty (cp a) =  cp ro ty a  +  [g rad  <p a ] y , 

ro t2 (tp a )  =  <p ro tz a +  [g rad  cp a]^ .

HeMan: ro t (<p a )  =  cp ro t a  +  [g rad  cp a ] .

71. div [ab] = A [ a b ] x + ~  [ab\y +  A  [a6 ]z =

= («y&z — «¿6j) + A  (azbx — axbz) + (a* by — ay&,) =

«= ~ ( a y6 2) -  ~x (azby) + 1 .  (%&,) — (axbz.) +  A  (a^6y) -  ^  (a y6.*) -

,^ £ +  bz^ l - d zf l - b M  ■+d2p  + bx p - a xp  -  bzp
dx dx dx J dx dy dy dy dy

V  „  *^y 4. /, d a x _  a  d b x _  , d a*+  ax ^r- +  °y -3- — ay -3- — pz 3 — • dz dz dz dz

S h^ h yM yMHH K09(})(})HiiHeHTJH xaflJ iap H H  h h f h 6  e3aM H 3:

d iv  lab] = bx (to* -  ̂ 1 ) +  by { t o * . -  ^ * U  bz №  -  p )  -  \dy dz J V dz dx) \dx dy )

- a x ( ^ i -  d‘l± \ - a ,  (d± * - * hs \ - a z № ± - -dM ^\dy dz ) \dz dx ) I ¿a; dy 1
— bx ro t , a + by roty a  + bz rotz a  — ax ro t , b — ay roty b + az rotz b ■■ 

= (b rot a) — ( a  rot b).
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Унг томонга ±  ах ±bx цушилса, натижа узгармайди. Умумий коэф- 

фициентли дадларни йигиб ёзамиз:

roU [а Ь) = ах №  + 4  -  Ьх (*Е* + d3L + **S\ +

+ ( b (̂ а"с 4- 6 ддлг J .  и дах\_/ а дЬх . дЬх дЬх\ __\ьх —  + ь у +Ьг — ) ^ _  + а + a , _ j _
ду л д г )  \ дх у ду 

=  ах div Ь — bx div а + (b grad ах) — (a grad bx) —
= ах div Ь — bx div а + (йу) ах — (ау) Ьх.

Худди шунингдек:

roty [ab] =  ау div b — by div а  + (&у) ау — (aV)by> 
rotz [ab] =  az div b — bz div a  4- (&y) az — (ay) bz.

Демак: rot [ab] =  a  div b — b div a  +  (by) a — ( a y )  b.
73. grad*  (ab) =  grad *  (axbx + ayby 4- azbz) =

— ^  (axbx + ayby + azbz) =  (axbx) 4  ~  (ayby) 4  iL  (azbz) =

„ dbx , k dax , _ <?6V , , day . dbz . , daz
= а* Т х +Ь* Ж  + а> Ж +Ь>Ж  + а*Ж  + Ь**Г-

Унг томонга ± [ay 4  a2 ва ±  (by 4  bz ĉ )  цушилса натижа \ oy dz ) V y dy d z )
узгармайди. Moc ^адларни йигиб шундай ёзсак булади:

« - ' ( • * > t  -<■f e + №  ■* *> t +** +

+ {■* ( §  - - 1 ) ■-«■ (■ъ - -  % ) ( + Ь  №  ■- f ) ■-*• ( &  - -  & »  ■-
=  (a grad bx) 4  (b grad  ах) 4  

4  {ау rotz b — az roty b } 4  {by rotz a  — bz roty a) —
=  (ay) bx 4  (b y) ax 4  [a rot b\x 4  fb rot a\x.

Худди шунингдек:
grady (ab) =  (a y) by 4  (b y) ay 4  [a rot b]y 4  [& rot a)y, 
gradz (ab) = (a y) bz + (&y) a , 4- [a rot b\z 4  [b rot a]z.

Демак: grad (ab) — [a rot b | 4  [ft rot a] 4- (ay) b 4  (&y) a.

74. Цилиндрик координаталар системасини тасвирловчи 143-расмдан 
фойдаланиш лозим. Бирор координата буйича хусусий хосила олинганда, 
колган координаталарнинг узгармаслиги назарда тутилиши керак.

де
= 0, чунки ср =  const ва z  =  const булгамлигидан е  =  const дир. ар р

де-JL — 0 , чунки ср = const ва z = const булгашшгидан. ^ = const дир.
<7р v
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dez
•ф- — 0, чунки e z — const дир.

=  е . ,  чунки р =  const ва z =  const булганлигидан орт е  нинг бу*ду р у
рилиш бурчаги dy — dyez булади ва Эйлер формуласи (21.11) га мувофнк: 

def = [dtp e ze 9 ] =  dy \ez e„ ] =  dye^ .

d ev- щ  = — g p , чунки p =  const ва z= const булганлигидан орт e?  нинг бу>. 
рилиш бурчаги d y = d y e z булади ва Эйлер формуласи (21.11) га ыувофиц: 

dev =  \dyeze v \ =  d y [ e z e^} =  — d y e  p.
d ez-щ =  0, чунки e z=const

de„
=  0, чунки tp =  const ва p = const сабабли e p =  const булади.

дею
—X. =  0, чунки p =  const ва tp =  const сабабли e  =  const булади.
oz r

dez
=  0, чунки e z =  co n st.

Топилган натижаларни кулайлик учун жадвал шаклида ёзиш мумкищ

е Р *9 е г

д
др 0 0 0

д
ду é?cp - е 9 0

д
дг 0 0 0

75. Цилиндрик координаталар системасини тасвирловчи 143- расмдан:

(ер )х  = ( е 9 i ) =  cos tp, ( е р )у =  (<?р у) =  cos — у )  =  sin tp

келиб чицади. Демак:

е р = eos <р i  + sin фу.
Уша расмдан:

=  [еге р ] ни e z = k 
булади. Демак: е  =  [ft, cos tp i + sin tpy] =  cos tp [ft г] +  sin <p [fty], 

аммо [ft/] = y, [ftyj = — шундай цилиб, в = — sin tp / + cos tp j.
76. e  , e  , e z ортлар учун топилган ифодалар мос равдщда дифферен» 

циаллаб чи^илади.
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77. Сферик координаталар системасйни тасвирловчи 142-расмдан фойда- 
.ланиш лозим.

e r =  г  = xi  + y j  + zk,

.демак:

■ёки (37 .1) га мувофиц:
ег =  sin 0 cos у  i +  sin 0 sin 9  j  +  eos 0 ft.

.Расмдан:

(e¥ L  =  (<?,, 0  =  cos (9  +  |_) =  — sin  9,

(e<ph=? (evJ) -  eos 9
■булади, демак:

=  — sin 9 i +  eos 9 y.

Равшанки: efj = [e9 er] ёки кщоридаги ф ормулаларга биноан:

=  ■— sin2 9 sin 0 [ij] — sin 9  cos 0 [/ A] +

+  cos2 9 sin 0 [ji\ + cos 9  cos 0 [/ ft]

булади. A m m o  [ij\ =  ft, [ik\ =  — j, \j i\ =  — ft, [y ft] =  i,
.демак:

=  — sin 2 9  sin 0 ft +  sin 9  cos 0/  — cos2 9  sin  0 ft +  cos 9 cos 0 i’ =

=  — sin 0 ft +  sin 9  cos 0 J  +• cos 9  cos 0 i ёки
eo = cos 9  cos 0 i + sin 9  cos 0 у — sin 0 ft.

78. Аввалги  масалада en , eç ортлар учун  топилган натижалардан  
.фойдаланилсин:

|f£ = Q, 
dr

дг

дг
д е =  COS 0 COS 9  I +  COS 0 S in  9/ — sin 0 ft =  e  0 ,

de,.
= — cos 9 sin 0 i — s.i.n 9 sin 0 j  — cos 0 ft =  — er,

de
Ж = ' 0’

—щ  = —sin 0 sin 9 / 7}- sin 0 cos 9  j  — sin 0 (— sin 9  / + cos 9  j) = sin 0 ev ,
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де,- —= — sin tp cos 0 / + cos tp cos 6 у = cos 0 ( — sin <p / + cos tp/) = cos 0 ed tp
. . .-L- = --COS (pi — sin tp y.dtp

A m m o  er ифодасининг икки томонини sin G га ва eg ифодасипинг ик- 
ки томонини cos 0 га купайтириб, сунгра уларни цушсак: sin 0 er + eos 0 e¡¡ = 
= cos <f i + sin tp У булади, демак:

dtp sin 0 — eos 0 ,

Топилган натижаларни цулайлик учун жадвал шаклида ёзиш мумкин:

вг ев **

д
дг 0 0 0

д
d0

е 0 —er 0

d
dtp

sin  0 e v cos 0 —cosO(?e— sin8er

79. Бу масалада: 
div а = ( у  о),

Ü => е —+ <?« J- А + е __ —  —
г d r г  dO 4 г  s in  0 dtp’

а = arer + а0 с 9 + е е

Шундай килиб:

div а =  (V а) = (<?,./ + е 0 J_ ^  + <? _ L _ ^  А  йг<?л + а 6 <?в + a ef )
V дг г дЪ 9 г  sin 0 dep’ ü г /

= [er А , я , « ,  + в , ^  j  +

+ ( 0̂ а'е' + а0 е8 + a tp  ̂ +

+ (* * Г й Г т | ? в'* '  + вае» + V *  ) =

= «>,)■ + (*4, «е ев ) + [ег а, е ,)  +

+ {e°T W  агвг) + («• Y W  ) + ( в в73б* e» V )  +

11 Майдон назарияси
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+ ( ^ F í iF ü | '  й^  + ( ^ Й г 0^ ’ а ь е о ) +

+ (*? FirnT d? av e v j -  

Бу скаляр купайтмаларнинг х;ар бирини алох,ида текшириб чик;иш керак : 

[er ^ег) = (<?п ~  [агег]) = (<?,, д̂ е г) + (ег, аг ^  =

_  даг

Худди шунингдек:

дг < ^ ) + ф р ) .

, д \ да9 , ч / дев \'r àF’ a° ee ) - w (er ee ) + ae [er

( * 7 W  4  = 7 % < ^ > +T 4 - ï ) ’
/ 1 0  \ 1 da9 1 def, \

a0 Ûÿ J = _ _  («„ )+ _  «g ( *8 -gg-J , 
/ 1  ̂ \ 1 / ч 1 ( Ôev \ 
Г Т 0 6 ’

f 1 a „ „ \ 1 da. , „ , . 1 / de, \
Ie* ГШГ9 d ?  r r) ~ 71ШТ d ^  °ef r)+ FsïïTü (** d^J ’

/ 1 d \ 1 da9 1 [ de. \
V 'T r  sin 6 dy  00 e ° ) r  sin О дер r ea  ̂ r  sin 0 ßf) \ f  d<p / ’
/ 1 d \ 1 dn,„ 1 / de \
[ в ? -------- . af  e 9 = --------------(e«p e  ) + -------------------- a 9 [e  —2 - ) .
' r  sin 0 dç / r  sin 0 dtp r  sin 0 V dtp /

e n е й , e 9 ортлар узаро перпендйкулярдир, уларнинг досилалари эса 
78- мацщнинг жавобидан маълум. Шуларни назарда тутиб, юцоридаги асосий 
формуламизни тубандагича ёзамиз:
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Унг томондаги биринчи х,ад билан иккинчи х;ад йигиндиси;

дЛт. +  2 El = i .  А  (/-2 аг), 
дг г  г 2 дг

учинчи х,ад билан туртинчи х,ад йигиндиси эса:
1 да-ц «о cos 0 I ' d
г  dO ^  г  sin  0 г  sin 0 d0 Ŝln а̂° '̂

Нидоят:
1 d / п \ I д  , 1 да„

div а  = — — (г2 аг) + -------- - _  (sin nаа ) + --------------
г2 дг г  sin 0 дв г  sin 0 dç

Бу эса ч и ц а р и л и ш и  талаб килингаи (37.4) формуладир.
80. Бу масалада:

div а = ( у  а),
„  „ д . а 1 d , d 
v  = ep ^  + ^ 7  di + <?zd?

«  = öp еР + ß9 е<р +
Демак:

dlv «  -  (v«) -  К  + » .  у  £  + <’■ ", + “И »  + « л )  -

1 аё I de,. \ 1 d a , , ._ „ ,
+  -  К  ) + - i \ev ^  {e. e z) + -1  e„ ‘  +

P d<?
a<D ( de \ 1 daz ч a* / d<?*\
p V9 d<? ) p dtp ( ? г) + p И  dcp J

dan ¡ de.  \ da,„ / de,„ \
+  ^  f e e p ) + a p ( * _ * _ )  + ( * , ,  ) + a ,  [ ez _ £ .)  +

(е2ег) +  azda¿
dz

e p< e z ортлар узаро перпендикулярдир, уларнинг досилалари 78- 
маищнинг жавобидан маълум. Шунинг учун:

da„
div а  =  —L  + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 +

dp

+ 0 + + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0+  — + 0 = 
р р <7ср ОZ

=■ ^р_ + üí_' + + *!f?. 
dp p p d<p dz

Унг томондаги биринчи ва иккинчи дад йигиндиси: 

d a t о . а Р -  1 д
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\Бу топилган натижани шундай куринишда ёзиш мумкин:

r o t a = 7  { ^ - ¿ (ра* ] } е г +
I да. да,) „ 1 ( д да,

+ + -  I— (Р*? ) dtp

Бу эса чикарилиши талаб цилинган (38.7) формуладир.
83. У згармас а вектор учун бундай ёзиш мумкин:

(а (£ <р dl) =  (j) (a tp dl) = (j) (ip a dl).

Стокс теоремасидан фойдалансак, (a (j) ч/dl) =  J  (rot tp a  dS) булади. 
Ammo (34.10) га мувофиц:

rot <р а  = [grad tp a] + <p rot a  =  [grad 9 а ].

Демак: - (f/(j) tp dl) =  J  ([grad <p a ] ¿5 ).

Аралаш купайтма хусусиятидан фойдалансак:

|a(|)<pd/^ =  J  ( [d S g r a d  tp] а )  ёки |a, (j) tprfi — J  [dS grad cp] j =  0

булади. Нолга тенг скаляр купайтмадаги бириичи купайтирилувчи а  вектор- 
нинг аник узгармас эканлигидан, иккинчи купайтирилувчи векторни нолга 
тенг деб олишга мажбурмиз:

tf d l  — J" [ d S grad  tp] =  0 ёки (j) 4 d l  — j" [rf g ra d  у ].

84. Эйлер формуласига мувофиц:

I - м .  I - М .

Икки дайтали вектор купайтма ва аралаш купайтма хоссасига мувофик:

[ % § ]  = [[«Л *]] = «* (k [“ У]) -  k (» [шу] =
=  о) (о> [у  f t ] )  =  га (to /).

Демак:

85. Гаусс — Остроградский теоремасига мувофик: (£ (a dS )— J div a dV. 
Ж умладан, узгармас а  вектор учун div а  =  0, у  вактда (a dS) = ( « J )  dS)=>
— 0, демак, ч|) dS =  0 ёки

(j) cos (я, х) dS =  0, (j) cos (я, у) dS = 0, (j) cos (я, z) tfS =  0

булади.
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86. Масалан: - у  cos (я, y )d S = ,(y j dS) 
ва Гаусс—Остроградский теоремасига мувофик:

(J) у cos (я, у) d S =  (j) (у j  dS) — j" div (у у) dV = j" dV — V.

Колган икки ифода дам шунинг сингари топилади.

87. { X cos (я , х) + у  cos (я, у) + z cos (я , z) ¡  dS = (r  dS). Гаусс— 
Остроградский теоремасига мувофик:

X cos (п, х) + у  cos (я , у) + z cos (я , z) j  

=  j )  (г dS) = j  div r  dV =  3 V.

dS--

88. X cos (я, z) dS = (xk dS). Гаусс—Остроградский теоремасига му­
вофик: (j) X cos (я, z) dS = (j) (xk d S) = J  div (xk) dV =  0. Иккинчи ифода 
дам шунинг каби топилади.

89. f  cos (я , х) dS = (tpi dS). Г аусс—Остроградский теоремасига мувофик:

(J) у  cos (rCx) dS =  ф (tp i dS) =  j  div (tp i) dV =  dV.

Колган икки ифода дам шунинг каби топилади. Масаладаги учта ифоданинг 
чап ва унг томонларини мог. равишда i, j ,  k ортларга купайтириб, сунгра 
куш сак, куйидаги натижа чикади:

(|) tpdS = |  grad tp dV.

Бу эса аввалдан маълум ифодадир.
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Вектор тушунчасини умумлаштириб, тензор тушунчаси ^о- 
сил цилиш мумкинлигини кириш сузида таъкидлаган эдик. 
Координаталарнинг турли системаларида вектор турлича ком-, 
понентларга эгадир. Оддий тензор тушунчасига келиш учун 
Декарт системалари ортларининг узаро богланишини аницлаш 
масаласидан бошлаймиз.

Уч улчовли фазода бошлари бир ну^тада жойлашганва узаро 
перпендикуляр булган учта еъ е2, е3 бирлик векторни олай- 
лик. Бундай бирлик векторларни биз илгари Декарт ортлари 
деб атаб, /, j ,  к ор^али белгилаган эдик.

Асос цилиб олинган. еъ е2, е3 векторлар координат век- 
торлар ёка базис векторлар деб %ам юритилади.

Бошлари фазонинг бирор ну^тасида булган узаро перпен­
дикуляр учта орт еи е2, е3 аник бир Д екарт триэдрини ^осил 
цилса, фазонинг худди уша ну^тасида жойлашган узаро пер­
пендикуляр боища учта е[, е'2, е'ъ орт ^ам ^андайдир янги Д е ­
карт триэдрини ^осил цилади.

Хар ^андай векторни компланар булмаган учта вектор буйича 
ажратиш мумкин. Демак, янги Декарт триэдри ортлари е\, е'̂  
е\ ни дастлабки эски Декарт триэдри ортлари еъ е2, е3 буйи­
ча ажратиш мумкин:

46. ДЕКАРТ ОРТЛАРИНИ АЛМАШТИРИШ

в 1 ~  аи +  а12 ег +  а1з е3, 
вг — а21 «22 е2 “Ь а23
ез — а 31 е1 +  а 32 е2 +  а 33 е3

(46.1)

ёки кисцачаси:
з

& I — 2  аН{ (46.2)
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Су ерда I ва й индекслар бирдан учгача узгаради. Юцоридаги 
формулада ифодаланган эски триэдр ортларидан янги тр и ­
эдр ортларига утишни ортларни тугри алмаштириш дейи- 
лади. Тугри алмаштириш коэффициентлари булгап а/ъ эски 
ортлар системасига нисбатан янги ортларнинг компонентлари- 
дир.

Эски ортларни ){ам янги ортлар буйича ажратиш мумкин:

Бу формулада ифодаланган янги ортлардан эски ортларга  
утишни ортларни тескари алмаштириш дейилади. Тескари 
алмаштиришнинг коэффициентлари эса янги ортлар систе­
масига нисбатан эски ортларнинг компоненларидир.

Эски ортлар узаро перпендикуляр, янги ортлар ^ам узаро 
перпендикуляр булганлигидан:

булади. Энди икки индексли шартли белги — символ Ь1к кири- 
тайлик.

г индекс билан к индекс бир хил булса, бу символ бирга 
тенг, акс 5{олда нолга тенг булсин. Одатда 8г-й символ Кроне- 
кер символи деб аталади . Демак, Кронекер символи учун таъ- 
рифга мувофиц:

булади. Кронекер символидан фойдаланиб юцоридаги (46.4) ва
(46.5) формулаларни ^искача буидай ёзамиз:

(46.2) нинг икки томонини орт е}- га скаляр купайтириб, сунг- 
ра (46.7) ни назарга олсак:

з
2  ек-к=1

(46.3)

(ег е1) =  1, (е1 е2) =  0, (е1 е3) =  О, 
(е2 ег) =  0, (е2 е2) =  1, (е2 е3) =  О, 
(е3е1) = 0, (е3 е2) =  0, (е3е3) ^ 1 ,

(46.4)

(46.5)

(46.6)

(&1 & к) ~ Ч̂к
«  е'к) = Ь1к

(46.7)
(46.8)
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яъни:
"*(/ 

булади.
Энди (46.3) нинг икки томонини орт е'] га купайтириб, сунг- 

ра (46.8) ни назарда тутсак:
3 3

е]) — 2  (̂ * е/) =  2  =  Р//»
* = 1 /г — 1

яъни:
Р//“ (в/«;) (46.Ю)

бу-лади.
Тугри алмаштиришнинг о.-ш коэффициентлари билан тескари 

алмаштиришнинг коэффициентлари орасида богланиш бор. 
^а^ицатан, (46.2) ва (46.3) га биноан:

3 3 ' 3 3 3
е\ =  2  ^  ^  =  2  2  ?*/■■ е/ =  2  ( 2  Ра/) <■>

* = .1  й = 1 У = I /' -  1 /г = 1

яъни:
3

=; =  2  ( 2 а/* М  «;•у = 1 = I 1
Бу формуланинг икки томонида дам е\, е'2, е'ъ ортлар ишти- 
рок ^илади. Демак, унг томондаги Ь =  у  индексли ортнинг ол- 
дидаги коэффициента бирга тенг, I Ф ]  индексли ортнинг олди- 
даги коэффициенти эса нолга тенг булиши лозим. Шунинг 
учун :

2  (46 л  1)
/е = 1

булади. Бу формулани бонща шаклда дам ёзиш мумкин.
(46.3) ва (46.2) га мувофиц:

3 3 3 3 3
= 2  Р& еь ~  2  Рй 2  аА./ еу =  2  ( 2  Р*&а*у) £]•' к = 1 * = 1 / = 1 У=1 4  = 1 '

Юцоридаги сингари, бу ерда дам:

2  Р/* “*У =  8/у- (46.12)
*-=1

булади. Сунгги икки формула бир-бирига эквивалент форму- 
лалардир. Уларни янада цулайро^ шаклда ёзишимиз мумкин.
(46.10) билан (46.9) га мувофи^:

Р/у — ( г̂ ®у) =  (®у /̂) =  ауг* (46.13)
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Демак, (46.11) ва (46.12) формулалар бундай ёзилади:

. 2  4k ajk =  %  (46.14)
к=1

S  * k i4 j “  8// (46.15)
*=i

(46.13) га мувофщ, тескари алмаштириш формуласи ^уйида- 
ги шаклни олади:

з
2̂ — 2  akiek' (46.16)

к = 1

Декарт, ортлари узаро ортогонал булганлигидан, (46.2) би- 
лан  (46.16) да ифодаланган алмаштиришлар myFpu ва тес­
кари ортог'онал алмаштиришлар деб аталади, (46.14) ёки
(46.15) формула эса ортогоналлик шарти дейилади.

Алмаштириш коэффициентларини жадвалда ёзиб курсатай- 
лик:

ei е2
1

е3

- « и «12 «13

4 “ 21 «22 «23

е 'ъ а 31 «32 «33

Икки векторнинг скаляр купайтмаси таърифига мувофик^, 
е} ортлар учун:

« •  ej) = \е\\\еу |cos {e^e'j) =  cos (е£е/)
булади. Демак:

aij ~ cos(e), ej), (46.17)

яъни f коэффициент е\, ej векторлар орасидаги бурчак ко- 
синусига тенгдир. Бу косинуслар бир Д екарт триэдрининг ик- 
кинчисига нисбатан йуналтирувчи косинуслари дейилади. 
Йуналтирувчи косинуслар сони т у ^ и з т а  булиб, улар орасида 
олтита богланиш бор.



268 I I I  БОБ. О ДДИЙ ТЕН ЗО РЛАР АНАЛИЗИ

^ацщ атан, ортогоналлик шарти (46.14) ни муфассал ёзай-

Дик^ат билан каралса, (46.19) ва (46.20) бир-биридан фарк 
килмайди. Шундай цплиб, туадизта йуналтирувчи косинус ол- 
тита богланишга буйсунади. Демак, йуналтирувчи косинуслар- 
дан учтаси берилган булса, долган олтитасини шулар ор^али 
ифодалаш мумкин. Шунга кура, бир Декарт системасининг ик- 
кинчи Декарт системасига нисбатан вазияти учта мивдор би­
лан ани^ланади. Текширилиши лозим булган масаланинг мазму- 
нига караб, бу учта мивдорни турлича танлаш мумкин. Меха- 
никада бундай учта мивдор сифатида Эйлер бурчаклари кабул 
Килинади (57- параграфдаги I иловага царанг).

Ортогонал алмаштириш коэффициентларидан тузилган де- 
терминантни ёзайлик:

лик:

(46.18)

(46.20)

(46.19)

а 11 а 12 а ХЗ> 

1а ии1 =  а 2Х а 22 а 23, 

а 31 а 32 а 33

(46.21)

(46.22)

(46.23)
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Янги е\, е2, е'ъ ортлар билан эски еъ е2, е8 ортларнинг 
иккаласи дам бир ориентадияли экан, яъни иккала триэдр дам 
унг ёки иккаласи дам чап ориентадияли булса:

(е{ \е2 е3]) =  1, (е± [е2в3]) =  1
булади, демак:

1а/ил1 =  1 (46.24)
Триэдрлар турли ориентадияли (яъни бири унг, иккинчиси 

чап ориентадияли) булса:

«  к  < ] )  =  - ! .  (в1[ея ва]') =  1
булади, у  вацтда:

Кп\ -  1- (46.25)
Шундай цилиб, ортогонал алмаштириш коэффициентла- 

ридан тузилган детерминант ориентация узгармаганда мус- 
б а т  бирликка, ориентация узгарганда эса манфий бирлик- 
ка тенг. Ориентациянинг узгариш-узгармаслигидан цатъина- 
зар, ортогонал алмаштириш коэффщиентларидан тузи л­
ган детерминантнинг квадрати мусбат бирга тенгдир:

\атп\2 — 1- (46.26)
Бошлари бир ну^тада жойлашган икки Декарт триэдри бир 

ориентадияли булса, уша нукта атрофида узлуксиз айланти- 
риш йули билан улардан бирини иккинчиси билан устма-уст 
келтириш мумкин. Турли ориентадияли триэдрлар учун бу 
дол юз бера олмайди.

Ортларнинг йуналшиларини тескарига алмаштириб, ик­
ки триэдрнинг биридан иккинчисини цосил цилиш инверсия 
дёйилади. Демак, инверсия таърифша мувофи^:

е ' ^ - е г ,
«2 =  — е*> (46.27)
еъ = ея

булади. Инверсия натижасида ориентация узгаради.
Инверсияга боглик алмаштириш коэффициентлари (46.17) 

ва (46.27) га биноан, бундай булади:
а 11 =  1> а 12 =  0 ,  ®13 —  О ,

а 21 = Ол ®22 =  11 а 23 =  0) (46.28)
а31 = о, а32 = 0, а33 = — 1 .

Фазо ориентациясининг узгариши фазо инверсияси деб 
%ам аталади .
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47. ВЕКТОРНИ АНАЛИТИК ТАЪРИФЛАШ

Бошлари бир ну^тада жойлашган икки Декарт системаси 
5 ,  5 '  берилган булиб, уларнинг ортлари еи е2, е3 ва е[, е2 е'3 
булсин.

Фазодаги бирор ну^танинг координаталар бошига нисбатан 
радиус-вектори г  ни уша нуцтанинг 5  системадаги хъ х2, х3 
координаталари орцали ва У  системадаги х[, х2, х'3 коорди- 
наталари орцали ифодалаймиз:

Г =  Х !  ех +  х 2 е2 +  Ха е3, 
г = х[ е\ + х2 е'2 +  х'л е'г

ёки кискартирилган шаклда бундай булади:
3

г  =  2  х 1 еи (47.1)¿ = 1
3

г  =- 2  х) е 'г (47.2)7 = 1
Сунгги тенгликнинг икки томонини е'к ортга скаляр купай- 

тирайлик:
3 3

( г ек) Ц  О  = 2  х) 1/* = к .
7=1 7-1

Энди (47.1) нинг икки томонини яна уша е'к ортга скаляр ку- 
пайтирайлик:

(Г ^/;) =  2  Х'1 еи) — 2  Х1 (ек £/) =  2  °-Ы
¿=1 ¿=1 ¿=1 

з
4  =  2  4 1  Х1 (47.3)/=1

булади.
Бу формула дастлабки, координаталардан янги коорди- 

наталарга утишни ифодалайди.
Янги координаталардан дастлабки координаталарга утиш 

формуласини топиш цийин эмас. Бунинг учун (47.1) билан (47.2) 
формулаларнинг чап ва унг томонларини е& ортга скаляр 
купайтирамиз:

з 3
(г &/г) ~  2  = 2

¿=1 (=1
3 3

(Г **) = 2 х'у-(е) ек) = 2 «у* X),
У-1 /=1
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демак:
з

— 2  а/А X] (47.4)

Бу формула эса янги координаталардан дастлабки ко­
ордината ларга утишни ифодалайди. Юцоридаги (47.3) ва
(47.4) формулалар координаталарнинг ортогонал алмаш- 
тирилишларини курсатади. Бу формулаларни базис вектор- 
ларни алмаштириш формулалари (46.2) ва (46.16) билан со- 
лиштирсак,' алмаштиришларнинг умумий конунга буйсуниши- 
ни курамиз: базис векторлар цандай алмаш тирилса, коор- 
динаталар %ам худди шундай алмаш тирилади.

}^ар кандай а вектор учун:
з

а  =  2  а1 еи (47.5)¿=1
3

а  =  2  а) е'р (47.6)

бу ерда а-ь а} сонлар а  векторнинг эски ва янги Декарт сис- 
темасида олинган мос компонентларидир. Бу компонентлар- 
нинг алмаштириш конунини аникламокчимиз. Сунгги икки фор- 
муладан фойдаланиб бундай ёзамиз:

з з
(®®*) =  2  (в/ =  2  я-ы

/ = 1  / = 1

3 3
(а е 'к) =  2  а) ( ^  О  =  2  а) ъ]к =

демак:
з

а'к =  2  **/ «/• (47.7)»=1
Шунинг каби усул билан тубандаги формулани дам чикариш 
мумкин:

з
а1г ~  2  а/А а ,- (47.8)/-1 '  1

Сунгги икки формуладан курамизки, базис векторлар кан- 
дай алмаштирилса, векторнинг компонентлари дам худди шун­
дай алмаштирилади. Уларни алмаштириш конуни бир хилдир. 
Ана шу алмаштириш конунига асосланиб, векторга янги таъ- 
риф бериш мумкин.

Векторлар алгебрасида векторга берилган геометрик 
таърифни эслайлик: сон кийматлари билан йуналишлари аник
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ва параллелограмм цоидасига мувофиц кУшилувчи мивдорлар 
векторлар деб аталади. Векторни компланар булмаган вектор- 
лар буйича ажратиш формуласи шу параллелограмм цоидаси- 
га асосланган эди. Вектор компонентларини алмаштириш фор- 
мулалари (47.7) ва (47.8) эса вектор билан ортларни ажратиш 
формулаларидан келиб чиркан натижадир. Демак, векторга 
яццоллик ну^таи назаридан берилган геометрик таъриф урни- 
га унга эквивалент аналитик таъриф бериш мумкин:

Д екарт системаси 5 да уч та скаляр мицдор аъ а2, а3 
ва бошца Д екарт системаси 8' да уч та  скаляр мицдор а\ 
а'п а'ъ берилган булсин. Базис векторларни ёки координа- 
таларни алмаштириш цонунига буйсунган юцоридаги уч та  
скаляр мицдор туплам и  а векторни аницлайди. Векторни бун- 
дай англашни векторнинг аналитик таърифи дейишимиз 
мумкин. Шундай щлиб, (47.7) ёки (47.8) формулалар вектор­
нинг аналитик таърифини ифодалайди.

Тензорлар тушунчасини киритишда шу мулодазалар асосий 
роль уйнайди.

а  векторнинг аъ а2, а3 компонентлари скаляр мицдорлар- 
дир. Векторнинг компонентлари, нуцтанинг координаталари 
каби, турли системаларда турлича булади.

Жисмнинг массаси, температураси, энергияси ёки вектор­
нинг модули скаляр мивдорлардир; аммо улар координата 
системаларига боглиц эмас, хамма системада бир хилдир. 
Умуман, сон циймати , координата системаларининг тан -  
ланишига боглиц булмаган, яъни координаталарнинг %ар 
цандай системасида сон циймати бир хил булган мицдор 
инвариант дейилади. Демак, таърифга мувофиц инвариант— 
бу координаталарни алмаштиришда, яъни координаталар 
системаларининг биридан иккинчисига утилганда сон ций- 
м ати  узгармасдан цолувчи мицдордир. Жисмнинг массаси, 
энергияси, температураси, вектор модули — буларнинг дамма- 
си инвариантга мисоллардир. Координата системаларининг 
биридан иккинчисига утганда ёзилиш шакли узгармасдан 
цолувчи м атем ати к  ифодалар инвариант ифодалар (ёки 
ковариант ифодалар) дейилади.

Масалан, координаталар квадратларининг йигиндисини тек- 
шириб курайлик. (47.3) га мувофиц бундай ёзамиз:

з з 3 , 3  \ / 3
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Энди ортогоналлик шарти (46.15) дан фойдаланайлик:

2  — 2  2  ху =  2  ху ху =  2  -Ху, 
г- 1  у—1 * = 1  7 7 У- 1  7 7 / 1  '

яъни:
3 3

2 ^  =  2 4  (47.9)(=1 /=1 у
Шундай цилиб, координаталар квадратларининг йигиндиси 
ортогонал алмаштиришга нисбатан инвариант ифодадир.

Икки а, Ь векторнинг скаляр купайтмаси дамма системада 
бир хилдир, чунки таърифга мувофиц, икки векторнинг ска­
ляр купайтмаси купайтирилувчи векторлар модулларининг шу 
векторлар орасидаги бурчак косинусига булган к'упайтмасига 
тенгдир.

Икки а, Ъ векторни олайлик:
з з

а = 2  Щ еь Ь ==2 Ъ, е,-.
г-1 ;=1

Бу векторларнинг скаляр купайтмаси бундай булади:

(аЬ ) =  ( 2  а/в/, 2  Ь е/) =чг=1 /=1 1
3 3 3 3 3

= 2 2  а1ъ]  (в! еу) =  2  2  а/ §/, =  2  а/ (47.9')
¿=1У=1 /=1у=1 ¿-1

Демак, икки векторнинг скаляр купайтмаси шу векторлар­
нинг мос компонентлари купайтмаларининг йигиндисидир.

Вектор компонентларини алмаштириш формуласи (47.8) га 
биноан:

з з
Я/ =  2  4 1  Ь1 =  2  «// ь) й -1 /=1 7 ’

булади. У вацтда:

келиб чикади. Энди ортогоналлик шарти (46.14) дан фойда- 
лансак:

3 3 3 3

2  ¿/ = 2 2  <  ь) ьк] = 2 « ;  ь) (47. ю)¿ = 1 £=1./=1 У = 1
булади, демак, икки векторнинг скаляр купайтмаси ортого­
нал алмаштариш ларга нисбатан инвариантлик хусусияти-

18 Майдон назарияси
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га эгадир, яъни х,амма Д екарт системаларида бир хал  ма­
те м а ти к  шаклда ифодаланади.

а =  Ь булса, а г- =  Ьь а) =  Ь'} булади, (47.10) формулага 
биноан:

з з
а? — 2  о,1 0-1 =  2  о, а, (47.11)/=1 ]=\ 1 1

ёки, барибир:
з з

а 2 =  2  ^  = 2  а ? ,  (47.12)
г - 1  ./-• • 1 1

яъни вектор компонентлари квадратларининг йитндиси ин- 
вариантдир. Масалан, бирор нуцтанинг иккинчи нуцтага нисба- 
тан радиус-вектори:

з
Д т =  2  Ах1 е ~1

г'= 1

булса, нудталар орасидаги 5 масофа квадрата учун бундай 
ёзишимиз мумкин:

з з
= 2  д -*/ = 2  Ах',- Дх/ (47.13)

1 =  1 ¡=А 1 1

ёки, барибир:
з з

52 = 2  Ах\ =  2  Ьх'\ (47.14)
1 /=1

Шундай. цилиб, икки нукта орасидаги, масофа квадрати ифо- 
даси ортогонал алмаштиришларга нисбатан инвариант лик 
хусусиятига эга. Аксинча, масофа квадрати ифодасининг ин- 
вариантлигидан ортогоналлик шартини келтириб чицариш мум­
кин. Хакицатан, (47.7) га мувофиц, Дг  вектор компонентлари- 
ни алмаштириш формуласи:

з
Дх • = 2  а/к Ах/г 

*= 1  ■’

дан фойдаланиб, масофа квадрати учун бундай ёзамиз:

52 = 2  Ах] ~  2  ( 2  °у& ) \ 2  а]Ч =7 = 1 ’ У 7=1 Ч~1 7 ' г — 1 '
3 3 ( 3 \

— 2  2  ( 2  Чк «у/ Ахк Дхг-*=1<=1 У-1 7 ]
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Аммо, шу билан бирга, масофа квадратининг инвариант бул- 
ганлигидан:

з
s 2 =  2  A x i A x ii=1

булади. Демак:
з з з з  .

2  Axi Axi =  2  2  ( ajk aji  ) Ахк Axi- i=i k=ii=i\j=i 7 !
Бу ердан:

з
2  rj-jk aj i  ~  °ki>j =i

яъни илгаридан маълум булган ортогоналлик шарти (46.15) 
келиб чщди.

48. ТЕНЗОР ТУШУНЧАСИ

Аввалги параграфларда й и р и н д и  олиш амали билан борлан- 
ган (46.2), (47.3), (47.4) формулалар ёки (47. 9) ни келтириб 
чщаришдаги формулаларга; диктат циладиган булсак, шун- 
дай нарса кузга ташланади: йиринди олинаётган индекс икки 
марта учрайди ва уни ходлаган дарф билан ишоралаш мум- 
кин. Тензорлар назариясида йиринди олиш амалини ёзишда 
мана бундай усул цабул цилинган: бирор индекс буйича йирин­
ди, олинганда бу индекс икки м арта  ёзилиб, йириш белгиси. 
2, ёзилмайди. Шу айтилганлар назарда тутилса, (46.2),
(46.16), (47.3), (47.4), (47.7), (47.8), (46.14), (46.15) формулалар 
хипча шаклда ёзилиши мумкин:

ei — aik (48.1)

ет  ~  °-пт вп (48.2)
х  i ~  aik xk (48.3)

х т  ~ %пт Хп (48.4)

ai =  aik ak (48.5)

ат  ~ апт ап (48.6)

aik rj-jk — bij (48.7)
ali, aii =  °ij (48.8)

Й и р и ш  индекси (48.1) да k билан, (48.2) да п билан ёки
(48.8) да I билан курсатилган. Й и р и ш  индекси цайси дарф 
билан курсатилмасин, текширилаётган математик ифоданинг

18*
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маъноси узгармасдан цолаверади. Масалан, (48.5) ни ёзишда 
йигиш индекси & урнига /, т,п,1,з,р  ёки яна боища хил дарф- 
ларни ишлатишимиз мумкин:

а I — а1к.а 1г — ° ч =  аипа т  — “ м'2« =  а-1рар-

Юцоридаги мисолларимиздан шуниси дам равшанки, йигинди 
олиш амалига дахлсиз булган индекс ёки индекслар тенглик- 
нийг иккала томонида узгармасдан сацланади. Формулаларда 
иштирок цилувчи индексларнинг дар бири ё 1 га ё 2 га ёки 
3 га тенг булиши мумкин.

Векторнинг аналитик таърифини ифодаловчи (48.5) форму- 
лада ёки (48.6) формулада йигинди дадларининг дар бирида 
учрайдиган вектор компонента биринчи даражадагина иштирок 
килади. Демак, вектор компонентларини алмаштирши фор- 
муласи вектор компонентларига нисбатан бар жинсли. ва 
чизицлидир. Шунинг учун, бирор Декарт системасида нолга 
тенг булган вектор боища Декарт системасида дам нолга тенг 
булади.

Тензорларни таърифлашда вектор компонентларини алмаш- 
тириш формуласи асос килиб олинади.

Куйидаги учта вектор берилган булсин:
а 1 — аИ аи Ь] =  а]'т ск — акп сп.

Биринчи ва иккинчи вектор компонентларининг иккиталаб 
олинган купайтмасини ёзайлик:

а. Ь. = а.ц аут  а/ Ьт .

Чап томондаги а\ Ь\ купайтмаларнинг умумий сони За — 9 дир. 
Унг томондаги а ;  Ьт  купайтмаларнинг умумий сони дам З2 =  9. 
Энди учта вектор компонентларининг учталаб олинган купайт­
масини ёзайлик:

^ 1  ¿у к̂ =  аИ ау'яг а (гп а 1 Ьт  Сп.

Чап томондаги а\ Ь\с'к купайтмаларнинг умумий сони З3 = 27, 
унг томонидаги а,1 Ьт сп купайтмаларнинг умумий сони дам 
З3 =  27 дир.

Сунгги формулаларнинг мудим томони шундан иборатки, 
вектор компонентларининг купайтмалари аник алмаштириш цо- 
нунларига буйсунади. Бу алмаштириш формулалари компо- 
нентларнинг купайтмаларига нисбатан чизи^ли ва бир жиисли- 
дир.

Тензор деб аталувчи мивдор дам узига хос алмаштириш ко- 
нунларига эга.
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Икки Цекаргп системаешшнг бирида 3* = 9  т а  Т'и- мицдор 
туплами, иккинчисида эса З2 =  9 т а  бошца Т1т  мицдор туп- 
лами берилиб, бу икки, туп лам  мщдорлари ушбу алм аш ти­
риш цонунига буйсунсин деб фараз цилайлик.

Ту — о-ц Т[т . (48.9)
Шу алмаштириш цонунига буйсунган З2 =  9 та мицдор т у п ­
лами иккинчи рангли (иккинчи тартибли) тензор дейилади.

Энди икки Д екарт системасининг биридаги З3 =  27 т,а 
Т'1)к мицдор туплами билан иккинчисидаги З3 = 27 т а  бошца 
Т1тп мицдор туплам и цуйидаги алмаштириш цонунига буй­
сунсин:

Тци ~  ай а/т  акп Т1тп• (48.10)
Алмаштириш цонуни шу форму лада ифодаланган 33 = 27 

т а  мицдор туплами учинчи рангли (учинчи тартибли) тен ­
зор дейилади. Шунинг сингари давом эттириб, юцори рангли 
(юцори тартибли) тензорлар тушунчасини киритиш мумкин. 
Масалан, бешинчи рангли (бешинчи тартибли) тензор учун 
бундай ёзамиз:

Т цы т . ~  °-тЛ (48.11)

Координаталарнинг маълум системасида тензорни таш - 
кил цилувчи туп лам  мщдорлари тензорнинг шу система- 
даги компонентлари дейилади. Тензор индексларининг сони 
т тензорнинг рангини (тензорнинг тартибини) курсатади. 
Тензор компонент ларининг сони N а л б а т т а  3х га тенгдир:

Л/ = 3Т. (48.12)
Баъзи авторлар тензорнинг рангини тензорнинг валентлиги  
ва тензорнинг компонентларини тензорнинг координаталари, 
деб аташади.

Тензор компонентларини алмаштириш форму лалари, т е н ­
зор компонентларига нисбатан чизицли ва бир эюинслидир. 
Демак, тензор компонентлари бирор системада нолга тенг 
экан, дар цандай системада дам бу компонентлар нолга тенг 
булади.

Тензор компонентларини алмаштириш формулаларида ал ­
маштириш коэффициентлари атп нинг цандай иштирок цилиши 
диццатга сазовордир: тензор компонентларини алмаштириш 
формулаларидаги дар бир дадда купайтма досил цилувчи ал­
маштириш коэффициентларининг умумий сони тензор рангига 
тенг, масалан, (48.11) да 5 га, (48.10) да 3 га, (48.9) да 2 
га тенгдир. Вектор компонентларини алмаштириш формуласи-
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да эса алмаштириш коэффициентлари фацат биринчи даража- 
дагина иштирок цилади. Демак, вектор тензорнинг хусусий 
^олидир: вектор—биринчи рангли тензордир.

Инвариантни дам тензорнинг хусусий доли деб цараш мум- 
кин. Хацицатан дам дар цандай системада бирдай булиб цо- 
ладиган, яъни координаталар алмаштирилганда узгармасдан 
сацланадиган мицдорнинг инвариант дейилишини биламиз. 
Демак, таърифга мувофиц:

/ '= /  (48.13)
булади. Инвариантни алмаштириш формуласида алмаштириш 
коэффициентлари деч иштирок цилмайди. Шундай цилиб, ин­
вариант—индекссиз тензор, яъни ноль рангли тензор бу­
либ, биргина компонентга эга, чунки бу ерда т =  О эканли- 
ги сабабли, (48.12) га мувофиц:

N =  3° =  1
булади.

Бизга маълум Кронекер символи Ътп (46.6) дамма систе­
мада бир хил сонларни, яъни координаталарни алмаштиришда 
узгармасдан сацланиб цолувчи сонларни ифодалашига вдра- 
масдан, аслида у иккинчи рангли тензордир. Хацицатан дам 
иккинчи рангли тензорни ифодаловчи формула (48.9) нинг 
унг томони (46.6) га мувофиц:

а « я  а//г 8тп =  ат  а/тп
булади.

Бу ерда алмаштириш коэффициентларининг биринчи индекс- 
лари штрихланган (янги) системага дахлли эканлигини эс- 
ласак, у вацтда ортогоналлик шарти (46.14) га кура, сунгги 
тенгламанинг унг томони ь.. булади, демак:

ёки:
а1т °тп тп — °у

яъни Кронекер символи иккинчи рангли тензордир. Турли 
индексли компонентлари нолга тенг ва бир хил индексли ком- 
понентлари бирга тенг булган тензор бирлик тензор дейи- 
лади. Бирлик тензорни матрица шаклида ёзиш мумкин:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

(48.14)

Шундай цилиб, Кронекернинг 3//г символи бирлик тензордир.
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Матрица шаклида, масалан, иккинчи рангли тензорни ту- 
бандагича ёзамиз:

Тп Тп Тг з

Тп Тгъ ^23

Т31 т 32 Тзз
(4 8 .1 5 )

Иккинчи рангли тензорларга мисол цилиб, цаттяц жисм инер­
ция моментларининг тензори /¿¿, эластик жисм кучланишлар 
тензори Р-ш, эластик жисм деформация тензори жисмлар- 
нинг электромагнит хусусиятларини ифодаловчи диэлектрик 
коэффициентлар (диэлектрик константалар) тензори е1/г, магнит 
коэффицйентлари тензори электр утказувчанлик коэффи- 
циентлари тензори кабиларни курсатиб утиш мумкин.

49. ТЕНЗОРЛАР БИЛАН БАЖАРИЛАДИГАН АСОСИЙ 
АЛГЕБРАИК АМАЛЛАР

Тензорларни цушиш масаласидан бошлайлик. Учинчи ранг­
ли иккита тензор берилган булсин:

Л/у* =  «// аум  аЫ Aim.ni (4 9 .1 )

В у  ¡г — ац  а/и акп В ¡тп • (4 9 .2 )

Бу тензорларнинг мос компонентларини цушайлик:
Ау* Л' В = в-ц о.ут акп А1тп 4- ац ауот В(тп —

— я / / а £л (Л/мга В[тп). (4 9 .3 )

А-1тп +  в 1тп ни С/дая орцали белгиласак:
Л/мя “Ь ^/ м я ~  С/мя (4 9 .4 )

булади, у вацтда:
^ик ~  аи а1>п У-т С1тп■ (4 9 .5 )

Бу формула учинчи рангли тензор компонентларини алмашти- 
риш цонунини ифодалайди.

(4 9 .4 )  га мувофик х;осил цилинган С1тп тензор А1тп, В1тп 
тензорларнинг йириндиси дейилади. А лб а тта , бир хил ранг­
ли тензорларнигина цушиш мумкин, натиж ада уша рангли 
тензор %осил булади.

Шунингдек, бир хил рангли икки тензор айирмаси дам уша 
рангли тензор булади. Масалан, юцоридаги учинчи рангли 
тензорлар учун:

Л/мя В[тп =  Д/мя (49.6)
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булади. Тензорларни купайтириш масаласига утамиз. (4-9.1) да 
ифодаланган учинчи рангли тензорни бирор I инвариантга ку- 
пайтирайдик:

“  ^а И а у'/я А[т п  =  о .ц  с . ут а£ га 1А1т п . (49.7)
ни Т 1тп орцали белгиласак:

1А[тп =  Т[тп (49.8)
булади, нидоят:

Т-ф ~ У-Ц ̂ ¡т акп Т,тп. (49.9)
Натижада яна уша рангли тензор хосил булди. Т1тп тензор
I инвариант билан А[тп тензорнинг купайтмаси дейилади, 
Инвариантнн тензорга купайтириш тензорнинг рангини узгар- 
тирмайди.

Иккинчи рангли бирор тензор берилган булсин:
Врч — °-рг в-уз Т)гз. (49.10)

Учинчи рангли тензор ва иккинчи рангли тензор компонент- 
ларининг купайтмаларини ёзайлик:

В и ь — аЦ ®ут а1гп В1тп °-рг о-ця ̂ )г5 =
=  аИ ау/п °-кп арг ад8 В 1тп (49.11) 

В1тп Т>г8 ни Е1тпг$ орцали белгиласак:
Вып — Е.1тпГ5 (4-9.12)

булади, демак:

¡̂/Ьрд ~  а/и акп V  а<75 Еьп.пг$1 (49.13)
яъни бешинчи рангли тензор досил булди. (49.12) га мувофиц: х,о- 
сил цилинган Е1тпг5 тензор берилган В1тп, тензорлар- 
нинг купайтмаси дейилади. Бизнинг мисолимизда учинчи 
рангли тензор билан иккинчи рангли тензор купайтмаси бешин­
чи рангли тензор булади. Шунинг сингари, биринчи рангли ик- 
ки тензор купайтмаси, яъни икки вектор купайтмаси иккинчи. 
рангли тензор булади, иккинчи рангли тензор билан биринчи 
рангли тензор купайтмаси учинчи рангли тензор булади ва 
доказо. Икки тензор купайтмаси тензор булиб, унинг ранги 
купайтирилувяи тензорлар рангларининг йириндисига тгнг. 
Демак, тензорларни бир-бирига купайтириш натижасида 
юцори рангли тензор вужудга келади.

Векторлар компонентларининг купайтмалари тегишли ранг­
ли тензорларни досил цилади. Масалан:

Тц =  аф„ (49.14)
Тцк = СФ )■
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Компонентлари тегишли векторлар компонентлпрининг 
купайтмаларидан таш кил топган тензор щ  льтипликатив  
тензор дейилади. Иккинчи рангли му льтипликатив тензор, 
яъни икки вектор компонентларининг иккиталаб олинган 
купайтмалари  (49.14) диада деб аталади.

Тензорларни купайтириш тартиби узгарса, натижа умумам 
узгаради. Масалан:

В1т — С/у7г/и , (49.15)
Аыт  =  Вц'Ыт- (49.16)

Бу икки тензор компонентлари туплами бир хил булса-да, 
бир хил жойларда бир хил индекслар билан ёзиб курсатилган 
компонентлар фарк цилади. Демак, тензорлар купайтмаси, 
умуман айтганда, коммутативлик хусусиятига эга эмас. 

Энди содда бир мисол куриб утайлик.
Кронекер тензори 8,уг ни I инвариантга купайтирсак, иккинчи: 

рангли тензор досил булади:

А т  =  (49.17)
Бу тензорни иккинчи рангли боища В& тензорга цушсак 
ёки ундан айирсак, иккинчи рангли янги С& ва тензорлар 
досил циламиз:

= ВШ +  /8^, (49.18)
0 1к =  Вш -1Ъ 1к. (49.19)

Бу формулалар тез-тез у чраб ту ради.

50. ТЕНЗОРЛАР СИММЕТРИЯСИ ВА АНТИСИММЕТРИЯСИ

Тензор индексларининг уринларини алмаштириш натижа- 
сида яна тензор досил булади. Масалан, А-ф тензордан унинг 
у  индекси билан & индекси уринларини алмаштириш натижа- 
сида вуж удга келган мицдорларни В щ  орцали белгилайлик:

В =
Шу В ¡¡г] мицдорлар тензор компонентларидир. Хацицатан:

Вцу — Аук =  а ¿/«у/л о-кп А1тп =  аг-г а7-от акп В1пт =

=  а г7 а у/я В 1п т
булади.

Тензор индексларидан иккитасининг уриини алмаштириш  
амали тензорни транспозициялаш дейилади. Транспози- 
циялаш йули билан. х^осил цилинган тензор транспозиция- 
ланган тензор дейилади.
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Масалан, иккинчи рангли тензор:

|Ий|| =
Ах А12 ^13
■̂21 А 22 Aí3
^31 ^32 Азз

Ац А2 i ASi
А12 А 22 А32
А и А 23 ■^33

булса, бунга нисбатан транспозицияланган тензор:

II Bik\\ =  \\АЫ\\

булади.
Индексларидан иккитасининг урнини алмаштириш на- 

тижасида мос компонентларининг сон цийматлари ва ииго- 
ралари узгармайдиган тензор шу икки индексга нисбатан 
симметрии тензор дейилади. Масалан, учинчи рангли 
тензор у, k индексларга нисбатан симметрик экан:

Т,ijk Tikу
булади.

Иккинчи рангли симметрик S¿j тензор учун:
S if* = S ¿  (50.1)

Тензорнинг симметриклиги инвариантлик хусусиятига 
эга: бирор координаталар системасида симметрик булган тен- 

■ зор, дар цандай боища системада дам симметрик тензор б у ­
лади. Хакицатан, тензор таърифига ва (50.1) га биноан:

S¿j ~  aik  a- ji S k i ~  aik aj l  ^ ik  ~  aj l  a ik S¡k ~  s /t
булади.

Иккинчи рангли симметрик тензорнинг даммаси булиб 
тувдизта компонента бор. Аммо булардан учтаси (50.1) га 
асосан мос олинган бошца учтасига тенг булиши керак. Шун- 
дай цилиб, иккинчи рангли симметрик тензорнинг узаро 
борланмаган компонентлари ф ацат олтитадир.

Индексларидан иккитасининг урни алмаштирилганда 
компонентларининг сон цийматлари сацланиб, фацат ишо- 
раларигина тескарига узгарадиган тензор шу икки индекс­
га нисбатан антисимметрик тензор дейилади. Масалан, 
учинчи рангли F тензор биринчи ва иккинчи индексларга 
нисбатан антисимметрик экан:

F ijk == F jik
булади. Иккинчи рангли антисимметоик тензор Ai¡ учун:

булади.
Аи  =  -  Ájí (50.2)
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Тензор антисимметрияси %ам юцоридаги маънода инва- 
риантлик хусусиятига эга. Бирор координаталар системаси- 
да антисимметрик булган тензор дар цандай бошца координата­
лар системаслда дам антисимметрик тензор булиб цолади. 
Хацицатан:

Ац — а1к а}'I — аИг Ацг — аД аг'& Ай “  Л/г-
Антисимметрик тензорнинг бир хил индексли компонентлари 
нолга тенг. Дацицатан:

Лц =  — Лц, Л22 =  Л22, Л33 =  Л33,
демак:

Лц =  Л22 =  Л33 = 0.
Колган олтита компонентнинг учтаси боища учтасидан узи- 
нинг ишораси билан фарц цилади, холос. Шундай цилиб, 
иккинчи рангли антисимметрик тензорнинг узаро борланма- 
ган компонентлари фацат учтагинадир. Яццоллик учун бу 
антисимметрик тензорни матрица шаклида ифодалайлик:

0 Л12 Л13
\\AijW =  - А г  0 Л23 . (50.3)

Л13 Л23 о

Бир мисолни куриб чицайлик. Иккинчи рангли мультипли- 
катив (4 9 -параграф) тензор берилган булсин:

Т ц =  а 1 Ьу. (50.4)
Энди бундай тензор ташкил цилайлик:

5/у =  й/ Ьу -р а у Ь[. (50.5)
Бундан:

— 8 л
булади, яъни янги 5 /у тензор симметрик тензордир.

Энди берилган Тц тензордан цуйидагича ифодаланган тен­
зор ташкил килайлик:

Л/у =  а1 Ьу — ау Ь-ь. (50.6)
Бундан:

А ____—  А ■и — П
булади, яъни янги А-1} тензор антисимметрикдир. Унинг узаро 
богланмаган учта компоненти цуйидагилардир:

Л23 = а 2 Ь3 а3 ¿ 2 1 . (50.7)
Л31 = а3 Ь1 — а1 ьА
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Бу компонентлар эса икки векторнинг вектор купайтмаси ком- 
понентларидир. Шундай цилиб, иккинчи рангли антисиммет­
рии Aij тензорни уч улчовли фазода икки векторнинг век­
тор купайтмаси деб цараш мумкин.

Симметрии ёки антисимметрии булмаган тензор одатда  
асимметрии тензор дейилади. Лекин иккинчи рангли %ар 
цандай тензордан симметрии тензор %осил цилиш мумкин.. 
Дацицатан, берилган иккинчи рангли ихтиёрий Ttj тензордан 
иккинчи рангли янги Sy. тензор тузайлик:

S/y =  ~2 {Тij - f  Tji). (50 .8)

Индексларнинг уринларини алмаштириб ёзайлик:

5// =  Т  ( ТЛ +  Тф.
Сунгги икки формуладан:

Si) ~ SJt
булади. Энди уша тензор Г/у дан яна иккинчи рангли бонща 
Aij тензор тузайлик:

Аи =  \  (T ij-T ji) .  (50.9)

Индексларнинг Уринлари алмаштирилса:

Лу/ = 4  (Тп - Т ф

булади. Аввалги ва сунгги формулалардан цуйидагини топа- 
миз:

Демак, иккинчи рангли х<ар цандай тензордан антисиммет- 
рик тензор %ам цосил цилиш мумкин. (50.8) ва (50.9) га 
мувофиц, симметрик S i;- т е н з о р  б и л а н  а н т и с и м м е т р и к  
Aij т е н 3 о р н и н г й и г и н д и с и  б е р и л г а н  Гу  т е н з о р -  
н и н г у з и г а т е н г:

Tu ^ S u  +  Alh (50.10)
Шундай цилиб, иккинчи рангли. х,ар цандай тензорни 

симметрик ва антисимметрик цисмларга ажратиш  мум­
кин.

Иккитадан Kÿnporç индексларга нисбатан тензорнинг сим- 
метрияси ёки антисимметрияси дацида гапириш мумкин.

'Гайин индекслари тупламининг х,ар цандай иккитасига 
нисбатан симметрик булган тензор шу индекслар туп ла-  
мига нисбатан симметрик тензор дейилади. Масала'н, тур-
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тинчи рангли Tpqrs тензор биринчи учта индексига нисбатан 
симметрии тензор булсин, у вактда:

T p q r s  =  T q rp S =  T r p q S =  T q p r s  =  T p r q s  —  7 r q p S

булади.
Тензор симметрияси унинг %амма индекслари тупламига  

нисбатан %ам мавжуд булиши мумкин, бундай хусусиятга 
зга тензор бутунлай симметрия тензор деб юритилади.

Тайин индекслари тупламининг х,ар цандай иккитасига 
нисбатан антисимметрии булган тензор шу индекслар 
туплам ига нисбатан антисимметрии тензор дейилади.

Мисол учун бешинчи рангли DpqrSt тензор охирги учта ин­
дексига нисбатан антисимметрик булса, бундай ёзишимиз 
мумкин:

T p q r s t  —  T p q s r t  ~  T p q S f r  —  T p q fs r  =  T p q fr s  =  T p q r fS .

Х амма индекслари тупламига нисбатан антисимметрик 
булган тензор бутунлай антисимметрик тензор дейилади. 
Индекслари ix, i%, . . . ,  ip булган бутунлай антисимметрик 
Th i 2 iP  тензор баъзан р-вектор ёки поливектор дейила­
ди. р —6, р долларнинг биринчисида поливектор скаляр, 
иккинчисида эса вектор булади. р =  2 да поливектор б и в е к ­
т о р  дейилиб, иккинчи рангли антисимметрик тензорни бе- 
ради.

Уч улчовли фазода бутунлай антисимметрик тензор индекс- 
ларинйнг сони учтадан ошиц булмайди. ^ацицатан, уч ул ­
човли фазода индексларнинг дар бири ё 1 га, ёки 2 га, ёхуд
3 га тенгдир. Индекслар сони учтадан ошиц булса, у вацтда 
тензор компонентларининг дар бирида 1, 2, 3 нинг дар бири 
камида икки мартадан учрар эди. Лекин антисимметрик тен- 
зорнинг бир хил индексли компонентлари нолга тенг. Шун- 
дай цилиб, уч улчовли фазода бутунлай антисимметрик 
тензор фацат учинчи рангли булади. Учинчи рангли поли­
вектор, одатда, тривектор деб аталади.

п улчовли фазода дар бир индекснинг 1 га, 2 га, 3 га ва 
доказо п га тенглигини назарда тутиб, юцоридаги мулодаза- 
лар мос равишда такрорланса, п улчовли фазода бутунлай ан­
тисимметрик тензор индекслари сонининг п дан кам булиши ёки 
купи билан п га тенг булиши уз-узидан аёндир.

Юцори рангли тензордан тайин индекслари тупламига нис­
батан симметрик тензор ва антисимметрик тензор тузиш мум­
кин.

Берилган Tilh . . .  iN тензор индексларининг сони N бул­
син. Индексларнинг т  тасига нисбатан (т  <  N) симметрик 
булган тензор тузайлик, унинг учун шу индекслардан
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т  \ =  1.2.3 . . .  та урин алмаштиришлар досил цилиб,уларга мос 
тензор компонентларидан уртача арифметик циймат оламиз, 
яъни мос тензор компонентлари йигиндисини т\ га буламиз. 
Берилган тензордан мана шундай усул билан унинг тайин  
индекслари тупламига нисбатан симметрию тензор х<осил 
цилиш амали берилган тензорни уша индекслар тупламига  
нисбатан симметриялаш дейилади. Масалан, Тф^ тензордан 
унинг биринчи ва учинчи индексларига нисбатан (демак, т — 2) 
симметрии тензор тузайлик:

5г'/й Л 7 =  ~2 "4" Тку / / д ) .

Шу тензордан сунгги учта индексига нисбатан (демак„
пг — 3) тузилган сим метрик тензор эса:

-]~ 1 1уд/г1 +  + T¡j¡гql +  ТIУд 1к)

булади.
Симметриялаш натижасини белгилаш учун симметриялаш- 

да иштирок цилувчи индекслар кичик цавсларга олиб ёзила- 
ди. Масалан, сунгги формуламизда:

Симметриялаш дацида юцорида айтилганлардан равшанки, 
тайин индексларига нисбатан симметрии булган тензорни бу 
индексларга нисбатан симметриялаш натижгси берилган шу 
симметрик тензорнинг узига айнан тенгдир.

Энди берилган Т^2 . . .  тензордан унинг т  та индекси­
га нисбатан антисимметрик булган тензор тузайдик. Бунинг 
учун шу индекслардан т\ =  1.2.3 . . . .  т  Урин алмаштиришлар 
досил циламиз. Берилган тензорнинг жуфт урин алмаштириш- 
ларга мос келган компонентларини уз ишоралари билан цол- 
дириб, тоц урин алмаштиришларга мос компонентларининг 
ишораларини царама-царшисига узгартирамиз-да, сунгра улар- 
дан уртача арифметик циймат оламиз. Шу усул воситасида, 
берилган тензордан унинг тайин индекслари тупламига  
нисбатан антисимметрик тензор %осил цилиш амали бе­
рилган тензорни уша индекслар тупламига нисбатан алъ- 
тернациялаш дейилади.

Масалан, берилган Тфщ тензордан унинг иккинчи ва учин­
чи индексларига нисбатан (демак, т  =  2) антисимметрик тен­
зор тузайлик:

к1д —~2 (ТуЫд
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Энди уша тензордан биринчи учта индексга ниебатан (де­
мак, т  — 6) антисимметрик тензор тузайлик:

АуЫч — "6“ +  ТуЫ1 р +  Тыщ ТдЬц — Тцг]1д Т/уЦд).

Альтернациялаш натижасини шу альтернациялашда ишти- 
рок цилувчи индексларни квадрат цавсларга олиб курсатила- 
ди. Олдинги учта индекс буйича альтернациялаш мисолини 
мана бундай ёзиб курсатишимиз мумкин:

Ауйг? =  Т[и1{]1д.
Тайнн индексларига ниебатан антисимметрик булган тен- 

зорни бу индексларга ниебатан альтернациялаш натижасида 
шу антисимметрик тензорнинг узи досил булади.

51. ТЕНЗОРЛАРНИ ЙИРИШТИРИШ

Тензорларни бир-бирига купайтириб, яна юцори рангли 
тензор досил цилишни юцорида курган эдик. Энди тензор­
нинг рангини камайтириш мумкинлигини текшириб курайлик. 
Масалан, учинчи рангли тензор берилган булсин:

Тцк =  а1'1 а}'т. а/гп Тш п . (5 1 .1 )

Иккинчи ва учинчи индексларни бир хил деб дисоблаб (/=£), 
шу бир хил индекслар буйича тензор компонентларининг 
йигиндисини олайлик:

Тщ ~  аг/ ау/гаауя Т1тп.
Ортогоналлик шарти (48. 8) га мувофиц:

а]т а;п — °тп
булади, демак:

Ш ~  °тп Т/тп — аа Т1тт
ёки

Тщ—,аи Т1тт. (51.2)
Натижада учинчи рангли тензордан биринчи рангли янги тен­
зор досил булди, яъни тензорнинг ранги иккитага камайди.

Яна бир мисол сифатида, туртинчи. рангли тензор олиб 
текширайлик:

Туы =  аип ат  акр а /<7 ТтПрд. (51.3)
Биринчи ва туртинчи индексларни бир хил деб дисоблаб {1=1) 
тензорнинг мос компонентлари йигиндисини тогтйлик:

Тцы  =  а 1т  а / я  а 1гр а г? I mnpq ~  (1]П а1гр а 1т  °-'Щ T,nnpq.
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Юцорида эслатиб утилган ортогоналлик шартидан фойдалан- 
сак:

^ЦЫ ~  а к р  °т<7 Тт прд ~  а /п а к р  Ттпрт
ёки

ТцЫ — акр 1 тпрт (51.4)
булади.

Туртинчи рангли тензордан иккинчи рангли тензор досил 
цилинди, яъни тензор ранги иккитага камайди. Энди иккинчи 
ва учинчи индексларни бир хил деб дисоблаб (у — к), бу янги 
тензорнинг мос компонентларини йигиб чицайлик:

 ̂1Ц1 ~  а/л а1Р Ттпрт.

Яна уш а ортогоналлик шартига мувофиц:
ггл I Л  п п  /тг-1

1]Л °пР тпрт * тррт
ёки

ТШ1 ~  Ттррп ■ (51.5)
булади.

Янги тензорнинг ранги дам иккитага камайиб, нидоят ноль 
рангли тензор, яъни инвариант вуж удга  келди.

Бир хил булган иккита индекс буйича йипшди олиш би- 
лан тензорнинг рангини камайтириш амали тензорни йи- 
риштириш (ёки, соддалаштириш) дейилади. Иккита индекс 
буйича йитш тириш да тензор ранги иккитага камаяди. 
Дем,ак, э/суфт рангли тензорни йириштира бориб, них;оят 
инвариант топамиз, тон; рангли тензорни йипш тира бо­
риб, нидоят биринчи рангли тензор, яъни вектор топамиз. 
Йигиштириш индексини дар цандай дарф билан ёзиб курса- 
тишимиз мумкин.

Купайтириш амали билан йигиштириш амалини маълум 
равишда боглаб ишлатиш мумкин. Икки тензор купайтмаси 
булган юцори рангли тензорга йигиштириш амали ишлатилса, 
тензор ранги камаяди.

Масалан, биринчи рангли икки тензор берилган булсин:

а 1 ~  а и '  а Р  ^ т  ~  а тп Ьп-

Буларнинг купайтмаси булган иккинчи рангли тензорни йи- 
гиштирсак, инвариант досил булади:

Г= а'1Ь'1 =  а1 Ь1. (51.6)

Бу эса икки векторнинг скаляр купайтмаси-дир. Шунинг 
учун (51.6) да ифодаланган I инвариант биринчи рангли 
а у ва Ь у тензор ларнинг скаляр купайтмаси дейилади.
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Энди иккинчи рангли Т1} тензор билан биринчи рангли Ак 
тензор купайтмаси булган учинчи рангли Сф  тензорни олай- 
лик:

С;¡к — Т\у Ак.
Бу тензорни у, & индекслар буйича йигиштирсак, г индекс- 

ли вектор ^осил булади:

Бу ердаги В/ вектор иккинчи рангли Тгу тензор билан би- 
ринчи рангли Ак тензорнинг скаляр купайтмаси дейилади. 
В1 векторни Ак векторнинг чизицли вектор функцияси деб 
%ам айтилади. Бир вектор компонентларини иккиняи век­
тор  комлонентлари орцали бир жинсли чизицли функция 
цилиб курсатувчи иккинчи рангли тензор геометрияда, 
одатда, аффиннор дейилади. Демак, аффиннор хусусий ^ол- 
да олинган иккинчи рангли тензордир.

Иккинчи рангли Ви, тензорларнинг купайтмаси булган 
туртинчи рангли 0 1уы тензорни у  ва к индекслар буйича йи- 
гиштирсак, иккинчи рангли Ти тензор ^осил булади:

Бу формуладаги тензор берилган В,7 тензор билан Скг 
тензорнинг скаляр купайтмаси дейилади. Умуман, икки те н ­
зорнинг купайтмасини йиьиигтириш амали шу икки тензор­
нинг скаляр купайтмаси дейилади.

Янги тензорлар тузишда ёки тензорни йигиштиришда Кро- 
некернинг бирлик тензоридан кенг фойдаланилади.

Масалан, тубанда ёзилганлар уз-узидан аён:

Текширилаётган тензор индексини бирлик тензор ёрдами 
билан ихтиёрий танланган бонща индексга алмаштириш мум- 
кинлигини курмовдамиз. Ана шундан фойдаланиб, баъзи фор- 
мулаларни керакли равишда ёзиб олиш учун тегишли вектор 
цавс ташцарисига чицарилса булади:

(51.7)

(51.8)

(51.9)

Аи Ву ± В/ =  Л/у В у ± 8;у В у =  (Л/у ± 8/у) В у.
Майдон назарияси
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Энди Кронекер тензори ёрдами билан тескари тензор ту- 
шунчасини киритайлик. Иккинчи рангли шундай икки А/у, 
В/11 тензор оламизки, уларнинг скаляр купайтмаси бирлик тен­
зор хосил цилсин:

Л у  В Я  =
Бирор В у, тензорга скаляр купайтирганда бирлик тензор  
%осил цилган А,/- тензор шу В у/ тензорга тескари тензор  
дейилади ва В~} символа билан белгиланади:

К  В у/ =  Чи (51.10)
Бу ерда тензор узининг тескарисига чап томондан купай- 

тирилган. Тензор узининг тескарисига унг томондан купайти- 
рилса ^ам бирлик тензор ^осил булади:

Вц В~1 =  8,7. (51.11)

Хацицатан, (51.10) ни унг томондан тескари В~1 тензорга ку- 
пайтирайлик:

в7/ в л в~1=ъа в-1 =В-\
Энди буни тескари тензорнинг тескари тензори булган (В~1)~ 1 
га чап томондан купайтирайлик:

< 0 " ‘ в а' В~‘ -  (В - 1) - '  В~\
Бу ердан, (51.10) га мувофиц:

°«у Ву/ Вш =
ёки

Вщ1 Вш =  от1г
булади.

В/у тензорнинг тескариси булган В~1 га тескари (В~.1)~1 
тензор аввалги В/у тензорнинг узидир. ^ацицатан, тескари 
тензор таърифига мувофиц:

(В -1) - 1 В~' = Ъ//, 
сунгра (51.11) дан фойдалансак:

{В~1Г 1 =  В/у (51.12)
булади.

Тензорга тескари тензор компонентларини шу тензор ком- 
понентлари орцали аницлаш мумкин. Бу мацсадда тензор би­
лан векторнинг скаляр купайтмасини ^осил цилайлик:

Ь/ — Т/у ау. (15.13)
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Бу ердан:
г;и Т у  О- ]' — °/г у — а к

еки
Т~1 Ь-1 ы и I- (51.14)ак ~ * ы

Тензор компоненпгларидан тузилган детерминант:
Т\\ Т12 Т13 

\Тц\ =  Ти Т22 Т„ (51.15)
Т?,\ Т32 Т33

одатда, шу тензорнинг дискриминанта деб юритилади. 
Тескари тензорнинг Т~х компонента учун олий алгебрадан 
маълум булган Крамер формуласига биноан тубандагини ёзиш 
мумкин:

А'к (51.16)Ч)\
бу ерда:

А'ш — ( \)1+к Д//г,
Д¡к юцоридаги детерминант (51.15) элемента Т& нинг минори, 
Ацг уша Тцг элементнинг алгебраик тулдирувчиси.

(51.16) даги тензорнинг \Тц\ дискриминанта нолга тенг эмас, 
акс ^олда тескари тензор ^ацида гапиришга асос цолмайди.

'Г—1 __,
ы ~\Ти'

52. ТЕНЗОРДАН ИНВАРИАНТ ТУЗИШ

Иккинчи рангли тензорни тегишли индекслари буйича йи- 
гиштириш натижасида зрсил цилинган инвариантлар татбиц- 
ларда му^им а^амиятга эга. Иккинчи рангли тензорни мат­
рица шаклида ва аналитик шаклда ифодалайлик:

(52.1)

(52.2)

Бу тензорнинг икки индексини узаро тенглаштириб, сунгра 
йигиштирсак, тубандаги инвариант ^осил булади:

А =  Ткк (52.3)
ёки муфассалрок ёзилса:

булади.
А =  Ти  +  Т22 +  Т33 (52.4)

19*

Тп Тп Тг з
1 \Тщ\\ = Т21 Т22 Т23

тз г Т32 тз з
Ги = Чк «у/ Ты-



292 I II  БОБ. О ДДИЙ ТЕНЗО РЛАР АНАЛИЗИ

4  инвариант, Тк1 тензорнинг чизицли инварианта дейи- 
лади. Тензорнинг чизицли инварианти индекслари бир хил 
булган (яъни диагоналда ётган) компонентларининг йигин- 
дисига тенг.

Чизицли инварианти 1г нолга тенг булган тензор девиа- 
тор  дейилади. Иккинчи рангли антисимметрик тензорнинг ин­
декслари бир хил булган компонентлари нолга тенг, демак, ик­
кинчи рангли х,ар цандай антисимметрик тензор девиатор 
булади.

Энди иккинчи рангли 7^/ тензорнинг уз-узига купайтмаси- 
ни икки индекси буйича йигиштирсак, янги инвариант ^осил 
булади:

/2 = Т\х +  +  7?3 +  7^ + . Ц2 +  7|3 +  1* +  7|2 +  Цъ (52.6)

/2 инвариант Ты тензорнинг квадратик инварианти де­
йилади. Тензорнинг квадратик инварианти игу тензор ком­
понентлари квадратларининг йигиндисига тенгдир.

Тензор компонентларидан тузилган детерминант, яъни тен­
зор дискриминанта ^ам инвариант булади. Дацицатан, детер- 
минантлар' купайтмаси хусусиятини назарда тутиб, (52.2) га 
мувофиц, бундай ёзишимиз мумкин:

\Тц\ — |а г* ау7 ТЫ\ — |аг-£ ||ау/ Тк1\ — |а « | ' |ау/|• I?й;| — |аг-А|2 17'6/|.

Аммо ортогонал алмаштиришлар коэффициентларидан т у ­
зилган детерминант квадратининг мусбат бирга тенглиги бизга 
маълум эди (46.26). Демак:

яъни тензор дискриминанти инвариантдир. Бу инвариантни 
/3 билан белгилаймиз:

/3 инвариант Тк1 тензорнинг кубик инварианти дейилади.
Шундай цилиб, биз иккинчи рангли тензорнинг учта /ь  /2, /3 

инварианти билан танишиб чицдик. Бу инвариантлардан тур- 
лича бошца инвариантлар ^осил цилиш мумкин.

А = ТЫ Тк1=  1\, (52.5)
ёки муфассалроц ёзилса:

булади.

\Т'и\ =  \тк1\,

¡3 — | Тк1 I (52.7)
еки

(52.8)
1 31 1 32 •'33ТЯг ТЯ9 т
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Иккинчи рангли симметрии S¿j тензор билан антисимметрик 
Aki тензорнинг скаляр купайтмасини йигиштириб, инвариант 
^осил цилишимиз мумкин:

!■— SijAji-
Аммо:

Sij =  Sji, Ají =  — A y
булганлиги сабабли:

7 — S ij Ají — Sji A¡j
булади. Бу формуланинг унг томонидаги йигиштириш индекс - 
ларининг бири урнига бемалол иккинчисинй ёзишимиз мумкин:

/ =  Sij Aji — S ji Aiy =  S¡j Ají
ёки

2 S¡j Ají — 0,
демак :

Si; Ají = 0, (52.9)
яъни иккинчи рангли симметрии тензор билан антисим­
метрик тензорнинг йигшитирилган скаляр купайтмаси  
нолга тенгдир. Купайтирилувчи тензорларнинг уринлари ал- 
маштирилса хам бу катило уз кучини сацлайди.

Иккинчи рангли тензор ва вектор комнонентларидан квадр а ­
тик шаклли инвариант ^осил цилайлик:

/ =  T¡j ai aj.
Бу ердаги T¿J- тензор симметрик тензор )?исобланиши 

мумкин. Хацицатан, )$ар цандай тензорнинг симметрик ва анти­
симметрик тензорлар йигиндиси шаклида ёзилиши бизга маълум
(50.6). Шу сабабли:

/ = Г/у a i  (ij —— S  ¿j  CLi CLj-\- A¿j  a i ci ¡
булади. Ammo « y  =  a¡ «симметрик тензор булганлигидан 
юцоридаги (52.9) га мувофиц:

A y ai aj  =  0
булади. У вацтда:

/ = i ij di CLj = S¿j di Clу,
демак :

Ti j  =  s i)
ва натижада:

/ — j  di a j
булади.
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Симметрии тензории яццол геометрик равишда тасвирлаш 
мумкин. ^ацицатан, иккинш тар ти бли  марказий сирт тенг- 
ламаси цуйидагичадир:

(*г — Х 0¡) (х7- — х0/) =  1.
х ок координаталарига эгй нуцта сирт маркази дейилади. 

Сирт марказини координаталар боши деб ^исобласак, сирт 
тенгламаси ушбу шаклни олади:

х^Ху= 1 (52.10)
ёки муфассалроц ёзилса:

Х 1 ~т~ ^22 Х 2 "I- 533 Х з  4  2 ^12 X ] х2 4- 2 5 23 х 2 х 3 4~
+ 2  531х 3л 1 =  1 (52.11)

булади.
Сиртнинг координата уцлари билан кесишган нуцталарини 

топиш цийин эмас. х г координата Уцида х2= х 3 =  0, х2 коор­
дината уцида х3 — хх — 0 ва х 3 координата уцида хг =  х 2 =  0, 
демак:

1
хг — ± Ж ’

1
х2 =  4

1
•*8 =  ±

Координата уцларини фазода цандай жойлаштириш бизнинг 
ихтиёримизда. Масалан, координаталар бошидан утган ихтиёрий 
тугри чизицни координата уцларининг бири сифатида цабул 
килишимиз мумкин. Бу ^олда тугри чизицнинг сирт билан 
кесишган нуцтасини координаталар боши билан бирлаштирувчи 
кесманинг узунлиги, (52.12) га мувофиц, икки индекси ^ам бир 
хил булган тензор компонентларидан олинган квадрат илдиз- 
нинг тескарисига тенгдир. Ана шундай кесма охирларининг 
геометрик Урни (52.11) да ифодаланган сиртдан иборат.

Энди координаталарнинг шундай янги системасига утайлик- 
ки, унда тензорнинг турлича индексли компонентлари нолга 
тенг булсин. У вацтда текширилаётган сирт тенгламаси бундай 
ёзилади:

5ц  XI 4- 3 22х 14- 533 х\ =  1. (52.13)
Шу системанинг координата уцлари сиртнинг бош уцлари 

булади. Агар Бц, 5 22, 533 коэффидиентларни мос равишда 
^1, 2̂! орцали белгиласак:

булади.
Хх х\ +  Х2 х\ +  Х3 х\ =  1 (52.14)
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/-1 , Х2, Х3 коэффициентларнинг ишораларига цараб, сиртлар 
турлича булади. Биз коэффициентлар мусбат булгап х,ол би- 
лангина чекланайлик. У вацтда юцоридаги тенглама ярим уц-
лари ^ у ’^ у г а  тенг булган эллипсоидни ифодалайди.

Шундай цилиб, сиртнинг бош уцлари координата Уцлари 
сифатида цабул цилинган системада тензор матрицаси цуйида- 
гича ёзилади:

4  0 0 
0 X, 02
0 0  х.

(52.15)

Бош уцлар тензорнинг бош уцлари дейилади ва бу уцларга 
мос йуналишлар тензорнинг бош йуналишлари ёки хусусий 
йуналишлари деб аталади . Хъ Х2, Х8 сонлар тензорнинг бош 
цийматлари ёки хусусий цийматлари дейилади. Тензорнинг 
бош уцлари координат уцлар х,исобланган системада тензор­
нинг турли индексли компонентлари нолга тенг булиб ке- 
тади.

Шундай цилиб, симметрик тензорнинг геометрик тасвири 
эллипсоиддир.

Симметрик 5/у- тензорни бирор а} векторга скаляр купайти- 
риб, натижада янги 6/ векторни топамиз:

Ь1 =  5/уйу. (52.16.)
Тензорнинг бош уцлари янги координата уцлари дисоблан- 

ган системада бу векторларнинг компонентлари цуйидагича 
богланган:

Ьх =  \  а-х |
Ь2 =  Х2 а2 | . (52.17)

= Х3 йз |
Бош цийматлари узаро тенг  (Хг =  Х2 = Х3 == X) тензор сфе- 

рик тензор дейилади-. ^амма яримуцлари бир хил эллипсоид 
сфера булади.

Демак, фазодаги ^ар цандай йуналиш сферик тензорнинг 
бош йуналиши булади. Сферик тензорнинг узаро перпенди­
куляр учта бош йуналишини ихтиёримизча танлашимиз мумкин.

Сферик тензор билаи богланган икки 6/ ва а}- вектор учун:
Ь1 =  \а1 
Ь% — X а2 
Ь3 =  X а3

булади, яъни бу векторлар коллинеар векторлардир. Сферик 
тензор а/ , бир лик тензор 8г/ билан тубандагича богланган:

а/у =  Х8/у. ' (52.18)
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Демак, сферик тензорнинг ^ар хил индексли компонентлари 
нолга тенг, бир хил индексли компонентлари эса узаро тенг.

Бирлик тензорнинг геометрик тасвири радиуси бирга тенг 
сферадир. Симметрик тензорларни тасвирловчи эллипсоидлар- 
дан физика, механика, техникада кенг фойдаланилади.

Бир мисол келтирайлик. Электродинамикадан маълумки, 
жисмнинг диэлектрик коэффициентлари тензори ег-  симметрик 
тензордир:

е/у =  гП-
Жисмнинг ^ар бир нуцтасида шу тензорни тасвирловчи эллип­
соид олишимиз мумкин.

Электр майдони индукция вектори Ц,- электр майдони куч- 
ланганлиги вектори Еу ва егу  тензор мана бундай богланган:

О; =
Тензорнинг бош уцларига нисбатан бу тенглама цуйидаги 

шаклни олади:
— гг Ех,

В2 — е2 Е2,
— 8з Е3.

Демак, электр майдони кучланганлиги вектори ва индукция 
вектори коллинеар булмаган векторлардир.

Бундай. хусусиятга эга жисмлар электр ж и^атдан ани­
зотроп жисмлар деб юритилади Аммо, одагда, купчилик 
жисмлар учун г-1} тензор сферик тензордир (ех =  е2 = е3 =  г), 
демак:

А  =  8 Еъ £ 2 = гЕ2, £>3 =  8 Е3,
яъни электр майдони кучланганлиги вектори билан индукция 
вектори параллел векторлардир. Бундай хусусиятга эга жисм­
лар электр ж и^атдан изотроп жисмлар дейилади.

53. МИКДОРНИНГ ТЕНЗОРЛИК АЛОМАТИ

Текширилаётган мивдорнинг тензор булиш-булмаслигини 
билиб олиш му^им масаладир.

Мицдорнинг тензорлик аломатларидан баъзилари бизга 
маълум: 1) оргогонал алмаштириш цонунларига итоат цилган 
мицдор тензор булади; 2) бир хил рангли тензорлар йигиндиси 
ёки айирмаси тензор булади; 3) тензорлар купайтмаси яна тен­
зор булади; 4) тензорларни йигиштириш натижаси тензордир.

Турли мицдорларнинг тензорлик характерини аницлашдаги 
яна бир му^им усул  билан танишиб чицайлик.

А
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Тензор х<ацидаги асосий теоремани бундаи ифодалашимиз 
мумкин: агар тензор лиги номаълум булган мицдорлар туп- 
ламининг ихтиёрий тензор билан скаляр купайтмаси те н ­
зор булса, бундай, мицдорлар туплам и  тензор булади.

Хацицатан, координаталарнинг бирор системасида уч ин- 
дексли,аммо тензорлиги номаълум булган С(,у^) мицдорлар туп- 
ламини олайлик. Индексларни цавслар ичига олиб ёзишдан 
мацсадимиз ^ам текширилаётган шу мицдорлар тупламинйнг 
тензорлиги номаълумлигини курсатишдир. Шу тупламни таш- 
кил цилувчи мицдорлар бошца системада С утп) булсин. Шу 
мицдорларнинг иккинчи рангли бирор ихтиёрий Т„р тензор би­
лан скаляр купайтмаси учинчи рангли тензор чтр булсин:

Împ —С(Imn) Т п р  (53.1)
ёки

Zijk =  С U/q'i Tqk- (53.2)
Учинчи ва иккинчи рангли тензорлар таърифига мувофиц:

xlmp — al iamjapk { C(ijq)Tqk ¡>
Tqk — anq ask Tns 

булади. Сунгги формулани аввалгисига цуямиз:

ХImp =  а Ц О-mу  O-pk a n q  a s k  { j q )  T n s  ) •

Ортогоналлик шартига кура:
* ( 0  , p ¥ = s  

Pk<Xsk~  Ps ~ { \ ,p  =  s.
Натижада:

TImp — al iamjanq 1 &ijq)Tnp !
булади.

Бу формуланинг унг томони билан (53.1)нинг унг томони 
тенгдир;

C(imn) Т п р  =  <Хц 1m j  a n q  { C ( i j q ) T пр  }•

Энди хамма дадларни бир томонга у.тказиб, сунгра умумий. 
купайтувчи Тпр ни цавсдан ташцарига чицарамиз:

{ C ( im n) ац  a.m j  a n q  C(,y<̂  j Tnp =  0.

Бу ердаги Тпртензор ихтиёрий булганлигидан, унга купайти- 
рилаётган катта цавслар ичидаги ифода айнан нолга тенг бу- 
лиши керак. Демак:

C(imn) =  al iam janqC(ijq)•
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Бу эса учинчи рангли тензор компонентларини ортогонал ал- 
маштириш цонунидир. Шундай ^илиб, тензорлиги номаълум, 
аммо ихтиёрий 7 ^  тензор билан скаляр купайтмаси тензор 
булган С(1;д) микдорлар туплами тензор булади.

Ранги нолга тенг тензорнинг инвариант эканлиги ва ранги 
бирга тенг 'тензорнинг вектор эканлиги назарда тутилса, юко- 
ридаги теоремани хусусий доллар учун шундай ифодалаш 
мумкин: тензорлиги. номаълум мицдорлар тупламининг их­

тиёрий тензор билан скаляр ку­
пайтмаси инвариант ёки вектор 
булса, бундай мицдорлар туплам и  
тензор булади.

Айтилганларга мисол келтирайлик. 
Харакатсиз О нуцта (координаталар 
боши) атрофида айланувчи катти^ 
жисмга тегишли бирор М ну^танинг 
чизи^ли тезлик вектори V, кинемати- 
кадан маълум Эйлер формуласига му- 
вофи^ бурчак тезлиги вектори ш би- 

ШЬ раем. лан шундай богланган: '
V =  [(.Г),

бу ерда радиус-вектор г  уша О ну^тага нисбатан олинган.
Жисмнинг М ну^тани цуршаб олган элементар ^исмидаги 

массасини с1т десак, бу элементар циемнинг ^аракат ми^дори 
чзЛт ва ^аракат мивдори момента [rv\ (1т =  [г [шг]]с1т булади.

Барча элементар ^исмлар буйича олинган >(аракат мивдори 
моментларининг йигиндиси жисмнинг тула х;аракат мивдори 
моменти Ь ни ^осил ^илади:

Ь =  | [г [юг]] й т  (53.3)

ёки компонентлари орцали бундай ёзилади:

Ь; =  | [г [<о г\\;(1т. (53.4)

Икки ^айтали вектор купайтма формуласига биноан:,
[г [<о г ]} =  й)Г2 — г  (по).

Радиус-вектор квадрата координаталар квадратларининг йи- 
гиндисига тенг:

г2 =  хк хк, 
скаляр купайтма (гш) эса:

( г  ш )  -  XI СО/
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булади. Буларни уз уринларига ^уямиз:
[г [®r]] = » x kxk — r x i СО/ 

ёки компонентлар ор^али ёзилса:
[ г  [ш Г] ]у =  Шу x k X* — Ху X i 0>i

булади. Аммо
<Ву =  8/у <*>/

булганлигидан:
[/* [(» г] ] у- =  8/у (О/ X k х к Ху X/ СВ/ =  (3/у x k х к — Х/Ху) СО/

келиб 41-щади. Топилган натижани (53.4) га ^уямиз:

£/ = (1  (bü x kxk — X ixj)dm }w i.
Катта ^авслар ичидаги ифодани /у/ орцали белгилайлик:

/у/ =  J* (3/у Xfo х к Х/Ху) (53.5)
у  ва^тда:

Ly--/у/со/. (53.6)
Демак, /у/ миадорлар туплами билан бурчак тезлик векто- 

рининг скаляр купайтмаси ^аракат ми^дори моментининг век- 
торидан иборат, шунинг учун /// иккинчи рангли тензор б у ­
лади.

(53.5) dazu Iji тензор жисмнинг инерция моментлари  
тензори дейилади. Инерция моментлари тензорининг матрица- 
сини ёзайлик:

Ai Аз Аз 
Ai Аг Аз
Ai Аг Аз

(53.7)

Инерция моментлари тензори симметрик тензордир:
hi =  Ау • (53.8)

Бу тёнзорнинг компонентлари (53.5) га мувофиь;, цуйидаги- 
лардан иборат:

Ai = j  (х\ +  хз) dm,

А2 “  j  0*з + Xi) dm,

Аз =  J  (*i +  *2) d/n,

A2 =  Ai =  *̂ 1X2 dm,

/2з — /32 — J -̂ 2 *3

Ai “ Аз — J* -̂з xi (53.9)
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/и компонент, жисмнинг хх уцига нисбатан инерция мо- 
менти дейилади. Шунингдек, /22, /33 компонентлар хам  
жисмнинг х2, х3 уцларига нисбатан инерция моментлари- 
дир. Манфий ишорали Ла компонент жисмнинг х ъ хг уцла­
рига нисбатан девиация момента дейилади ёки марказдак 
цочирма инерция моменти деб х,ам юритилади. \ар  хил  
индексли цолган компонентлар %ам жисмнинг тегишли уц- 
ларга нисбатан девиация моментларидир.

Инерция моментларн тензорининг чизицли инварианта Д ни 
топиш учун юцорндаги (53.9) билан (52.4) дан фойдаланамиз:

А = /ц +  А 2 +  А33

иилаи дай фиидалгш.

^ (-̂ 2 “Н х$) (1т -I- ^ (х3 ■-{- (1т (- 

I- ( С г? - 1- г.?) И.т.

еки
+  ]  0*1 +  х\) й т  

А\= 21 (х\ +  х 2 +  -*з) с1т,
ёхуд 

бу ерда:
А — 2 /о, (53.10)

А = I (-*1 4- -К2 4- Хз) ¿/га. (53.11)
Бу формулада ифодаланган /0 инвариант жисмнинг О 

нуцтага нисбатан инерция моменти дейилади.
Янги координаталар системасинингуцлари снфатида тензор- 

нинг бош у^ларини цабул цилайлик. У вацтда тензорнинг ^ар 
хил индексли компонентлари нолга тенг булиб, фацат бир хил 
индексли компонентларигина цолади (52- параграфга царалсин):

Ах 0 о
о Аг 0 
0 0 /*

бу ерда 1и, 122, 133—бош инерция моментлари  дейилади. Коор­
динаталар боши 0 нуцтага нисбатан олинган инерция момент­
лари тензори /у/ ни тасвирловчи эллипсоид ясаш мумкин ва

бу эллипсоиднинг ярим уцлари /п 
лади (уша 52- параграфга царалсин).

> Аг 2 > А: га тенг бу-

54. ТЕНЗОРЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ

Тензор компонентлари бирор скаляр аргумент^ нинг функ- 
циялари булсин. Ь аргументнинг турлн цийматларнга тензор 
компонентларннинг тегишли цийматлари тугри келади.
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Тензор компонентлари вариант мщдорлар, яъни коорди- 
наталарнинг турли  системасида турлича ифодаланувчи од- 
дий скаляр мицдорлардир. Шунинг учун тензор компонент- 
ларини, тензорлар йигиндисини ва купайгпмасини одатдага  
м атем атика анализ цоидалари буйича дифференциаллаш 
мумкин. Декарт системаларида, ортогонал алмаштириш коэф- 
фициентлари узгармас булиб, скаляр аргумент Ь га боглиц эмас. 

Бирор тензор берилган булсин:

Ту . . .  п — а-[р */<7 . • . и-пи Трд . . .  у. (54.1)

Юцоридаги айтнлганларни назарда тутиб, бу тензордан скаляр 
аргумент £ буйича ^осила олайлик:

5 Г (Ти • • • « ) =  аг>аУд • • • апу л ( тря • • • » ) •  (54-2)

Натижада яна уша рангли янги тензор )$осил булди. Тен­
зор компонентларининг скаляр аргумент буйича ^осилалари 
туплам и янги тензор х,осил цилади, лекин унинг ранги уз- 
гармайди. Мисол сифатида заррача координаталарини ортого­
нал алмаштириш формуласи

XI --• Ху
ни ёзиб, £ вацт буйича координаталардан бнринчи ва иккинчи 
^осилалар олайлик:

й _ й
а  х ‘ — ао ш хр

№ 2 _  (Р- 
йр Х1 — аи арх] ■

Бу досилалар заррача тезлиги ва тезланиши векторларининг 
компонентларидир.

Текширилаётган тензор нуцта функцияси булсин. Нуцта 
функцияси булган тензорнинг мавэюудлик со^аси шу тен- 
зорнинг майдони дейилади. Шундай цилиб, тензорни коорди- 
наталар буйича дифференциаллаш масаласига утамиз.

Юцоридаги тензордан (54.1) хТ координата буйича косила 
олайлик:

-ц  (Гу =  Чр у я . . . апю ±  (ТРЧ

Мураккаб функцияни дифференциаллаш цоидасига мувофиц 
бундай ёзишимиз мумкин:

д (гр \ _ д ( гр \ дхя
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Демак:

булади. Ортогонал алмаштириш формуласи:

булади. Натижада:
д

а1р а/д • • - ат  °Т5 дх$ р д • • • V

келиб чищади. Аввалги тензор (54.1) рангига нисбатан ранги 
биттага ош щ янги тензор ){осил булди. Тензор компонент- 
ларидан координаталар буйича олинган биринчи %осилалар 
туплами янги тензор (54.3) уносил цилади. Бу янги тензор- 
нинг ранги дифференциалланувчи тензор рангидан би ттага  
ошицдир.

Биз ^озирча тензордан координаталар буйича олинган би­
ринчи ^осилалар билан шугулландик. Тензордан координата­
лар буйича олинган иккинчи, учинчи ва бундан ^ам юцори 
тартибли ^осилалар ^ацида гапириш мумкин. Албатта, ^ар 
дифференциалланишда тензор ранги биттага ошади.

Инвариант ноль рангли тензордир (<р' = <р). Демак, инва­
риантен координаталар буйича дифференциаллаганда, биринчи 
рангли тензор, яъни вектор ^осил булади:

Компонентлари «р скаляр функциянинг координаталар  
буйича олинган хусусий %осилаларига тенг булган вектор- 
нинг шу скаляр функция градиента дейилиши бизга аввал- 
дан маълум.

Инвариантдан координаталар буйича олинган иккинчи ^оси- 
лалар туплами иккинчи рангли тензор досил цилади. Аммо, 
координаталар буйича дифференциаллашда дифференциаллаш 
тартиби роль уйнамайди:

дх\ дх. (54.4)

дх-, дх,- ^  дх/ дх,

демак, инвариантнинг иккинчи ^осилалари туплами иккинчи 
рангли симметрик тензордир.
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Биринчи рангли тензордан, яъни а г- вектордан олинган биринчи 
^осилалар туплами иккинчи рангли 7)у тензорни ^осил цилади:

г Н § \  (54-5)
Иккинчи рангли тензорнинг чизицли инварианта 1г нинг кандай 
ёзилишини эслайлик:

А  -  ти  =  ^  (54.6)

ёки, муфассалроц ёзилса, бундай булади:

А - Й + ё + й -  - (54-7)
Бу формуланинг унг томони вектор дивергенциясидир. 

Умуман, дифференциалланиш индекси билан яна бошца би- 
рор индексы, буйича йариштаралган тензор шу индекслар 
буйича олинган тензор дивергенцияси дейилади. Масалан,

Тру . . .  у  тензорнинг 5  билан р  индекслар буйича олинган 

д и в е р г е н ц и я с и Т8д . .  булади, я билан ь индекслар буйича 

олинган дивергенцияси Трц . . . 5 булади ва ^оказо. Демак,
тензор дивергенциясининг ранги шу тензор рангидан биттага 
камдир.

Юкоридаги (54.5) иккинчи рангли 7/у тензордан иккинчи 
рангли янги тензор цуйидагича ^осил цилинган булсин:

А1] — — А/Г,
бу тензор антисимметрикдир. Антисимметрик бу тензорнинг 
узаро богланмаган компонента цуйидагилардир:

дап да1

Бундан:

А дйз да2
23 дх2 дх3’

А <̂д1 да*
31 ~~ дхз дху'

(54.9)

Бу ифодалар эса вектор уюрмасининг компонентларидир. 
Шучдай цилиб, иккинчи рангли антисимметрик (54.8) тензор  
уч улчовли фазода вектор уюрмаси сифатида тасвирланади.
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Энди координаталар буйича дифференциалланган тензор 
формуласи (54.3) га цайтиб, уни векторга нисбатан татбик 
этайлик:

д а 1 да
дхг

(54.10)

Векторнинг тула дифференциали:

, • да1 , '¿Ш/ —— г СЬ Х т .
дхт

йар - ж / х*'

Ортогонал алмаштириш формуласи:
X) =  хк

дан:
(1ху — Од, (1.Х

булади.
(54.10) нинг икки томонини й?ху га куиайтириб,сунгра г ва у  

индекслар буйича йигиштирамиз:
, даI , ,

(1/ 0/1 —~ / .£/• == Л; »7 ОС*-о ——— (И Хг =<?хг ^
дар 1 ~ да?) *

=  а г8 а г1г~д^ и Х к =  <х^ 8 ^  й  Х к —

~ а’1Р~д.х\. ^^5 =  аг’/> ^ар
ёки

йщ = о.-1рй ар. (54.11)

Жуда му^им натижа келиб чивди:Д екарт системасида вектор, 
компонентлари дифференциалларинанг туплами вектор х1о- 
сил цилади ёки, цисцача цилиб айтсак, Декарт системасида 
вектор дифференциали вектор булади. Вектор компонентла- 
рини ортогонал алмаштириш формуласидан бевосита диффе­
ренциал олинса >?ам яна шу натижанинг узига келамиз. Аммо 
вектор компонентларидан Декарт координаталари буйича 
олинган х;осилалар туплами шскинчи раигли тензор %осил 
цилади (54.10).

Энди тензордан дифференциал олайлик (54.1):

^ Т у . . . п —  <Х[р . . . а п1) с1 Т р д  . . .  у. (54 .12 )
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Демак, Д екарт системаларида олинган тензор дифференциа- 
ли яна уша рангли тензор х;осил цилади. Аммо тензордан 
Декарт координаталари буйича олинган %осилаларнинг ран­
ги биттага  ошиц булган Янги тензор цосил цилиши бизга 
маълум (54.3).

55. ПСЕВДОТЕНЗОР

Псевдовектор ва псевдоскаляр тушунчалари билан вектор- 
лар алгебрасида танишдик. Фазодаги координаталар системаси- 
нинг ориентацияси фазо ориентацияси деб, фазо ориентация- 
сининг узгаришини эса фазо инверсияси деб атаган эдик. Фазо 
ориентациясининг узгариши билан йуналишини царама-цар- 
шисига узгартирувчи вектор псевдовектор деб, ишорасини 
царама-царшисига узгартувчи скаляр эса, псевдоскаляр деб 
аталган  эди. Координаталарни алмаштиришда ориентация уз- 
гармаса, псевдовекторнинг вектордан ва псевдоскалярнинг ска- 
лярдан ?$еч цандай фарци цолмайди. Шу айтилганларни фор- 
фулалар билан ифодалайлик.

Аввалдан маълум таърифга мувофиц, координата система- 
ларининг биридан иккинчисига утишда, уларнинг ориента- 
цияларидан цатъи назар, скаляр (инвариант) ^исобланган 
мицдор узгармай цолади:

/ = / .  (55.1)
Псевдоскалярга берилган таърифга мувофиц, ориентация уз­
гариши билан псевдоскаляр ^исобланган мицдорнинг ишораси 
царама-царшисига узгаради:

«р =  — «р. (55.2)
Координаталарни алмаштириш формуласини эслайлик:

X/ — ос/уХу. (5о.З)
Энди фазо ориентациясининг узгариши билан богланган ал­

маштириш формуласи (46.28) назарга олинса, охирги муноса- 
бат ушбу шаклни олади:

- -- —Хъ
Х2 —- С̂о,

(55.4)х 3= — х 3.
Координаталарни алмаштириш цонуни (55.3) фазо ориента­

циясининг узгариши ёки узгармаслигига боглиц эмас. Вектор- 
нинг компонентлари ушбу алмаштириш цонунига буйсунади:

(55.5)

20 Майдон назарияси
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Демак, фазо ориентацияси узгариши билан вектор компонент- 
лари цуйидаги алмаштириш цонунига буйсунади:

Р\ = ~ Р г  | 
Р'2 = - Р 2 ’ (55.6) 
Р 'з =  —Ря >

Векторлар алгебрасида таърифланган поляр векторнинг 
аналитик ифодасини (55.5) форму лада ёки хусусий х,ол — 
фазо инверсиясига боглиц булган (55.6) форму лада курамиз. 
Демак, инверсияли алмаштиришда поляр вектор компонент- 
ларининг ишоралари царама-царшисига узгаради.

Икки поляр а, Ъ векторнинг вектор купайтмаси:

с = [ а & ]  (55.7)
нинг псевдовектор булиши бйзга маълум. Поляр вектор ком- 
понентлари формуласи (55.6)ни назарда тутиб, юцоридаги век­
тор купайтма компонентларини ёзайлик:

с\ =  а'2Ьз — а3 Ь2 =  а2 Ь3 
с2 — а̂ Ь\ — а х 63 = а3 Ьх 
с3 = а\ Ь2 — а2Ь\ — ах Ь2

яъни инверсияли алмаштиришда псевдовектор компонентла- 
рининг ишоралари узгармасдан сацланади. (55.8) билан (55.4) 
дан курамизки, инверсияли алмаштиришда псевдовектор ком- 
понентларининг ишоралари координаталарнинг ишоралари- 
га нисбатан царама-царшисига узгаради. Инверсиясиз алмаш­
тиришда псевдовектор вектордан фар к цилмайди, демак, псев­
довектор компонентлари, вектор компонентлари сингари, коор- 
динаталарга ухшаш бир хил алмаштириш цонунига буйсунади. 
Ана шу айтилганларни назарда тутиб, координаталарни алмаш­
тириш цо'нуни (55.3) га нисбатан псевдовектор компонентлари­
ни алмаштириш цонунини бундай ёзамиз:

сI —- Îу су. (55.9).
Инверсияли алмаштириш коэффициентларидан тузилган д е ­

терминант, (46.25) га биноаи, манфий бирга тенгдир:

|ат/г| = 1) (55.10)

демак, псевдовектор компонентларини алмаштириш цонуни 
шундай ёзилади:

~  I а тп I а г'/ (55. 11)

— а3Ъ2 — сх
— а1Ь3 = с2 > (55.8)

^2 Ь\ — с2
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Псевдоскалярни алмаштириш формуласи (55.2) дам, (55 Л 0̂  
га биноан, тубандагича ёзилади:

“mnlf- (55.12)
Скаляр ва вектор тушунчаларини умумлаштириб, тензор 

тушунчасига келган эдик. Шунга ухшаш, псевдоскаляр ва 
псевдовектор алмаштириш цонунларини умумлаштириб, псевдо­
тензор Тушунчаси досил вдлишимиз мумкии.

Скаляр псевдоскалярга нисбатан ва вектор псевдовекторга 
нисбатан кандай муносабатда булиши (55.1), (55.12), (55.5),
(55.11) формулалардан аёндир. Тензор дам псевдотензорга нис­
батан худди шундай муносабатда булади.

Тензорнинг таърифига мувофиц, унинг компонентларини 
алмаштириш цонунини ёзайлик:

Тц . . . п = aipajq • ■ • 3.ns Tpq s -  (55.13)
Энди, текширилиши лозим булган мивдорлар тупламининг 

турли системалардаги вдйматлари цуйидагича богланган бул- 
син:

P ij . . . п =  I I &ip Ujq .  . . &ns Ррд . . .  S- ( 5 5 . 1 4 )

LLly алмаштириш цонунига буйсунган мицдорлар туплами. 
псевдотензор дейилади. Псевдотензор индекс ларининг у мумий, 
сони псевдотензор ранги, дейилади. Курамизки, псевдотензор 
ранги нолга тенг ва бирга тенг булган долларда (55.14) фор- 
муладан кщорида ёзилган псевдоскаляр формуласи (55.12) ва 
псевдовектор формуласи (55.11) келиб чицади.

Оддий тензорлар сингари, псевдотензорларни дам кушиш, 
айириш, купайтириш, йигиштириш, симметриялаш, альтерна- 
циялаш, дифференциаллаш мумкии. Масалан, бир хил рангли 
псевдотензорлар йигиндиси ёки айирмаси уша рангли псевдо­
тензор досил вдлади. Лекин раиглари бир хил булса-да, т е н - . 
зор билан псевдотензорнинг йигиндиси ёки айирмаси булмайди.

Тензорнинг тензорга купайтмаси тензор булиши бизга маъ- 
лум. Бир псевдотензорнинг иккинчи псевдотензорга купайтмаси 
тензор булади, чунки |am„|2 = l .  Аммо бир псевдотензорнинг 
боища бир тензорга купайтмаси псевдотензордир.

Бир мисол келтирайлик. Жисмнинг массаси скаляр мивдор, 
жисмнинг дажми эса псевдоскаляр мивдордир (10-параграф). 
Шуларга биноан жисм массасининг зичлиги псевдоскаляр бу­
лади.

Хамма нндексларига нисбатан антисимметрик уч индексли 
мивдорлар тупламиии олиб, уни сим воли орцали белгилай- 
лик. У вацтда, икки индекс бир хил булганда, ёки уч индекс 
бир хил булганда мос мивдорлар нолга тенг булади. Нолга

20*
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тенг булмаган микдорларнипг учта индекси дам дар хил бу- 
либ, улар 1, 2, 3 сонларнинг турли тартибда олинган урин ал- 
маштиришларидан иборатдир. Аммо 1, 2, 3 сонлардан 3! =  
=  1.2-3 =  6 дар хил уриналмаштириш тузиш мумкин(123, 231, 
312, 213, 132, 321). Шундай цилиб, тупламдаги З3=27 мивдордан 
фацат 3! =  6 та мицдор нолдан фарк цилади. Антисимметрия- 
лик хусусияти туфайли, бу олтита мицдор бир-биридан узла- 
рининг ишоралари билангина фарц цилади. Энди аницлик учун 
е123 =  1 деб цабул цилайлик. У вацтда уриналмаштиришлар- 
нинг жуфтлиги ёки тоцлигига цараб, шу олти мивдорнинг дар 
бири ё мусбат бирга ёки манфий бирга тенг булади.

Шундай цилиб, учта г, у, к индексла ва г ¡у/, символ би- 
лан белгиланган мицдор: 1) I, у, ^ индекслардан иккитаси 
бир хил булса, ёки х;аммаси %ам бир хил булса, нолга тенг 
булади, 2) г, у, & индекслар х1осил цилган уриналмаштириш 
1, 2, 3 сонларга нисбатан жуфт уриналмаштириш булса, 
мусбат бирга тенг, 3) г, /, /г индекслар х,осил цилган урин­
алмаштириш 1, 2, 3 сонларга нисбатан тоц уриналмаш­
тириш булса, манфий бирга тенг булади.

Ана шу хусусиятларни ифодаловчи е/у7г символ одатда 
Леви-Чивита символи дейилади. Леви-Чивита символининг 
юцорида курсатилган хусусиятлари координаталарнинг х,ар 
цандай системасида уринлидир.

Энди Леви-Чивита символи &ф нинг аслида учинчи рангли 
исевдотензор эканлигини курсатайлик. Учинчи рангли шундай 
ЪрдГ псевдотензор олайликки, у координаталар системаларининг 
бирида Леви-Чивита символи ердг хусусиятларига эга булсин.

Псевдотензор таърифига мувофиц:

=  I «ли 1 а;р «Уд а1гг

•ёки шартимизга биноан р̂цг — р̂9г булганлигидан:

Ъць —  ! атП | а гр а  )д  ердГ
булади.

Хамма индексларига нисбатан 'антисимметрия-лик хусусияти 
булганлигидан, псевдотензор компонентларининг дар бири ё 
колга тенг булади, ёки +  8 т  га тенг, ёхуд — 8123 га тенг була­
ди. Демак, биттагина §12з компонентни билиш кифоя:

8 123 =  1 атП I а 1Р а 2? а 3Г ерцг-

Уриналмаштиришнинг жуфт ёки тоц булишига цараб, е^?гё 
4- еш га, ёки — в123 га тенгдир. У вацтда:

8123 =  е123 \атп\ 2  а1р Ущ а3Г'
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булади. Детерминант таърифига мувофищ, тенгликнииг унг то- 
монидаги йигинди \атп\ га тенг. Натижада:

°123 =  Ê123 I ° т п  |2 — S123

буладн. Демак, псевдотензор Ъф дар цандай системада Леви- 
Чивита символи zijk дан фарц цилмайди, яъии Лева-Чивита 
символа укат и рангла псевдотензордар. Леви-Чавита псев­
дотензора sijk бирлак псевдотензор деб х,ам айталада.

Бирлик псевдотензордан фойдаланиш баъзан анчагина rçy- 
лайлик тугдиради.

Масалан, I скаляр ва «р псевдоскаляр булса, sijk I  учинчи 
рангли бутунлай антисимметрик псевдотензор, sijk f  эса учинчи 
рангли бутунлай антисимметрик тензор булади. zijk билан 
иккинчи рангли тензор Ттп купайтмаси Ттп бешинчи рангли 
псевдотензордир. Энди бу псевдотензор т—j  ва п =  k индекслар 
буйича йигиштирилса, биринчи рангли псевдотензор, яъни 
псевдовектор досил булади. Бу псевдовекторни Р/ оркали бел- 
гилаймиз:

P i ~ Bijk Tjk (55.15)
ёки компонентлар орцали:

Р\ =  2̂3 3̂2 1
Р4 — ?3i — | (55.16)
р3 = т1 2 - т 21 J

булади. (55.15) формулани бундай ёзайлик:
Pi =  zikj Tkji

чунки йигиштириш индексини ихтиёримизча белгилашимиз 
мумкин. У вацтда:

Pi — ~2 ^'4k ^Jk &ikJ
ёки

P t=  X2 BU ^ Tj k - T kj) (55.17)
булади, чунки:

SijK ~  eikj-
Антисимметрик тензор Тjk — Tkj ни Ajk орцали белгилайлик: 

Ajk — Тjk Tfcj, (55.18)
натижада:

Pi =  ^H jkAjk  (55.19)
булади, яъни псевдовектор иккинчи рангли антисимметрик 
тензорга эквивалентдир. Сунгги формуладаги псевдовектор
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Р1 иккинчи рангли антисимметрии тензор Аук га нисбатан 
дуал булган псевдовектор дейилади. (55.19) дан:

Р\ ~  А23у 1
^ 2 =  Ап, (55.20)
Р3 =  А12 ]

ёки бирлик псевдотензордан фойдалансак:
Аи- =  г.ф  Рк (55.21)

булади. Бу. ердаги иккинчи рангли антисимметрии А^ тен­
зор псевдовектор Рк га нисбатан дуал булган тензор дейи- 
лади.

Умуман, дастлаб берилган тензордан (ёки псевдотензор­
дан) бирлик псевдотензор воситасида %осил цилинган псев­
дотензор (ёки тензор) дастлабкиларга нисбатан дуал бул­
ган псевдотензор (ёки тензор) дейилади.

Иккинчи рангли антисимметрик тензорнинг узаро боглан- 
маган учта компонента борлиги бизгамаълум. Бу учта компо­
нент, (55.20) га мувофик, псевдовектор компонентларига айнан 
тенгдир. Демак, иккинчи рангли антисимметрик тензорни 
псевдовектор билан, яъни фазо ориентацияси узгарганда 
йуналишини щрама-царшисига узгартувчи вект,ор ёрдамида 
тасвирлаиь мумкин. Бу айтилганлар фацат уч улчовли фа- 
зодагина турридир. Куп улчовли фазода иккинчи рангли ан­
тисимметрик тензорни псевдовектор билан тасвирлаш мумкин 
эмас, чунки бу тензорнинг узаро богланмаган компонентлари 
сони ва псевдовектор компонентлари сони дар хилдир.

Агар Т д  тензор икки а}-, Ьк вектордан
Т¡к =  а/Ьк (55.22)

формула буйича тузилган булса, (55.18) га мувофиц:
А)к - а у Ьк — ак Ь}- (55.23)

булади. Демак, (55.15) ва (55.19) га биноан, бундай ёзамиз:

р 1 =  8,7к аз ьк =- 4  8ин А]к (55.24)

ёки компонентлар орцали цуйидагича ёзилади:
Р\ =  0"2. 3̂ &3 Ь2, |
Р2 =  а3 — а, Ь3, (55.25)
Р3 =  а1Ь2 — а2 Ьх. |

Бу тенгликларнинг унг томонлари икки векторнинг вектор ку- 
пайтмаси компонентларидир.
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Агар энди тензор вектор досилаларидан ташкил топса:
гр __  иик

№ дх/ ‘

(55.18), (55.15) ва (55.19) га асосан:
А дак да/ 

№ дху дхк

дак (55.26)

(55.27)

(55.28)
булади. Сунгги формуладан:

г -\ (У  ¿¿2

1 — дх-2 ~дх,'
Р  —  д й 1  д а 3

2 дх3 дхг’
р

дх2

да% да2 1

'3 (55.29)

келиб чицади. Бу тенгликларнинг унг томонлари вектор уюр- 
масининг компонентларидир.

Шундай цилиб, икки векторнинг вектор купайтмаси би- 
лан векторнинг уюрмаси аслида иккинчи рангли антисим- 
метрик тензорлардир. Уч улчовли фазодагина улар псевдо- 
векторлар билан тасвирланади.

56. КУП УЛЧОВЛИ Ф А ЗО  Т Е Н ЗО РЛ А РИ  ВА П С ЕВД О ТЕН ЗО РЛ А РИ

Биз уч улчовли фазодаги тензорлар ва псевдотензорлар 
билан танишиб чицдик. Х^озиргача Декарт координаталари х ъ 
х г, х3 билан иш курган эдик.

Физикада вацт ва учта фазовий координата, яъни туртта 
узгарувчи мицдор туплами билан богланган воцеалар фазоси 
ёки турт улчовли фазо тушунчаси киритилади.

Турли шаклда олинган куп улчовли фазо тушунчаси физи­
када тез-тез учраб туради: тезликлар фазоси, импульслар фа­
зоси, фазалар фазоси, конфигурациялар фазоси ва доказо. 
Албатта, дациций, моддий фазо фацат уч улчовлидир.

п-та ихтиёрий узгарувчи х 1у х 2, х3, . . . , х„ мицдорлар 
хилма-хиллиги п улчовли фазо деб цабул цилинган.

Бу ихтиёрий. узгарувчи х1г х г, х3, . . .  ,х п мицдорларнинг 
аниц туплами п улчовли фазо нуцтаси деб, мицдорларнинг 
узи эса нуцта координаталари деб аталади. Биз уч улчов­
ли фазодаги Декарт ортлари, Декарт координаталарини алмаш- 
тириш билан боглиц булган асосий формулаларни п улчовли 
фазо учун умумлаштириб цабул килишимиз мумкин, бу долда 
дар бир индекс 1, 2, 3, . . . , п цийматларга эга булади.
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п улчовли фазода Декарт ортлари ва Декарт координатала- 
рини алмаштириш формулалари:

е, =  o-ij e j  (56.1)
х \  —  а -j X j  N (56.2)

булади. Алмаштириш коэффициентларининг ортогоналлик 
шарти:

aijaik =  ajk (56.3)
ва бу коэффициентлардан тузилган детерминант:

I +  1
I атп I =  ёки (56.4)

булади. Тензор ва псевдотензор компонентларини алмаштириш 
формулалари:

T i j  . . . п —  a ip aj q  • • • a nS  T p q  . . .  S  (56.5)
P i j  . . .  и =  | °-lm I a ip ajq  • • ■ ans P p q  • • •  s  (56.6)

булади.
Тензор ёки псевдотензор рангини, яъни индекслар сонини 

R билан белгилаймиз. Бу индексларнинг дар бири п улчовли 
фазода 1, 2, 3, . . . , п сонларга тенг. Демак, R рангли тензор 
ёки псевдотензор компонентларининг п улчовли фазодаги уму- 
мий сони N =  nR булади.

Масалан, иккинчи рангли ТЧ тензор учуй N =  /г2. Бу тен­
зор антисимметрии тензор булса (7 ,j =  — Ти), унинг и-та ком- 
поненти нолга тенг булиб, нолга тенг булмаган компонентла­
рининг сони п2 — п =  п(п  — 1) булади. Бу компонентларнинг 
ярми цолганларидан фацат ишоралари билан фарк цилади.
Демак, узаро богланмаган компонентлар сони — -  га тенг;;

3/3 _ 1 \ 3.2
жумладан, уч улчовли фазода -Ц^— - == 3 га тенг булади.
Псевдовектор Pi учун, умуман, N =  п булиб, уч улчовли фа­
зода N =  3 дир. Демак, илгари курганимиздек, иккинчи рангли 
антйсимметрик тензор фацат уч 5^лчовли фазода псевдовектор 
билан тасвирланади.

Икки индексли символ bjh (Кронекер символа) бу ерда п 
улчовли фазодаги бирлик тензордир:

i l ,  агар у =  k,
°jk =  | о, агар у Ф k. (56.7)

Уч улчовли фазодаги учинчи рангли бирлик псевдотензор 
zijk (Леви-Чивита символи) урнига п улчовли фазо учун п
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рангли бирлик псевдотензор е,-д . . . 5 киритамиз, Таърифига 
кура, %амма индексларща нисбатан антисимметрик ва 
е123 . . . п = 1  булганлигидан, бу бирлик псевдотензорнинг 
1/к . . . я индекслар билан курсатилган компонента: 1) ¡/к . . . 
. . .  я индекслар орасида бир хиллара уяраса нолга тенг, 
2) цк  . . .  5 андекслар %осил цилган уриналмаштираш 123 . . .  /г 
сонларга нисбатан жуфт уриналмаштираш булса., мусбат 
бирга тенг, 3) . . . я индекслар х1осил цилган ураналмаш- 
тириш 123 . . .  /г сонларга нисбатан тоц уриналмаштираш 
булса, манфай бирга тенг булади.

Бирлик псевдотензорнинг нолга тенг булмаган компонент- 
ларининг сони N 1, 2 ,3 . .  . , п сонлардан досил цилинган урин- 
алмаштиришлар сонига тенгдир, иъни:

Ы =  п\ =  1. 2. 3 .4 .  . . п.
Уч улчовли фазода цушиш, айириш, купайтириш, йигиш- 

тириш, симметриялаш, альтернадиялаш, дифференциаллаш 
амаллари п улчовли фазо учун дам аввалгидек цолаверади.

п улчовли фазода градиент, дивергенция, уюрма, лапла­
сиан тушунчалари умумлаштирилади. Масалан, скаляр функ-

д<рция градиентининг компонентлари , вектор дивергенцияси
да> да, да;^ в е к т о р  уюрмасининг компонентлари —- — лапласиан эса
д*

~^2 булади. Хар бир индекснинг 1,2,3, . . . п цийматларга эга бу-
I

лиши назарда тутилиши лозим.
п улчовли фазонинг Декарт ортларини еъ е2, . . . , еп орцали 

белгиласак, нуцтанинг радиус-вектори учун бундай ёзамиз:
г  =  Ху еь  (56.8)

бу ерда Ху ( / = 1 , 2 , . . . ,  п) шу нуцтанинг Декарт координата- 
ларидир. Бир нуцтадан иккинчи нуцтага утишда тегишли 
радиус-векторлар айирмаси, яъни уларнинг нисбий радиус- 
вектори:

Д г =  Ах;- е у (56.9)
булади, бу ерда Д ху(/ =  1,2 ,3 , . . ,  , я) шу нуцталар коорди- 
наталарининг айирмаларидир.

Икки нуцта4 орасидаги масофани А 5 орцали белгилайликг-
Л я2 =  (Д г  Д г) =  (Дхг- Дху<?у) =  (ег- е}) Дхг- Дху. (56.10}

Янги белги киритайлик:

ё и  .=  (в ,  е}) , (56.1 IV
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у вацтда:

А s2 = '  g ij д x i Axj  (56.12)
булади. g lf символ аслида иккинчи рангли тензордир. Хацица- 
таи, Координаталарнинг янги системасида:

gij =  {e’i e'j)

булади, демак, (56.1) га биноан:

g  и =  (e'i e'j) =  (aim е т, у „  е„) =
=  alm rJ-jn (ет е„) =  аул ëmtl-

Бу g  у тензор метрик тензор дейилади. Декарт ортлари 
узаро перпендикуляр булганлнги сабабли, метрик тензорнинг 
турли индексли компонентлари нолга тенгдир. Лекин текшири- 
лаётган фазонинг характерига цараб, метрик тензорнинг бир 
хил индексли компонентлари ё мусбат бирга, ёки манфий бирга 
тенг булиши мумкин.

Квадрата манфий. бирга тенг ортни мав^ум орт деб, у 
аницлаган \)цни эса мавх,ум уц деб атаймиз.

п-та ортдан т таен мавх.ум булса, масофа квадратининг 
формуласи (56.12) ни бундай ёзиш мумкин:

A S 2  =  —  Д Х )  — ■ Д Х 2  —  • • • —  Д Х т Д^С/п+ 1  +  А х т+2 ~f~

+  •••-+- Дхп . (56.13)

Ортлар ичида мавдуми деч булмаса, бундай ёзилади:
As2 =  ДХ1 +  Дхг Ч------+  Ах*. (56.14)

Масалан, уч улчовли фазодаги Декарт ортлари еъ е2, es учун 
метрик тензор компонентлари мана бундайдир:

¿11 =  1, £ и =  0, ¿ 13= 0 ,
¿ 21= 0, g  22 == 1 , ¿23 =  0,

¿31 =  0, ¿32 =  0, ¿33 =  1,

у вацтда:
As2 =  Дх? +  Дх| +  Дхз (56.15)

булади. Бу формула одатдаги Эвклид геометрияси уяун хос- 
дир.

Масофа квадрата As2 инвариантдир. Масофа квадратини 
ифодаловчи (56.12) формуланинг инвариантлигини курсатиш 
цийин эмас. Хацицатан, алмаштириш формулалари ва ортого- 
наллик шартидан фойдалансак, цуйидагиларни ёзишимиз мумкин:
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gmn &Хт Д-^я — ami atlj g i j  аmk anc A *<?
=  ami amk an jane g i j  A x k Axe =  bi k bje g i j  .\xk Axe =  g  ¡j  Ax¡ AXj.
Икки нуцтаси ораеидаги масофа квадрата (56.14) да ифо- 

даланган п-улчовли фазо п-улчовли Эвклид фазоси дейила- 
ди. Икки нуцтаси, ораеидаги масофа квадрати (56.13) да ифо- 
даланган п-улчовли фазо п-улчовли Эвклид псевдофазоси де- 
йилади.

Эвклид геометриясида оддий уч улчовли фазодаги икки 
нуцта ораеидаги масофа As мусбат сондир; демак, унинг As2 
квадрати дам, мусбат сон булади.

Аммо куп улчовли фазо билан боглиц булган текшириш- 
ларда икки нуцта ораеидаги масофа квадрати ё мусбат, 
ёки манфий, ёхуд ноль булиши мумкин. Бу х!олда масофа- 
нинг узи ё х<ациций, ёки мавхсум ёхуд ноль булади. Узаро 
масофаси ноль булган нуцталар куп улчовли фазонинг турли 
жойларидаги нуцталар булиши дам мумкин. Демак, векторнинг 
узунлиги ё дациций, ё мавдум ёки ноль булиши мумкин. Ком- 
понентлари ноль булмаса-да, лекин узунлиги нолга тенг 
вектор изотроп вектор дейилади.

Куп улчовли фазо мисоли сифатида физикадаги воцеалар 
фазосини курсатиб утиш мумкин. Оддий, уч улчовли фазода 
тайин бир нуцтада тайин бир вацтда pÿü берувчи jçoduca 
воцеа деб аталади. Воцеа учта х, у, z  координата ва t вацт- 
га боглиц.

Инерциал системаларда физик процессларни текширишлар 
дар цандай икки воцеа учун ушбу инвариантнинг мавжудли- 
гини курсатади:

, As2 =  Ах2 +  А;у2 +  Az2 +  c W 2, (56.16)
бу ерда с — ёругликнинг вакуумда (бушлицда) тарцалиш тез- 
лиги (с =  3-10l0^ j .  Юцоридаги формулада ифодаланган ин­
вариант нисбийлик назариясида мудим роль уйнайди.

Агар:
xt =  х, х2 =  у, xs =  z, Xi =  ict { i ^ Y  — l) (56.17)

цилиб олинса, (56.16) бундай ёзилади:
As2 =  Ax¡ +  &xl +  &x¡ +  A xl (56.18)

Бу ерда х;амма уцлар jçациций булиб, вацтга борлиц коор- 
динатагина мавх,умдир. Воцеалар фазоси бу ерда mÿpm ул­
човли Эвклид фазоси булади.

Агар:
хг =  х, х2 =  у, х3 =  z, Xi =  ct. (56.19)
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цилиб олинса, (56.16) бундай ёзилади:’
А /  =  Дх? +  Ах\ • Дхз — Да'2. (56.20)

Бу ерда вацтга бор лиц координатага мое уц мавуум булиб, 
хамма координаталао %ацицийдир. Воцеалар фазоси бу ер­
да турт уляовли Эвклид псевдофазоси булади.

Хусусий нисбийлик назариясини математик урганишда ё
(56.18) ёки (56.20) формула асос цилиб олинади.

Турт улчовли фазо.учун бирлик псевдотензор компо- 
нентларининг сони N =  44 =  256 булади. Лекин булардан нол- 
га тенг эмаслари фацат 4 ! =  1-2-3-4 =  24 дир.

57. Б А Ъ ЗИ  КУШ ИМ ЧАЛАР ВА Т А Т Б Щ Л А Р

I. Эйлер бурчаклари. Декарт ортларини алмаштириш даци- 
да гапирилганда Эйлер бурчаклари тилга олиб утилган эди. 
Энди шу Эйлер бурчаклари тушунчаси билан танишиб чиц-

моцчимиз.
Масалан, унг ориентация- 

Х з(Х 3) ли икки Декарт системасининг
боши битта нуцтада деб фараз 
цилайлик.У вацтда тубандаги- 
ча учта айлантириш натижа- 
сида биринчи Охгх2х3 систе- 
мадан иккинчи Ох\х'2х'ъ систе- 
мани досил цилиш мумкин.

Айланиш уци билан айла- 
ниш йуналиши узаро, албатта, 
унг ориентация досил цилади.

1) Биринчи Охххгх3 система- 
ни Ох3 уц атрофида Ф бурчакка 
айлантирсак, янги О х\х2х"г сис­
тема цосил булади (162- раем).

2) Сунгги янги 0 х \х 2хъ 
системани Ох\ уц атрофида 6

т т I п
бурчакка айлантирсак 0 x 1 х 2х3 система досил булади (163- 
расм).

162- раем-.

3) Нидоят, энг сунгги Ох'" х"' Х3 системани Ох"' уц
атрофида ® бурчакка айлантирсак, берилган иккинчи Ох^хгхз 
система келиб чицади (164- раем).

Ёрдамчи 0 х 1х^хз ва 0 х \х 2хъ системаларни олиб ташласак, 
биринчи Оххх г х3 системадан иккинчи ОХ1Х2Х3 системага утиш- 
ни янада яццолроц тасвирлаш мумкин (165-раем).
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,Юцоридаги айланши бурчаклари ф, <р, 0 Эйлер бурчак- 
л.ари дейилади. Эйлер бурчакларидан бирипчиси ф прецессия 
бурчаги, иккинчиси 0 нутация бурчаги, учинчиси «р эса — соф 
айланиш бурчаги дейилади. х1Ох2 координат текислак би- 
лан х\Ох2 координат текислик кесишган О А/ чизиц тугун

чизири ва бу чизицца мос олинган уц (ОЫ) тугун уци деб 
аталади..

163-раем. 164-раем.

II. Ортогонал алмаштириш коэффициентларининг Эйлер 
бурчаклари ор^али ифодаланиши. Ортогонал алмаштириш 
коэффициентларйни Эйлер бурчаклари орцали ифодалаш мум- 
кин. Декарт координаталарини ал- у / х  
маштириш формуласи:

Х[  а  и  X j

даги аг-у коэффициент Ох] УК би- 
лан Ох1 уц орасидаги бурчак косину- 
сидир.

Ох1х 2х3 системадан Ох\х "2х  з 
системага утишда алмаштириш фор­
муласи:

=  Р/у 165- раем.
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даги ß/y коэффициентларни 162- расмдан фойдаланиб топа- 
миз:

ßu =  cos t ,  ß12 =  cos ( — — Ф> =  sin ф, ß13 =  cos Y  =  0 . 

ß21 = c o s  ( y  +  ф) =  — Sin ф, ß22 =  cos ф, ß23 =  cos Y  =  0,

ß31 =  cos y  =  0, ß32 =  cos Y  =  0, ß33 =  cos 0 = 1 .
Буларни уз уринларига цуйсак:

x¡ =  хх c o s  ф +  х 2 s in  ф, х 2 =  —  Xi s in  ф 4 -  x 2 COS'jj, x 3 =  x3
ir n  n  III III III

булади. Ox 1 X2 X3 системадан Ox 1 х 2 х 3 системага утишда ал- 
маштириш формуласи:

fff п
X i  =  J  i j  X j

даги '¡¡у коэффициентларни 163- расмдан фойдаланиб топамиз: 

f u =  cosO = 1 ,  т12 — cos y  =  0, -fj3 =  eos y  =  0.

Ъа. =  cos- | =  0, j 22 =  eos9, -(и = c o s ( | -  —0) =  sin0,

T31 =  eos y  =  ls2 =  cos (-y +  9 ) =  — sin 0, -fe =  cos 0. 

Буларни уз уринларига цуямиз:
Х\ =  Xi, Х2 =  х 2 cos 0 +  x3sin 9, х3 =  — х2 sin 0 4 -  * з  cos 0

булади ва x i,x 2, x 3 нинг хъ х2, х3 орцали юцорида топилган 
цийматларини назарда тутсак:

in in
X i  =  X i  COS ф 4 -  x 2 s in  ф, Х 2 — ( —  Х х S in  ф 4 -  -*2с  o s  ф) c o s  0 +  х 3 s in  0, 

Хз =  —  ( —  Х х S in  ф +  х 2 COS ф) S in  0 4 -  х з c o s  0

булади. Нидоят, Oxt Х2 Х3 системадан Ox¡ Х2 Х3 системага утиш­
да алмаштириш формуласи:

X i  ' ^'¿j X j

даги ')-ij коэффициентларни 164- расмдан фойдаланиб топамиз: 

Хи =  cos f , Х,„ =  eos [ y  — f)  =  Sin f, \ 3 =  eos Y  — 0,

>-21 =  COS ( y  4 -  f  )  =  —  Sin f ,  K 2 =  COS f , X23 =  COS Y  =  ° .

X31 =  cos ^  =  0, >-32 =  cos y  =  °. хзз =  eos0=  1.
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Буларни уз уринларига цуямиз:
Х \  =  Х \  COS f  +  Х 2 sin f ,
I in III

x 2 =  —  X¡  sin f  +  X 2 COS f ,
х'з =  х'з.

Ill Ilf III
Энди x \ , X2 , x3 билан x u x2, x3 нинг богланиш формула- 

ларидан фойдалансак:
Х х =  (х х COS ф +  х 2 sin ф) COS ер +  { (— Х г sin  ф +  x 2 cos (Ь) cos 0 +

+  x 3sin0} sin??,
X2 =  — (xx cos ф +  x 2sin ф) sin f  +  { ( — jq sin ф -+- x ¡c o s  ф )c o s  0 +

+  X3sin 0} COS f ,
X 3 = — (— X x Sin ф -j- X 2 COS ф) sin 0 +  x3 COS 0

булади. Бу тенгликларнинг унг томонларидаги цавсларни очиб 
юбориб, сунгра бир хил координатали дадларни тупласак, на- 
тижада:

Xi = хг (cos ф cos f  — sin ф sin f  cos 0) +  x 2 (sin  ф cos f  +
+  cos Ф Sin f  cos 0) +  x3 (sin f  sin 0),

X2 = хг ( — COS Ф sin ® — sin Ф eos «p COS 0) +  x 2 (— sin Ф sin <p +
+  eos Ф COS ep COS 0) -i- x3 (eos f  sin 0), 

x3 =  xx (sin Ф sin 0) - f  x 2 (— eos Ф sin 0) +  X 3 COS 0

булади. Бу формулалар, дастлабки x¡ координаталарни янги 
X i  координаталар билан алмаштириш а у  коэффициентларини 
Эйлер бурчаклари ёрдамида аниклайди. Шундай цилиб:

«и =  cos ф cos f  — sin ф sin ¥ cos 0,
(*i2 =  sin ф cos ¥ +  cos ф sin ¥ cos 0, 
t*i3 =  sin ¥ sin 0,
a2l =  — COS Ф sin f  — sin Ф COS ¥ cos 0,
«22 =  — sin ф bin ¥ +  cos ф cos ¥ cos 0. 
a 23 =  cos ¥ sin 0, 
a31 =  sin Ф sin 0,
«32 =  ~  COS Ф sin 0,
«:-з =  cos 0 (57.1)

булади.
III. Иккинчи рангли тензор — учта вектор туплами. Иккин- 

чи рангли тензор компонентларини алмаштириш формуласи 
бизга маълум:

А* =  aim akn Тщп (о 7.2)
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Г,: векторнинг ек орт йуналчшидаги компоненти Тш була- 
ди, Тт векторнинг еп орт йуналишидаги компоненти эса Ттп 
булади:

'¡и =  (7\- вк),
Ттп — {Тт еп)

Буларни (57. 2) га цуямиз:
(Т\ 6к) 0-1т акп (Тт вп) аг-т (Тт акп еп).

Лекин:
в  к =  &кп е п-

Демак:
(7* е'и) =  щт (Тт е'к). 

вк орт ихтиёрий булганлигидан:

Т\ -  Чт Тт (57.3)
булади.

Шундай цилиб, ишанчи рангли тензор ана шу алмцш- 
тириш цонунига буйсунган учта вектор тупламига эквива- 
лентдир. Аксинча, (53.3) дан (57. 2) ни келтириб чицариш 
мумкин. Хачицатан, (57.3) нинг икки томонини ек ортга ска­
ляр равишда купайтирайлик:

(ТI ви) =  0.-1П1 (Тт в/г) — &1т (Т,п о.кп <?л) =
=  а1т а1гп (Тт вп)

ёки
7 ш =  а1т акп Ттп, 

бу эса (57.2) нинг узидир.
2 (2)Иккинчи рангли Т& тензорни Т ёки ’Т шаклда дам ёзи- 

шади.
IV. Гаусс—Остроградский формуласини тензорга мослаш-

тириш. Электродинамикада, узлуксиз мудитлар механикасида 
иккинчи рангли тензорга мослаштирилган Гаусс—Остроградский 
формуласи билан иш курилади.

Иккинчи рангли тензорни учта вектор туплами деб цараш 
мумкинлиги бизга маълум:

Ть — ®г>г Тт, (57.4)
бу ерда:

агтя =  &т) (57.5)
ва

Тт= Т т;-еу. (57.6)
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Янги е,- ортни танлаб олиш бизнинг ихтиёримизда. Маса- 
лан, элементар юз нормалининг орти п (йЗ — пйЭ) янги орт 
сифатида цабул цилиниши мумкин. У вацтда:

°-пт ~~ ё т) (!.и.7)

ва нормаль йуналишига мос олинган векторимизни Тп орцалп 
белгилас.ак, (57.4) га мувофщ:

Т п ~  лпт Тт. (57.8)
булади. Нормаль орти сифатида янги ортлар цабул цилинса, 
бу формула яна аввалги (57.4) формула шаклини олади. Сунгги 
учта формуладан:

Т п — (п  &>п) Т т ]  е ]' ~  Т т ]  &т) & у
булади.

Бу ифодадан ёпиц сирт буйича интеграл олайлик:

(|) Тп с18 =  (|) (п Тту ет) еу йБ.

Гаусс—Остроградский теоремасига биноан:

^(п Тту ет) сИБ =  ^ (1IV (Ттует) ¿V.

Лекин, вектор дивергенциясининг таърифига мувофиц:

& Ч Т т1е „ ) = д£ 1 ,
у вацтда:

Шундай цилиб:

<$> Т - \ д̂ Г е^  = Ч ъ ^ (Г т1е , ) с 1 У = ^ ^  (57 9)

булади.
Иккинчи рангли тензорнинг координаталар буйича олинган 

хусусий хосилалари учинчи рангли тензор досил цилиши биз- 
га маълум,. Бу тензор координата индекси билан колган ик- 
ки индекслардан бири буйича йигиштирилганда досил булган 
биринчи рангли тензорнинг (яъни векторнинг) берилган ик­
кинчи рангли тензор дивергенцияси дейилиши маълум. Иккин­
чи рангли тензор дивергенциясини сНу (2)Т билан белгилайлик:

^ (2) т= ^ ч - = 4 т (г ^ ^ = 2 *  (57-Ю)
21 М айдон назарияси
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Демак, иккинчи рангли тензор дивергенциясининг компонент' 
лари тубандагичадир:

((Ну (2)Т)у _  ^  
дхт

муфассалроц ёзилса:

((Ну (2)Г)х :
_дт11

дх1
1 дГ21 

с»х2 + оЬл 
дх3 >

№ {2)Т \: дхг
1 д̂ 22 

Й Х 2 + ^ ^ 3 2 ,

(Шу(8)ЗГ)з'=  д-1и
С/Х,

| ^ 2 3

Л*2 + 33
дх3-

булади. (57.9) ва (57.10) га биноан:

<$ Тп ¿5  == |  с! ¡V ^  ТйЧ (57.13)

булади. Иккинчи рангли тензор учун мослаштирилган Гаусс— 
Остроградский формуласи ана шундан иборат.

V. Тензордан девиатор ва сферик тензор тузиш. Иккинчи 
рангли дар цандай тензордан чизицли инварианти нолга тенг 
булган иккинчи рангли янги тензор досил цилиш мумкин.

Дацицатан, берилган тензор Ту булсин. Унинг чизицли ин­
варианти, таърифга мувофиц (52- параграф):

А  =  Тц =  Тп +  Т22 -{- Т'зз

булади. Инвариант у  Д билан бирлик тензор 8гу купайтмаси 
иккинчи рангли. тензор досил цилади:

5 у  =  Т . А 8</- (57Л4>
Дастлабки берилган Ти ва сунгги тензорлар айирмаси дам 
иккинчи рангли тензор досил цилади:

О и  =  А/ -  8и. (57.15)
Бу тензорнинг чизицли инвариантини топиш учун, I = у  

цилиб, уни йигиштириш керак:

& и =  Тц Эц =

=  А  з  А  8 /г =  А  —  "з  А ( 8 ц  +  ®22 +  °зз ) == А  з  А ( 1  +  1 +  1 )  — 0 .

Натижада, изланган тензорни топдик. Энди (57.15) ни бун- 
дай ёзайлик:

7,7 =  Б ¡у -¡- й-ф  (57.16)



57. БАЪЗИ К.УШИМЧАЛАР ВА ТАТБИКДАР 323

Чизицли инварианты, нолга тенг булган D¡¡ тензор де- 
виатор деб юритилади (52- параграф).

Х,ар хил индексли компонентлари нолга тенг па бир 
хил индексли компонентлари узаро тенг булган S¡¡ тен­
зор сферик тензор дейилади (52- 
параграф).

Шундай цилиб, (57.16) га му- 
вофиц, иккит ирангли x¡ap цан- 
дай тензорни девиатор ва сфе­
рик тензор йирындиси деб %исоб- 
лаш мумкин.

VI. Верзор. Декарт координа- 
талари системасининг е 3 орти цо- 
гоз бетига перпендикуляр булиб, 
китобхонга царатилсин(166- раем).

Бу системани е3 орт атрофида 
ф бурчакка буриб, янги система 166-раем,
досил цилиш мумкин. Алмашти-
риш коэффициентлари =  (e¡ej) тубандагича цийматларга эга- 
дир:

аи  =  COS ф, а12 =  c o s  —  ф ) =  S in  ф, а18 =  c o s ^ =  О, 

я21 =  COS +  ф ) =  —  s in  ф ,а22 =  COS ф, ct23 =  C O S ~  =  О,

а81 =  eos y  =  0 , «32 =  cos J  =  О, «33 =  cos 0  =  1 .

Бурилувчи система билан мустадкам богланган бирор а 
векторнинг узунлиги узгармайди, аммо фазодаги йуналишй 
бошца булади. Узунлиги а вектор узунлигига тенг булиб, шу 
йуналишдаги векторни А орцали белгилайлик. а, А векторлар 
ва иккинчи рангли V¿j тензор цуйидагича богланган булсин:

Ai =  Vij a/t
бу ерда:

Ai =  (Л e¿), a j =  (a ej).
А векторни орт йуналишида ва а  векторни ek орт йу- 

налишида олсак, яъни:
А =  ae'k, а  =  a e k

булса:
А; =  а {е'к ej), a j =  a (ek ej) 

булади. У вактда:
~  Vij (fih ej)

21*
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ёки:
Hi =  Vij V  =  v ik (57.17)

келиб чицади.
Юцорида топилган aki коэффициентлардан тузилган тензор 

Vij компонентларини матрица шаклида ёзайлик:
соэф — в1пф О 
эшф соэф О 
О 0 1

\ Ы  = (57.18)

Ана шу тензор верзор деб аталада. 
Ортогоналлик шарти:

Урнига: aji aki ~  'JJk

Vij v ik =  bjk

^jkaj bk =  ajb j ai bl

(57.19)

булади.
Энди, верзор воситасида а  вектор А векторга ва b вектор 

В векторга утсин, яъни:
A i — V ij  et у,

Bi — Vik
булсин, у вацтда:

A  Bi  =  VijC i jV ¡к bk ■- 
ёки

(Л В) =  (a b) 
булади. А =  В, а  — Ь булган долда:

Л2 =  а 2
келиб чицади, яъни, верзор воситасида аввалги jçолатдан 
сунгги цолатга утган вектор узунлиги узгармайди.

(57Л9) га биноан, верзор воситасида бир jçолатдан ик- 
кинчи jçолатга утган икки векторнинг узунликлари ва ора- 
сидаги бурчаги узгармайди. Каттиц жисм механикасини ÿp- 
ганишда верзор мудим адамиятга эгадир.

Верзорни симметриялаш ва альтернациялаш мумкин:
cos Ф О О

1 М = | | т ( К / у + М =  О С08ф О
О О 1
О — sin ф О 
sin ф О О
О 0 0
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Бурилиш бурчаги чексиз кичик булса, х т  ф урн ига 8ф 
соэ ф урнига 1 олишимиз мумкин, демак:

ва

1 0 0
1 М  = 0 1 0

0 0 1
0 —  8ф

| |% | | = оф 0
0 0

Равшанки: 

Бу ердан:

еки

яъни:

А[ — V/! а,у — (Эу Р/у) ар

А\ — ах — 8фя2)
А2 =  8<К +  а2,
Аз =  аз

А1 =  а 1 + [ Ь ^ а ] и  
А2 =  а2 +  [Зфа]2,
Аз =  0-3 ~Ь

А =  а +  [8фа]

б^лади. Бу формулада 8ф —чексиз кичик бурилиш бурчаги- 
нинг вектори.

Юцорида айтилганлардан равшанки,, чекли бурчакка бу­
рилиш верзор воситасида, аммо чексиз кичик бурчакка бу­
рилиш вектор воситасида ифодаланади. Бу дацда ве кторлар 
алгебрасида дам айтиб утилган эди.

VII. Кинетик энергиянинг инерция моментлари тензори 
орцали ифодаланиши. Узининг бирор нуцтаси атрофида ай- 
ланувчи цаттиц жисмни олайлик. Жисмнинг айланиш нуцта- 
сини координаталар боши деб дисоблайлик. Жисмга тегишли 
бирор нуцтанинг радиус-вектори г  булсин. Уша нуцтанинг 
чизицли тезлик вектори ю билан бурчак тезлиги вектори со 
орасидаги богланиш маълум:

V ■■ [ю г].

Жисмнинг кинетик энергияси цуйидагича булади:
1 Г о ,
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бу ерда drn — элементар масса. Энди:
v2 =  ( ® с )  =  (® [с о г |)  

ёки аралаш купайтманинг хоссасига биноан:
v 2 =  ( с о [ г  г ф ,  

v  урнига [со г] ни куяйлик:
V 2 =  (а ) |> [с О  г ] ] ) .

Бу ердаги икки цайтали вектор купайтмани ажратиб ёзайлик: 
[ r [ w  г ] ]  — ta r 2 -т-г (со г).

У вацтда аввалги формула бундай ёзилади: 
v 2 г2 _

ёки
V 2 =  и>1 (Оу §¿у  Х к Xfe Ш/ X ¡  ü)y X j  =

~  (^íj Xk X¡¡ xj) C0¿ (Üy,
чунки:

(O2 =  Ш /(В у8/у,

(со Г)  =  » /  X ¡  =  (OyJCy,

r2 =  x kxk.
Шундай цилиб:

T ~ Y  í  v2dtn =  y  j  (8 ц Х к xk — x¿ xj) <o¿ o)y-
ёки

Г =  T  {í (S'7 xk xk — x i x¡) clm } Щ V
булади.

Тензорлар дацидаги асосий теоремага мувофиц (53- параг­
раф), бу ердаги интеграл иккинчи рангли тензор булади, чун­
ки Т инвариант ва сог-о>;. иккинчи рангли тензордир. Интеграл 
шаклидаги бу тензор инерция моментлари тензори деб атал- 
ган эди (уша параграфда):

1ц =  ¡ (о// xk xk — x¡ xj) dm. (57.20)
Шундай цилиб:

T « у / / , ® ,  coy (57.21)

булади, яъни цаттиц жисмнинг кинетик энергияси унинг инер­
ция моментлари тензори орцали ифодаланди.

VIII. Эластик кучланишлар тензори. Бирор куч таъсир 
цилмаса, жисмнинг дар бир цисми мувозанатда туради. Куч-
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PndS

лар таъсирида жисм цисмларининг бир-бирига иисбатан муво- 
занати бузилиши мумкин.

)Кисм %ажми ёки шаклининг узгариши унинг деформа- 
цияси дейилади. Деформацияланган жисмнинг аввалги шак- 
ли ва наж ит а интилиш хусусияти унинг эластиклиги 
дейилади. Деформация натижасида жисм цисмларида. пай- 
до булган узаро таъсир кучлари жисмнинг эластик кучла- 
нишлари деб юритилади. Жисмнинг 
бирор цисмига унинг цолган цисмлари 
томонидан таъсир цилувчи куч шу 
цисмни чегараловчи ёпиц сирт орца- 
лигина мумкин (167-раем).

Сирт элементи орцали таъсир ци- 
лувчи куч шу сирт элементининг ций- 
матига ва йуналишига боглицдир.

Нормалининг орти п булган юз 
бирлигига мос кучни эластик кучла­
ниш вектори дейлик ва у ни Р п орца- 
ли белгилайлик. У вацтда dS сирт 
элементи орцали таъсир цилувчи куч 
Рп dS булади. Эластик кучланиш век-
тори Р п ва нормаль орти п, умуман олганда, узаро коллинеар 
эмас. Лекин нормаль ортининг узгариши билан эластик кучла­
ниш векторининг циймати ва йуналиши узгариши мумкин. 
Жисмнинг дар бир нуцтасига нормаль орти п га мос узининг 
эластик кучланиш вектори Р п тугри келади. Демак, жисмнинг 
дар бир нуцтасида учта декарт орти еъ е2, ег га учта Ръ Ръ 
Р 3 эластик кучланиш векторлари мос келади. Бу учта вектор 
туплами аслида иккинчи рангли тензор досил цилади.

Хащщатан дам, деформацияланган жисмнинг бирор ёпиц 
сирт билан чегараланган цисмига таъсир цилувчи куч шу ёпиц 
сирт элементлари орцали таъсир дилувчи эластик кучлар йи-
гиндиси (j) Рп dS га тенг буладич

Лекин маълум (57.9) формулага биноан:

167- раем.

j )P ndS = jd iv<2> /W , 
бу ерда (2)Р  — иккинчи рангли тензор:

Рц
21

°31

22

(57.22)

(57.23)

Ш у тензор жисмнинг эластик кучланишлар тензори де­
йилади.
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Эластик куяланиш вектори Р п нинг нормал (яъни юзга 
перпендикуляр) йуналишидаги компонента нормал куяланиш 
деб, нормалга перпендикуляр (яъни юзга уринма) компонен­
та эса уринма куяланиш деб аталади.

Масалан, цирралари Декарт уцлари дисобланган чексиз ки- 
чик параллелепипед шаклидаги жисм элементини олайлик. У 
вацтда Ри , Р22, Р33 — нормал кучланишлар ва Р12, Р13, Р21, Р23, 
Р31, Р82 — уринма кучланишлар булади. Нормал кучланишлар- 
га параллелепипеднинг кенгайиши ёки сицилиши, уринма куч- 
ланишларга эса параллелепипед ёкларинингбир-бирига нисба- 
тан сурилиши мос келади.

IX. Узлуксиз мудит механикасининг асосий дифференциал 
тенгламаси, Эластик жисмнинг* масса зичлиги р ва масса 
бирлигига таъсир цилувчи таищи куч /  булсин. Тезланиш 
вектори w  десак, инерция кучларининг зичлиги — p w  булади. 
Эластик жисмнинг ёпиц сирт билан чегараланган цисмига 
таъсир килувчи кучлар цуйидагилардан иборат: 1) таищи куч-
лаР j  pfdVi 2) инерция кучлари — ] pwdV, 3) эластик куч­
лар §> Pn dS.

Ёпиц сирт билан чегараланган жисм цисмининг мувозанат- 
да булиши учун, Даламбер принципига биноан, бу кучлар- 
нинг йигиндиси нолга тенг булиши лозим:

j  p fd V  — [ р w d V  +  (|> Р п dS =  0.
Эластик кучланиш вектори Р п билан эластик кучланишлар 

тензори {i)P  нинг узаро богланиш формуласини биламиз 
(57.22):

l ? n dS =  jd iv (2)/ W .
У вацтда аввалги тенглама бундай ёзилади:

J  (р/ — pw +  div (2)Р) d V  =  0.
Ёпиц сирт билан чегараланган дажм ихтиёрий булганлигидан: 

р /  — pw +  div(2)/* =  0
ёки

w  =  /  - f  j  div(2)P  (57.24)
булади.

Узлуксиз муцит механикасининг асосий дифференциал 
тенгламаси ана uiyndau иборат. Газ ёки суюцлик %ам уз­
луксиз мух,атдир. Суюцлик цисмларинанг узларига тегаш- 
ла умумиа юз буаияа бир-бирига таъсир цалаш хусусияти
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суюцликнинг ёпшицоцлиги, (ёки шки шищлиши) дейалади. 
Демак, ёпицщоц суюцлик учун уринма кучланишлар нолдан 
фарцлидир. Идеал сукщликда босимыинг нормал йупалишига 
царама-царшилиги бизга маълум (45- параграф, VI).. Демак, 
идеал суюцлик учун уринма кучланишлар нолга тенг булиб, 
нормал кучланишлар эса:

Ри =  ~ Р ,
Р%2 =  Р'
Р33= ~ Р

ёки
Р1} =  -  %Р- (57.25)

Иккинчи рангли тензор-дивергенцияси таърифига мувофиц 
(57.11):

(2)_ дРц 
^  Р =  д £

булади.
У вацтда аввалги формуладан:

А»,<*Р =  ^ А - ь ,  Р-) =  - щ ’
Я Ъ Н И

(31у {2)Р  =  — gradP (57.26)
келиб чицади. Нидоят, (57.24) формула бундай шаклни олади:

« > = /  —у £ г а й  Р,

яъни илгаридан маълум булган идеал суюкликнинг Эйлер 
дифференциал тенгламаси келиб чицди (45.28).

X. Эластик кучланишлар тензорининг симметриклиги. 
Жисмнинг ёпиц сирт билан чегараланган бирор цисмида му- 
возанат булиши учун, унга таъсир цилувчи кучлар й и р и н д и с и  

нолга тенг булиши билан бирга, бу кучларнинг моментлари 
йигиндиси дам нолга тенг булиши керак. Бундан олдин ташки 
кучлар, инерция кучлари ва эластик кучлар дацида айтилган- 
лардан фойдаланиб, бундай ёзамиз:

[гР/ ]  (IV +  ¡ [г , -  9 гю] (IV +  § { г Р п\ =  0. (57.27)
Гаусс—Остроградскийнинг умумлаштирилган формулас.ига 

биноан (57.9):

$ \ г Р Д Л В = 1 £ Г \ г Р т\ а У  (57.28)
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булади. Энди:

é - J ' P J -  [ ¿ pJ  +  IГ Ш '
Аммо:

r  = ет,
демак:

дг _
г) Уш

ва (57.10) га мувофиц:
g ®  =  div(2)/ \илт

Шундай цилиб:

=  +  div<2>/>].с/л,да
У вацтда (57. 28) бундай шаклни олади:

§  [г Р п] dS -  j {[етР т] +  [г div(2>/>]} dV.
Бунга Kÿpa (57.27) ни цайтариб ёзамиз:

J [г Р / ]  dV + J [г, -  р w] d V +  J {[еа Р J  +  [г div<2> Р ]} dV =  0
ёки

J  [г, р /  -  р то +  div(2lP] с? V +  fem P J d  V =  0.
Узлуксиз мудит механикасининг асосий дифференциал тенг- 

ламаси булган (57.24) га биноан, сунгги формуладаги бирин- 
чи интеграл нолга тенгдир. Демак:

j W  Рт1 d V = %
Интеграллаш дажми ихтиёрий булганлигидан:

\ет Р,п] =  0
ёки батафсил ёзсак:

lei Р i] +  Iег PÀ +  [ея /*8] =  0 
булади. Энди бу тенгламанинг икки томонини ех ортга скаляр 
купайтирсак, аралаш купайтма ва ортлар хусусиятидан фой- 
даланиб, бундай ёзишимиз мумкин:

(^ i[e ,P i]) +  (e1[e,.P8]) =  0
(/*1 [ Cl в,1)+(/>,[«!«,]) =  0,

(Р2 ез) ~Ь (Р3> ~  е2) =  0,
Pÿ3 Р32 =  0,

Р2Ъ — Р‘Л2-
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Худди шунингдек, юцоридаги тенгламани е2 ва ея орт- 
ларга скаляр купайтирсак, натижада Р31 =  Р13 ва Р,2 =  Р21 бу- 
лади.

Шундай цилиб:
Р ц =  Р ц, (57.29)

яъни эластик куяланишлар тензори симметрии тензордир.
XI. Деформация тензори. Деформация натижасида элас­

тик жисм нуцталарининг вазиятлари узгаради. Деформациядап 
олдин нуцта вазияти М1 ва 
унга цушни нуцта вазияти Л4а,
М х нуцтанинг радиус-вектори 
г  ва М2 нуцтанинг радиус- 
вектори г  +  й г  булсин. Жи- 
смнинг бу икки нуцтасининг 
деформациядан сунгги вазият­
лари М\ билан М.2 ва радиус- 
векторлари г' билан г ’ 4- с1г’ 
булсин (168-расм).

Деформацияланган жисм- 
нинг турли нуцталари турлича 
силжийди. Демак, нуцтанинг 
силжиш вектори шу нуцта ва- 
зиятининг функциясидир. Би- 
ринчи нуцтанинг силжиш век- 

■----- *»•,
тори и (г)— МгМи цушни ик- 
кинчи нуцтанинг силжиш век-
тори и (г +  йг) =  М2М2. Куш- 
ни икки нуцтанинг силжиш 
векторлари и (г + й г ) билан и{г) 
нинг узаро цандай богланган- 
лигини текширайлик. 168-расмдан фойдаланиб куйидагилар- 
ни ёзамиз:

ОМх =  г ' =  г  +  и (г). (57.30)
Бу ердан:

йг' =  й г +  йи (г). (57.31)
$ш а расмдан:

ОМ'2 — г ' 4- й г' =  г  4  Лг 4- «  (г  4- йг)
ва г' билан йг' урнига уларнинг юцоридаги ифодаларини олиб 
цуйсак:

г  4- и (г) 4- йг 4- йи (г) =  г  +  йг +  «(/■ +  йг)

168-расм.



332 I II  БОБ. ОДДИЙ ТЕНЗОРЛАР АНАЛИЗИ

булади, демак:
и (г +  йг) — и (г) +  йи (г). (57.32 )

Юцоридаги (57.30) ва (57.31) формулаларни компонентлар 
орцали ёзайлик:

х \ =  +  Щ, 
йх\ — йх, +  йи.,

ёкй
йх'. =  йх,- +  ¿/л-у, (57.33)

чунки:
йи, =' <?х/ /

Деформация натижасида жисмнинг икки нуцтаси орасидаги 
масофа узгаради. Бу масофа квадрати деформациядан олдин 
бундай:

(йг)г =  йх, (1X1 

ва деформациядан сунг эса бундай:

{йг')* =  йх'. йх\ =  [йх, +  фс, ) (¿*, +  )

булади. Кавсларни очиб ёзамиз:

(йг')2 =  йх, йх; +  ^  йх, йхк +  Щ йх, йХу +  ^  ^  ¿*у Ахк.

Йигиштириш индексини дар цандай дарф билан курсатиб 
ёзишни биламиз. Юцоридаги тенгликнинг унг томонида тур- 
ган иккинчи дадда & индекс урнига у ни ёзайлик:

^  йХ; йХк =  дД  йХ, йХ/,

сунгра йигиштириш индекслари дисобланган г, у нинг бири 
урнига иккинчисини ёзамиз:

~  йхI йхк =  ()(1~ йху йх,.

Туртинчи дадда эса I индекс урнига & ни, £ урнига ]  ни, у 
Урнига г ни ёзайлик:

дВ дЛ  Яу-йх -  —к д̂±г йг- йх 
дх/ дхк Х] а х ь — дх, дх/ а х ‘ а 1’

у  вацтда:
{йг')г =  йх, йх, +  ^  йх, йху +  ~  ах, йху +  Лх, йх.
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еки

булади. Тенгликнинг унг томонида турган иккинчи цавс ичи- 
даги дадларнинг дар бири иккинчи рангли тензордир, улар- 
нинг йигиндиси дам иккинчи рангли тензор булади. Бу йигин- 
ди тензорни 2 и ¿у орцали белгилайлик:

. д и ,  ,ди_к дщ\
ч  — 2 \дх, +  дХ1 +  дх1 дх, ) ’ (О/.¿4)

демак:
(«¿г')2 =  {йгу- +  2 йу йх1 йху (57.35)

булади. (57.34) формула воситасида ифодаланган и¡у тензор 
деформация тензора дейилади. Бу таърифнинг узидан рав- 
шанки, деформация тензори симметрии тензордир.

и I у =  иу1. (57.36)
Кичик деформация натижасида жисмнинг ихтиёрий икки 

нуцтаси орасидаги масофанинг узгариши масофанинг узидан 
кичикдир, демак, (57.35) га биноан деформация тензорининг 
компонентлари дам кичик, булади. (57.34) даги учинчи дадни 
биринчи ва иккинчи кичик дадларга нисбатан иккинчи тартиб- 
ли кичик мивдор булганлигидан, эътиборга олмаслигимиз мум- 
кин, демак:

^ - т ( Й  +  Й>- (57.37)

Шу формула воситасида ифодаланган ии тензор кияик де­
формация тензори дейилади.

Бу тензорни матрица шаклида ёзиб курсатайлик:

|Ц /| |  =

дщ 1 (дщ
\дх2

ди2\ 1 /дщ
\дх3 ^дх1 2 дхх) 2

1 дщ , дщ\ ди2 1 (ди2 ,
2 \дх\ + э £ ) ’ дх2

_
2 Ы +

1 дщ
дх3

, 1 (дщ дщ) 
+  дх3)2 дх, 2 Vдх2

ая3\
дх2)

дх3

(57.38)

Тензорнинг бош уцлари координата уцлари деб дисобланса:
дих
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булади. У вацтда (57.33) га мувофщ:
йх\ =  +  ип с1х1 =  (1 +  ип) йхъ 
(1х2 =  с1х2 и22 йх2 =  (1 +  и22) с1х2, 
с1х'3 =  с1х3 +  м83 йх3 — (1 +  и33) йх3 

келиб чицади. Бундан:
йлг, — с1х г _  

(1х х 
(IX 2 Х̂>2

*11>

¿X 2
йхг — йх 3

с1хо

П,22» 

=== йдО

булади.
Биринчи бош уцца параллел олинган кесмананг узунлиги 

деформациядан олдин, йх1 ва деформациядан сунг с1х'х булсин. 
Деформация натижасида бу кесманинг нисбий чузилиши 
(ёки нисбий цисцариши), демак, деформация тензорининг 
бирити бош циймати ип га тенг булади. Шунингдек, ик- 
кинчи ва учинчи бош уцларга параллел кесмаларнинг де­
формация натижасида нисбий чузилишлари (ёки нисбий 
цисцаришлари) деформация тензорининг иккинчи ва учинчи. 
бош цийматлари «22, и33 га мос равишда тенг булади.

Жисмнинг элементар дажми тугри бурчакли параллелепи­
пед шаклида ва унинг цирралари бош уцларга параллел бул­
син. Бу параллелепипеднинг дажми деформациядан олдин 
сIV — йхгйх2(1х3 ва деформациядан сунг с1 V  — с1х\ йх'2йх'ъ бул­
син. Юцоридаги формулаларга биноан:

й У  =  с!х\ с1х2 йх'г =  (1 +  Ми) (1 +  «22) (1 +  изз) ^хг с1х2 йх3

булади. Бу цавсларни очгаида кичик деформацияда ип, и22, и33 
нинг кичиклиги ва уларнинг купайтмалари яна юцори тартиб- 
ли кичик мицдор булиши назарда тутилса, бундай ёзишимиз 
мумкин:

(IV' =  (IV (1 +  ип -\-и22 мзз)
еки

¿V' — йУ 
йУ их\ -|- и22 +  и33 — (57.39)

Бу тенгликнинг унг томонидаги ифода деформация тензо­
рининг чизицли инвариантидир. Шундай цилиб, деформация 
натижасида жисм элементар х,ажмининг нисбий кенгайиши
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(ёки нисбий торайиши) деформация тензорининг чизицли 
инвариантига тенгдир.

Агар жисмнинг кенгайиши (ёки торайиши) дамма йуналиш- 
да бир текис булса, ип =  и22 =  и33 булади.

Деформация тензорининг чизицли инварианта деформация 
натижасидаги силжиш векторининг дивергенциясидир:

ики =  йц +  «22 +  «33 =  ^  +  §  +  §  =  ¿¡у и. (57.40)

У вацтда (57.39) цуйидагнча ёзилади:
йУ — йУ 
— ^ 7 — =  (11У «•

XII. Узлуксиз му^ит элементининг бурилиш тензори.
Деформация натижасида бир нуктанинг иккинчи нуцтага нис- 
батан силжишини ифодаловчи (57.32) формулага цайтайлик. 
Нуцтанинг силжиш вектори и шу нуцта координаталарининг 
функциясидир, демак:

йщ =  йЦ, (57.41)
Равшанки:

диг 1 (дщ диЛ 1 (дщ диЛ -
длу ~  2 1д*/ +  дх1 > +  2 \дх/ дх-} (57.42)

Бу ёрдаги иккинчи рангли антасимметрик тензор: 

билан дуал булган псевдовектор (55.21) ни олайлнк: 

ёки батафсил ёзсак:
1 (дщ дщ\
2 1сЬс2 дх1)
_1_ (д щ __дщ\ р
2 \дх3 дх2)
1 /дй_8 __ _  р 
2 <3л;з / 2’

яъни:
р  =  -  ^го\ и (57.45)

булади. (57.37), (57.44) ни назарга олинса, (57.42) даги муноса- 
бат ушбу куринишга келади:

ди1 __
дх; ~  ии  +'■ еи*
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демак:
du i =  u ijd x j  -f- &ijh P /, dXj. (57.46)

Масалан, i =  1 учун:
zyk Pkdxj — dx2 P3 — dx3 P2 =  [dr P \ 1 =  — [P dr]t 

ёки (57.45) га биноан:

4jk p k dx¡ =  4  írot 11 d r ^ 
булади. Худди шунингдек:

4jk dx¡ =  y  [rot и dr}2,

4jk p k dXj =  y  [rot и dr]3.
Демак:

*ijk Pud*, =  y  [rot n d r ] t

булади. Бу ифодани (57.46) га цуямиз:

du-i =  Uij dxj +  ÿ  [rot и d r \¿.

Жисм нуцтасининг фацат деформациягагина боглиц будган 
махсуг силжиш векторини dR  десак, у Ba^TAá:

dR¿ =  Uij dx¡  (57.47)
булади, демак:

du  =  dR +  y  [rot и d r ] . (57.48)

Каттиц жисм учун бурчак тезлиги вектори м билан чйзиц- 
ли тезлик вектори v  орасидаги богланиш бизга маълум:

V =  [wpj,.

бу ерда р — жисмга царашли нуцтанинг цузгалмас нуцтасига 
нисбатан радиус-вектори.

Чексиз кичик вацт d t  давомида чексиз кичик бурилиш 
бурчаги векторини 8ср ва нуцтанинг шу даракат натижасида 
чексиз кичик силжиш векторини d l десак:

б|лади, демак:
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Бу ердаги [ôçp] ни (57.48)даги -~[xotudr\ билли солиштй- 
риб, М„ нуцтани (168-раем) уз ичига олган жисм элемента 
нуцта атрофида у  rot. и векторга мое чексиз кичйк бурчакка 
бурилишини курамиз:

=  у  rot и. (57.49)

Шунга Kÿpa, cÿHrra формула ушбу шаклни олади:

d l =  у  [rot и dr\. (57.50)

Антисимметрик Ау тензор (57.43) узлуксиз му^ит эле- 
ментининг бурилиш тензоры, дейилади.

(57.48) билан (57.50) дан:
du  =  dR  +  dl 

келиб чицади. Энди (57.32) дан:
и (г -h dr) =  и (г) +  dR  -f d l (57.51)

булади.
Шундай цилиб, узлуксиз мух;ит элемента нуцтасининг 

чексиз кичик силжиши учта циемдан: 1) бир бутун деб jçu- 
собланган элементнинг илгариланма силжиши и; 2) бир 
бутун деб х;исобланган элементнинг бурилишига борлиц 
силжиши dl; 3) элемент деформациясига борлиц силжиши 
dR дан иборат.

ХШ. Деформация девиаторя ва сферик тензори. Дефор- 
мацияланган жисм элемента дажмининг нисбий кенгайиши 
(ёки нисбий торайиши) деформация тензорииинг чизицли ин­
варианта ukk га тенг (57.39). Х,ажм узгармаса, ukk =  0 булади. 
Деформацияланган жисм элементининг дажми узгарм.аса-да, 
уиинг шакли узгариши мумкин. }Кисмнинг уринма кучланиш- 
лар туфайли пайдо булган деформацияси сурилиш дейи­
лади.

Деформация тензори учун м'ана бундай айният ёзиш мум- 
' кин:

Я-ij =  (  Щ )  у  8 7/ U k k )  y  ° IJ  U kki 

яъни деформация тензори икки тензор йигиндисидир:
Uij — Sy  4- Су, (57.52)

Si/ == Щ/ - - I '-// (57.53)

22 Майдон назарияси

Cy =  ± i y i i kk:  (57.54)
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(57.53)дан:
Stí — и/г з -  3 ukk — О

булади. Чизицли инварианта нолга тенг тензорнинг девиатор 
дейилиши бизга маълум (52- параграф). S/у тензор деформа­
ция девиатори дейилади. Демак, деформация девиатори жисм 
элементининг сурилишини характерлайди.

Сферик тензор тушунчасини эслайлик (52- параграф). Сгу 
тензор деформациянинг сферик тензоридир. Деформациянйнг 
сферик тензори жисм элементининг нисбий кенгайишини (ёки 
нисбий торайишини) характерлайди. Шу сабабли C¡j тензор 
кенгайиш тензори деб юритилади.

Шундай цилиб, (57.52)га асосан, жисм элементининг де- 
формацияси кенгайиш (ёки торайиш) деформацияси билан 
сурилиш деформациясидан иборатдир.

XIV. Эластиклик тензорлари. Узлуксиз му>;ит механикаси- 
да асосий тензорлар булган кучланишлар тензори P¿¡ билан 
деформация тензори u¿!- бизга маълум. Эластиклик назариясида 
шу икки тензорнинг узаро богланиш цонуни ахамиятга эгадир.

Жисмдаги кучланишнинг деформация билан цандай бог- 
ланганлиги айрим содда долларда батафсил текширилган бу- 
либ, натижада Гук цонуни юзага келган.

Масалан, бир жинсли материалдан цилинган ва узунлиги 
/, диаметри эса D булган цилиндр (стержень) олайлик. Кун- 
даланг кесимининг дамма жойида баравар булиб, стержень 
буйича таъсир цилувчи куч F булсин. Бу кучнинг кундаланг
кесимга нисбати р  — ~  куяланиш дейилади.

Куч таъсирида деформацияланувчи стерженнинг узунлиги 
АI га ва диаметри ДD га узгаради. Масалан, жисмнинг узун­
лиги ошса, унинг диаметри камайиши мумкин. Узунлик билан

д  Al AD  -диаметрнинг нисбии узгаришлари -у, булиб, стерженнинг
деформациясини характерлайди.

Деформацияланган стержень узунлиги билан дааметри- 
нинг нисбий узгаришлари, Гук цонунига биноан, кукланиш- 
га пропорционалдир:

м
у  =  *Р, (57.55)

ТГ =  Р/>> . (57.56)
бу ерда а ва $ жисмнинг эластиклик коэффициентлари деб, 
уларга тескари мщдорлар эса эластиклик модуллари 
деб аталади.
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Диаметр билан. узунлик ниобий узгаршиларининг:
А О М (57.57)

1нисбати Пуассон коэффициенти деб, — =  Е эса Юнг модули
деб аталади.

Шундай килиб, Гук цонунига мувофиц:
М 1 
Т  - т Р *
ДО (а
ЧТ =  ТГР

(57.58)

(57.59) 
булади.

Деформация билан кукланишнинг пропорционаллиги %а - 
цидаги Гук цонунини умумлаштириб, деформация тензора 
ип билан кучланишлар тензори узаро цуйидагжа бор-
ланган дейиш мумкин:

еки
М/у — :к1 РЫ

Р1] =  Ь1/к1 иы-

(57.60)

(57.61)
Тензор дацидаги асосий теоремага мувофиц, бу ердаги 

а1]\и мицдорлар туртинчи рангли тензорлардир. тен­
зор эластиклщ коэффициентлари тензори деб, Ь¿/7г/ тензор 
эса эластиклик модуллари тензори деб аталади. Эластиклик 
тензорлари ажойиб хусусиятларга эга. Масалан, деформация 
тензори билан ‘кучланишлар тензори симметрик булганлиги- 
дан, юцоридаги формулаларга биноан, бундай ёзишимиз мум­
кин:

аик1 ~  а/1к1г 
=  а1]1ъ 

ЬЛк 1>

— Ь'уЧк)
яъни эластиклик тензорлари олдинги икки индексига ва сунгги 
икки индексига нисбатан симметрик тензорлардир. Шуниси 
мудимки, жисмларнинг кристалл тузилиши ва бошца хусусият- 
ларига цараб, эластиклик тензори турли характерда булади.

XV. Бирлик псевдотензорнинг бирлик тензор орцали 
ифодаланиши. Детерминантлар назариясидан фойдаланиб, 
бирлик псевдотензорни бирлик тензор компонентларидан таш- 
кил топган детерминант шаклида ёзиш мумкин:

(57.62)

° 1/2 • • • •

° 2 /2 • • • • ^ 2 1п

!  • •

•  •  •

• 1 ^ШП

(57.63).

22*
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еки 1Ъ i2, , in индекслар урнига /\, у2, . . . ,  j n индекслар 
олинса:

s / ' i / 2 • • • J n

v 2 • • • 81/л
V i ’ 8 2 / 2  • • • 8 2 jn

8«/l 8n /2 • • • Ьп)п

(57.64)

булади. Бу псевдотензорлар купайтмасини тузайлик:

V,- Ч • • •8.
82/i> Va • * • S2/л

h  h  • ’ - in Zh h _ ' " i n

8l;'i ч • • • 81г'„

82Í! 82í2 • • * 82¿n

<‘nix ° я / 2

•  • • •

• • • °n/„

81i n

>nÍV  8n/2 • • . %/„
Moc устунлар элементларини купайтириб к^шиш ^оидаси 

ва бирлик тензор таърифига мувофщ бундай ёзамиз:
а ,  8 . +  8 , 8 .  +  . . .  +  8 , 8  1̂1 1/1 914 rt/l2*1 271 n/l n/l
g 8 . +  8 , 8 . +  . . .  +  8 , 8 . :  
* V l  172 1 2¿1 2/2 П n i l  n j  22¿1 2/2

¿1/1 ’

8,  8 .  + 8 ,  8 .  +  . . . - 1 - 8 , 8 .
1  П Ij'n ' 2/„  2/ й T  • • ■ 1  n ln n jn \ nin

(57.65)

.демак:

e il¿2. • • S/ l / 2. • • ¡n

Жумладан уч улчовли фазода:

8. . 8, . 8, . ¿i/i luz-. ■ к]п
8, . 8, . ' 8, . ■ »2Л »2/2- ■ • <2/л

8,'. 8. '. * 8, ." 
»п/ i  l nJ2- • • »«/n

(57.66)

8 6 ¿1¿2;3 ;i/2/3
8. . 8. . 8, .

»1/1 »1/2  «1/3

8, . 8, . 8, .
»2/1 »2/2 »2/3

8. . 8, . 8, .
»3/1 <3/2 ¿3 /3

(57.67)

булади ёки детерминантни очиб ёзсак:
s s .  . . =  8, . 8, . 8 + 8  8, . 8, . + 8 .1 3 1 ' — о 1.1 11 j . n l n  l . o l o  ' LI le t lc \ I n  /о 7ч • It

— 8, . 8, . 8 . — 8, . 8, . 8
»1/2 »2 /1  »3/3 »1/1  »2/3 »3/2

5 . 8, . 8, .
»1/3  »2/2 »3/1

булади. Бу ифодани мос индекслар буйича йириштириш мум- 
кин. Масалан, is =  j 3 учун =  3 булади ва (57.65) га биноан:

8, . 8. . =  8. . , 8, . 8 . ..=.8,
¿ 2 /3  / 3 / 1  > 2 /1 ’ / l /З  / 3 / 2  < 1 /2 ’
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булади, демак:
е. . . =  3 о. . 8 . -4-8л/!>га 1\]\ ¿272 1 “*1/2 8*г/1 *̂2/1 °*1/а

38 , . 8, . 
*1/2 *2/1

= 8 8 -  *1/1 *2/2

■ 8, . о, . 
*1 /1  *2/2

•8, . 8. . : 
*1/2  <2/1

0*2/2 *̂1/1
8, . 8, .

*1/1  *1/ 2

8 , . 8 , . 
*2 / 1  *2 /2

(57.09)

Сунгги ифодада г2 =  / а деб дисоблаб, йигиштириш амалини 
ишлатайлик:

е, е - , ,  =  8. . 8, — 8 8, . = 3 8 , .  — 8, . =  28, .
*1*2*3 /1*2*3 *1/1 *2*2 *1*2 *2/1 *1/1 *1/1 *1/1» (57.70)

нидоят, бу натижани дам 1г =  Л деб дисоблаб, сунгра йигиш- 
тирсак:

(57.71)

булади.
XVI. Турли тартибдаги мультиполлар моменти. Система- 

даги электр зарядларининг дажм зичлиги р деб фараз ^илин- 
са, йигинди заряд:

[ Р йУ (57.72)

169- раем.

булади, бу ерда й У — элементар 
дажм.

Системанинг бирор ички нук- 
тасини координаталар боши си- 
фатида цабул килайлик (169- 
расм).

Элементар дажм жойлашган 
Р '  нуцтанинг радиус-вектори г '
(координаталари х[, х'2, х'3), ихтиёрий олинган кузатиш нуктаси 
Р нинг радиус-вектори г (координаталари хъ х2, х3), кузатиш 
ну^тасининг Р' ну^тага нисбатан радиус-вектори эса/? булсин.

Зарядлар системаси потенциалининг кузатиш нуцтасида
^андай ифодаланиши бизга маълум: «р =  J  ^ — Расмдан ку-; 
рамизки, Я ■— г  — г ’, демак:

р АУ~ . (57.73)

булади. Интеграллашда р билан йУ  нинг Р ' ну^та фуикцияси 
эканлиги назарда тутилиши лозим.
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Зарядлар системасидан жуда узоадаги кузатиш ну^талари 
(г >  г') учун Тэйлор ^аторидан фойдаланиб, тубандагини ёзиш 
мумкин:

1 1 д ( 1 у , 1 -  д* ( 1 \ , 
| г  — г'| ~  г Х 1  дх1 \ г )  +  2! Х 1  Х> дх1дх/ I г )  +

, 1 ' ' - дз / 1 \+  3, XI х/ хк дх.дх.дхк ( г ) +  . .  • •

У вацтда:

» = И р' ~  I р'“ ( ^ ) + ?  Г х: * ' р'л у  а д  +
+  ± ^ : 4 л ’ ра у 3̂ ( ± )  +  . . .  (57.74)

еки

Бу ерда:

(2) _

=  ? (0) +  ? (1> +  «р(2) +  ? (3)+  . . . .  (57.75)

? (0)= у  | р ^ =  у ,  (57.76)

= ; ( т }  <57-77>

г ~ - . ^ л х } р ‘/ у 3¿ - ( - ¡ г ) ,  (57.78)

“  1 . )  х ‘ х! ^  <■ ^  5 ^  ( т )  ■ (57-79)

Каторнинг биринчи дади 5?(0> ну^тавий заряд потенциалини 
ифодалайдй; бу ну^тавий заряд системанинг йигинди зарядига 
тенг ва О ну^тада жойлашган деб дисобланади.

Каторнинг иккинчи дади ?(1) эса диполь потенциалини ифо- 
далайди. Хаки^атан, скаляр купайтмани купаювчи векторлар 
компонентлари орцали ифодаловчи формулага биноан:

=  =  Г’ , # , N 7 )

булади. |  г 'р й У  ифода зарядлар системасининг электр мо­
мента ёки диполь моменты, дейилади ва Р  билан белгила- 
нади:

Р = $ г ' Р4 У  (57.80)
ёки компонентлар шаклида:

Р1= $ х 1р (IV , (57.81)
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булади. Биламизки, grad у = ~ - ^  grad г — — демак:

Бу эса диполь потенциалининг ифодасидир.
Майдон потенциали скаляр мивдордир. Координаталар бу- 

йича скалярдаи олинган «-тартибли досилалар я-рангли тен­
зор досил ь;илади. Тензорлар да^идаги асосий теоремага му-
вофиь;, ] XI х) р й у  мивдорлар иккинчи рангли, |  х1 X] хи р (IV 
мивдорлар эса учинчи рангли тензор досил ь;илади. Биринчи 
интеграл зарядлар системасининг квадруполь момента дейи- 
лади:

Иккинчи интеграл зарядлар системасининг октуполь момен­
та дейилади:

Шу йусинда давом ^илиб, мультиполь моменты тушун- 
часини киритиш мумкии: /г-тартибли мультиполь момента 
и-рангли тензор досил ^илади. Аниц мультиполь моментага 
мос манба мультиполь дейилади.

Системанинг йигинди заряди нолити тартибли мульти­
поль моменты булади. Диполь биринчи тартибли мульти­
поль, квадруполь иккинчи тартибли мультиполь, октуполь 
учинчи тартибли мультиполь булади ва х1оказо. Шундай 
цялцб, (57.74) га мувофщ, узоц: кузатиш нуцталарида май­
дон потенциали текширилганда зарядлар системаси турли 
тартибдагч мос мультаполлар системаси деб царалади.

Одатда, квадруполь момента тубандагича анидланади:

(57.82)

(57.83)

Хаки^атан:

—  2

— Р- ■ 6 lJ
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Аммо Лаплас тенгламасига биноан:

Демак:

яъни (57.78) да ифодаланган квадруполь потенциалидир. (57.84) 
дан курамизки, квадруполь момента тензори булган Ptj  сим- 
метрик тензордир. Иккинчи рангли симметрик тензорнинг 
9 компонентидан 6 таси узаро богланмаган булади. Лекин P\j 
тензорнинг узаро богланмаган компоненти фа^ат 5 тадир, чун- 
ки (57.84) га биноан, компонентлар орасида ку'йидагича бог-

XVII. Лорентд алмаштиришлари. Иккита К, К' инерциал 
система берилган булсин. Бирор во^еанинг К системадаги Д е­
карт координаталари х, у, z, ва^ти t, К' системада эса Декарт 
координаталари x , y }z' ва ва^ти t' булсин. Хар дандай икки 
водеа учун нисбийлик назариясида шундай инвариант мавжуд:

бу ерда с =  3-1010̂ .  Турт улчовли фазо тушунчасини ки- 
ритайлик:

ланиш

/  =  Ах3 +  Д у 2 Д г2 — с2 Д ¿2, (57.85)

г, x4 =  ict (i =  Y  — 1). (57.86)
У ва^тда юкорндаги инвариант
учун:
1 =  Ах), у =  1, 2, 3, 4 (57.87)

булади. Координаталарни ал- 
маштирайлик:

х к =  акух ;. (57.88)Xk — akjXj-
Бу алмаштиришда хъ коор-

0
170- раем.

А' Динат текисликдаги бурилиш- 
ии текширайлик (170- раем). 
Алмаштириш коэффициентла- 
ри матрицасини ёзайлик:

«П 0 0 «14

«4i 0  0  а<ц
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(57.90)

(57.88) га мувофи^:
г

Х \  —  С(1 г  X j  - ( -  C t j 4

Х2 =  Х2
*3 '—■ *̂ з , /
X *  =  СС4 ^  Х \  - J -  С С 44 Х 3

булади. Бу формулаларнинг маъноси шундан иборат: текши- 
рилаётган икки инерциал системанинг ордината уклари узаро 
параллел, аппликата уклари дам узаро параллел булиб, улар- 
нинг нисбий даракати умумий абсцисса у^и йуналишида була­
ди (171-раем). Энди 170-раемдан фой- 
даланиб бундай ёзамиз:

ап =  cos ф,

Я]4 =  eos ( y  — ф) =  sin ф,

®41 =  cos ( y +  ф) =  — БШф, 

a44 =  cos ф.

Шундай ^илиб:

U Г

х\ ХхСОЭф +  Xdsin Ф,
Х2 =  Х9v 2>

Х3: X.3>
Х4 : ■ XjSiri ф +  X4COS ф. (57.91)

Бу алмаштиришлар ну^танинг танланишига богли^ эмас. Ма-
салан, хг : Хп ■ X,
наталар боши) булсин. Бу долда:

х\ == x4sin ф, 
=  Xi cos ф

булади, бу ердан эса:

0 (яъни К  инерциал системанинг коорди-

-  =  tg Ф

ёки (57.86) га мувофик:
х'
ict

булади. Инерциал система К  нинг инерциал система К  га 
нисбатан тезлиги v орцали белгиланган булсин. У ва^тда К  
инерциал система координаталар бошининг К! инерциал сис-
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темага нисбатан даракати ^арама-царши йуналишда дисобла- 
ниб, т е з л и г и р =  — V  булади. Демак:

(57.92)

Шу натижадан фойдаланиб, sin ф билан cos ф ани^ланиши мум- 
кин:

sin ф =
V ' - î

cos Ф =  

Нщоят, (57.91) га биноан:

Xt

V ' - î

+
/ ■ - s  V ' - î

X 2 =  X 2, 

Х з  =  x3,

Xi =
V

' l ~^xx . _j_ . Xi

V ' - %
Энди (57.86) ни назарга олайлик. У ва^тда:

X  —  v t
X

/ ■ - S '
У = У , 
z' =  г,

t'
V

t — —¡ f Xс2

(57.93)

(57.94)

булади. Бу формулалар Лорентц йлмаштиришлари номи би­
лан Mauvçypdup.
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Агар нисбий тезликлар ёруглик тезлигига нисбатан жуда 
кичик б у л с а ( у < 1 ^ ,  у ва^тда Лорентц алмаштиришлари сод- 
далашади:

х' — X — VI,
У = У ,  
г' — г,
г  =  г.

(57.95)

Бу формулалар бизга маълум ва (45.13) билан (45.14) форму- 
лаларда ифодаланган Галилей — Ньютон алмаштиришларининг 
узидир.

Хозирги замон фнзикасида Лорентц алмаштиришларининг 
адамияти жуда катта.

III Б О Б Г А  О И Д  М А Ш К Л А Р

90. Иккинчи рангли тензорни ифо'даловчи:

-*1] — а1т а!п Ттп

формула билан ортогоналлик шартидан фойдаЛаниб, Ттп ни V у  орцали 
ифодалансин.

91. Учинчи рангли тензорни ифодаловчи:

^1]к ~  аЧ акп ^1та

формула билан ортогоналлик шартидан фойдаланиб, ни Т'цк ор^али
ифодалансин.

92. Берилган аф,- тензорни симметриялаштирилсин.
93. Берилган тензорни альтернациялаштирилсин.
94. Берилган аф,- тензорни симметриялаш ва альтернациялашдан з;осил 

булган тензорлар айирмаси топилсин.
95. Икки а, Ь вектор компонентларидан тузилган иккинчи рангли тен­

зор Тц = а (: Ь/ нинг чизикли инварианти Тц аниклансин.
96. Бирлик тензор 8у  (г, /  =  1, 2, 3) нинг чизшуш инварианти Ъц топил­

син.
97. Бирлик тензор 8г;-(г, ] =  1, 2, 3) нинг квадратик инварианти Ъц Ъц 

топилсин.
98. Бирлик тензор Ъц (г, ]  =  1, 2, 3) нинг кубик инварианти, яъни 

дискриминанта | Ъц | топилсин.
99. Бирлик тензор учун Ъц Ъ;-к Ъы л,исоблаб топилсин.

100. Берилган Ту  тензор билан унга тескари Т^ ]1 тензордан скаляр 
аргумент о буйича олинган х,осилалар узаро цандай богланган?

101. Ушбу:

(ГГ1т с/7771 т
_- ! £1  =  — Т ц ___Я -Т ыйч 11 йа
¿т у' йТш ,

формуладан фойдаланиб, -фГ~ тензорни ^  тензор ор^али ифодалансин.
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102. У шбу:

dTñiX i dTi i - l  
da = Jni da Jjl

* dT»  dT" '  формуладан фоидаланиб, тензорни — тензор орцали ифодалансин.

103. Декарт ортлари а  ва t  вацт буйича — i  досилаларнинг скаляр ку-
dt

/ de¡\
пайтмалари I туплами иккинчи рангли тензор булади. Ш уни исбот-

лансин.
104. Декарт ортларидан тузидган [e¡ ^  j тензорнинг антисимметрии

эканлиги курсатилсин.
105. [ инвариант билан бирлик тензор Зу (i, j  =  1, 2, 3) купайтмаси бул- 

ган Io¿j тензорнинг дивергенцияси топилсин.
106. Икки <?j, a¡ тензор учун:

- ^ - = a k ва -  о
dx¿dx¡ dxk

булса, у  ва^тда:
да/г _  0 
дхк

булади. Ш уни исботлансин.
107. Векторнинг векторга скаляр купайтмаси ва псевдовекторнинг псев- 

довекторга скаляр купайтмаси скаляр эканлиги курсатилсин.
108. Векторнинг псевдовекторга скаляр купайтмаси псевдоскаляр экан­

лиги курсатилсин.
109. Икки векторнинг вектор купайтмаси ва икки псевдовекторнинг  

вектор купайтмаси псевдовектор эканлиги курсатилсин.
110. Векторнинг псевдовекторга вектор купайтмаси вектор эканлиги 

курсатилсин.
111. Бирлик псевдотензор учун х,исоблаб чикилсин.
112. Куч момеитининг псевдовектори М  =  [г F\ га дуал булган анти- 

симметрик Мц тензор топилсин.
113. Харакат мивдори моментининг псевдовектори N =  [гр] га дуал  

булган антисимметрик тензор топилсин.
114. Антисимметрик тензор (104- масала) A¡j — билан бурчак

тезлиги вектори м орасидаги богланиш аницлансин.
115. Псевдоскаляр градиентининг псевдовектор булиши курсатилсин.
116. П севдовектор дивергенциясининг псевдоскаляр эканлиги курсатил­

син.
117. П севдовектор угормасининг вектор эканлиги курсатилсин.
118. я-улчовли фазода бирлик тензор учун Ъи дисоблаб чикилсин.
119. я-улчовли фазода бирлик псевдотензор учун еу. . .s гц. . ,s дисоб- 

лаб чицилсин.
120. я-улчовли ф азо бирлик псевдотензори s¿ ¿ . воситасида I

рангли тензордан п— /рангли псевдотензор досил цилинсин/
121. Турт улчовли фазо бирлик псевдотензор ьцы воситаси билан /  

скалярга дуал булган туртинчи рангли ва дамма индексларига нисбатан анти­
симметрик псевдотензор досил килинсии.
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122. Турт улчовли фазо бирлик псевдотензори е-цы поситасн билан 
псевдовектор га дуал булган учинчи рангли ва дамма ипдексларига нис- 
батан антисимметрик тензор досил цилинсин.

123. Турт улчовли фазо бирлик псевдотензори воситаси била» ик- 
кинчи рангли тензор Ты га дуал булган иккинчи рангли антисимметрик 
псевдотензор досил килинсин.

124. Иккинчи рангли антисимметрик тензорнинг координаталар буйича  
досилаларидан лосил цилинган учинчи рангли тензор:

—дАц  +  д_Аы ±
дхк дх,- 0X1

нинг дамма индексларига нисбатан антисимметриклиги курсатилсин.
125. Иккинчи рангли антисимметрик тензор:

11% 11 =

0 -—а3 1ЬХ
а3 0 —а1 1Ьг

— % 0 ¿ь3
— 1ЪХ —1Ь3 0

нинг /  =  Л3г/ инварианти дисоблаб чицилсин.
126. Бирлик псевдотензор е .йг компонент ларининг цийматлари топил син,
127. Юкоридаги 125-масалада курсатилган иккинчи рангли антисиммет­

рик тензордан досил булган псевдоскаляр Р  =  еуЫ Ац Аы дисоблаб чикилсин.

М А Ш К Л А Р Г А  Ж А В О Б  В А  К У Р С А Т М А Л А Р

90. Берилган формуланинг икки томонини 1Р ]Ч га купайтириб, сунгра
ортогоналлик шартидан фойдаланамиз.

а 1р  а/ Ч Т Ц  =  а 1 р а1 д а 1т а] 'п Т т п  ~  ®р т  Т т п  =  Т р д

ёки р  урнига т ва q урнига п олсак:

^ т п  —  а 1т а/ п  Т  у

булади.
91. Берилган формуланинг икки томонини га купайтириб, орто­

гоналлик шартидан фойдаланилсин, сунгра р  урнига I, #  урнига и  ва г  у р ­
нига п олинсин:

Т1тп — аИ а; т  аЫ  Т у * -  

. [аф/ + ё,ш  маХр Ица шаклида бундай булади:

а1 ~2 (а1&2 +  афг) 2~ («1&з +  аз 

I Зц || =  (афг ~2 +  яф%)

~2~ (&зЬ\ +  афз) 2 (АзЬ̂  +  яф3) аф3

92. Б,/ ■■
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93. А¡] — 2 (0 [Ь/ ¡) 
ёки матрица шаклида бундай булади:

1
2 (^1̂ 2 О'Фт) 2 (а1̂ з —0

~2 ^1̂ 2)

2

0 (а263 — а362)

—  й  263)  0

94. 5 ч '
1 1

у К б /  +■ а /6г) — у  (а /6/  — Я/6/) =  д /6/.

95. Тц =  а /6/ =  +  афг +  а 363 =  ( аЬ).
96. Ьц ~  8п  о22 +  833 =  3.
97. 8// 8у = 8?- =  й |̂ +  О22 +  Зд3 =  3.

98. 18// | =

1 О О
О 1 О
О 0 1 = 1.

9 9 .  8 / /  8/£  8 ^/ =  8 ц  ои  8 и  +  8 22 о22  8 22 +  8 3 3  8 3 3 8 3 3  — 3 .

100. Тескари тензор таърифига мувофиц:

ти тп х = 8“'
Бирлик тензор узгармасдир, демак:

лТц ату,х
~ 1 ь тп + 7̂  = °-

Бу формуланинг икки томонини унгдан Т1т га купайтирсак:

ТТ,Х тш  + Тц Тш  =  О

ва чапдан Т /  га купайтирсак:

, йТц _1 _1 йТ,,, 
Т -} — И- Т ¡1 +  ТП1 Тц 11ш й* '............  а!а

булади. Аммо тескари тензор таърифига мувофи^:

Т ц  Г 1т  — о7  т ва Тп11 Ти  = ’л/
булганлигидан:



МАШКЛАРГА ЖАВОБ ВА К^РСА'ГМАЛАР 351

яъни:
—l

_  г Л Т----- Тц —¡—da da

dTn l___ r - l  dTU r~l
da ni Ц Г  >l

булади.
101. Берилган формуланинг икки томонини унгдан Т га ва чапдаи

га купайтирайлик:

,d T ;m , , (IT ц 1 ,г р ----1 Ш 1. г р ----1 ___  ^  г р -----1 г р  J I  г р  г р ---- 1

Qi- f a  mp — qi U ~ fa  Im 1 mp-

Аммо тескари тензор таърифига мувофик;:

Tql Тц = bqj,
Tim Tmp — §lp,

демак:

яъни:

Tgi - fa  - Т'ПР . °qj fa °lp
jl 1

dTqp _  _  т— 1 dTim T_J  
“ d T  da mP

булади. Энди g урнига j  ва p урнига /  олинса:

dTл ____ ^ —i dTim rp—i
~лГ~ >l ~ d T ml

келиб читали.
102. Берилган формуланинг икки томонини унгдан Т[р га ва чапдан Тгп 

га купайтирамиз:

dT i d Тij dTij dTrp
T r n ^ - T lp = - T rnT ^ - f a T ^ T lp = - b ri-fabjp  = -~ fa -

ёки г  урнига i ва p  урнига j  олсак:

dTu dT-¿
da -  Tin da TU

булади.
103. Декарт ортлари учун:

6j aik@ki 
ej = ajmßm‘



352 III  БОБ. ОДДИЙ ТЕНЗОРЛАР АНАЛИЗИ

de¡ dem 
~di =  а'т ~df' 

de 'Л I de Л  ( dem

Демак:

eí dt )  — \  albekajm a t J — aikajm y ek dt

Ш ундай ^илиб, Декарт ортлари билан уларнинг вак;т буйича досилаларининг 
скаляр купайтмалари туплами иккинчи рангли тензордир.

104. Декарт ортлари учун:
(eieJ) = blJ.

Демак:
d_ 
dt

ёки

(etej) =  ( dÍ ejj + (¿i -  0

de A [ dei

антисим-

ei d t ) ~  \ ei  dt

l de A
Ш ундай дилиб, Декарт ортларидан х,осил булган тензор  

метрик тензордир.

105. I§ij тензордан x/¡ координата буйича досила оламиз: сунг- 

р а  k — i деб  фараз килиб, уни йигиштирамиз:
_д_ _ d l_  
dx¿ ( dxj

d i di di
ёки батафсил ёзилса: булади. Бу досилалар эса /  инвариантдан
олинган градиент grad /  нинг компонентларидир. Ш ундай ^илиб, Ib¡j тензор  
дивергенцияси /  инвариантнинг градиентидир.

106. Берилган биринчи формуланинг икки томонидан хт координаталар 
буйича досилалар оламиз, сунгра m  — k  деб  фараз килнб, уларни й и р и ш т и -  

рамиз:

<?2 ! д Ч к \  д а к
dx¿dxi \dxkj  dxk

dak л '
Берилган иккинчи формулага биноан, =  0 булади.
107. Координаталар системасининг инверсияси формулаларидан фойда- 

ланилсин. Векторлар учун:

Cl Y == — О'Х» —— — ^2,

ь\ =  —  bb b '2 = — b2, ьъ = — ь3.

Энди (аЬ) скаляр купайтхмани ^исоблаймиз:

CLj  Ь j  -f* & 2  ^ 3  ^ 3  == ^ 1 ^ 1  ^ 2 ^ 2  ^ 3 ^ 3 »

яъни векторнинг векторга скаляр купайтмаси скалярдир.
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Псевдовекторлар учун:
¿Zj ==  CL\, CLfy CL‘̂  =  ¿Z3 ,

b\ =  Ьъ b2 =  b2, &з =  6 3 ,

демак:
a\ b\ + b'2b'2 + аг &з =  афг +  аф2 +  а3Ь3

булади, яъни псевдовекторнинг псевдовекторга скаляр купайтмаси ска- 
лярдир.

Вектор ва псевдовекторнинг таърифларидан бевосита фойдалансак дам 
шу натижа чи^ади. Векторларнинг скаляр купайтмаси:

a¡ b¡ — alma mainbn — йтпа тРп ~  а пРп — а fol• 
Псевдовекторларнинг скаляр купайтмаси эса:

а  1 —  I ak l  I aim a m  I ak l  I ainPn =  I ak l  | 3 (,т па тРп ~  I ak l  l3a:/z ^ n  — 
булади.

108. Координаталарни инверсияли алмаштиришда вектор учун:
CL J CLq  —  ¿3^2, -—- ' ££3

ва псевдовектор учун:
ь\ =  Ьь b'2 =  Ьь  6 3 =  &з 

булади. Ш уларга биноан, скаляр купайтма (ab) ни дисоблаймиз: 

й1 b'\ = а2 h  + «з h  =  ~  (aibi + a%b2 + азЫ
яъни векторнинг псевдовекторга скаляр купайтмаси псевдоскалярдир.

Псевдоскаляр, вектор ва псевдовекторнинг таърифларидан фойдаланса 
дам булади. Векторнинг псевдовекторга скаляр купайтмаси:

b¿ —  aim a m | akl  I ain^n — | akl  I n “  ¡ ¡ i
яъни псевдоскалярдир.

109. Инверсияли алмаштириш формулаларидан фойдаланилсин. Икки век­
торнинг вектор купайтмаси с =  [ab\ нинг биринчи компонент»:

с[ =  а'2ь'г — аг b'2 =  (— а2) (—■ 63) — (— а3) (— &2) =  аФ* — дз&2 =  «i
булади. Ш уиингдек, иккинчи ва учинчи компонентлар:

С2 = в3  ̂63 1=3 &Ф1 -- Ф̂ь === 2̂>
с3 = ÍZj 62--а2 ̂ 1 ~  й1*2--- й2*1 = сз

булади. Ш ундай килиб, икки векторнинг вектор купайтмаси псевдовектор- 
дир.

Икки псевдовекторнинг вектор купайтмаси компонентлари:

Cj 0-2 63--Й3 &2 '—' &ф3 ---^з&2 == С3 — С3
булади, яън» икки псевдовекторнинг вектор купайтмаси псевдовектордир.

110. Инверсияли алмаштириш формулаларидан фойдаланилсин. а  вектор 
билан Ь псевдовекторнинг вектор купайтмаси с =  [аЬ\ нинг компонентлари  
учун:
с | =  &2 63 —  ¿Z3 Ь2— ( — # 2) Ъ3 ■—  (— 6 2 — ссфз -f- —  (а ф 3 ^з62) — Ci

булади; худди шунингдек: 4  =  — с2 ва 4  =  — с3.

23 М айдон назарияси
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Ш ундай килиб, векторнинг псевдовекторга вектор купайтмаси век- 
тордир.

111 2 2 . 2  . 2  . 2  , 2 , 2  д111. ^iik^ijk — eijk — е 123 +  е231 +  е312 +  е213 +  е 132 +  е321 — °-

112. Му — ZijfrMft,
jWl2 = е 123-̂ 3 — XiF 2--XvF ],
М 23 = 2̂31̂ 1 =  X̂F3 --Х3 F2,
M31 = 3̂12̂ 2 = xiFl --*1̂ 3.

113. N y = 4 jkNk,
N n —  е 12зЛ^З =  X\P%----X2P 1,
N•¿3 =  Е2з ,Л ?  ! =  X2P 3 —  X3P 2 ,
N s i —  e3 1 2 ^  2 =  Хгр х —  X ,p 3.

114. Декарт ортларининг узаро богланиши ва Эйлер формуласини эс- 
лансин:

б ;  =  [ ^ 2е з ] .  ^2 =  к з < г , 1, е 3 =  [ е ^ г ] ,

Ш уларга биноан:

(de 2 \
^23 = (l/F^3 ) = = (й) I**»»= (0>е̂  = 0)1

ва

Л31 =  и>2, А12 =  ®з, демак: шд, =

булади, яъни бурчак тезлик вектори mk антисимметрик А у  тензорга дуал 
булган псевдовектордир.

115. Псевдоскаляр таърифига мувофиц:

=  | атп ! ва Xj = o~i/Х̂
булганлигидан:

Ж  , d S à x r  . { àS  , , ÔS
дх\ -  1 атп 1 дх\ 1 атп 1 dxj дх\ -  1 1 ÔXJ 41 -  1 атп1 аи  д х , .

булади, демак, псевдоскаляр градиента псевдовектордир.
116. Псевдовектор таърифига мувофиц:

ai ~  i атп ! aij®t ва Л" д. =  3-ikXi
булганлигидан:

dai даj  да/ дхк да/
I «*п ! Н, ^  = \ > „  I ау —  = | вяи I а//. —  alk =

да/ да/
=  I “ш  I о/* =  I атп I

булади, демак, псевдовектор дивергенцияси псевдоскалярдир.
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117. Берилган псевдовектор компонентларидаи коордипаталар буйича 
олинган досилалар иккинчи рангли псевдотензор хосил килади:

dat д да/ да/ дх/

d4 = d ^ (,amnl ai,aj) =  1 атп 1 = 1 а"т 14J dZi Jx'k

—  I атп  Г a i j 3k l  •

„  . дай
Бу псевдотензордан досил булган антисимметрик псевдотензор А/к =  —

да/ 1 1  (даь да,- \
~~дхк га дуал бУлган p i =  ~2 гЧк A’k =  Т  VST ~  дхк) вект°Р  берилган 
псевдовектор уюрмасидир.

118. Ъц =  +  2̂2 +  • • • 4- Ъпп =  п.
119. гц. .  . s 4 j .  .  . в  =  £?, .  . s  =  1 -2-3 . .  .(я  — 1) п =  и!
120 Р- • _ . т

l l + l l l + 2■ ■ ■l l + ( n - l ) —  Bi i i2- ■ - l f h + l 4 + 2 -  ■ •H + (n— l) h h -  ■ -lf
121. Рцы = ¿l/kl1-
122. Tt/ k =  ZijbiPb
123. Рц  =  -g ZijkiTki-
124. Масаладаги учинчи рангли тензор таърифига мувофиц, В цк учун 

бундай ёзишимиз мумкин:

R .  I ^ 4 /  , Mib
iik дхк dx-t дх,- 

Ammo берилган  иккинчи рангли тензор  антисим м етрик булганлигидан :

Ац =  Atf, Ак/  — Ац,, Aik — A hi 
булади. Буларнй уринларига цуйсак:

п . .  _  (дАЧ , -АЛ  дАы
>1к \ дхк дхi + дх/

келиб чицади. Бу формуланинг унг томони ва масалада Вцк учун келт-ирил- 
ган формуланинг унг томони фацат ишораси билан фарк цилади, демак:

Bi,k — Bfik-
Ш унинг сингари, бундай курсатиш мумкин. Вцк — — Bik/, В ^к =  — Вкц.

125. /  =  Л?- =  2 {(а1 +  а\ f  а\) — (b\ +  b\ +  b\) }•

126. e 1234 = 1 , e 2341 =  — - 1 , e 3412 =  1> e 4123 =  -----1 ,

e 2 3 U  — 1 , e 3 U 2  =  — 1 , e 1423 =  1 . e 4231 =  ----  1 ,

e 3 1 2 i = r 1 , e 1243 =  — 1 , e 3431 —  1 . e 4312 =  ----

s 2134 = — 1 . s 1342 = 1 , e 3421 =  ---- 1 .  S 4213 =

e 1324 = —

IICMсо10 1 , e 2413 =  — • l ’> e 4132 =  1>

e 3214 = — 1> e 2143 — 1 , e 1432 —  ---- 1 . e 4321 =  ! •

127. 126- масала жавобндан фойдаланилсин.
Р  =  HjkiAi/Aki =  — 1аф3 — iaxb, — ia3b3 — ia1b1 —

— iaxbj — ia2b3 — /« А  — ia2b2 — ia2b2 — ia3b3 —- ia2b2 -
— ia3b3 — ia2b2 — ia3b3 — ia2b2 — ia2b2 — iaгЬг — ia2b2 — iaxbx ■

/й А  ia3b3 iii-Jj, — ia3b3 — — Si (аф^ 4- a2b2 а3Ь3).
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УМУМИЙ ТЕНЗОРЛАР АНАЛИЗИ

Оддий тензорлар анализини урганишда биз тугри чизидли 
тугри бурчакли координаталарни, яъни Декарт координатала- 
рини ишлатган эдик. Декарт координаталаридан фойдаланиб, 
самарали натижаларга эришиш мумкинлигини аввалги боблар- 
да текшириЛган масалаларда курдик. Декарт координаталарини 
эгри чизидли координаталарга ёки эгри чизидли координата­
ларни Декарт координаталарида алмаштириш бизга маълум. 
Масалан, уч улчовли фазода сферик ёки цилиндрик коорди- 
наталар урнида Декарт координаталарини ишлатиш бемалол 
мумкин. Лекин Декарт координаталари иш бермайдиган дол­
лар дам учрайди. Бу долларда турли эгри чизидли координа- 
талар билан иш куришга тугри келади.

58. УМУМИЙ АЛМ АШ ТИРИ Ш ЛАР ГРУППАСИ

Координата деганда бундан буён эгри чизидли координата 
назарда тутилади. Декарт координаталарини хъ х2, . .  . , х п 
шаклда ёзган эдик. Эгри чизидли координаталарни эса х 1, х2, 
. . . , хп шаклда ёзайлик. Масалан, х 2 ни координата квадрата 
эмас, балки иккинчи координата деб тушуниш лозим.

Куп улчовли фазо нудтасини анидлаш учун мумкин булган 
координата системаларидан истаганимизни танлаб олишимиз 
мумкин. п улчовли фазо нудтаси п та координата билан анид- 
ланади ва мос индексларнинг дар бири 1, 2, 3, ,п  диймат- 
ларга эга булиши мумкин. Координаталарнинг иккита 51; 5' 
системаси берилган булсин. Уларнинг биридаги координата­
ларни х1, х 2, . . . , хп ордали, иккинчисидаги координаталарни 
эса х'1, х 'г, . . . , х 'п ордали белгилайлик. Куп улчовли фазо 
нудтасини анидловчи иккинчи система координаталари уша
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Ю^оридаги формулаларни щека ёзиб курсатиш мумкин:
х' =  х"(х'), 

йх'1 =  йхК

Алмаштириш якобианини

дх)
дх

(58.3)

(58.4)

дх! шаклда езсак, шартимизга

мувофиц
дх' 1
дх) ФО.

Мумкин булган координаталар системалари тупламидан 
цайси бирини танлаб олиш ихтиёрий булганлиги сабабли, ик- 
кинчи система координаталари х ' \  х '2, . . . , х п ни учинчи сис­
тема координаталари х ,л, х"2, 
у вацтда, шуларни ёзишимиз мумкин:

х" га алмаштирса булади;

х"к --

йх"к

х"к 
_ дх"к 

дх' 1
с1х’

(58.5)

(58.6)

Иккинчи система координаталари х '1 ни учинчи система коор- 
динаталарни х"к 
лади:

дх"к 1 
дх'1

га алмаштириш якобиани нолдан фарц ци- 

Ф 0.

Сунгги формулалардаги х" ва (1х'1 уринларига 
(58.3), (58.4) даги ифодаларини олиб кУяйлик:

х"к =  х"к (х'\х1)),

ах,,к = дх"к дх' с1х].дх' 1 дх)

Сунгги формулаии бундай ёзишимиз мумкин:

йх"к =  йх), дх' ’

уларнинг

(58.7)

(58.8)

(58.9)

чунки мураккаб фуикцияларии дифференциаллаш коидасига 
биноан, бундай булади:

дх 
дх)

дх"к дх' 1 
дх' 1 дх> ’ (58.10)

Биринчи системанинг х} координаталарини учинчи система-
нинг х  координаталари билан алмаштириш мумкин, агар ал-

I дх"к
маштириш якобиани -уу- ( дх"к \мавжуд булса 1яъни =£01.
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Детерминантлар купайтмаси ^оидасидан фойдаланиб, (58.10) 
га биноан, ^уйидагини ёзамиз:

Берилган:

дх"к дх”* дх
дх>

_
дх’ дх'

дх' 1
дх' Ф 0 ва дх"r / k

дх’1 Ф 0,

шартлар назарда тутилса, сунгги формуладаи:
дх"к
дх> Ф О,

яъни биринчи системанинг х’ координаталарини учинчи сис- 
теманинг х"к координаталарига алмаштириш мумкин. (58.3) да 
ифодаланган биринчи алмаштиришда хJ дан х'1 га утилади,
(58.5) да ифодаланган иккинчи алмаштиришда эса х'1 дан х"к 
га утилади. Бирин-кетин бажарилган биринчи ва иккинчи ал- 
маштиришлар натижасида xj  дан x"k га утилади. х> ни х"к га 
бевосита алмаштириш (58.7) да ифодаланган.

Кетма-кет бажарилган иккита _ алмаштириш натижа­
сида jçосил булган натижавий алмаштириш ÿuia алмашти- 
ришлар купайтмаси дейилади. Алмаштиришлар купайтмаси- 
нинг якобиани алмаштиришлар якобианларининг купайтмасига 
тенг эканлигини кщорида курдик.

Учинчи системанинг х"к коордииаталаридан, масалан, Tÿp- 
'"'1 координаталарига утайлик:

*.r//l ^ rr/l /

тинчи системанинг х

демак:

dx"rl = дхГ
дх„kdxj/k

Энди аввалги айтилганларни назарда тутсак, ^уйидагиларни 
ёзишимиз мумкин:

. ,„1 дх'"1 , .
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(дх"’1 дх”к\, дх' 1 дх’”1 ( дх"к дх’1\
\дх"к дх' 1 )■ дх! дх"к \д х ’1 дх/

Я Ъ Н И

дх'"1 дх"к дх ‘ 1 П
дх"Ь дх'‘ дх/ '  t0 0 - 11 )

Бу формулада алмаштиришларнинг ассоциативлик ^онуни 
ифодаланган.

(58.3) да ифодаланган алмаштиришлар якобиани нолдан 
фарцли эканлиги сабабли xJ'~ ни х п ор^али ани^лаш мумкин:

х1 =  х '\х '1). (58.12)
\дх/Бу алмаштириш якобиани

dx¿  =

дх’
булади. Сунгги формуладан:

ох77 dx '1. (58.13)

Бу формуладаги dx'1 урнига (58.4) даги ифодани куяйлик: 

У ва^тда:

, ,■ дх' дх' 1 , ь
dxJ= ^ w d x -

дх> _  дх> дх' 1 
дхк ~  дх' 1 дхк

булади. Аммо л:1, х 2, . . . , хп координаталар учун:
дх? _
Ш ~ Ьк’

бу ерда бош^ача ишораланган Кронекер символи:

§, _  í °* агаР J ̂  к'
Æ 11, агар у — k.

Натижада:

келиб чи^ади. Уз-узидан аёики

дх’<■ _  § /  
дх' 1 дхк к

(58.14)

(58.15)

(58.16)

1 0 0 .  . 0
0 1 0 . . 0

\ ч \  = 0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1

булади. Шундай цилиб, (58.16) га биноан:

=  1дх1 дх' 1

дх' 1 дхк
(58.17)
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булади. (58.12) даги алмаштириш (58.3) даги алмаштиришга 
нисбатан тескари алмаштириш дейилади. (58.3) даги ал­
маштириш эса турри алмаштириш дейилади. Тугри алмаш­
тириш ва тескари алмаштириш якобианлари (58.17) даги ифо- 
даланган шартга буйсунадилар.

дх' ̂Турри алмаштириш коэффициентлари ва. тескари.

алмаштириш ~ 1  коэффициентлари орасидаги борланши
(58.16) форму лада ифодаланган. Бу формулага боцща шакл 
^ам бериш мумкин. Х,а.^икатан, (58.4) ва (58.13) га мувофиц:

йх>-= — Т(1х'к, с1х'1 =  —  — ъйх'К
дх'к Ох/ дх,к

Охирги тенгликдан:
дх' 1 дх)_ _
¿ 7  дх7* ~  °к 

келиб чицади.
Крамер формуласига бииоан, тескари алмаштириш коэффи­

циентлари тугри алмаштириш коэффициентлари ор^али ва, 
аксинча, турри алмаштириш коэффициентлари тескари алмаш­
тириш коэффициентлари орцали ифодаланиши мумкин:

(58.19)

(58.18)

дхк 4
дхп дх' 1

дхк
дх' 1 в ]
дхк 1 дхк

\дх'

(58.20)

бу ерда А\ билан дх’1
дхк

дх"якобиан элемента нинг алгебраик

тулдирувчиси, Вк билан эса ^77 якобиан элемента ^ 7; нинг
алгебраик тулдирувчиси белгиланди.

Кетма-кет бажарилган алмаштириш ва тескари алмаш­
тириш натижасида яна уша аввалги алмаштириш %осил 
булади. Бундай алмаштириш айнан алмаштириш дейилади. 
Алмаштириш ва унга тескари алмаштириш купайтмаси айнан 
алмаштиоиш ^осил цилади. Айнан алмаштиришда х п =  х1 бу- 
либ, тегишли якобиан бирга тенгдир.

Алмаштиришлар купайтмаси билан тескари в а айнан 
алмаштиришларни уз ичига олиб, ассоциативлик цонунига 
буйсунган алмаштиришлар туплами алмаштиришлар груп- 
паси деб аталади. Алмаштиришлар группасига карашли ал- 
маштиришларнинг баъзи хусусий тупламлари >̂ ам груипалик
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хусусиятига эга булиши мумкин. Ана шундай хусусий алмаш- 
тгришлар туплами алмаштарашлар группасининг группа- 
часа дейилади.

Хусусий ^олни куриб чи^айлик. х '1 билан х]' чизицли бог- 
ланган булсин, яъни:

х ,1 А)х! +  В1, (58.21)
бу ерда Л/,й( — узгармас сонлар. Бу чизицли алмаштиришлар 
умумай аффин алмаштиришлар дейилади.

Умумий аффин алмаштиришлар группаси умумий алмаш- 
тиришлар группасининг группачасидир. В1 =  0 булган ^олда:

х 'г =  (58.22)
булади. Чизицли ва бар жансла булган бу алмаштириш- 
лар, одатда марказай аффин алмаштарашлар дейилади. 
Марказий аффин алмаштиришлар группаси умумий аффин ал­
маштиришлар группасининг группачасидир.

Энди биз Декарт координаталарини алмаштириш ва орто- 
гоналлик шартини эслайлик:

*; =  аихр  (58.23)
ч Ы  =  V  (58.24)

Бу алмаштарашлар (58.22) даги марказий аффан алмашти- 
ришларнинг хусусий х;оли булаб, ортогонал аффин алмашти­
ришлар деб аталади. Ортогонал аффин алмаштиришлар груп­
паси марказий аффин алмаштиришлар группасининг группача­
сидир.

59. К ОВА РИА НТ В ЕК ТО Р. К О Н ТРА В А РИ А Н Т ВЕКТОР

Олинган икки система координатал ари орасидаги тугри ва 
тескари алмаштириш берилган булсин:

/ - / ( / ) ,  (59.1)
х1 =  хЦх'к). (59.2)

Бу ерда х''(х?) ва х’ (х'к) функциялар бир цийматли, узлук- 
сиз ва керакли марта дифференциалланувчи функциялардир.
Тугри алмаштириш якобиани 

дх’

дх ' 1

якобиани

ва тескари алмаштириш

дх’к
(59.1) ва (59.2) дан:

дх!

нолга тенг булмаган функциялардир.

дхл(1хп =  -—7 йх1 (59.3)
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ва
дх> ¿ „ л  
дх'

йх]' =  —  с1х'\ (59_4)

дхТугри алмаштиришнинг коэффициентлари билап тоскари 
дх^алмаштиришнинг —-к коэффициентлари ва уларга мос якобиан-

лар ну^та функцияларидир. Бир система координаталаринипг 
дифференциаллари иккинчи система координаталаринипг диф- 
ференциалларига нисбатан чизи^ли ва бир жинсли функция- 
лардир.

Тугри алмаштириш коэффициентлари билан тескари алмаш- 
тириш коэффициентлари орасидаги богланишнинг (58.16) ва
(58.18) га мувофи^ икки шаклда ифодаланиши бизга маълум:

=  ^  .(59.5)

Щ р - Ч .  (59.6)

Координаталарни алмаштиршида циймати сацланувчи 
мщдор инвариант ёки скаляр дейилада. Масалан, ^ар ^ан- 
дай узгармас сон инвариантдир. Эски х1, х2, . . хп координа- 
таларнинг «р (х1, х2, . . ., х") функцияси ва янги х '1, х '2, . . ., х'п 
координаталарнинг <р' (х '1, я '2, . . х'11) функцияси инвариант 
экан, таърифга мувофи^, улар бир-бирига тенг:

Г (х1, х2 , . . . , х п) =  ?' (х '1, х '2 , . . . , х 'п), (59.7)

яъни инвариант булган миадорнинг циймати координата сис- 
темаларининг танланишига боглик булмасдан, факат коорди- 
наталар функцияси—ну^та функциясидир.

Инвариантнинг дифференциали ^ам инвариант булади:
(х1, х2 , . . . , хп) =  (хл , х '2, . . . , х ’п). (59.8)

Энди инвариантдан олинган хусусий ^осилалар орасидаги 
богланишни ани^лайлик. Мураккаб функцияни дифференциал- 
лаш цоидасига мувофи^:

ду __ дх1 дер , дх2 ду . , дхп дч)
дх,г дх' г дх1 дх' 1 дх2 ‘ дх' 1 дхп

ёки кис^ача:
дч/ дх> дч/
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булади. Худди шунингдек:

(59.10)
дх1 дх‘ дх'7

(59.3) билан (59.9) ёки (59.4) билан (59.10) формулаларда тугри 
ва тескари алмаштириш коэффициентлари турлича иштирок 
цилади. (59.3) билан (59.9) дан курамизки, координаталарнинг 
дифференциалларини турри алмаштиришда' турри алмаштириш 
коэффициентлари иштирок ^илади, скаляр функция хусусий 
^осилаларини турри алмаштиришда эса тескари алмаштириш 
коэффициентлари иштирок цилади, шунингдек, (59.4) билан
(59.10) га асосан координаталарнинг дифференциалларини тес­
кари алмаштиришда тескари алмаштириш коэффициентлари 
иштирок цилади, скаляр функция хусусий ^осилаларини теска­
ри алмаштиришда эса тугри алмаштириш коэффициентлари иш­
тирок цилади.

Шу икки хил алмаштириш цонунлари асосида ковариант 
вектор ва контравариант вектор тушунчаларини киритиш мум- 
кин.

Агар х1, х2, . . . ,хп координаталар системасида п та аъ а2 
. .  . ап мицдорлар берилган булиб, координаталарни (59.1) 
формула буйича алмаштирганда бу мицдорлар а\, а'2, . . . ,а'п 
мицдорларга

< - - § 1 ° *  (59.11)

формула буйича алмаштирилса, бу х;олда шу п та аъ а2, 
. . . , ап мицдор. туплами ковариант вектор дейилади, миц- 
дорларнинг узи эса унинг компонентлари деб аталади. (59.9) 
ва (59.11) дан курамизки, скаляр функция хусусий х^осила- 
лари цандай алмаштириш цонунига буйсунса, ковариант 
вектор компонентлари х,ам шу алмаштириш цонунига буй- 
сунади. Шундай цилиб, скаляр функция хусусий х^осилала- 
рининг туплами ковариант вектор булиб, скаляр функция- 
нинг градиенти дейилади. Скаляр функция хусусий досила- 
лари шу функция градиентининг компонентларидир. Скаляр 
функция градиенти ковариант векторга бевосита мисолдир.

Контравариант вектор )?ам худди шунингдек таърифланади. 
Агар хх, х2, . . . ,хп координаталар системасида п та а 1, а2, 
. . .  ,ап мицдорлар берилган булиб, координаталарни (59.1) 
формула буйияа алмаштирганда бу мицдорлар а'1,а'2, 
а '3, . .  . ,а'п мицдорларга

« "  -  Ъ -а1 <59-12)
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формула буйича алмаштиралса, бу х;олда шу п та а 1, а 2, 
. . ап мицдор туплами контравариант вектор дейилади, 
мицдорларнинг у за эса унинг компонентлари деб аталади.
(59.3) ва (59.12) дан курамизки, координаталарнинг диффе- 
ренциаллари цандай алмаштирши цонунига буйсунса, кон- 
травариант векторнинг компонентлари %ам уша алмашти­
рши цонунига буйсунади. Координаталарнинг дифференциал- 
лари туплами контравариант вектор булади ва бир ну^тадан 
унга чексиз якин булган иккинчи ну^тага цараб силжишни 
ифодалайди. Координаталарнинг дифференциаллари чексиз ки- 
чик силжиш векторининг компонентларидир. Чексиз кичик 
силжиш вектори, яъни элементар силжиш вектори контрава­
риант векторга мисолдир. Мудими шундаки, координаталар­
нинг узи вектор компонентларини ташкил цилмайди, аммо 
координаталарнинг дифференциаллари вектор компонент­
ларидир.

Ковариант векторни контравариант вектордан фарк килиш 
учун индексларни ёзиб курсатиш усулига ди^кат цилинсин: 
ковариант вектор индекслари унг ёнининг иастига ёзилади 
(масалан, а^ Ь, ва з;оказо), контравариант вектор индекслари 
эса унг ёнининг тепасига ёзилади (масалан, а г, У  ва ^оказо).

Коордииаталарни тескари алмаштиришда вектор компонент- 
ларининг цандай алмаштирилишиии текшириб чи^айлик. Ко­
вариант вектор компонентларини тугри алмаштириш формуласи
(59.11) дан фойдаланиб, а\ ни а;- га алмаштириш формуласини 
чикариш мумкин. Буиинг учун уша формуланинг икки томо- 

дх'тнини га купайтириб, т =  I деб йигиштирайлик:

дхЛ дхЛ дх> 
дхЪ дхГг дх'‘ а'1 '

(59.5) ни назарга олсак:

булади, демак:

(59.13)

Бу формула ковариант вектор компонентларини тескари 
алмаштириш цонунини ифодалайди.

Контравариант вектор компонентларини тугри алмаштириш 
формуласи (59.12) дан ап ни а’ га алмаштириш формуласини
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чщариш мумкин. Бунинг учун уша формуланинг икки томо-
дхкнинй га купайтирайлик, сунгра т =  I деб йигиштирайлик:

дхк дхк дх' 1 ,■— - а 1 =  — г — г а7 
дхп дх" дх7

;ва яна (59.5) га мувофиц:

демак:

дхк ,1 •— : а =  о/а7, 
дх' 1 J ’

а* = * 4  (59.14)дх 1

булади. Бу формула контравариант вектор компонентлари- 
ни, тескара алмаштирши цонунини ифодалайди.

Ю^орида келтирилган вектор компонентларини алмаштириш 
формулалари (59.11) билан (59.12) дан, ёки (59.13) билан (59.14) 
дан равшанки, векторнинг алмаштирилувчп компонентлари 
орасидаги богланиш бпр жинсли ва чпзицли богланшидар. 
Шунинг учун, векторнинг компонентлари бирор системада нолга 
теиг булса, улар )(ар цандай бонща системада ^ам нолга тенг 
булади. Компонентлари. нолга тенг булган вектор ноль- 
вектор дейилади. Иккита ковариант вектор олайлик:

дх7a, =  —  а,,
1 дх' 1 7' 

г • дх/ ,
b . =  --------- Г Ь

1 дх' 1 7

Бу ердан:

а\ +  Ь\ =  +  Ы

г а « ? , - » *
яъни ковариант вектор йигиндиси ва айирмаси ковариант век­
тор ^осил цилади. Бирор /  скалярнинг ковариант векторга ку- 
пайтмасини олайлик:

1а, =  1а
1 дх' 1 7

демак, скалярнинг ковариант векторга купайтмаси ковариант 
вектор ^осил килади.

Худди шунингдек, контравариант векторлар йигиндиси ва 
айирмаси ^амда скалярнинг контравариант векторга купайтмаси 
контравариант вектор ^осил цилади.
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Контравариант ва ковариант векторларни бир-бирига кушиш 
ёки уларни бир-биридан айиришнинг маъноси йуц.

Декарт координаталарини алмаштириш, яъми ортогоиал ал- 
маштириш формулаларини эслайлик:

xt =  ayxj,
x¡ =  anx i-

Бу ердан:
dx\ — a-ijdXj, 
d x j — a¡jdx'¿.

Демак, узларининг дифференциаллари сингари, Декарт коор- 
динаталари ^ам вектор компонентлари булади.

Сунгги формулалардан:
dxi dx¡

dx¡ J dx¡ J

булади. Шундай цилиб, Декарт координаталари система- 
сида контравариант вектор билан ковариант вектор opa­
cada хеч цандай фарц йуц.

60. Т Е Н ЗО РЛ А Р

Тензор тушунчасини киритишда ковариант вектор ва кон­
травариант вектор компонентларини алмаштириш конунлари 
асос цилиб олинади. Координаталарни алмаштиришда, кова­
риант ва контравариант вектор компонентларининг алмашти­
риш формулалари маълум:

х'1 =  х ' \ х 1\  (60.1)

a'i — т~йа1, ( 60. 2)дхп
дх'=  (60.3)

Агар х 1, х2, . , . , х п координаталар системасида N та ин­
декс ли T¡mS. . ,uv мицдорлар берилган булиб, координата­
ларни (60.1) буйша алмаштириш натижасида бу мицдорлар 
янги N та индексли Т\^. . ,м мицдорларга ушбу:

Т  ^  üx;m dxs дхи dxv j ,  ..

цонунга мувофиц алмаштирилса, бу %олда шу TlmS. . ,uv миц­
дорлар туплами цамма индексларига нисбатан ковариант 
булган N-рангли (тартибли) тензор дейилади, мицдорлар- 
нинг узи эса шу тензорнинг компонентлари деб аталади.
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Ковариант тензорни ташкил цилган туплам мивдорларини 
дар бир индексга нисбатан алмаштириш ковариант вектор 
компонентларини алмаштиришга ухшайди. Масалан, икки мар­
та ковариант булган иккинчи рангли тензор учун

j,, _ дх1 дхт ~
у  ~  дх71 ~дх7j 1т

булади, ёки уч марта ковариант булган учинчи рангли тензор 
учун

гр, _  дх1 дхт dxs j ,
iJk ~  д Р  д Р  д Р  ms

булади. Ковариант векторга бириичи рангли ковариант тензор 
деб карашимиз мумкин.

Контравариант тензор дам шунингдек таърифланади: 
х 1, х2, . . . ,хп координаталар системасида N та индекс- 

ли Tlms• • 'uv мицдорлар берилган булиб, координаталар- 
ни (60.1) буйича алмаштириш натижасида бу мицдорлар 
янги N та индекс ли Т'Чк- • -рч мицдорларга

T 'ijk■ • •p q _дх дх * дх_ ох р дх 1 ■ ■uv « n  rrs
дх1 dxm dxs - ‘ ' dxu- dxv Kov.o)

цонунга мувофиц алмаштирилса, бу х;олда шу Tlms• • •uv 
мицдорлар туплами х;амма индексларига нисбатан контра­
вариант булган N рангли (тартибли) тензор дейилади, 
мицдорларнинг узи эса шу тензорнинг компонентлари деб 
аталади. Контравариант .тензорни ташкил цилган туплам миц- 
дорларини дар бир индексга нисбатан алмаштириш контрава­
риант вектор компонентларини алмаштиришга ухшайди. Кон­
травариант векторни биринчи рангли контравариант тензор деб 
тушунишимиз мумкин. Яна содда мисоллар сифатида икки 
марта контравариант булган иккинчи рангли тензор ёки турт 
марта контравариант булган туртинчи рангли тензор олиш 
мумкин:

T '  i j __ <)х д х  J rp lm
дх1 дхт

T ’ijkt __ дх дх i  dx 'k dxrt n^imsw  
дх1 дх"1 dxs дхw.

Энди аралаш тензор тушунчасини киритамиз.
Пастки индексларининг сони Л/ь устки индексларининг 

сони N¡¡ %амма индекс ларининг сони эса Ñ .= Nx +  N2 га тенг 
булган мицдорлар х1, л 2 , . . . , х а координаталар системасида 
TImS. . ' 'uv булсин ва х ’\  х'2, . . . , х 'п координаталар систе­
масида эса T'ijk. . :  ■ -Pi булсин. Координаталар (60.1) га acocan
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алмаштирилганда бу мицдорлар ушбу цонунга мувофиц алмаш- 
тирилсин:

'Г' . . .пп Ох1 дхт dxs дх'Р дх'ч _
ijk- • ■ ~  дх' 1 дх'’  дхгк ' ’ ' дхи dxv lms' 1 ’ ' (6 0 .6 )■0

f l  ly алмаштириш цонунига буйсунган мицдорлар туп ли ми 
Ыг индексларга нисбатан ковариант ва N2 индексларга нис- 
батан контравариант булган N-рангли аралаш тензор дейа- 
лади, мицдорларнинг узи эса шу тензорнинг компонентлари 
дейилади. Демак, аралаш тензор ташкил цилган туплам миц- 
дорлари A'j индексларининг дар бирига нисбатан алмаштирил­
ганда ковариант вектор комионентларини алмаштириш цонунига 
буйсунади. Na индексларининг дар бирига нисбатан алмашти­
рилганда эса контравариант вектор комионентларини алмашти­
риш цонунига буйсунади.

Аралаш тензорларга бир иеча мисол курсатишдан олдин, 
даставвал, пастки ва устки индексларнинг бирин-кетин ёзили- 
шидаги нисбий тартибни яццол тасвирлаш мацсадида мос ин- 
декслардан буш булган жойларни цора нуцталар (.) билан 
белгилаб курсатишга келишайлик.

Биринчи индексига нисбатан ковариант ва иккинчи иидек- 
сига нисбатан контравариант булган иккинчи рангли аралаш 
тензор учун:

j-'-i — ЁЕ[ —  тг-я» (60 7)
1 t- дх' 1 дхт 1 1- 1

булади. Биринчи индексига нисбатан контравариант ва иккин­
чи индексига нисбатан ковариант булган иккинчи рангли ара­
лаш тензор учун:

дх'1 дхт , гпг, очТ и =  —у — ? Т (60.8)•/ дх1 дх'1 ■m
булади.

Биринчи ва учиичи иидексларига нисбатан контравариант, 
цолган иидексларига нисбатан ковариант булган бешинчи ранг­
ли аралаш тензор учун:

rp' i.k.. дх'1 дхЧ dx'k dxs дх{ ^р.т..
.j.lm -  ~^р ^ 7 j  (̂ ,m  .q.st

булади.
Тензор ранги N шу тензор индексларининг умумий сон-ига 

тенгдир. Тензор компонентларининг умумий сони п улчовли 
фазода nN та булади.

Хуллас, индексларининг дар бирига нисбатан вектор ком- 
понентларини алмаштириш цонунига мувофиц алмаштирилувчи 
мицдорлар туплами тензор досил цилади. Пастки индекслар 
ковариант индекслар ва устки индекслар контравариант

24 М айдон пазарияси
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индек слар  д е б  %ам юратилади. Ковариант индексларва контра- 
вариант индекслар турли типдаги индекслардир.

Тензор ранги унинг индекслари сонига тенг. Лекин индекс- 
ларнинг ковариант ёки контравариант булишига ^араб, тензор 
тузилиши турлича булиши мумкин: ковариант тензор, контра­
вариант тензор, аралаш тензор.

Ортогонал алмаштиришлар умумий алмаштиришларнинг х у -  
сусий долидир. Илгари биз куриб чищан оддий тензорлар ор­
тогонал аффин тензорлар дейилиб, умумий тензорларнинг ху- 
сусий доли дисобланади.

Кронекер символининг таърифига биноан координаталар- 
нинг дар цандай системасида дам:

Ц -  ( ! , агар 1 = 3  (60.9)
I 0 агар г +  у

булади. Симметриялик хусусиятига эга бу символнйнг индекс- 
ларидан ^айсиси биринчи ва цайсиси иккинчи булиши адамиятга 
эга эмас, шу сабабли, Ц ни 8  ̂ ва о-/ шаклларда дам ёзиш мум­
кин.

Аслида Кронекер символи иккинчи рангли аралаш тензор- 
дир. Ха^и^атан, Ц тензор булса, у вацтда 8] ни Ь{\ шаклда 
олиш мумкинлигини назарда тутиб, (60.8) га мувофи^, тубан- 
дагини ёзишимиз мумкин:

87 =  8Т*-. =  —  Ьи -  дх'1 дхШ. Ъ1 •
>■ дх1 дх'1 ~т  дх1 дх'у т

Энди (60.9) га мувофи^, 8^ нинг ифодасини сунгги форму- 
ладаги урнига куяйлик:

_дхп дх1
’ дх1 дх,у

Бу формуланинг унг томонидаги тугри ва тескари алмашти- 
риш коэффициентлари орасидаги богланиш ифодаси эса, (58.18) 
га мувофи^, Ц булади. Шундай килиб:

87 =  о‘.1 11
яъни (60.9) да ифодаланган тензор компонентлари дар кандай 
система учун дам бир хилдир. К рон ек ер  символа  8( на бар-  
лик аралаш  т ен зор  д е с а к  х,ам булади .

61. ТЕНЗОРЛАР АЛГЕБРАСИ

Тензорлар билан бажариладиган амаллардан энг оддийси 
тензор индексларидан иккитасининг урнини алмаштиришдир. 
Уринлари алмашинувчи цндексларнинг иккаласи дам ковариант
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ёки иккаласи дам контравариант, ёхуд бири ковариант ва ик- 
кинчиси контравариант булиши мумкин. Масалаи, иккинчи 
рангли apq, аРЧ, a-¡j тензорларни олайлик. Индекслпрнипг урин- 
ларини алмаштириш натижасида досил булга и мицдорларни 
b q p ,  b w ,  Ь р -  оркали белгилайлик:

a p q  ~  Ьq p  (61 .1)
О.РЧ =  ЬЧР (61.2)
а р .  ~ b ' q -  (61.3)

Тензор таърифидан фойдаланиб, бундай ёзишимиз мумкин:
, ,  _ , _дхр dxq _  дхР дхЧ , _  дх4 дхр , ,„1

У дх'^ д х pq d x 't дх'1 qp д х д х ' 1 <№’

и'Ji _. a ’i j  _  д_Е1 д̂_!_ apq hqp — dx'J ‘ frqp (610 дхР дхч дхРдхЧ 0 дхЧдхР '
и ■ i ' i dxp dx'i • q _  dxP dx'i , . p dx'> dxP , . p
b  i  .  —  a i ,  —  d x . j d x q  a p  ■ —  d x / l  d x ¡ ¡  b q  . —  d x f ¡  ó x , ¡  b q  ■ (61.6)

Демак, (61.4) билан  (61.5) га  a co can , т ен зорнин г иккита ко-  
вариант  ёки  иккита контравариант  индек сларинин г уринла-  
р и  алмашинса , н а т и ж ада  уш а  ран гли  ва уш а  тузилишдаги. 
т ен з о р  х<осил булади .  Аммо (61.6) дан курамизки, тензордаги 
ковариант ва контравариант индекс уринлари алмаштирилса, 
натижада унинг тензорлик характери бузилади, чунки кова­
риант ва контравариант индекслар турли алмаштириш конунла- 
рига буйсунади. Илгаридан биламизки, тензорлик характерига 
эга ифодаларда йигиштириш индекси албатта бир марта кова­
риант, иккинчи марта эса контравариант булиб учрайди.Маса- 
лан, (61.4) да ёки (61.5) да йигиштириш индекслари q билан 
р  нинг дар бири дам ковариант, дам контравариант булиб учрай­
ди. (61.6) да эса бундай эмас: йигиштириш индекси q фа^ат 
ковариант булиб икки марта такрорланади, йигиштириш индекси 
р  эса факат контравариант булиб, у дам икки марта такрор­
ланади. Шундай килиб, (61.3) да ифодаланган тенглик тензор­
лик характерига эга эмас.

Агар тензор узининг ковариант индексларига нисбатан ко- 
ординаталарнинг бирор системасида снмметриклик ёки анти- 
симметриклик хусусиятига эга булса, бошца дар ^андай сис- 
темада дам унинг бу хусусияти сацланади, яъни т ензорнин г  
ковариант  ин д ек сл ари га  ни сбат ан  симметрияси  ёки  анти- 
сим м ет рияси  инвариант х у су си ят дир .  Масалан, х1, х2, . . .  ,хп 
координаталар системасида тензор биринчи ва учинчи ковариант 
индексларига нисбатан симметрик булсин:

T ijk  — t k j i .

24*
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Шуни назарда тутсак, тензорнинг таърифига мувофищ:
т' __ дх1 dxJ дхк гр _  дх1 дх) дхк гр
У lms — ^ д х ^ д х ^  Vk — Т  l k j i  =

_ дхк дх’ дх1 т _ т'
~  дх71 дТ™ дхП, ki'1 ~  sml

булади. Худди шумингдек, агар:
Тцк ~ T,ik

экан
Tims =  — Тmis

булади. Шу айтилганлар тензорнинг контравариант индексла- 
рига нисбатан дам тугридир.

Аралаш тензор узининг ковариант ёки фа^ат контравариант 
индексларига нисбатан симметрик ёхуд антисимметрик були- 
ши мумкин. Лекин турли типдаги индексларига нисбатан, яъни 
бири ковариант булган ва иккинчиси контравариант булган ин­
дексларига нисбатан, аралаш тензорнинг симметрияси ёки анти- 
симметрияси йнвариантлик хусусиятига эга эмас. Масалан, бирор 
системада учинчи рангли аралаш T'jk тензор биринчи контрава­
риант индекси билан иккинчи ковариант индексига нисбатан 
симметриклик хусусиятига эга булсин:

Т% =  Чь  (61.7)
Учинчи рангли аралаш тензор таърифига мувофищ:. 

r-r 'i-- дх'1 дхi  дхк rpi-■
1 -ms — дх1 dx'm 1 Jk (61.8)

булади. (61.7) да ифодаланган шартдан фойдалансак, у  ва^тда 
T 'i■■ __дх^дх/ дхк ■
■I .ms — 37Т  577m. 37777 * .ik

булади. Сунгги ифода тензорлик хусусиятига эга эмас. Демак, 
аралаш  т ен зорнин г т урли  т ипдаги  ин д ек сл ари га  ни сбатан  
сим м ет риклиги  ёки  антисимм етриклиги  %ацида с у з  булиши  
мумкин эмас.

Аммо ковариант ва контравариант индексларнинг турган 
ж ойл а ри га  нисбатан аралаш тензор бирор системада симмет­
рик ёки антисимметрик булса, у дар ^андай бонща системада ' 
дам шу хоссага эга булади. Масалан, бирор системада учинчи 
рангли аралаш 7 r fe тензор узининг биринчи контравариант ва 
учинчи ковариант индексларининг турган жойларига нисбатан 
симметрик булсин:

7% Ч
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Буни назарда тутиб, (61.8) га биноан, бундай ёзамиз:
гр'1.. _  дх ’ 1 дх’  дхк гр1 . .  _ дх' 1 дх) дхк _

'тз дх1 дх'т  д х ’ дх‘ дх'т  дх'* '
__ дхк дх' дх' 1 Т „ I _  I 
~  дх' 3 дх'т  дх1 ^

Бир хил рангли ва бир хил тузилишдаги тензорларии цу- 
шиш ёки айириш мумкин. Масалан, бир марта контра вариант 
ва уч марта ковариант булган туртинчи рангли иккита тензор 
берилган булсин.

* 4 . . .  _дх 1 дхп дхр дхЧ л т ...  г ) ’1- - -  &х' 1 дхп дхР дх(> п т . .
■ т  ~  Шп дх’’  дх'к ИТ1 ■ прч' -}ы ~  дх™ дТТ дх’к дх^ ' прч ”

Бу ифодаларнинг мое томонларини узаро ^ушиш ёки айириш 
мумкин:

, 4 . . .  , р Ч . . .  дхп дхп дхр дх1  г л т . . .  , п т . . . .  
л  .¡Ы ±  о  .¡Ы —  х̂т  ¿¡х>/ $х 'к дх ' 1  ■ прц ±  О . прч)

яъни бир  хил ра н г  ва бир хил т узилиш да ги  т ен зорл ар  йи- 
ги н ди си  ёки  айирмаси уш а  р а н гл и  ва уш а  т узил иш да ги  т ен ­
з о р  %осил цилади.

Скалярнинг а н щ  ран гл и  ва т узил и ш да ги  т ен зор га  к у -  
пайтмаси  х;ам шу ран гли  ва ш у т узилиш да ги  т ен зор  %осил 
цилади :

*ч... дх' 1 дхп дхр дх<! Ат  . . .
-т  ~  д.х™ д Т Г д х '*  Ж 7* ?  • прк-

Учинчи бобда оддий тензорларни симметриялаш ва альтер- 
нациялаш ^а^ида айтилганларни бу ерда ^ам такрорлаб ути- 
шимиз мумкин. Лекин тензорнинг симметриклиги ва антисим- 
метриклиги унинг фа^ат ковариант ёки фацат контраварнант 
индексларига нисбатан юз бериши мумкинлиги бизга маълум. 
Демак, т ен зорни  сим м ет риялаш  ёк и  ал ьт ернациялаш  амали  
б у  т ен зорнин г ё  ковариант, ёк и  контравариант  ин д ек сл а -  
ри га гин а  ни сбат ан , яъни  бир  т ипдаги  ин д ек сл ари га гин а  
ни сбат ан баж арилиш и  мумкин.

Энди иккинчи ва учинчи рангли иккита тензорни олайлик:
гр'.] _дхр дх’> ч

~ дх Г̂ дхЧ 1Р"
Т’М ■ _дх'к дх ' 1 дх< -р«.

■ 'т  ~  ~дхГ ~дхг  дх™ -л

Бу ифодаларнинг мое томонларини купайтирайлик: 
гг'.^ггл'Ы. дхР дх'’ дх’к дх'1 дх1 ^  ■ д ^  г .̂
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Агар:
'Г* * <7 грГ 8. __  гр . <7 Т
*  р  .  I  • •< =  1  р . . .  *

деб белгиласак, у ва^тда:
„ ' . у * / .  _ ^  Лс'; дх'к д'-'1

I .. .т  "Ж? дхг "
I. <? Г  .У. (61.9)

булади, яъни  иккинчи р а н гл и  ва учинчи р а н гл и  т ен зорл ар  
купайтм аси  б еш и н щ  рангли. нат иж авий  т ен зор  х,осил ци- 
лади , нат иж авий  т ен зор да  к упайт ирилувчи  т ен зорлар  ин- 
д ек сл аринин г ни сбий  ж ойланиш  т артиблари  билан типлари  
у з гарм айда . Умуман т ен зорл ар  к упайт м аси  к упайт ирил ув ­
чи т ен зорларнин г р ан гл ари  йи гин ди си га  т ен г р ан гл и  т ен зор  
%осил цилади ва %ар бир ин д ек с  у зи н и н г  ни сбий  ж ой и  билан  
типини са ц л а б  цолади .

Тензорни иккита ин д ек си  буйича  йириштиришда бир  ин ­
д е к с  ковариант  б ул са , иккинчиси контравариант  булиши л о ­
зам. (61.9) да ифодаланган бешинчи рангли тензорни I ва у, 
г ва к, г ва I, т  ва у , т ва &, т ва I индекслар буйича йи- 
гиштирса булади. Масалан, шу тензорни ковариант г индекс 
ва контравариант & индекс буйича йигиштирайлик (демак, 1 = к 
деб ^исоблаймиз).

келиб чикади. Бешинчи рангли тензорни бир марта йигишти- 
риб, учинчи рангли тензор ^осил ^илинди:

Бу тензорни ^ам контравариант у  индекс ва ковариант т  ин- - 
деке буйича йигиштирайлик (демак, у  =  т  деб >$исоблаймиз):

гр’ ■ ¡и ■ _дхр д х д х ' 1 дхп дх* • дТ5.
1 ■ ■ ■ ш ~  дх7] Ш  ИхГ й Р " дх'т

Аммо (59.5) га биноан:
дхр дх'1 _

=  °г
булади. Демак:

>г дх-я дх* дх'т  1 р ■■■* —
д х д х ' 1 дх* гр. чрэ . 
дх1 дх5 дх’т  Р ■ ■ л

. т
дх’’ дх'1 дх( 
дх1/ дхв дх'т

грЧи _  дх ’> А-'1 
•• 1 ~дх(1 ил- ил •
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Яна уша (59.5) га мувофищ:
дх'1 дх* _^
~Ш дх'-'' ~ 0/1

булади, демак;

келиб чи^ади. Бинобарин, учинчи рангли тензор бир марта 
йигиштирилса ёки бешинчи рангли тензор икки марта йигиш- 
тирилса, натижада бнринчн рангли тензор досил булади. Хул- 
лас: %ар бир  йириштиришда т ен зорнин г р а н ги  иккитага  
кам аяди .  Хар капдай тензорни кетма-кет йигиштириш нати- 
жасида, бу тензор рангининг жуфтлиги ёки тсщлигига цараб, 
■ё скаляр ёки вектор досил булади.

Агар тензор иккаласи дам ковариант ёки контравариант 
булган индекслар буйича йигиштирилса, тензор тушунчасининг 
таърифидан аёнки чивдан натижа тензорлик характерига эга 
булмайди. Тензорни бири ковариант ва иккинчиси контравари­
ант булган индекслар буйичагина йнгиштириш натижаси тен­
зор досил ^илади.

Кушиш, айириш, купайтириш, йигиштириш каби амаллар- 
нинг бажарилиши натижасида тензорлардан тензорлар досил 
булишини куриб чиадик. Энди тензорлар дацидаги асосий тео­
рема билан танишайлик. Бу теоремани умумий шаклда шун- 
дай ифодалаш мумкин: т ен зорл и ги  номаълум були б , л екин  
ихтиёрий т ен зор га  к упайт ирганда  т ен зор  хсо сил  цилувяи  
мицдорлар т уплам и т ен зор  булади .

Бу ерда хусусий бир дол билангина чекланмо^чимиз. Ма- 
салан, тензорлиги номаълум булган турт индексли микдорлар 
туплами бир системада Х- Т̂-3 ва бош^а системада Х'{к\ булсин.

Биринчи индексига нисбатан ковариант ва иккинчи индек- 
сига нисбатан контравариант булган иккинчи рангли ихтиёрий 
тензор Т-/ ни олиб, тубандагича ифода тузайлик:

Бу формуланинг унг томонида турган Ачр биринчи индексига 
нисбатан ковариант ва иккинчи индексига нисбатан контра­
вариант булган иккинчи рангли тензор булса, у ва^тда Х^т-8 
мивдорлар туплами биринчи индекс билан туртинчи индексга 
нисбатан ковариант ва иккинчи индекс билан учинчи индексга 
нисбатан контравариант булган туртинчи рангли тензордир. 
Ха^и^атан, координаталарнинг дар кандай системаси учун бун- 
дай ёзишимиз мумкин:

(61.10)

(61.11)
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Тензор таърифига мувофнк:
, ' . i _________
*■ дх'к дх3

ва
л'.i  _  дхР_дх 

Л  '• “  дх'1 дхЧ ЛР-

У вацтда (61.11) шундай ёзилади:
y '.jk . дхг дх'1 rp . s __ дхр дх'1 q 

1~ • 1 дх'к dxs г ' дх'1 дх‘1 р '

ёки А'р ифодасини (61.10) дан олиб куйсак:
y'.jk. дх^_дх^_ т . s дхР_ д_х̂ _ q г

‘ ■■l d x k dxs т ' дх'1 úx4 a p - - s J  ■
S

булади. Хамма дадларни тенгликнинг бир томонига утказиб, 
умумий купайтувчи T'r s ни кавслар танщарнсига чикарамиз:

( *
' ,jk. дхг дх'1 дхр дх’’  у-чг. S'p-s _п
1 “ 1 дх'к dxs дх'1 дхЧ p"s ' г '

Шартнмизга кура Т у s нхтиёрий тензордир, демак, кавслар 
нчидаги ифода нолга тенг булади:

y ’ .jk. дхг дх' 1 дхр дх') y.qr.
1-Л дх'к ~дх  ̂ — ~dtf p s  ’

дх'm дх^Бу тенгликнинг икки томонини га купайтирайлик,
сунгра эса и  =  г  ва а= s  деб дисоблаб йигиштирайлик:

y ' . j k .  дхг дх'1 dx'm dxs дхр дх’’  дх'т  dxs у .
,  и  т  777" "—  7Т  ” 4  7, п у  7ГТТ7Й" *

qr .
'l " id x 'k dxs дхг дх'п дх'1 дхЧ дхг дх'п P- *s

Аммо (59.6) га мувофик:
дхг дх’т  __ 

дх'к дхг -  к
ва

булади. У ва^тда:

демак:

дх'1 dxs _ g;
dxs дх'п «

X ' ; . j k  g т  g I =  X ’ . j m .  
I. . I k п 1..П

'.jm. дхР dx’’ dx'm dxs Y nr.
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келиб чикади. Бу формула биринчи билан туртиичи ипдекслар- 
га нисбатан ковариант ва иккинчи билан учинчи ппдексларга 
нисбатан контравариант булган туртиичи рапглп тепзорни 
ифодалайди. Шундай килиб исбот кнлиниши лозим булган иа- 
тижа топилди.

Инвариант билан векторнииг нолинчи ва биринчи рапгли 
тензорлиги назарда тутилса, тензорлар ^акидаги асосии тео- 
ремани шундай ифодалаш мумкин: т ен зорлй ги  номаълум б у -  
либ, ихтиёрий т ен зор га  к упайт ирганда  инвариант ёк и  вен- 
тор х,осил цилувчи м ицдорлар туплами т ен зор  б ул а ди .

Текширишларда учраб турувчи микдорларнинг тензорлик 
характерини аниклашда бу теорема р о я т  му^имдир.

62. МЕТРИК ТЕНЗОР

Оддий уч улчовли фазо текширилганда Декарт координа- 
талари ёки эгри чизикли координаталар билан иш курилади. 
Фазода бирор чизик текшириладиган булса, ундаги нуктаиинг 
вазияти учта Декарт координатаси ёки мое олинган эгри чизикли 
битта координата билан аннкланади. Сирт берилган булса, бу 
вазифани ^ам учта Декарт координатаси ёки эгри чизикли 
иккита координата бажаради. Эгри чизикли координаталар 
оркали ифодаланувчи чизик ва сиртни Декарт координаталари 
оркали ифодаланувчи уч улчовли фазога ботирилган бир ул ­
човли фазо ва икки улчовли фазо деб караш мумкин. Худди 
шунингдек х1, х2, . . . ,  хп эгри чизикли координаталар восита- 
сида ифодаланувчи п улчовли фазони хъ  х2, . . . ,  хл/ Декарт 
координаталари оркали ифодаланувчи N улчовли фазога боти­
рилган деб карашимиз мумкин (А/1 > п).

Фазонинг бир-бирига чексиз якин булган икки нуктаси ора- 
сидаги масофанинг квадрата Декарт координаталари восита- 
сида

¿ я 2 — с1х1(1х1 +  йх2с1х2 +• . . .  +  с1хмйхьг
ёки кискача:

= с1ха(1ха (62.1)
булади, бу ерда:

а  —\, 2, 3 , . . . ,  /V.

Бир-бирига чексиз якин икки нукта орасидаги масофа 
квадрата координаталар танланишига борлик эмас, яъни у  
инвариантдир. Цекарт координат аларида  бир -бири га  ч ек си з  
яцин  икки нуктаси ора си да ги  масофа квадрати  (62.1) г а м у - 
вофиц аницланувчи фазо Эвклид фазоси. д е б  ат ал ган  эди .
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(62.1) формула N улчовли  Эвклид ф азо си да  масофа даффе- 
р енциалинин г  квадратини ифодалайди .

и улчовли фазо нуктасининг эгри чизи^ли координаталари 
х 1, х 2, х 8, . . . ,  хп булсин. Ну^танинг Декарт координаталари 
эгри чизикли координаталарнинг функциялари булсин:

х% — х г (х1, X2, . . . ,  Хп)
х 2 = х2 (х\ X2, . . . ,  хп)

X  V  =  X  V  (х\ X 2, .  .  .  ,  X я)

ёки кис^ача ёзнлса, бундай булади:
■ха = -ха (х1), (62.2)

бу ерда:
а  — 1, 2, . . . ,  N ва 1 = 1, 2, . . . ,  п.

(62.2) дан дифференциал олайлик:

Ах а =  §  ах 1
ёки А у

<1ха =  7 = 1 , 2 , . . . ,  п.

У вактда (62.1) га мувофик бундай ёзамиз:

=  йха йха =  йхЧх]. (62.3)

Энди координаталар дифференциалларининг (1хЫх] купайт- 
маси олдидаги коэффициентни g ¿/■ оркали

е и - Ш  <62-4>
белгилаб, бундай ёзишимиз мумкин:

— g i j dx idxJ . (62.5)

Бир-бирига  ч ек са з  яцин  б ул ган  икки н,у\таси ор а си да ги  
масофа квадрати  (62.5) форм улага  мувофац, аницланувчи  
ф азо Риман ф а зо си  д ейилади .  Риман фазосида, демак, ма­
софа дифференциалининг квадрати координаталар диффереи- 
циалларига нисбатан бир жинсли, иккинчи даражали функция- 
дир, яъни бир жинсли квадратик функциядир.

Одатда, координаталар % ацщ ш  сонлардан иборат булиб,
(62.5) нинг унг томони мусбат микдордир, яъни масофа Диф- 
ференциали ^акикийдир. Фазо координаталари комплекс сон- 
лар булиши ^ам мумкин (масалан нисбийлик назариясида). У
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в а ^ т д а  масофа дифференциалы., яъни  элементар пастор у з у н -  
ли ги  %ациций , мав^ум ёки  ноль б улиш и му'мкин. Пундай 
х у с у си ят га  э га  фазо баъзан  Риман п с ев д оф а зо си  д е б  ат ала- 
ди . У зунлиги  нол га  тенг б ул ган  в ект ор и зот роп  вект ор  де- 
йилади .  Масалан, ёруглик таркалишининг вакт-фазовип хусу- 
сиятларини изотроп чизи^лар воситасида ифодалаш мумкпп.

Координаталар дифференциалларининг биринчи рангли 
контравариант тензор досил килиши бизга маълум. (62.5) фор- 
мулада й^2 инвариант булиб, йх1 (1х> эса иккинчи рангли контра­
вариант тензордир. Демак, тензорлар дацидаги асосий теоре­
ма га мувофик, ¿•г-,-микдорлар туплами иккинчи рангли ковариант 
тензордир.

(62.5) формулада йигиштириш индексларининг уринлари ал- 
маштирилса ва координаталар дифференциалларининг уринла­
ри алмаштирилса:

£/л’2 = g ij  йх1 (1x1 =  g iJ йх] йх1 =  g j  ̂йх ‘ (1x1

ва координаталарнинг дифференциаллари ихтиёрий булганли- 
г,и учун:

ё1у =■ 5 >  (62.6)

Бу натижага (62.5) даги g^j тензорни симметрик ва антисим- 
метрик тензорларга ажратиш оркали дам келиш мумкин. Анти- 
симметрик тензорнинг симметрик йх1с1х-> тензор билан купайт- 
маси ноль досил килиши бизга маълум. Шундай килиб, (62.5) 
да g l j  тензорни симметрик тензор деб дисоблашга даклимиз.

Юкоридаги (62.4) дан дам бу натижа яц^ол куриниб ту- 
рибди. (62.5) га  мувофиц, к оординат аларнин г дифф еренциал-  
лари  орцали  масофа дифференциалининг квадратини аниц -  
ловчи симметрик g ¡J  т ен зор  ковариант  метрик т ен зор  ёк и  
ковариант  фундаментал т ен зор  д е б  юритилади.

Иккинчи рангли тензор компонентларининг умумий сони 
п2 га тенг. Иккала индекси дам бир хил булган компонент­
ларининг сони п  га тенгдир. Иккала индекси дар хил булган 
компонентларининг сони п2 — п булади. g i J■ тензорнинг сим- 
метрикл иги туфайли, унинг- шу п2 — п  та компонентларидан^2_ 72
факат —д—  тасигина узаро богланмагандир. Ш ундай цилиб,
ковариант  метрик g iJ■ т ен зорнин г  у з а р о  богланм аган  ком ­
пон ент ларинин г умумий сони

, п2 — п п2 + п п(п + 1) п + =  — _ _

булади.
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Ковариант метрик тензор компонентларндан тузилган 
детерминантам g  оркали белгилайлик:

(62.7)

ё а • • £>1п

ё  =  \ ё 1 / \ ~
ё* 1 §22 п

ё т ё т • • * £пп

Энди тубандаги шартга буйсунган иккинчи рангли контра- 
вариант g Jk тензор олайлик:

(62.8)
Шу шартга б уй с ун га н  g l j  ва g J'k т ен зорл арнин г %ар бири  
иккинчи си га  ни сбат ан т ескари  т ен зор  д ейилади .  Бу ерда 
g i j  тензор узининг тескариси булган g ík тензорга унг томон- 
дан купайтирилган. У узининг тескарисига чап томондан ку- 
пайтирилганда дам натижа узгармайди (51-параграфга карал- 
син):

, (62-9) 
Крамер формуласига биноан бундай ёзишимиз мумкин:

^ ¡ Й п = Л# ’ (62Л0)
бу ерда:

%  = (~
ва (62.7) даги детерминант элементи g kj нинг минори, 
уша ёь.} элементнинг алгебраик тулдирувчиси. g  детерминант 
пол га тенг булмаслиги керак, акс долда тескари тензор да^и- 
да гапиришнинг маъноси колмайди.

(62.8) га биноан:
\Sij\- \ё*\ =  |§?1

ё.ки
1 ^ 7 1 - 1 ^ 1  = 1. (62.11) 

\gij\ детерминант элементлари симметрикдир, демак, те- 
гишли алгебраик тулдирувчилар дам симметрик булади:

А ^ - Л Лг (62.12)
У вактда (12.10) дан:

?]к _  Кк) (62.13)
келиб чи^ади. Ковариант метрик т ен зор  g i j  га т ескари  б у л ­
ган симметрик g }'k т ен зор  контравариант  метрик т ен зор  
дейилади .  (62.11) га мувофик ковариант ва контравариант мет­
рик тензорлар.детерминантларининг купайтмаси бирга тенгдир.
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¿г11 ё '12 . . . сгШ£>

^ ! =
<г21 ё™ . . ё 2п

ё™ • * . § ПП

Контравариант метрик тензор компонентларидап детерми­
нант тузайлик:

(02.14)

Крамер формуласидан фойдаланиб, ковариант метрик тен­
зор комионентларини контравариант метрик тензор компонент- 
лари оркали ифодаласак булади:

=  (62Л5) 
бу ерда детерминант \ё] к \ элементи g Jk нинг алгебраик тул- 
дирувчиси В’к оркали белгиланади.

(62.5) ф орм улада  Раман ф азо си нин г  м ет рикаси  ифода-  
лан ган  д е б  %ам айтишади. Ф а зо  м ет рикаса  б у  масофанинг  
к о ор динат ал ар га  бо гланиш  х аракт ери ст ака са дар . Ковариант 
шаклда ёки контравариант шаклда берилган метрик тензор 
фазо метрикасини аниклайди. Метрик т ен зора  б ерил ган  ф азо  
метрик ф азо д ейилада .

Раманнинг п  улчовли  ф а зо са  Эвклиднинг N ул ч овл и  фа­
з о си г а  бот ирилган  фазо д е б  царалиш а мумкин. Хакикатан, 
N билан я  орасидаги борланишни топайлик. Эвклид фазоси 
нуктаси хъ  х2, . . . ,  хы Декарт координаталари билан аник- 
ланади. Риман фазоси нуктаси эса х1, х2, . . хп эгри чизик- 
ли координаталар билан аникланади. Берилган п  та эгри 
чизи^ли координаталар билан номаълум N та Декарт коорди­
наталари ковариант метрик тензор оркали (62.4) даги тенгла- 
малар билан барланган. Бу теигламаларнинг сони ковариант 
метрик тензор компонентларининг умумий сонига тенг була­
ди, яъни — га тенгдир. Б у  тенгламалардан номаълум

Декарт координаталарини аниклаш учун N =  пМ Л Л  д еб оли-
шимиз керак. Ш ундай цилиб, Риманнинг п  улчовли  ф а зо си
Э вклиднинг " ■ *■ улчовли ф а зо си га  бот ирил ган  д е б  х1и соб -
ланада .  Масалан, Риманнинг икки улчовли фазоси (кисман, 
оддий сферик сирт) Эвклиднинг оддий уч улчовли фазосига 
ботирилган фазодир.

Декарт координаталари системасида ковариантлик ва контра-' 
вариантлик орасида фарк колмаслиги (59-параграф) бизга маъ- 
лум. (62.1), (62,5) дан бундай система учун куйидагини ёзамиз:

¿>7/ = 3//, (62.16)
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бу ерда o¿j —Кронекер символи. У ва^тда, (62.8) га мувофи^:
(X ГГХ 8̂

ёки, барибир:
g li = h j  (62.1.7)

булади. Ш ундай  цилиб, Д екарт си ст ем аси да  метрик т ен ­
зорнин г  бир  хил ин дек сли  ком пон ент лари  бир га  т енг, x¡ap 
хил и н д ек сл и  ком пон ент лари  э с а  н ол га  т енгдир .

63. ТЕНЗОР ИНДЕКСЛАРИНИ КУТАРИШ ВА ТУШИРИШ

Тензор индексларининг сони шу тензорнинг рангини ашщ- 
лайди. Тензор индексларининг кайсилари ковариант ва кайси- 
лари контравариант булишига цараб, тензорнинг тузилиши 
аникланади. Лекин берилган тензорнинг рангини узгартмасдан, 
метрик тензор ёрдамида уни турлича гфодалаш мумкин.

Метрик тензор компонентларини алмаштириш формулала- 
рини ёзайлик:

дхр дхч 1V
S¡j =  ñx'i dx'f (63.1)

dx'f д х ’ }  „п S tJ==^ P d ^ S pq. (63.2)

g i j ,  g jk тензорлар билан Кронекер символи 8* нинг богла- 
нищи бизга маълум:

g i j  g Jk =  Ц (63.3)
ёки

g  J g j i  =- (63-4>
Контравариант g lí тензор билан ковариант aj¡ вектор ку- 

пайтмаси g ijak ни У =  ^ Деб дисоблаб, йириштириш натижаси- 
да досил булган контравариант вектории а 1 ор^али белгилай- 
лик:

a ¡ — g i j  dj. (63.5)
Ковариант g i m тензор билан контравариант ап вектор ку- 

пайтмаси g i man ни, т = ti деб хисоблаб, йириштириш натижа- 
сида досил булган ковариант векторни орцали белгилайлик:

о/ == g  1т ат- (63.6)
Сунгги икки ифода бир-бирига эквивалентдир, яъни уларнинг 
биоидан иккинчисини келтириб чикариш мумкин. Хакицатан,
(63.5) нинг икки томонини gki га куиайтирайлик, сунгра I. =  i  
деб дисоблаб, йигиштирсак, (63.3) га биноан:

g k i^  =  gk i g iJaj =  4 aJ
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ёки
ak ~ Ski а ‘

булади.
Энди (63.6) нинг икки томонини g iJ га купайтирайлпк, с у т ­

ра j  — I деб дисоблаб, йигиштирсак, (63.4) га бииоап:
g aa¡ = g llg lm а т = 81т ат = а 1

ёки
а 1 = g ila¡

булади.
Биз а 1 мицдорларни контравариант вектор компонентлари, 

а,; мивдорларни эса коварнант вектор компонентлари деб кел- 
ган эдик. Лекин дозиргина (63.5) ва (63.6) формулаларнинг 
эквивалентлиги да^ида айтнлганлардан а1 ва a¡ м ицдорлар бир  
в ект орнин г т урлича олинган  ком пон ент лари д е б  царалиши  
мумкинлигини курдик :  векторнинг контравариант компонент­
лари а 1 булса, уша векторнинг ковариант компонентлари a t 
булади.

(63.5) га биноан, контрвариант метрик тензор воситасида 
векторнинг ковариант компонентларидан унинг контравариант 
компонентларини досил цилиш мумкин, яъни контравариант  
метрик т ен зор  во сит аси да  вектор ком пон ент ларинин г к о ­
вариант  ин д ек сини  к ут ари б , контравариант  ин д ек с  х осил  
цилинади .  (63.6) га  мувофиц, ковариант  метрик т ен зор  в о ­
сит а си да  вектор ком понентларининг контравариант  и н д ек ­
сини  тушириб, ковариант и н д ек с  ц о си л  цилинади.

(63.5) ва (63.6) да метрик т ен зор  ин д ек сл ари дан  бири  йи -  
Fuuimupuui ин д ек си  булиб , иккинчиси  вектор ком пон ент ла ­
ринин г %осил цилинадигаи  я н ги  и н д ек си ди р ¡

Айтнлганлардан равшанки, векторнинг индекси аввал кута- 
рилса ва сунгра туширилса, ёки аввал туширилса ва сунгра 
кутарилса, натижада дастлабки векторнинг узи досил булади.

Метрик тензор воситасида тензорларнинг дам индекслари- 
ни кутариш ёки тушириш мумкин. Контравариант метрик тен­
зор воситасида индекс кутарилса, ковариант метрик тензор 
воситасида индекс туширилади. Метрик тензорнинг й и р и ш т и - 
риш олинмаган, яъни озод индекси берилган тензорнинг янги- 
дан досил килинган индекси булади. Бир неча мисол келти- 
.райлик. Иккинчи рангли контравариант тензор TiJ берилган 
булсин. Унинг gki билан купайтмасини l —i деб дисоблаб, 
сунгра йириштирсак, натижада T-¿ тензор вуж удга  келади:

gkiT*f= К  (63.7)

)



384 IV БОБ. УМУМИЙ ТЕНЗОРЛАР АНАЛИЗИ

Бу ерда контравариант тензорнинг биринчи контравариант 
индекси туширилиб, унга мос аралаш Т-[ тензор яратилди. 
Берилган тензор Т нинг g|гl билан купайтмасида I =  у  деб 
дисоблаб, сунгра йигиштирсак, натижада Т[-к тензор келиб чи- 
кади:

ё к ]Т'ч =  т!к . (63.8)
Бу ерда контравариант Т'1’  тензорнинг иккинчи контравариант 
индекси туширилиб, унга мос аралаш Т[к тензор яратилди.

Берилган Ти тензорнинг g f tl gmn  билан купайтмасида I =  I 
ва га =  / деб дисоблаб, сунгра йигиштирсак, натижада Т¡¡т тен­
зор келиб чи^ади:

ёы ёт ] ' !  ^ — ёЫ Т.т =  Ткт. (63.9)
Бу ерда контравариант Т1> тензорнинг икки контравариант 
индекси дам туширилиб, унга мос ковариант Тш  тензор яра­
тилди.

Худди шунингдек, тубандагиларни дам ёзиш мумкин:
ё ыто = Т\/, (63.10)
ё ити =т£, (63.11)

ё к1ё тП и  =  ё ^Т1т =  Ткт. (63.12)
Демак, метрик тензор воситасида битта тензорни эквива­

лент булган бир неча шаклларда ёзиб курсатиш мумкин. Шу- 
нинг учун Тц, Тк., Т-[, Тк1 тензорларни аслида иккинчи ранг- 
ли битта тензорнинг ковариант, аралаш ва контравариант ком- 
понеитлари деб дисоблашимиз лозим.

Метрик тензорнинг индексларини кутариш ва тушириш 
масаласини куриб чикайлик. Метрик тензорнинг симметрикли- 
гини назарда тутсак, (63.7) билан (63.8) га биноан, бундай ёзи- 
шимиз мумкин:

= ё ы ё и = т ё л = ё{-к (63.1 з)
ёки (63.10) билан (63.11) га биноан, бундай ёзамиз:

ё к/ = ё ыё ц  =  ё 1кё л  =  ё£, (63.14)
яъни метрик тензордан досил килинган аралаш тензор у з  ин- 
дексларининг уринларига нисбатан симметрикдир, демак, ин- 
дексларининг биринчи ёки иккилчи уринда туриши адамиятга 
эга эмас. Шун'инг учун g ¡гi, билан g{■k ни g Jk оркали ва g kj  би­
лан g f  ни ^  оркали белгиласак булади:

ё 1 - ё ^  = ё{, (63.15)
ёк] = ё)к.=  ё). (63.16)
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Шундай килиб:
ё ы ё и =  ё{, 
ё к1ё ц  =  Ш)

(63.17)
(63.18)

булади. Бу т ен гликларнин г ун г  томонида турган т ен зор  
аралаш  метрик т ен зор  д ейилади .  Охирги икки формуладан 
метрик тензорнинг Кронекер символидан фарк килмаслиги туг- 
рисида хулоса чи^арамиз:

яъни аралаш  метрик т ен зорнин г  бир хил ин д ек сли  компо- 
н ент лари  бир га  тенг, х;ар хил ин д ек сли  компонентлари э са

зорлар булмасдан бнтта тензорнинг—метрик тензорнинг кова- 
риант, аралаш ва контравариант компонентлари деб дисобла- 
ниши керак.

Аралаш метрик тензор воситасида бирор тензорнинг индек- 
сини кутармасдан ёки туширмасдан, яъни тензор тузилишини 
узгартмасдан цолдириб, унинг индексини бопща дарф билан 
алмаштириш мумкин булади, масалан:

Аралаш метрик т ен зор  ĝ j , ш ун ин гд ек  К рон ек ер  т ен зо -  
р и  Ц х1ам, баъзан  ур н и га  цуйиш  т ен зори  ёки  су б ст ит уц и я  
т ен зори  дейилади .

Тензорларни йигиштиришда йигиштириш индексининг бир 
марта ковариант в а оиккинчи марта контравариант булиб учра- 
ши бизга маълум. Йигиштиришнинг ковариант индекси кута- 
рилганда, контравариант индекси туширилиши ёки контрава­
риант индекси туширилганда, ковариант индекси кутарилиши 
керак. Масалан, Аи тензор билан Выт тензор купайтмасида 
/ =  к ва / = т  деб дисоблаб, йигиштириш натижасини тубан- 
дагича ёзсак булади:

(63.19)

н ол га  т ен гдир .  Бу ерда дам g i J■, g l , g  тензорлар турли тен-

(63.20)

(63.21)
(63.22)
(63.23)

25 Майдон назарияси
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Ai¡ = g piAj. \
Biij—g r ,B f y j
АЧ = g pjA[p \
B $ r grjB'ii. J
Al> = g pig qiApq
Вщ= g r l g s P i 1

Хацщатан, берилган тензорларнинг индекслари-ни метрик тен­
зор воситасида кутариш ёки тушириш учун юцорида топилган 
формулалардан фойдаланайлик:

A - i  )

(63.24)

(63.25)

(63.26)

(63.24) ва (63.18) га биноан, бундай ёзамиз:

=  S piA}{ g r¡B rJ} =  g P A iB  TJ j  =

Энди йигиштириш индекси р  Урнига i  олсак:

щ в ф - Ч Щ
булади, яъни (63.21) формула келиб чивди. Худди шунинг 
сингари, (63.25) ва (63.26) формулалардан фойдаланиб, (63.22) 
билан (63.23) формулаларни дам келтйриб чицариш мумкин.

Векторнинг модулини шу векторнинг Декарт компонентла- 
ри оркали ифодалаш мумкинлигини биз биламиз.

Икки векторнинг Декарт компонентлари орцали уларнинг 
скаляр купайтмаси дамда орасидаги бурчагининг кандай ифо- 
даланиши дам маълум. Уша айтилганларни умумлаштириб, 
вектор модули, векторларнинг скаляр купайтмаси ва вектор- 
лар орасидаги бурчакни векторнинг ковариант ва контравариант 
компонентлари ор^али ифодалаш мумкин. 

а  векторнинг модули:
a  = Y  сцо-1 (63.27)

булади. Вектор модулини (63.5) ва (63.6) га мувофиц бонща 
шаклларда ёзсак дам булади:

а  = /  g iJa¿aj,
а  =  V  g i- f ity .

Шундай килиб:

V w l = /  g iJ'a iaj  =  /  g i j a ‘aJ
ёки вектор модулининг квадрата учун:

а ¡а1 =  gUa¡af  =  g^ a W  (63.28)
булади.
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Вект ор м одулинин г квадрата векторнинг норм аси  д е б  
%ам аталади . Икки а , Ь вект орнинг ск ал яр  купайтм аси :

(,аЬ) =  аф\ (03.29)
булади. Скаляр купайтмани боцща шаклларда дам ёзиш мум- 
кин:

(аЬ) =  ^ а ф ь  
(,аЬ) =  ё ц а 1Ы.

Иириштириш индекси бир жойда кутарилганда иккинчи жой- 
да туширилиши назарда тутилса:

(аЬ) =  а 1Ь1
булади. Шундай килиб:

сцЬ1 =  £*а1Ь] =  ё ц а 1Ы =  а'Ь-,. (03.30)
Икки, а, Ь вектор ор а си да ги  б урчак  к о си н у са  т убан да ги -  

ча б у л а д и :

соэ ?  =  — (63. 31)
У а ¿а1 У  Ьр1 ’

Ю^орида айтилганлар назарда тутилса:
щЬ1__________ а1Ь[ ____СОБ̂Р У У Ьф1 у  а¡а1' У Ьф1 У у

----------- ---------------  (63<32)
У glja^a’ У g ijbibi

келиб чи^ади. Узаро перпендикуляр булган икки а, Ь вектор- 
учун сунгги формуладан фойдаланиб, тубандагини ёзамиз:

аф‘ =  а1Ь1 =  g ua ^ b j =  g i j a ibi  =  0. ( 6 3 .3 3 )

64. ТЕНЗОР ЗИЧЛИКЛАР

Скаляр, вектор ва тензор тушунчалари билан анчагина та- 
нишиб чивдик. Скаляр билан векторнинг хусусий доллардаги 
тензорлар эканлигини дам биламиз. Текширилиши лозим бул­
ган ми^дорлар ичида тензорлик характерига эга булмаганлари 
дам учрайди. Масалан, оддий тензорлар анализидан бизга маъ- 
лумки, псевдотензор билан тензор орасида катта тафовут бор, 
улар турлича алмаштириш цонунларига буйсунадй, псевдотен­
зор компонентларини алмаштириш формулаларида алмаштириш 
якобиани биринчи даражада иштирок килади, тензор компо­
нентларини алмаштириш формулаларида эса у умуман ишти­
рок килмайди. Псевдоскаляр ва псевдовектор псевдотензорнинг

25*
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хусусий доли деб дисобланиши дам бизга маълум. Биламизки, 
Декарт системасида олинган тензор учун:

(64.1)Т'. . =  а. •. Л 1р а"1%! Г̂ р. . .»
ва псевдотензор учун:

Р\ . =  I «л IV р .  . .V (64.2)

б^лади, бу ерда л,1р ' а1у ~  °Ртогонал алмаштириш коэффи-
циентлари; | ау7г | — шу коэффициентлардан тузилган детерми­
нант, яъни ортогонал алмаштириш якобиани.

Энди янги тушунча—тензор зичлик тушунчасини киритай- 
лик.

Дастлабки л:1, х2, . . . , хп координаталарни янги х \  х'2, 
. . . , х ' п координаталарга алмаштириш цонуни берилган бул- 
син: ^

хп = х'1(х’ ). (64.3)

Координаталарни алмаштириш якобиани нолга тенг эмас деб 
дисобланади:

дх' 1
дх' ¥=0. (64.4)

Тугри алмаштириш ва тескари алмаштириш якобианлари 
орасидаги богланиш бизга маълум:

дх’ 1 дх’
дх’ дх' 1 =  1 ,

демак:
дх?
дх" ф о .

(64.5)

(64.6)

г  марта контравариант ва 5 марта ковариант булган, д е ­
мак, (г +  5)-рангли тензорни ифодаловчи формулани эслай- 
лик:

дх’к дх4 дх°Т:I . . .  к 
¡ . . Л  :

дхп
дхр дхи дх^  дх'-I К: (64.7)

Энди г  та контравариант  и н д ек си  ва  я та ковариант  
ин д ек сли  м ицдорлар туплами бирор  к оординат алар  си ст е ­
масида Ору ' “ва  бош ца  коор динат алар  си ст ем ада  •1 
бул син .

Бу мицдорлар ушбу алмаштириш цонунига буйсунсин:
дха 

I дх’ь
дх' 1

дхр
дх’к дх4 

дх?
дх° 
дх' 1

в р . . . ' (64.8)
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бу  ер д а  X — цандайдир  у з г а р м а с  сон . Шу алмаштчриш цону-  
ни га  б уй с ун га н  м ицдорлар туплами т ен зор  зияли к деб , т уп -  
лам мицдорлари т ен зор  зичликнинг ком понентлари деб , 
ковариант  ва контравариант  ин дек сларнин г ум,умай, сони  
т ен зор  зш л и к н и н г  р а н ги  ва  X сон  т ен зор  зичликнинг ва з -  
минлиги д е б  аталади. Т ензор зичликни баъ зан  ни сбий  т ен ­
з о р  ёки  вазмин т ен зор  д е б  х<ам юритишади.

X = о булган долда яна (64.7) га ^айтамиз. Демак, тензор— 
бу вазминлиги нолга тенг тензор зичликдир. Вазминлиги би- 
лан ранги нолга тенг булган тензор зичлик скаляр булиб, 
вазминлиги нолга тенг ва ранги бир булган тензор зичлик 
вектордир. (64.8) га биноан вазм инлиги  X б ул ган  ск а л яр  зич ­
лик  у ч у н ;

булади. (64.8) билан (64.1) ва (64.2) дан аёнки, Декарт систе- 
масида олинган тензор — бу вазминлиги нолга тенг булган 
тензор зичлик, псевдотензор эса вазминлиги бирга тенг бул­
ган тензор зичликдир. Кисман псевдоскаляр, (64.9) га асосан, 
вазминлиги бирга тенг булган скаляр зичликдир ва псевдо­
вектор эса, (64.10) ёки (64.11) га асосан, вазминлиги бирга 
тенг булган вектор зичликдир.

Жисм массасининг зичлиги псевдоскаляр эканлиги бизга 
маълум (55- параграф) ёки, янги терминологиядан фойдалансак, 
жисм массасининг зичлиги скаляр зичлик булади. Тензор зич­
лик сузининг келиб чи^иши дам ана шу билан боглицдир.

Тензор зичлик таърифни ифодаловчи (64.8) формуладан 
ушбу натижаларнинг келиб чи^иши уз-узидан равшан:

1. Вазминлиги бир хил ва ковариант дам контравариант 
индексларининг тузилиши бир хил булган тензор зичликлар 
йигиндиси ёки айирмаси уша вазминлик билан уша тузилишга 
эга тензор зичлик досил ц ы ади:

(64.9)

ва вазм инлиги  X б ул га н  вект ор  зичлик  у ч у н :

(64.10)

(64.11)

(64.12)

2. Тензор зичликлар купайтмасини ифодаловчи тензор зич- 
ликнинг вазминлиги купайтирилувчи тензор зичликларнинг
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вазминликлари йигиндисига тенг, 
лари йигиндисига тенгдир:

р.1 . . .к  р . . .и  _  Л . . 
и ) . . . 1  а . . .  V —  лу.

ранги эса ушаларнинг ранг-

,и в рЛ д .
. .  и
, . V * (64.13)

Умуман, тензорлар билан бажариладиган дамма алгебраик 
амалларни тензор зичликларга нисбатаи ишлатиш мумкин. 

Энди тензор зичликларга бир неча мисол келтирайлик. 
Ковариант метрик тензорни алмаштириш формуласини эс- 

лайлик.
, дх4 дх1

:=~дхЛ~дхГ̂ ы ' (64.14)

Детерминантлар купайтмаси хуеуеиятини назарда тутеак, (64.14) 
га биноан, тубандагини ёзишимиз мумкин:

\ ё 'и
дхк дх1 дхк дх1

~д71 ~дР̂ к1
--

дх' 1 & Р Е к 1
дхк дх1 дхк 2

дх' 1 дх’1' ёк 1 --
дх' 1 ёы

демак:

ё .
дхк 2

~~~
дх' 1 £к1

Агар 1^,1 ни £  ва 1^/1

булади, у ва^тда:

ни £ орцали белгиласак: 

£' =  |£у|, 
ё  = \еы\

ё  =
I дхк
дх71 ё

(64.15)
(64.16)

(64.17)

келиб чи^ади. Ш ундай цилиб, ковариант  метрик g iJ■ т ен зор  
комгьонентларидан т узил ган  g  дет ерминант  вазминлиги  
икки га  т ен г б ул га н  ск а л я р  зичликдир.

Ю^оридаги тенгликнинг икки томонидан квадрат илдиз 
олайлик:

дхк (64.18)

Демак, ковариант  м ет рик g ij т ен зор  ком понентларидан  
т узил ган  дет ерм инант нинг квадрат илди зи  У  g  вазминлиги  
бир га  т ен г б ул га н  ск а л яр  зичликдир . Бу скаляр зичлик тат- 
би^ларда куп ишлатилади. Скаляр, вектор ёки тензорни У  g  
га купайтириб, скаляр зичлик, вектор зичлик ёки тензор зич­
лик досил килиш мумкин.
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Энди Леви-Чивита символини киритайлик. К овариант  ин- 
д ек сл и  еI / г„ ва контравариант  ин д ек сли  г1'1'' ' " символ- 
лар к оординат аларнин г %ар бар  си ст ем а си да  ц у й и д а гт а  
аницланган  б ул син :

1) г2, . . . , ¿п индекслар орасида бир хиллари учраса
е . , = 0  ва ег1г2‘ -л « =  0;*1*2 • • • ¿п

2) ¿2, . . . ,  гя и н д ек сл ар  %осил  цилган, урин  алмашти­
риш  1 '2 сонлар га  ни сбат ан  ж уфт уран  алмаштц-

’ ’ 1 1  ¿1̂2 • • • ¿/2 I 1 .
риш бужа, е(1г2. . .  гл =  +  1 ва 6 — +  1,

3) ¿х, г2) ■ • • Лп ин д ек сл ар  х,осил цилган урин  алмаштириш  
1, 2 ,.  , а  со нл а р га  ни сбат ан тоц урин  алмаштириш  
бул са ,

е _  _  1 ТЭС р/1*2 • ■ • ги = — 1
¿1/2 • • ■ 1п

Шу х о с са л ар га  э га
та сим воллари  д ейалади .

Шу келтирилган таърифдан равшанки:

" • ‘п символлар Леви-Чиви-

+ 1
1

(64.19)
(64.20)
(64.21)

&1\Н ■ (64.22) 
булади.

Детерминант таърифига мувофиц, алмаштириш якобиани ту- 
бандагича ёзилади:

дх1 дх1
д Р д Р ' "  дх'п 
дх2 г/х2 дх* 
дх' 1  дх' 2 ‘ ' '

Ах'
дхп дхп 
дх' 1 дх'2 ’

дхп 
' дх'п

- I ± дх11 дх‘г
дх' 1 дх' 2 '

дх'п г
' д 7 п

Буни Леви-Чивита символидан фойдаланиб, бундай ёзайлик:

12 ■

дха
дх'ь

— 8 с^1 дя*2 дя*' 
/1 '2 • • ■ 1П дх' 1 дх' 2 ‘ * ' дх'"

ёки янада умумийроц шаклда цуйидагича ёзиш мумкин:

8ЛЛ • • • }п
дха
дх' 1

дх1'1 дх1"1 дх1п 
■ ■ ■ >п дх'Ь дх ' 12 дх'̂ п
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Бу ердан:

еЫг
дха
дх‘

1 дх1г дхн г)х‘п
е/1/2 • • • 1п ¿¡¿А ¿¿Л ' ' ■ дх>/п

ёки (64.21) га мувофи^:
е'. , . =  е . .1-1)2 • • ■ 1п 1112 ■ • • )п

эканлигини назарда тутилса, натижада:

г. .Л12.../п
дха

дх’ь
1 дх1л дх1* дх1" ,сл
е‘1к ...1„ дх'И ¿ ¿ и " -  дхг}п ( 4'23)

булади. Ш ундай цалаб, ковариант и н д ек сл и  Леви- Чивита 
символа 1 а сл а да  п -рангли т ен зор  зи ялик  булиб, ва з -
минлаги манфий. бар га  т енгдир .

Юцоридаги сан гари , кон трав араант  ин д ек сли  Леви-Чи­
вита символа е 11*2" ' 1п %ам а сл ада  п -ран гли  т ен зор  заялик  
булиб, вазминлиги м усбат  бирга  т енгдар .  Леви-Чивита тен­
зор зичлигини бирлик тензор зичлик деб аташ мумкин.

Ю^орида айтилганларга биноан, У  g  нинг ^ га ку-
пайтмаси п -рангли бутунлай антисимметрик ковариант тензор 
досил цилади:

£ ., («4-241

ва - )=  нинг е ‘112' " 1п га купайтмаси эса «-рангли бутунлай ан- 
V ё

тисимметрик контравариант тензор досил цилади:

Е‘1 •■•'„ = -Д= (64.25)
У  ё

Жумладан уч улчовли фазо учун:

ЕШ3 =  ^  е/ц*. (64/26)
Е-1Ыз =  -Д= г 1Ыз • (64.27)

у ё
Тензор зичлик тушунчасини англатиш учун юцорида кел- 

тирилган мисоллар билангина чекланамиз.

65. ВЕКТОРЛАРНИ ПАРАЛЛЕЛ К^ЧИРИШ

Нуктадан ну^тага утиш билан, яъни координаталарнинг 
узгариши билан тензор кийматлари узгара боради. Тензорни 
ну^танинг бир кийматли, узлуксиз ва керакли марта диффе- 
ренциалланувчи функцияси деб дисоблаймиз. Тензорнинг мае-
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ж удл и к  со^ а си  шу т ен зорнин г майдона  ёки  т ен зор  м айдон  
д е б  юрипшлади. Тензордан координаталар буйича досила олиб 
текширайлик.

Бизга бирор скаляр функция берилган булсип:
? '  (л '1, х'2, х'п) -  <?(х\ х п). (65.1)

Унинг хусусий досилаларини ва тула дифференциалипи то- 
пайлик:

— ^1. ^  ^2. (65 2) 
дх’ 1 дхп дхк дх" дх" дхк ’

й у ' =  С1хп — ^ - й х п =  ~;Ахк =  d f  
дх дх дхк дхк

ёки
(65.3)

Демак, скаляр функциянинг координаталар буйича олинган 
хусусий досилалари туплами ковариант вектор досил цилади, 
бу функциянинг дифференциала эса скаляр мицдордир. Бу на- 
тижалар бизга аввалдан дам маълум эди (59-параграфга ка_ 
ралсин).

Энди вектордан координаталар буйича хусусий досилалар 
олайлик. Масалан, ковариант вектор берилган булсин:

а. =  0 .  а ,. (65.4)

Бу вектордан олинган хусусий досилалар: 
да1 д ( дх' \ д2х>

еки

дх'к дх'к \дх '1 a j j  дх'1дх’к ’
. дхi даj  _ dzxi дх* daj дхт

дх4  дхР1 ~  дх'1 дх'к ^  ~др дх™ д р

dat дх) дхт  daj дН1

дх'к дх’ 1 дх'к дхт  ’ дхпдх'к ’  ^

булади. а\ дан тула дифференциал олиш учун, (65.5) нинг
икки томонини dx '1 га купайтириб, сунгра I =  k деб хисоб- 
лаб, йигнштириш керак:

da't , .и дх> дхт  daj д2х-> da' =  —1-¿dx'к =  — : —5 dx k— ■ -|----- 7—Ta d  xk.
1 дх' дх' 1 дх' дхт  дх’ дх’

Аммо:
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демак:
дх1  дхп да.] _  дх> дхт  дх'к ^  г дау _
дхп дх,к дхт  дхп дх'к дхг дхт

8» йхг К  ах”  ̂ 1 =  ^  аа,: 
дх’ 1 г дхт  дх’ 1 дхт  дх"  7

булади. Топилган бу натижани аввалги формулага куямиз:

аа. =  ^  ¿ а  / -]---- д-т—и а  Ах'к. (65.6)
1 дхп ]  дх,1дх'к ]

(65.5) ва (65.6) формулалардан равшанки, умуман:

~ ^ —ь ф  0 (65.7)дх дх' '
булганда, вектор компонентларининг хусусий досилалари туп- 
лами иккинчи рангли тензор досил килмайди ва вектор ком­
понентларининг тула дифференциаллари a a j  туплами дам век­
тор досил килмайди. Аммо:

^ -  =  0 дх'1дх'к
шарт бажарилса:

да\ дх) дхт  да> дх>
—ь =  —г —ь — , аа .  =  -— 5 йа,-дх дх дх дхт  дх ^

булади. Декарт координаталари учун:

— °7\jX-l,
демак:

дх] 
дхл ~

ва
д2х/

«//

дхпдх,п
0.

Шундай килиб, Декарт координаталаридан фойдаланиш 
мумкин булган фазодагина вектор компонентларининг хусусий 
досилалари туплами тензорни ва тула дифференциаллари туп­
лами векторни досил килади. Лекин Декарт координаталари­
дан фойдаланиш мумкин булмаган фазода эгри чизицли бонща 
координаталардан фойдаланиш мумкин. Вектор компонентла­
рининг хусусий досилалари туплами ва тула дифференциал­
лари туплами бундай долда тензор характерга эга булмайди.

Виз энди тензордан эгри чизицли координаталар буйича 
олинган досилалар ва дифференциалларни шундай тари^ада 
киритишимиз керакки, улар тензор характерига эга булсин.
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Шу муносабат билан фазонинг бир нуктасидап иккинчи. нук- 
тасига векторни параллел кучириш масаласиии цараб чика- 
миз.

Эвклид фазосида бир нуктадан ихтиёрий иккинчи нуктага 
векторни параллел кучириш, яъни векторнинг модули билан 
йуналишини узгартирмасдан, уни бир нуктадан бонща нуктага 
кучириш мумкинлиги бизга маълум. Вектор бир нуктадан ик­
кинчи нуктага параллел кучирилганда, унинг Декарт компо- 
ненглари узгармайди. Эвклид фазосинйнг Декарт координата-

О О О

лари х1, х2, . . . , хп ва эгри чизикли координаталари х1, х2, 
. . . , хп булсин. Координаталарни алмаштириш формулаларини 
ёзайлик:

X 1 =  X ‘ (Х'/) ,
О О .

хк =  хк (х1) ,

бу ердан:
Л у1  О

ах1 =  ~  <ы, (65.8)
дх>
° со  Л у к

йх* =  йх1 (65.9)

булади. Координаталарнинг дифференциаллари контравариант 
вектор )?осил килади. Демак, координаталарнинг дифферен­
циаллари бир-бирига чексиз якин икки нукта ораеидаги эле- 
ментар силжиш векторининг компонентлари деб каралиши мум- 
кин.

Энди бирор контравариант векторнинг Декарт компонент- 
° .

лари а1 ва эгри чизикли координаталар системасидаги компо­
нентлари а 1 булсин. Бундай векторнинг компонентларини ал ­
маштириш конуни координаталарнинг дифференциалларини 
алмаштириш конуни сингари эканлигини биламиз:

дх* ° •0  = ™#. (65.10)
дх>

Бир нуктадан унга чексиз якин иккинчи нуктага утишда век­
тор компонентларининг чексиз кичик узгаришларини топиш 
учун юкоридаги формулаларнинг икки томонидан тула диф­
ференциал оламиз:
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аммо:

4 -  dxk =  da*, 
dxk

демак:
А2. y l  О . О A Yi  О

d a 1 =  o^jc* +  ¿ а '  (65.11)
öx-7 А*:* At/

булади. Бир нуктадан унга чексиз я^ин иккинчи нуктага па- 
раллел кучиришдаги чексиз кичик узгаришларни 8 орцали 
белгилайлик. У вактда:

oa,j = 0 (65.12)

булади, чунки параллел кучирилган векторнинг Декарт ком- 
понентлари узгармайди. Демак, параллел кучирилган вектор 
учун (65.11) формула, (65.12) га асосан, шундай ёзилади:

/32 y i  - О О

= -5—s- a>dxk, (65.13)
дх’ дхк

бу ерда 8а 1 бир нуктадан унга чексиз якин иккинчи нуктага 
параллел кучирилган контравариант векторнинг эгри чизикли 
координаталар системасидаги компонентларининг чексиз кичик 
узгаришларини ифодалайди.

О
дхг(65.10) нинг икки томонини га купайтирайлик, сунгра 

s  = i деб о^исоблаб, йигиштирайлик:

дхг , дхг дх1 ° , °—  а1 = — — а’  =  Ъга'-= аг 
дх1 дх ‘ дх■/

ёки г  урнига j  ни ва i урнига т  ни ёзсак:
о .

а ^ ~ а т . (65.14)

dxk ва а1 нинг (65.9) билан (65.14) даги ^ийматларини (65.13) 
га куямиз:

8 а1 =  - Р ^ г  —  —  amdxl. (65.15)
дх> дхк дхт  дх1

Шундай килиб, параллел кучирилган контравариант вектор 
компонентларининг чексиз кичик узгари ш лари 8а1 шу вектор- 
мппг ат  компонентлари билан элементар силжиш векторининг 
dx l компонентларига тугри пропорционалдир. (65.15) ни чица- 
ришда Декарт координаталаридан фойдаландик. Текширилаёт-
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ган фазо Эвклид фазоси булмаса, Декарт коордииаталаридан 
фойдаланиб булмайди. Лекин бу ^олда ^ам биз (65.15) фор- 
мулада ифодаланган конУниятни Кабул циламиз: паралл ел  
кучирил ган  в ект ор  ком пон ент ларинин г ч ек си з  кичик у з г а -  
риш лари  ш у в ект ор  ком пон ент ларига  ва эл ем ент ар сил -  
ж и ш  вект оринин г ком пон ент ларига  турри пропорционал -  
дир. Ш ундай цилиб, бир н уцт адан  ун га  ч ек си з  яцин  иккинчи  
нуцт ага  п аралл ел  кучирилган  конт равариант  вект ор  уч ун :

Ьа1 =  В1т1атс1х1, (65.16)

ковараант  в ект ор  уч ун  э с а :
Ьа1 == С%атс1х1 (65.17)

булади . В ект орлари  шу цонун  буйича п аралл ел  кучирил ган  
ф азо аффин боьланиш лик ф азо си  д ей илади . Уч ин д ек сл и  В1т1 
ва  С™ мицдорлар э с а  аффин борланишлик коэф ф ициент лари  
д е б  аталади . Аффин борланишлик коэффициентлари фа^ат 
фазо нуктаси координаталарининг функциясидир:

в % =  в М х1> -*2, • • • > •*").
С% =  (х\ х\ . . .  , х").

Бу коэффициентларнинг бирини иккинчиси оркали ифодалаш 
мумкинлигини кейинрок курамиз.

66. ТЕНЗОРЛАРНИ ПАРАЛЛЕЛ КУЧИРИШ

Векторларни параллел кучириш ^акида айтилганларни умум- 
лаштириб, тензорларни параллел кучириш тушунчасини кири- 
тиш мумкин.

Элементар силжишда параллел кучирилган вектор компо­
нентларининг кандай узгариши бизга маълум:

8 а 1 =  В1т1атс1х1, (66.1)

8аг = СЧ\атйх1. (66.2)

Бир н уцт адан  у н га  ч ек си з  яцин  иккинчи нуцт ага  парал ­
л ел  кучирилган  т ен зор  к ом пон ент ларинин г ч ек си з  кичик  
у з гариш лари  х;ар бир контравариант  ин д ек с  буйича  (66.1) 
га  мувофиц олинган  ва %ар бир  ковариант  ин д ек с  буйича
(66.2) га  мувофиц олин ган  х;адлар йириндисидан  иборат  д е б  
%исобл айм и з . Ш ундай цилиб, т ен зорн ин г  бир н уцт адан
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у н га  ч ек си з  яцин  иккинчи нуцт ага  п аралл ел  кучирилиши  
ш ун дай  иф одаланади :

87" ' " . . . „ = * г + К„т“ :..Р1 л ' +
+ ......................... ... .....................................+
+  с у 11~...т(,ах1 +  с^ т ‘и \__ртахк (бб.з)

Кисман иккинчи рангли аралаш тензор учун:
8 Т‘Р =  Вы т̂ х 1 +  С™Т[тах1. (66.4)

Энди аффин богланишликнинг В^, С1̂  коэффидиентлари 
орасидаги муносабатни аниклайлик. Бунинт учуй бирлик ара-‘ 
лаш 8̂  тензорнинг параллел кучирилишини текшириб курай- 
лик. (66.4) га биноан:

8 (8Р  = ВЫ К  ^  + СЛ1 8«  ^  = ВР1 +  СР1 аХ‘ =
= (В‘р1 + С1р1)й х ‘,

демак:
Ч*р) = (В1Р 1 + С1р1)й х 1. (66.5)

Бирлик аралаш тензор 8£ нинг таърифига мувофик, коор- 
динаталарнинг ^ар кандай системасида ^ам унинг компонент- 
лари фазонинг ^амма нукталарида бир хил. Шунга кура, бир­
лик аралаш тензорни параллел кучирганда:

8(8*) =  0 (66.6) 
булади. Сунгги икки формуладан:

(В‘р1 + С‘р1)с1х‘ = О
ёки чексиз кичик силжиш вектори йх1 ихтиёрий бУлганли- 
гидан:

Вр1 +  Ср1= 0 (66.7)
булади. С1р1 ни Г1р1 билан белгиласак:

ГР1 = С1Р1 = ~ В1Р1 (66.8)
булади. Шу топилган натижадан фойдаланиб, вектор ва тен- 
зорларнинг параллел кучирилишини ифодаловчи (66.1), (66.2) ва
(66.3) формулаларни бопщача шаклда ёзиш мум.кин:

8 а 1 =  — Г 1т1атйх\ (66 .9)
8аг =  Г™атйх1 ( (66.10)

*Т“~..Р,=  -  С ,  тт,~:..т * *  -  г ',1 т,т-\ .р,  л*>+  
+      Н~

+  С  Л*  + Ъ  Т" '~ т  * * .  <66.11)
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Шундай килиб, элементар силжишда тензорлариимг параллел 
кучирилиши аффин богланишлик коэффициеитлари булган r ljk 
оркали ифодаланди.

Мисол сифатида икки векторнинг скаляр купайтмасипи олай- 
лик. Скаляр купайтманинг тула дифференциали:

d  {afi1) = d a f t 1 +  a/db'1 
булади. Параллел кучирилганда d  урнига 8 олиниши керак:

8 (a f t1) =  Ьа;Ь1 +  а$Ь'1.
Параллел кучирилувчи а г ва Ь1 векторлар учун, (66.9) билан
(66.10) га биноан, бундай ёзамиз:

Ьа . =  Г% а т dx l,
ЬЬ1 =  -  n mlbmdx l,

у  вактда:
8 {a ib'1) =  r™ambldx l — r imla lbmdx l

булади. Аммо йигиштириш индексларини ихтиёримизча алмаш- 
тирсак булади, т нинг урнига i ни ва i нинг урнига т  ни 
ёзиш мумкин:

У ва^тда:
8(<3;^0 =  0

булади. Шундай цялиб, п а р а л л ел  кучирилувчи икки в ект ор ­
нинг ск а л яр  купайт м аси  у згарм айди .  Жумладан:

8 (а ,а‘) =  0 
8 (btb‘) =  0,

яъни  паралл ел  кучирилувчи вектор у зунл и гинин г  квадрата  
у згарм ай  сацланади .  Икки а/, Ь'1 вектор орасидаги бурчак ко­
синуса куйидагича булади (63.31):

aft1cos <р =  —= ——=■
У aLal У  bib1

Параллел кучирилувчи икки в ект ор  ора си да ги  бурчакнинг  
х,ам у з га рм а сл и ги  эн ди  аён .

Икки векторнинг скаляр купайтмаси инвариантга хусусий 
мисолдир. Инвариант деганда биз ранги нолга тенг булган 
тензорни, яъни ^еч кандай индекси йук тензорни англаймиз. 
Шу сабабли, бирор / инвариантнинг параллел кучирилиши 
учун, (66.11) га мувофик, бундай ёзишимиз мумкин:

87 = 0, (66.12)
яъни паралл ел  кучирилувчи инвариант у згарм ай  сацланади .
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67. КРИСТОФФЕЛЬ СИМВОЛЛАРИ

Энди аффин богланишлик коэффициентларини алмаштириш 
цонунини ани^лайлик.

Бир нуктадан унга чексиз я^ин иккинчи нуктага -утишда 
вектор компонентларининг чексиз кичик узгаришлари вектор 
^осил килмаслиги бизга маълум. Масалан, ковариант

дх)а, — — а /
1 дх’ 1 }

dat . и д ( дх]
вектор учун:

da, = —-ь dx'k =  — ci ; ) dx 'k
1 dx'k dx'k \dx'1 ] >

=  a \^L dx'k = — [ ~ a \ d x l =
dx' w 1 ’ )d x 'k dx1 1 dx'1 J j

dx> да/ , , d2xJ , , dx■>, . дЧ] , ,= ■— ? , dx1 +  —:— 7-a.-dx1 =  — : d a f H------ :— r-a,-dxl
dx dx1 ' dx dx 7  dx dx'1 dx ]

булади. Демак:
d a i =  - —t da,- -(— -.-¿-y- a.-dx1.

‘ dx'1 J  dxn dxl J

Агар чексиз кичик силжишда вектор параллел кучирилган 
булса, dd i ни 8а\ га ва d a j  ни 8а7- га алмаштирамиз:

(67.1)

Параллел кучириш формуласи (66.10) га биноан:
4  = n ? a 'mdx ’s (67.2)
7>cij =  Г тп ar dx 1 (67.3)

булади. Аммо:
- _  дхг

CLm дх'т

dx 's =  dx1

булганлигидан, (67.2) ни буидай ёзамиз:

(67.4)

Энди 8а'i ва оа• ифодаЛарини (67.4) билан (67.3) дан олиб,
(67.1) га КУямиз:

п т  Ы  dx’S A U  _  дх1 Г г  „  J  .Л , ^ X j ,  ,
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O o p M y ^ i a n H H r  y H r  tom ohhas T y p r a n  hkk.hjihh ^ a ' u i a r n  h h f h i u t h -  
pnui HHAeKCH j  hhht ypHHra r  hh e 3nmnMii3 mymi<h 11. y  Bai^TAa: 

dxr dx's „ . , f dx1 nr d2xr \ , , 
r is dx’"1 dx* <lr ~  Vdx'i n  +  <)x idxty a r d x

6y^iaAH. By epAa a r 6h^i3h dx 1 nxTHepuft Sy/rraiMHrnAaii:
n ,m dxr dx's dx' p r d2xr

l dx7'" dxl “ “  d x 'i Hi dx‘"‘ dxl dx 'i ji dx'idxl

K e m 6  ^ h i ^ a m .  O o p M y j i a n H i i r  h k k h  t o m o h h h h

dxp dx'a 
W^dx?

ra KynaftTHpH6, cym’pa p  =  I Ba v — r  Ae6 ^nco6;ia6, flHFHuiTH- 
paMHs:

p ,m dxr dx s dx1 dx'u _  dxl dx1 dx'u p r . 
is dx'm dx1 dx'11 dxr dx’ 1 dx'i dxr Jf

! dx1 dx'u d2xr 
dx'i dxr dx'idxl'

A mmo

y Bai^TAa:

6y^iaah, AeMaK:

6KH

dxr dx'u _
dT7’1 ~W ~
dx's dx1 _  
dxl dx'‘< °9>

r'mgH » j  __ Px’ dx1 dx’u j-.r .
is um°<i . dx'1 dx-i dxr n  ~  

dx1 dx’u d2xr 1 
dx’i  dxr dx' '■dx

r ’u — ^  dx’a p T , 
1 19 ~~ dx la x 1'! dxr H

d2xr dx1 dx'a 
1 dx'idxl dx' 1 dxr

d2xr dx1 d2xr
dx'idx1 dx'i dx'idx'i

6yjiraH.MrnAaH:
P'u _ dx1 <)x'u p r d2xr dx'u ~

iq ~~ dx'i dx'i dxr il dx'idx'i dxr v ; )

Ke./ra6 ^H^aAH. By (popuyAa a<fi$UH Cofacihuuijiuk K03<fi<fou- 
UtUeHmAapiiHU aAMammupuia hfonyhu.hu utpodaAaudu.

2 6  M aiU ion  n a3 ap aacH
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Координаталарнинг бирор системасида Гтп коэффициентлар 
нолга тенг булса-да, бошка системада Г'“ коэффициентлар 
нолгатенг булмаслиги мумкин. (67.5) нинг унг томонидаги 
биринчи ^ад учинчи рангли тензор алмаштириш конуни шак- 
лида ёзилган, иккинчи ^ад эса г ва индексларига нисбатан 
симметрикдир. Умуман айтганда:

Агар бирор координат системада Г г„ =  0 экаи, албатта, зар  
кандай бошка системада ГУ =  Г булади. Худди шунингдек, 
бирор системада:

экан, у вактда, (67.5) га мувофик, ^ар кандай системада )?ам:

булади, яъни бирор системада аффин богланишлик коэффи- 
циентлари пастки индексларига нисбатан симметрик булса, ^ар 
кандай системада ^ам бу хосса мавжуд булади. Б ундан  б у ен  
би з  аффин бо гланиш лик  коэффициентларини пастки и н д ек с ­
ларига  ни сбат ан  симметрик д е б  %исоблайм из, яъни  (67.7) 
ва (67.8) формулаларни а с о с  цилиб оламиз.

Шуниси му^имки, алмаштириш формуласи (67.5) га муво­
фик Г Тп коэффициентлар туплами тензор досил килмайди.

Энди аффин богланишлик коэффициентларини метрик тен­
зор оркали ифодалайлик. Бунинг учун вектор модулининг- 
квадрата ^осил ци.лган инвариант ифодасини эслайлик:

Агар чексиз кичик силжишда инвариант узгариши вектор- 
ни параллел кучириш билан богланган булса:

(67.6)

(67.7)

(67.8)

Бундан:
/ = g i j a ia^.

СИ =  d g iJ■ aia J  +  g i j d  а 1а ^  +  g ij a i da>

(67.9)

булади. Бу ерда:

демак:

d I  =  ^ а 1аЫх1 +  g ijd a laJ +  g ¡j a id a J .

Щ =  д-§~г а1 а? dxl +  g ¡j  Ъа1а> +  £ца1Ъа! (67.10)
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булади. Инвариант билан векторни параллел кучириш цонун- 
лари бизга маълум. (66.12) ва (66.9) га мувофиц:

8/ = 0,
оа‘ =  -  Г ‘т1 атйх1,

йсь> — — Пт1 ат(1х1
булади. У вацтда:

^  а1а] йх1 — Г 1т1 а та>(1х1 — %цГ’т1 атш  йх 1 =  О

келиб чи^ади ёки йигиштириш индексларидан иккинчи ^ад- 
даги т  урнига I ни ва г урнига т  ни ёзсак, учинчи ^адда 
эса т  урнига у ни ва у  урнига т ни ёзсак:

д- ^ - а 1аШх1 — ётУ'Ц а'а-> йх1 — а] а 1йх 1 =  О

ёки

{Ш -  &ч/Г и -  г п )  а 1а1йх1 =  О
булади. Чексиз кичик силжиш вектори билан параллел кучи- 
рилувчи вектор ихтиёрий олингани сабабли:

_  а .Гт — р-• Гт — Одх1 £ / я /  и Ы т 1 ¡1 — V

ёки

= +  (67.11)
келиб чикади. Энди г, у , I индексларни аввал I, г, у  тартибда, 
сунгра эса у , /, г тартибда олсак, юкоридаги формулага му- 
вофик:

Щ - ё ш Г Ъ  + ётГЪ, (67.12)

Ш = ёп*ГЪ + £тП1 (67ЛЗ)
булади. Метрик тензор билан аффин богланишлик коэффи- 
диентларининг пастки индексларига кмсбатан симметриклигини 
назарда тутиб, (67.11) ва (67.12) тенгликлар йигиндиси билан
(67.13) тенгликнинг айирмасини тузамиз:

д еи  , &8и д ё д  „ Гт
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Агар
г п , £ =  (67.15)

^илиб белгиласак:

г « „ - т + ш - д-ш) №6.16)
булади.

(67.15) нинг икки томонини g kr га купайтирайлик, сунгра 
г  =  г деб ^исоблаб, йигиштирамиз:

ё ЫГ;Ъ г =  ё ыё т Гл  “
яъни

Г 1 = ё к1гп , ,  (67.17)
ёки (67.16) га мувофик:

/7 и 4 ^ § г + 1 ? - | Й  (67Л8)
булади.

Метрик т ен зор  орцали  иф одаланган  аффин бо'рланиш- 
ликнинг коэффициентлари одат да  Кристоффелнинг ик- 
кинчи т ур  символы, д ейилади , Г]Ъ 1 э с а  Кристоффелнинг 
биринчи т ур  символи д е б  аталади . Баъзи авторлар Кристоф­
фелнинг биринчи тур символи Г¡1 , \ урнига квадрат кавслар 
шаклида — [/7, ¿\ ёки \{1] ёзишади. Кристоффелнинг иккинчи 
тур символи Гк̂  урнига катта кавслар шаклида — { }̂ ёки 
|/7, &} ёзишади. Кристоффель символларини го^о Кристоф- 
фелъ цав слари  деб ^ам юритишади.

Метрик тензорнинг симметриклиги назарда тутилса, (67.16) 
га мувофик:

г =  г ф  I (67.19)
ва (67.18) га мувофик:

Г%=Г% (67.20)
булади.

Метрик тензор ^осиласини Кристоффелнинг биринчи тур 
символи оркали ифодалаш мумкин. Хакикатан, (67.11) ва (67.15) 
та мувофик:

| +  (67.21)

булади. символнинг тензор эмаслиги (67.5) дан, Гп , 1 нинг 
тензор эмаслиги эса (67,15) дан аён, яъни Кристоффелнинг 
нккиичи ва биринчи тур символлари тензор эмас. Шундай 
булса-да, бу символлар тензорлар назариясида гоят му^им 
а^амиятга эга.
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Эвклид фазосида метрик тензор бирлик тензор шаклини 
олади:

^ у  =  317 (67.211
Шунга ва (67.16) билан (67.18) га биноан, бундай ёзишимиз 
мумкин:

Гп , I =  0, (67.22)
г кп = О, (67.23)

яъни  Д екарт  са ст ем а си да  Кристоффелнинг биринчи ва ик~ 
кинчи тур символлари н ол га  т енгдир .

68. ГЕОДЕЗИК ЧИЗИЦЛАР

Олдинги параграфда фазонинг ички хусусиятларини ифо- 
даловчи метрик тензор билан Кристоффель символлари ораси- 
даги богланишни аникладик. Энди Кристоффель символлари 
тушунчасидан фойдаланиб, фазонинг икки нуктаси орасидаги 
энг киска масофани дифференциал тенгламалар билан ифода- 
лащ масаласига утамиз.

Оддий Эвклид фазосида икки нуктани бирлаштирувчи туг- 
ри чизик кесмаси шу икки нукта орасидаги энг киска масофа- 
дир. Фазодаги бирор эгри сиртнинг икки нуктасини тамомак 
шу сирт устида ётувчи тугри чизик билан бирлаштириш уму- 
ман мумкин булмаса-да, уларни энг киска чизик билан бир­
лаштириш мумкин. Ана шундай эн г  ци сца  чи зиц  о д ат да  
г е о д е з и к  чт и ц  нома билан юритилади .  Масалан, текислик- 
нинг геодезик чизиклари тугри чизиклардир, доиравий цилинд­
рик сиртнинг геодезик чизиклари унинг ясовчилари ва винт 
чизикларидир, сферик сиртнинг геодезик чизиклари унинг кат- 
та доираларидир.

Умуман, бир -бири га  ет арли  д а р а ж а д а  яцин  т ур га н  их- 
т иёрий  икки н уцт аси  ор а си да ги  ёй  у з у н л и к л а р и  эн г  цисца  
бул ган  ч и зщ л а р  г е о д е з и к  чи зицлар  д ейилади .  Бизни кизик- 
тирган масала куп улчовли фазо геодезик чизикларининг диф­
ференциал тенгламаларини топишдан иборат. Куп улчовли 
фазодаги чизикни параметрик шаклда олайлик:

=  х 1(р),
бу ерда р  — ихтиёрий параметр.

Бир-бирига чексиз якин икки нукта орасидаги масофа би­
лан координаталарнинг дифференциаллари метрик тензор ор- 
кали кандай богланганлиги бизга маълум:

(1&̂ ==.̂ цйх1<1хЗ, (68 .11
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бу ердан: 

Аммо

демак:

(1з = У  g i ;йх1йхКI]

йх1 —~ й р  = х1 йр, 

йх1 — ^ й р  — х Ыр,

£¿5 =  ]/" §1]х 1х3
Параметрникг р  «= р ъ  р  = р г кийматларига чизикнинг Мъ  

М 2 нукталари мос келиб, улар орасидаги ёй узунлиги куйи- 
дагича булади:

Р2 Р2 ____________

8 | (¿5 — | ] / " Х-> йр.
Р\ Рх

Икки нуктани туташтирувчи чизик ёйининг энг киска бу- 
лиши учун, яъни юкорида ифодаланган интегралнинг мини- 
мумга эга булиши учун бу интегралнинг вариацияси нолга 
тенг булиши лозим (45- параграф, XV):

р2 _
8 1 V  ё ц * 1 х ]  ¿V  =  0,

Р1

бу ерда интеграл остидаги функция Лагранж функциясидир:

£ =  ]/" Е1/'х1х1. (68.2)
Лагранж функцияси Эйлер — Лагранж дифференциал тенглама- 
ларига буйсунади:

а /дь \ д1
<6 8 - 3 >

Энди Лагранж функциясининг ^осилаларини ^исоблаб чикай- 
лик. (68.2) га биноан:

~ (§ и -х 1х;) =  ё и  ^  X* +  ё и ' х ^  =  =

булади, яъни:

5 = 4  х/)~ ^  (^ У Х>'+  ёш Л  (68.4)
дЬ 1 1
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Яна у н т  (68.2) дан:
__

=  ~2 Ш ( ё у х 1х; ) —
__1_

=  4 ^ 7 ^ ' )  2Ш Х1'Х]
келиб чщади, яъни:

__1
ш  =  У  2 д~Ш ¿ У .  (68.5)

Лагранж функцияси ^осилаларининг (68.4) ва (68.5) даги 
ифодаларини (68.3) га куямиз:

__1_ __1_
^  [{¿ц&х*) 2 ( ё к ^  + ё1кх1)] -  ( ё ц х 1̂ )  2 хЧ? =  0. (68.6) 

Энди чизик ёйининг узунлигини параметр деб ^исоблайлик:
х1 = х1 («),

& а = g ijdx idxi  =  d s d̂ d s  =
яъни:

ё их1х1=\.  (68.7)
У вактда (68.6) тенглама ушбу шаклни олади:

¡6  (& у* ' +  £Ъ*г) -  Й г  ,= 0- (68.8)
Тенгламанинг биринчи ^адини муфассал ёзайлик:

^  (ёк/Х1 + ёи гх с) =  ^  (г*/хЛ +  ^  (£г**0 =

=  + ё1кх1,
аммо

= ¿Й/ ^  =  ^
¿5 дхт Я?5 Л*Гт  ’

^¿й _  ^  Г?И
(¿5 (? й?« Й«'71 5

демак:

¿ ( ё ^ х/ +  ё 1кх1) = Хтх’  +  +  §рг хтх1 +  g ikx i
булади. Тенгликнинг унг томонидаги иккинчи ва туртинчи 
:х;адлар бнр-бирига тенг, чунки йигиштириш индекси у  урнига 
I ни ёзиш мумкин ва g k¿ — g¿k, демак:

¡й (ёк]Х} +  g ikxi) =  2 £ « х г' +  ^  хтх> +  хтх1
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булади. Бу ифодани (68.8) даги урнига куямиз:

2&/***+ д{ $ гх1П* ’ +  д̂ х’П̂  -  Ш  х^  =  О-

Тенгламанинг иккинчи дадида йигиштириш индекси т Урнига 
г ни ва учинчи >$адида т урнига у  ни ёзиш мумкин. У ва^тда:

ёки

булади. Кристоффелнинг биринчи тур символи таърифига му- 
вофиц (67.16):

Г — -1 (^Ш- -и Шк _  д§и\
1 Ч, ь~ ' 2 \дх1 "г  дх’ дхЪ )'

демак:

ё и #  +  г ч, кх1*} =  0
булади. Тенгламанинг икки томонини g ml га купайтирайлик, 
сунгра, 1 — к деб ^исоблаб, йигиштирайлик:

ё ш ё1кх1 +  ё ткГ1и к х1х} — 0.
Маълумки:

сгГПк (у —  £ . т  <6 I
ва (67.17) га мувофиц:

булади, бу ерда Г™ Кристоффелнинг иккинчи тур символи- 
дир. Шундай килиб:

Ъш’х1 г™х1х> = 0,

хт +  Г?]Х1Х} = 0 (68.9)
ёки

(Рхт  , (1в> п т о  лгъ
(68Л0>

булади. Бу т енглам алар п улчовли  ф азо  г е о д е з и и  чизицла-  
ринин г дифференциал  т ен глам аларидир . Г ео д е зи к  чизиц  эн г  
цисца у з у н л и к к а  э г а  бул ганли ги дан , у  эк ст рем ал  чизиц  д е б  
%ам аталади.
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Декарт координаталарида олинган Эвклид фа:;оси учун 
Г™ =  0 (67.23), у вак;-гда:

и  лт __

_ А

(68.1 1)
булади, бу ерда Ат  В т — узгармас мщдорлар. Сунгги форму­
ла параметрик шаклда ёзилган турри чизикни ифодалайди. 
Демак, Эвклид фазосида геодезик чизик турри чизик булади.

Ноаник метрикали фазода масофа дифференциали ^а^икий, 
мав^ум ёки ноль булиши мумкин. Бундай фазодаги геодезик 
чизиклар орасида узунлиги нолга тенг булганлари )?ам учрайди. 
У зунлиги  нол га  тенг г е о д е з и к  ч и зщ л а р  и зот роп  г е о д е з и к  
чизицлар дейилади .

Геодезик чизик тушунчаси параллел кучириш тушунчаси 
билан )$ам муста^кам богдангандир. Эгри чизик буйича коор- 
дииаталариинг чексиз кичик узгаришлари шу эгри чизик буйи­
ча олинган элементар силжиш векторини ташкил килади.
I'Х.х—  = хт вектор эгри чизикнинг з$ар бир нуктасида унга ури-
нади. Вектор модули квадратининг таърифи (63.28) га кура,
(68.7) га асосан бу уринма векторнинг модули бирга тенг. 
Уринма бирлик хт вектор уз-узига параллел килиб кучирилса, 
контравариант векторни параллел кучириш формуласи (66.9) га 
асосан ёзишимиз мумкин:

с1хт =  — Г?}х1ах-/\
аммо

йхт — (¿в =  Хтй8, 

йхЗ =  а~  й з  — х^йз,
демак:

хтй ■ — Г^хКх-'й.ч
ёки

Хт + Г7]Х1х/ =  0,

яъни геодезик чизикнинг илгариги (68.9) дифференциал тенг- 
ламалари з^осил булди. Шундай килиб, бирлик уринма век­
тор параллел кучирилувчи эгри чизик геодезик чизик булади.

Параллел кучирилувчи икки вектор орасИдаги бурчакнинг 
узгармаслиги бизга .маълум (66- параграф). Шунйнг учун гео­
дезик чизик буйича параллел кучирилувчи бирор векторнинг
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бирлик уринма вектор билан ^осил килган бурчаги узгармай- 
ди. Жумладан, геодезик чизикнинг бирор нуктасида уринма 
булган ^ар кандай векторни шу чизик буйлаб параллел ку- 
чирганда, у  геодезик чизикнинг бошка нукталарида ^ам чи- 
зикка уринма булади.

69. ТЕНЗОРНИНГ КОВАРИАНТ ^ОСИЛАСИ

Бир-бирига чексиз якин нукталарнинг биридан иккинчисига 
утишда вектор компонентларининг чексиз кичик узгаришлари 
вектор з^осил килмаслиги бизга маълум. Мисол учун х] нук- 
тада бирор контравариант а 1 вектор берилган. булсин. х> нук- 
тадан х’ + Лх? нуктага утишда векторнинг йа1 дифференциали 
иккинчи нуктадаги

а 1 +  da l =  а 1 + dxi

вектор билан аввалги нуктадаги а 1 вектор айирмасидир. Бу ерда 
вектор дифферендиалининг вектор ^осил килмаслигига сабаб 
шундан иборатки, айирмаси олинувчи векторларбир нуктада 
эмас, балки турли нукталарда жойлашган. Икки векторни так- 
кослаш учун улар бир нуктада булишлари керак, шундагина 
бу векторлар айирмаси вектор булади. Шундай килиб, биз а 1 
векторни х’ нуктадан х]'+ dx}' нуктага параллел кучирайлик.

Сунгги нуктага параллел кучирилган контравариант вектор 
учун, (66.9) га биноан, бундай ёзишимиз мумкин:

а 1 -I- 8а ‘ =  а 1— Г 1, .amdxi .1 т.]
Энди бир нуктада олинган а 1 +  d a i ва а ‘ -Ь Ьа1 векторлар айир­
маси

Оа1 =  (а 1 +  d a i) — (а 1 +  8а1') 
шубдасизки, вектор булади. Шундай килиб:

^  =  ( 1  Л-Пт̂ у х К  (69.1)

Шу ф орм улага мувофиц иф одалан ган  Оа1 вектор к он ­
травариант а 1 вект орнинг а б солю т  дифф еренциали д ей и -  
лади.

Юкорида келтирилган муло^азаларни ковариант векторга 
нисбатан татбик килиб, (66.10) га мувофик, бундай ёзишимиз 
мумкин:

0 а 1 =  ( 0  -  dxf. (69.2)

Бу формула ковариант  а1 в ект орнин г аб солют  дифферен -  
циалини иф одалайди .
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Тензорнинг абсолют дифференциали тушунчасини киритиш- 
да иккинчи рангли аралаш тензор T f  билап чеклансак дам 
булади. х’  нуктадан х1 +  dxj  нуктага утиш натижасида х1-\-dxJ 
нуктадаги тензор учун:

дТfT'f +  d T f  — T'f +  dx1 

ва параллел кучирилган тензор учун (66.11) га биноаи:
T f  +  8T f  =  T f  +  T ^ T ldx i  -  r kmjT\mdx}

булади. Бир н уцт ада  олин ган  T f  +  d T f ,  T f  -+- 8T f т ен зор -  
лар айирм аси  т ен зор  б ул а ди  ва б ерил ган  T f  т ен зорнин г  
а б сол ю т  дифференциали д е б  юрит алади :

DTt  =  ( 5 -  -  FZ K .  +  r mjTim) äxf. (69.3)
Курамизки, тензорнинг абсолют дифференциалини ифода- 

ловчи формуланинг унг томонида шу тензорнинг дар бир ин- 
дексига Кристоффелнинг иккинчи тур символи иштирок кил- 
ган алодида дад мос келади: ковариант индексга манфий 
ишорали дад, контравариант индексга эса мусбат ишорали дад 
мос келади. Шу айтилганларни назарда тутиб, ихтиёрий ранг­
ли ва ихтиёрий тузилишдаги тензорнинг абсолют дифферен­
циали учун бундай ёзишимиз мумкин:

т-'Ш rpk\k2... f'tTl nnk\k2... |
d%f h j  ml2... ¿2 / tim... >

Бирор / вариант, яъни дар кандай индекслардан мадрум бул- 
ган тензор учун:

D Í - ^ d x ^  = dI  (69.5)

булади, демак, инвариантнинг аб солю т  дифф еренциали  шу 
инвариантнинг оддий  диф ф еренциалидан  фар/с цилмайди. 
Аниц ран гл и  ва аник; т узилиш да ги  т ен зорнин г а б солю т  
дифф еренциали  уш а  р а н гл и  ва уша т узилиш да ги  т ен зор  
була ди .

Т ензорнинг аб солют  дифф еренциали унин г  ковариант  
дифф еренциали д е б  х;ам юритилади.

Тензорнинг параллел кучирилиши билан абсолют диффе­
ренциали орасидаги богланишни англаш кийин эмас. Тензор­
нинг абсолют дифференциалига илгари берилган таъриф буйи-
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ча, бирор нуктада тензорнинг абсолют дифференциалини ^осил 
килиш учун чексиз якин нуктадаги тензор биринчи нуктага. 
параллел кучирилиб, сунгра уша нуктадаги аввалги ва парал- 
лел кучирилган тензорлар айирмаси олинади. Щу таърифга 
кура, параллел кучирилувчи тензорнинг абсолют дифферен­
циала нолга тенг булиши керак, чунки берилган нуктадаги 
тензор ва бу нуктага параллел кучирилган тензор аслида бир 
тензор булиб, уларнинг айирмаси нолга тенгдир. Шу айтил- 
ганларни тегишли формулалардан келтириб чикариш >$ам мум- 
кин. Хакикатан, бир нуктадан унга чексиз якин иккинчи нук­
тага параллел кучирилган вектор учун (66.9) га ёки (66.10) га 
мувофик:

1а1 =  =  Г™ат(1х},

Ъ а'=% (1х)==.-Г1т)а тс1*

булади. Шуларга биноан, (69.1) билан (69.2) дан:
Оа1 =  0,

=  0

келиб ч и к а д и яъ  ни паралл ел  кучирилувчи  вект орнинг а б ­
солют дифференциали нол га  т енг. Ш унингдек ,  (66.11) билан
(69.4) га м у в оф щ  паралл ел  кучирилувчи  т ен зорнин г аб солют  
дифференциали н ол га  т енгдир .

Энди тензорнинг абсолют дифференциали тушунчасидан 
фойдаланиб, тензорнинг ковариант досиласи ва, демак, тен- 
зорни ковариант дифференциаллаш тушунчасини киритайлик. 
Бунинг учун тензорлар ^акидаги асосий теоремани эслайлик: 
тензорлиги номаълум микдорнинг тензорга купайтмаси тензор 
булса, у микдорнинг узи ^ам тензор булади. Координаталар- 
нинг дифференциаллари туплами контравариант вектор хосил 
килади. Шуларга кура, ушбу натижаларга келамиз.

(69.1) нин.г чап т омонидаги  а б солю т  дифференциал к он ­
травариант вект.ор б ул ганли ги  са ба бли , ун г  т омонда кавслар  
ичида т урган  ифода био мартл контравариант ва бир м ар ­
та ковариант. б ул ган  т ензордир . Б у т ен зор  контравариант  
а 1 векторнинг х’ координат а буйича  олинган  ковариант  
х;осиласи д ей ил а ди  ва одат да \ ¡а1 орцали  б ел гилана ди :

|  Щ  . ч ^ 1 = ш  + г 1)ат‘ (69-6>

(69.2) нинг чап томонидаги аб солю т  дифференциал к ова ­
риант  вект ор б ул ганл и ги  са ба бли , у н г  томонда цавслар  
ичида т ур ган  иф ода и к к и н ш  ран гл и  ковариант  т ен зор дир .
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Б у  т ен зор  ковариант  а 1 вект орнинг х] к оординат а буйича  
олин ган  ковариант  %о сил а си  д ей ил а ди :

№9.7)

'69.3) нинг чап т ом онидаги  абсолют, дифференциал, бар  
марта контрвариант  ва бар  марта ковариант  т ен зор  бул -  
га нл и ги  са ба бли , ун г  томонда цавслар ичида т ур ган  ифода  
бир  марта контравариант  ва икки марта ковариант бул -  
ган  учинча р ан гл и  т ен зордар . Б у т ен зор  Т-* т ен зорнин г х-> 
коор динат а  буйича олинган  ковариант  %о сал а са  д ей ил а ди :

ъ дТ'к ь
Ъ т?  — Ш - Ги К .  +  С К  (69.8)

(69.4) нинг чап т ом онидаги  аб солю т  дифференциал б е -  
р а л га н  т ен зорнин г  р ан ги  ва т узилиш ида ги  т ен зор  б ул ган -  
ла ги  са ба бл и  ун г  т ом онда  цавслар  ичида т ур ган  ифода бе-  
рил ган  т ен зор га  ни сбатан ран га  биттага ош иц  б ул ган  

. т ен зордар . Б у т ен зор  7 ^ 2'" т ен зорнин г х-’ к оординат а  б у й и ­
ча  олин ган  ковариант х,осиласа дейилади .

оп/гхй2 .. .__ д  / 'т ’йхй2*..\ г 'т  'Т’&хЙ2... г-'Ш 'Т’&хйг*.- |
^ ) 1\1ъ— дх/ > НЬ— ) 41  т12— ¿27 Т

+  ■ • ■ + С ) тт2 : : + О тн":;: + ■■■ » м »

Шундай цяляб, (69.9) га мувофик, тензорнинг х* коорди­
ната буйича олинган ковариант з$осиласи куйидаги ифодалар 
йигиндисига тенг:

1) тензорнинг х-7' координата буйича олинган одатдаги ху- 
сусий ^осиласининг ифодаси:

¿ • Г О ;
2) тензор ковариант индексларининг >$ар бири учун олин­

ган ифода:

- г н т'"1I] ...т .., }

3) тензор контравариант индексларининг ^ар бири учун олин­
ган ифода:

Г к Т ...т ...
.....

булади. (69.4) ва (69.9) га мувофик*.

== (69.Ю)
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Тензорнинг хусусий ^осилалари билан унинг одатдаги тула 
дифференциали орасидаги богланиши:

Тензорнинг ковариант ^осилалари билан абсолют дифферен­
циали орасидаги богланиш хусусий ^осилалар билан одатдаги. 
тула дифференциал орасидаги богланиш сингаридир.

(69.5) ва (69.10) га мувофик, инвариант учун:

булади, яъни инвариантнинг одатдаги хусусий ^осиласи ва ко­
вариант ^осиласи бир-биридан фарк килмайди.

Тензорлар йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва йигиштири- 
лишига нисбатан ковариант дифференциаллаш амаллари одат- 
дагидайдир. Бу амалларни бир неча оддий мисолларда куриб- 
чикайлик.

I. Тен зорлар йи гин ди си  ва айирм аси  у ч у н :

(69.11)

(69.12)

(69.13)

Дакикатан, (69.9) га мувофик бундай ёзамиз:

II. Тензорлар к упайт м аси  уч ун :

(69.14)

Хакикатан, (69.9) га мувофик бундай ёзамиз:
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Кисман инвариант билан тензор купайтмаси учуй, (69.12) га 
мувофик (69.14) дан бундай ёзамиз:

булади, яъни тензорни ковариант дифференциаллаш ва уни 
йнгиштириш амалларининг уринларини алмаштириб ёзиш мум- 
кин.

Ха^икатан, (69.9) га биноан, бундай ёзамиз:

¡Уша (69.9) га мувофик, учинчи рангли Т-/к тензорнинг кова­
риант ^осиласи:

булади. Бу х;осилани г =  I деб ^исоблаб, йигиштирайлик:

Унг томондаги иккинчи ва учинчи з^адлар йигиндиси нолга 
тенг, чунки, масалан, иккинчи х;аддаги йигиштириш индекс- 
ларини узаро алмаштириш (т урнига г ни ва г урнига т  ни 
ёзиш) мумкин, у вактда:

булади, Айтганларимизни (69.17) билан (69.18) тасдиклайди.
(69.14) билан (69.16) дан фойдаланиб, тензорларнинг йигиш- 

тирилган купайтмаси учун бундай ёзишимиз мумкин:

Ковариант ^осилаларнинг юкорида текширилган асосий хусу- 
сиятлари (69.10) га мувофик, абсолют дифферен-циалларга з а̂м 
хосдир.

Биз бу параграфда тензорларни ковариант дифференциал­
лаш ва унинг асосий хусусиятлари билан танишиб чиадик. 
Айрим авторлар ковариант зрсилани аб солют  %осила  деб з$ам 
юритишади.

Баъзи авторлар тензорни оддий дифференциаллаш белгиси

(69.15)

III. Йиршитирилган, т ен зор  у ч у н :
(69.16)

(69.17)

'ЛЬ

(69.18)

V,- (А)*Стлк)  =  ъ А кСт1 +  • (69.19)

д— урнига тензорнинг унг томонидан пастда, у  ёзишади ва ко-



416 IV БОБ. УМУМИЙ. ТЕНЗОРЛАР АНАЛИЗИ

вариант дифференциаллаш белгиси V/ урнига; У ёзишади. Ма- 
салан, (69.6), (69.7) ва (69.8) формулаларни янги белгилар ор- 
^али тубандагича ёзиб курсатиш мумкин:

'Т'.к _ rp.fi г~<т пп.к | г-<к rp.ru
1 — 1 I. , )  ~~ 1 Ц 1 т. +  1 п ц 1 I.

Эвклид фазосида Декарт системасидаги Кристоффель сим- 
воллари нолга тенг булганлигидан, тензорларни ковариант 
дифференциаллаш билан уларни оддий дифференциаллаш ора- 
сида з$еч кандай фарк булмайди.

Тензордан олинган ковариант ^осиланинг узи х;ам тензор- 
дир. Тензорнинг ковариант 5?осиласидан яна ковариант ^осила 
олинса, натижада тензорнинг иккинчи тартибли ковариант хо- 
силаси пайдо булади. Шу равишда мое тензордан учинчи, 
туртинчи, умуман, юкори тартибли ковариант ^оснлалар оли- 
ниши мумкин. Юкорида айтиб утилган биринчи тартибли ко­
вариант ^осилаларга нисбатан, ю^ори тартибли ковариант з̂ о- 
силалар анча мураккаб хусусиятларга ага. Бу масала билан 
махсус шугулланиб утирмаймиз. Аммо тензорни ковариант 
дифференциаллаш тартиби ^акида кейинчалик ало^ида айтиб 
утишга тугри келадй.

Ковариант дифференциаллаш воситасида тензор рангини 
купайтириш мумкин. Аксинча, ковариант дифференциалланган 
тензорни йигиштириб, унинг рангини камайтириш мумкин.

Ковариант дифференциалланиш  ин д ек са  билан ян а  бош ка  
бирор  контравариант  ин д ек си  б у й т а  йи гиш т ирилган т ен ­
зор , одатда, шу ин д ек слар  б у й т а  олин ган  т ен зор  ди вер -  
г ен ци я си  д ейилади .  Масалан, Т1 ёки Т1} тензорларнинг тегиш- 
ли дивергенцидлари ва булади.

70/. МЕТРИК ТЕНЗОРНИНГ КОВАРИАНТ ^ОСИЛАСИ

Ковариант метрик g¿ j  тензорнинг ковариант з?осиласи (69.9) 
га биноан, тубандагича ёзилади:

Ч/гё(/■ ~~ '^  §  'Ч Р1Н ёт}

ёки (67.15) дан фойдалансак:
д
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булади. Аммо (67.21) га мувофи^:

ч  =  j  +  P jk, i'

демак:
VkSij =  0 (70.1)

булади, яъни  ковариант  метрик т ен зорнин г ковариант  цо-  
си л а си  н ол га  т енгдир .

Аралаш метрик т ен зор  g{ нинг ковариант  л;осиласи хам 
нол га  тенг. Яна уш а  (69.9) га  биноан :

v rf ! = gi -  r?,g 'm + О Г  -  о -■ r\ , +  П , -  о,
г»Й  -  о (70.2)

булади.
Контравариант метрик g jl тензорнинг ковариант ^осиласи 

5{ам нолга тенг. Контравариант метрик тензор таърифига му- 
вофи^:

g i j g Jl =  g\ 
булади. Бу ердан, (70.2) га биноан:

V* ( g i j g Jr) =  0
булади. Тензорларнинг йигиштирилган купайтмасидан олинган 
ковариант ^осила формуласи (69.19) га мувофиц:

Vk( g i j g il) =  VkgtjgJl +  Si0kSil =  0 
ёки (70.1) ни назарда тутсак:

gijVkg Jl = 0
булади. Бу тенгламанинг икки томонини g mr га купайтирай- 
лик, сунгра г  — i деб ^исоблаб, йигиштирайлик:

g migijVkg jL- = g j v kg jl  =  VkgmL =  0,
Vkg mt = 0. (70.3)

(70.1), (70.2) ва (70.3) га биноан, ковариант  диф ф еренциал -  
лаш да  метрик т ен зор  у з г а р м а с  мицдор син гари дир  (Риччи 
теоремаси). Демак, метрик тензорларни ковариант дифферен- 
циаллаш белгисига нисбатан унинг олдида ёки кетида ёзиши- 
миз мумкин. Масалан:

vk{gijT'rs) = g i j v j ; ’,.
v k{ gn r T̂ )  = g riv k K ! ,  

w ( g ‘T ^ ) = g ‘v j ; : : -

27 Майдон назарияси
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Хисобларда цулайлик яратиш максадида векторни ва тен- 
зорни контравариант дифференциаллаш тущунчаси киритила- 
ди. Ковариант дифференциаллаш амали  V/ дан к онт рава ­
риант  дифференциаллаш  амали  га утиш  т уб а н да гш а  
иф одаланади :

V* =  (70.4)

Масалан, ковариант векторнинг контравариант зрсиласи 
учуй:

у Ч -  =  Ри  (70.5)
контравариант векторнинг контравариант досиласи учун:

Ъка 1 =  (70.6)
Ихтиёрий теизорнинг контравариант з^осиласи учун эса:

< 7 0 - 7 >

булади, яъни тензорнинг контравариант з^осиласини тоииш учун, 
аввало, шу тензорнинг ковариант з^осиласи олинади, сунгра 
контравариант метрик тензор воситасида дифференциаллаш 
индекси кутарилади. Бир мисол келтирайлик. Контравариант 
векторнинг контравариант зрсиласи, иккинчи рангли контрва­
риант тензордир. Бу тензор компонентларини турли шакллар- 
да ёзиб курсатиш мумкин:

V/а 1, ч ка-1, ч р и
Хакицатан, маълумки:

а ‘ = ^ а ^
У вацтда (70.6) га ва Риччи теоремасига мувофиц:

Чка 1 =  ё кЧ р 1 =  М 11̂ )  =  ё к}ё 1Ч р1  =  ё и^ а [
булади.

71. КОВАРИАНТ КОСИЛА ВА ЭГРИЛИК ТЕНЗОРИ

Тензорларни ковариант дифференциаллаш масаласи билан 
шугулланишимизни давом килайлик. Иккинчи рангли аралаш 
тензорнинг ковариант з^осиласи учун:

■ЯгК -  £  Т,[ -  С К . . +  Г'шгТТ (71.1)

ва контравариант векторнинг ковариант зрсиласи учун эса:

= Ё + Г>  (71-2)
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булади. Контравариант а 1 векторнинг х 5 координата буйича ко- 
вариант ^осиласи иккиичи рангли теизордир. Шу тензор- 
дан хг координата буйича олинган ковариант ^осила
учинчи рангли тензор булиб, контравариант а ‘ векторнинг ик- 
кинчи тартибли ковариант ^осиласидир. Аралаш У';' тензор ур- 
нига ч 8а 1 ни олсак, (71.1) га мувофиц:

~ ГТг +  Г 1тг Щ ат)

булади. Бу формуланинг унг томонида ^авслар ичида турган 
ифодаларни (71.2) дан олиб куяйлик:

/  ̂ (до} . г->г А т-лш ( да} . А I 1̂ 1 / да711 г т̂ Л
'*** -  й  ( « г +г*а ) ~ Ч « ?  + "  ) + М й 7  + "  )

Энди ^авсларни очиб ёзамиз:

„  V 1 — Г 1 а 1 4 -  Г1 —  —
У' 5 М /  и и дхг

до-1 _< р т р 1  I , р 1  дат
' дхт  1т тг дхв

Бу формулада г  ва я индексларнинг уринлари алмаштирилса:
. дЧ1 . д , . „г дагх/*\га 1 = -------------- 1 ,та 1 - - / „  —

в г дх''Лс5 Эх5 1т гг*с*
ртп да}__pm.pl а 1 , р1 д £ ^ \ р 1 Г ,па 1 (71 4Л

"  дл:™ "  гт т5 ^  1г

С  - 5 т -  +  С  (71 -3)

булади. Узаро богланмаган координаталар буйича одатдагидай 
дифференциаллашда дифферендиаллаш тартибини узгартириб 
ёзиш мумкин:

д2а1 _ дга 1

дх$дхг дхгдх*

Йигиштириш индексини танлаш бизнинг ихтиёримизда, демак:
р 1 да1 _дат

13 дхг “  дхг
ва

р 1 дат _да1

тТ дх3 1г дх5

булади.
Кристоффель символларининг пастки индексларга нисбатаи 

симметриклиг.и назарда тутилса:
„ т  да1 — „ т  да1 р т  р 1 / __ р т р 1 /

«• дхт  ~~ ТЬ ()Хт  1Г 1т Г* 1т
27*
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'булади. Суигги формулалардан фойдаланиб, (71.3) билан (71.4) 
га биноан, бундай ёзамиз:

Бу тенгликнинг чап томони бир марта контравариант ва икки 
марта ковариант булган учинчи рангли тензорни ифодалайди, 
Демак, тензорлар з^ацидаги асосий теоремага мувофиц, (71.5) 
нинг унг томонида кавслар ичида турган ифода уч марта ко­
вариант ва бир марта контравариант булган туртинчи рангли 
тензордир. Бу т ен зор  эгриликнинг аралаш  т ен зора  д еа ал а -  
да. Э грилакнанг аралаш  т ен з о р а н а  Я8Г1‘ орцали бел гилай -  
лик\

Бу ифоданинг унг томонини г  ва 5 индексларга нисбатан 
альтернадиялаш символи воситасида з$ам ёзиб курсатишимиз 
мумкин:

(71.5) нинг икки томонини манфий бирга купайтириб, сунг- 
ра (71.6) дан фойдалансак:

булади. Демак, контравариант  в ект орна  хг, х** к оордана -  
т алар буаика  ковариант  дафф еренцааллаш  н а т а ж а си  диф- 
ференциаллаш  тартибига  борлиц, яъни  контравариант  век -  
т орни ковариант  дафф еренциаллаш  коммутативлик х у с у -  
са ят а га  э га  эмас.

Контравариант вект ордан  (71.7) да  к ур сат ил ган  ра виш да  
х!о сал  цилинган ковариант  %осилани  конт равариант  век -  
торнинг ал ьт ернациялан ган  к овариант  %осал а си  д е б  %ам 
юратишади.

(69.12) га биноан, инвариантни ковариант дифференциаллаш 
оддий дифференциаллаш сингаридир:

Ковариант у г1 векторнинг х5 координата буйича ковариант 
^осиласи, (69.7) га биноан, бундай ёзилади:

У!зУ1га1 — УгУв а 1 —— Я „ ¿ а 1 (71.7)
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ёки юцоридаги формуладан фойдалансак:
■7_ д I д/ \ _ р т  д1 _ д'̂ 1 у-, п1 д !

дх3 \<?хг/ га дхт  дхг дх? гл' дх" 1 

булади. 5, г  индексларнинг уринлари алмаштирилса:

дхьдхг дхт
келиб чи^ади. Сунгги икки формулага биноан:

ЧзЧг1 ~  ЧгЧз! — 0 (71.8)
булади, чунки:

д21  _ д21  р т  _р т
дхг дх* ~  дх°дхг г* ~  " •

Ш ундай цилиб, инвариантна ковариант  диф ф еренциал -  
лашда дифференциаллаш  тартиби ацам ият га  э г а  эмас, яъни\ 
инвариантнинг ал ьт ернациялан ган  ковариант  %о си л а си  нол -  
га  тенг.

Ковариант Ь/ вектор учун (71.7) сингари формула топиш 
ма^садида инвариант тузайлик:

/ = Ь¡а1.
Тензорларнинг йигиштирилган купайтмасини ковариант диф­

ференциаллаш формуласи (69.19) га биноан, кщоридаги инва- 
риантдан хг координата буйича ковариант ^осила олайлик:

у г/ =  ^ ^ ¡а 1 +  Ь ^га 1.
Чиодан бу натижадан хя координата буйича яна ковариант 
^оспла олайлик:

ч 8ЧгЬ1а1 +  ПгЬ1Ч8а1 +  Ч8ЬЯ га 1 +  ЬщцЧга1.
Бу формуладаги в, г  индексларнинг уринлари алмаштирилса:

ЧгЧз1 =  ЧгЧэь1а1 +  Ч8Ь1Чга1 +  ЧгЬЯ8а1 +  Ь1ЧЛза1
булади. Аввалги тенгликнинг унг томонидаги иккинчи ва учин- 
чи .^адлар йигиидиси сунгги тенгликнинг унг томонидаги ик­
кинчи ва учинчи з;адлар йигиндисига тенг. Демак, (71.8) га 
биноан:

ЧвЧгЬА'1 +  Ь1ч 5чга 1 =  ЧгЧзЬ1а1 +  
булади, бу ердан:

(7яУ А  — ЧгЪ8ь 1)а1 =  — Ь1(я8Чга 1 — 
келиб чи^ади. Тенгликнинг унг томонидаги йигиштириш ин» 
декси I урнига / олсак, (71.7) га мувофик:

^  А )  а1 =  Ь^8г{а1
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булади, контравариант а1 вектор ихтиёрий булганлиги са- 
бабли:

^в^гь 1 -  (71.9)
келиб чицади, яъни ковариант в ект орни  ковариант  диффе- 
р енциаллаш  комму та тав лик  х у с у си ят и га  э га  эмас.

Контравариант ва ковариант векторларнинг альтернациялан- 
гаи ковариант ^осилаларини ифодаловчи (71.7), (71.9) форму- 
лалардан фойдаланиб, хар ^андай тензорнинг альтернациялан- 
ган ковариант хосиласини хисоблаб чи^иш ^ийин эмас. Масалан, 
аралаш тензор Т-£ берилган булсин.

У ва^тда шу тензордан иккита ихтиёрий вектор воситасида 
инвариант тузишимиз мумкин:

I - т у ъ ч.
Инвариантнинг альтернацияланган ковариант ^осиласи (71.8) 

га биноан нолга тенгдир:

(Тр аРЬч) ~  Ч.гЧзСГр&Ьд) =  0. (71.10)
Тензордарнинг йигиштирилган куиайтмасини ковариант диффе- 
ренциаллаш формуласи (69.19) га мувоф*щ бундай ёзамиз:

(т1‘раРЬд) =  ЧгТр'ОРЬя +  Т р у гарЬч + ГЦарчг Ьч
Бу ифодани яна х 5 буйича ковариант дифференциаллайлик:

ЪЧЛТ^аРЬд) =  \3̂ гТр.аРЬч +  ЧгТ'рУааРЬч +
+  УгТр.ар\-8Ьч + ^ 8 Т'рУАрЬд +  Т'ру гарЬ ч +

+  г  +  Т р ^ г Ь ,  +  К а ^ 8чгЬг
Бу ерда я, г  индекслар алмаштирилса, иккинчи ва туртин- 

чи, учинчи ва еттинчи, олтинчи ва саккизинчи хадларнинг мос 
йигиндилари узгармайди. Демак:

ЧаЧА^аРЬд) -  ЧгЧ*{Т-ЦаРЬ9) =
=  (\-sVrTp. арЬд+ Т р у ^ гарЬд +  ТрчаРу8^гЬд) —

■—^ 8Тр,аРЬя +  Т-«У гъ 3арЬч +  Т'ЦаР ч у  3Ь „).
Мос купайтирувчиларни ^авслар олдига чикарсак, (71.10) га 
биноан, бундай ёзамиз:

арЬч (ч3чг Тр. ~  \rVsTp) +  Т*ЬЧ {ч8ЧгаР — 7гЪ^р) +
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Контравариант ва ковариант векторларпипг альтернация- 
ланган ковариант досилалари урнига уларнинг (71.7) билан 
(71.9) га мувофщ олинган ифодаларини цуяйлик:

*Ъ Ч {\-sVrT-l -  +  Т«ЬЧ( -  Я,г1р а 1) +  т у  !,,) -  = о,
бу ердан:

— УгУ5^ )  = а 1ЬчЯзг1Р Т«' — а Р Ь ^ ^ 1 ГЦ
булади ёки унг томонда биринчи даддаги йигиштириш индекс- 
лари булган I билан р  узаро алмаштирилса, иккинчи дадда 
дам I билан q узаро алмаштирилса, сунгра арЬч цавслар ол- 
дига чицарилса:

арЬч(я8ч гТ 1~  ЧгЧ*Т?) =  арЬ ^ грГ 1 - Я 5Г1Тлр)
булади.

Олинган векторларнинг ихтиёрий булганлиги сабабли, сунг- 
ги натижага биноан бундай ёзамиз:

-  ЪгЪ*Тр. =  К г р -К  -  КзнЧТр.
ёки йигиштириш индекслари булган I, I урнига тп ни олсак, 
ни^оят:

™ ГТр9 -  7 , 7 , 7 ^  =  К г рт К .  -  К г п ? . К  ( 7 1 . 1 1 )

келиб чи^ади.
Ю^оридаги сингари мулодазалардан фойдаланиб, дар кан- 

дай тензорнинг альтернацияланган ковариант досиласини эгри- 
ликнинг аралаш тензори воситасида ифодалаш мумкин.
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Риман фазосида элементар масофа квадрати учун:
й з2 = g^j dx idxi

булади, бу ерда метрик тензор координаталар функцияси- 
дир. Эвклид фазосида метрик тензорнинг турли индексли ком- 
понентлари нолга тенг булиб, бир хил индексли компонентлари 
мусбат бирга тенгдир. Эвклид псевдофазосида эса метрик тен- 
зорнииг турли индексли компонентлари нолга тенг, аммо бир 
хил индексли компонентларининг баъзилари мусбат бирга ва 
баъзилари манфий бирга тенгдир. Бу икки тур фазо метрик 
тензорининг компонентлари узгармасдир. Умуман, аниц к оо р - 
динат аларнин г си ст ем а си да  олин ган  метрик т ен зоринин г  
ком пон ент лари  у з га рм а с  б ул га н  фазо т еки с  фазо д ейилади . 
Эвклид фазоси билан Эвклид псевдофазоси текис фазонинг 
хусусий холларидир. „ с
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Метрик тензорнинг Декарт системасидаги компонентлари 
'узгармас булганлиги сабабли (67.18) га мувофиь;, т еки с  ф а зо ­
нинг %амма н уцт аларида  Кристоффелъ символлари нол га  
тенг. Шу сабабли, (71.6) га биноан, текис фазонинг эгрилик 
тензори бу системада нолга тенгдир. Тензор таърифи буйича, 
бирор системада нолга тенг булган тензор дар дандай бошда 
системада дам нолга тенг булади. Ш ундай цилиб, т еки с фа­
зонин г э грилик  т ен зори  %ар цандай  си ст ем ада  н ол га  т ен г ­
ди р :  =  0 ва а к с и т а , э грилик  т ен зори  н ол га  т енг б у л ­
ган  фазо т еки с  фазо булади .  Аммо бунинг исботи сердиддат 
иш булганлиги учун, юдорида айтилганлар билангчна чекла- 
намиз.

Кристоффель символларидан фойдаланиб, тензорларни па- 
раллел кучириш, геодезик чизидларни ифодалаш ва тензор-' 
ларни ковариант дифференциаллаш масалалари билан шугул- 
ланган эдик. Шу символлар восигасида энди Риман фазосининг 
текис фазога булган муносабатини анидлаб чидайлик.

Риман фазосида метрик тензор компонентлари ва Кристоф­
фель символлари координаталар ф у н к ц и я л а р и д и р .  Аммо коор­
динаталар системасини шундай танлаш мумкинки, берилган 
нудта учун бу системада ифодаланган Кристоффель символ­
лари нолга тенг булади.

Хадидатан, (67.5) да ифодаланган Кристоффель символла- 
рини алмаштириш донунини эслайлик:

р 'и _ дх> дх1 дхт  р Г . д2хг дх'и
щ дх' 1 дх' 4 дхг ;7 дх"дх' 4 дхг

Штрихли координаталар системасидан штрихсиз координа­
талар системасига утилса, у вадтда:

ри дх'* дх^ дхи р'г . д2х'г дха ,7Г) 1.
1  1ч ~  дх1 ~дхЯ дх77 П +  ЪШхЯ дх77 ( ¡ ¿ А )

булади.
Фазонинг берилган нудтасида штрихсиз координаталар сис- 

темасида олинган Кристоффель символлари анид дийматга 
эгадир. Агар фазонинг уша нудтасида штрихли координаталар 
системасида олинган Кристоффель символи Г'  ̂ нолга тенг:

Г'/, ■■= О' (72.2)

булса, у долда (72.1) га биноан:
д2х'г дха
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дх'1̂булади. Бу тенгликнинг икки томонини ríl купайтирай-
лик:

г и дх'т  _  д*х'г дхи дх'т  _  дЧ'г 
‘Ч дхи дх1 dxq дх,г дхи дх1 дхц г

ёки
а д х ^ _ д ^ _

1 Ш дхи ~  дл‘0х4' ( i - о )

Демак, штрихли координаталарнинг штрихсиз координаталар 
буйича биринчи ва иккинчи ^осилалари (72.3) да ифодаланган 
шартга буйсунса, Кристоффель символлари r'.¡ фазонинг бе- 
рилган нудтасида нолга тенг булади. (72.3) да ифодаланган; 
шартни бажариш учун координаталарни шундай алмаштирай- 
лик:

х'т =  хт -  X™ +  у(Г™ )0 (X1 -  x l0) (х* — xi), {72А)

бу ерда ( Q 0 xg1 x¿, xg Кристоффель символлари билан штрих­
сиз координаталарнинг текширилаётган нудтада олинган дий- 
матларидир. (72.4) ни хг буйича дифференциаллайлик:

ж  -  w  +  Т  а ?  ~  +  т  ё  =

=  5 ?  +  |  ( / 7 Д  8Í- ( - * 9 -  * о )  +  y  (Щ)о (xi -  4 )  Ч =

= «г+т  (^)о (*? -  ч ) + 4  (гг)» (*г -  О
ёки сунгги ^аддаги йигиштириш индекси i урнига q ёзилса ва 
Кристоффель символларининг пастки индексларга нисбатан 
симметриклиги назарда тутилса:

! £  =  « ?  +  (/ ? , )  0( x « - x ÿ  (72.5)

булади. Бу ердан текширилаётган х ? = х^ нудтада:
(дх'т '
, дхг 8» (72.6)

булади.
Энди (72.5) ни X s буйича дифференциаллаб, текширилаёт­

ган нудта учун бундай ёзамиз:

=  ( г т) (дА )  = (рт) 8 ,\dxrdxs)o V rq)0\дхуо V rq)o s
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ёки

( ё з ? ) „ "  (Г ” )»’ (72-7)
яъни (72.3) да ифодаланган шарт текширилаётган нудтада ба- 
жарилди, демак, (72.4) га мувофик танланган штрихли систе- 
мада Кристоффелнинг Г '  символлари нолга тенг булади.

Ф азонинг б ерил ган  ну^тасида Кристоффель символлари  
Г}[ ни нол га  айлантирувчи  х'т к оординат алар  си ст вм аси  
л ок ал - г е о д е зи к  к оор динат алар  си ст вм аси  дейилади.

Агар метрик тензор досилалари билан Кристоффель сим­
воллари орасидаги (67.21) да ёки (67.11) да ифодаланган бог- 
ланишни эсласак, у  вадтда, (72.2) га биноан, метрик тензор 
компонентларининг досилалари текширилаётган нудтада нолга 
тенг булади, демак, текширилаётган нудтада метрик тензор 
компонентлари узгармайди. (72.6) дан дам аёнки, текширила­
ётган нудтада олинган дар дандай тензорнинг компонентлари 
штрихли ва штрихсиз системаларда узгармасдан цолади,жум- 
ладан метрик тензор компонентлари дам узгармайди.

Берилган нудтада локал-геодезик координаталарни чизиц- 
ли алмаштириш мумкин булади, яъни:

х'т =  а^х"1 + рт, (72.8)

бу ерда а” , — узгармас миддорлар. ^адидатан, (72.8) га му- 
вофид:

дх'т
= аТ, (72.9)

д2х ,т
дх'"дх"’

= 0. (72.10)

Кристоффель символларини алмаштириш донуни (67.5) га 
биноан:

р"и — —  дх"и Г'Т 4- дгх'т  дх"а 
Ч дх" 1 дх"* дх'г 1,1 дх"1дх" 1  дх’т

булади ёки (72,10) ни назарга олсак, бу ердан:
р"и_дх' 9 дх' 1 дх" 11 р ’т

11 ~  дх^1 дх" 1  дх,г 91

келиб чидади. Аммо текширилаётган нудтада, (72.2) га биноан, 
Кристоффель символлари Гдг{ — 0, демак, Г “ — 0, яъни чизид- 
ли алмаштирилган икки штрихли .координаталар системаси ло- 
кал-геодезик системадир.
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Фазонинг дар дандай нудтасида локал-геодезик системада 
олинган метрик тензор компонентлари узгармис мпддордир, 
яъни дар дандай анид бир нудтада локал-геодезпк система 
воситасида Риман фазосини текис фазога айлантирнш мумкин. 
Ш ундай цилиб, %ар цандай  нукт анинг ч ек си з  киник ат ро-  
фида Риман ф азо си  т еки с  фазо шаклини олади .

Локал-геодезик системада Кристоффель символлари полга 
тенг булганлигидан, бу системада дар дандай тензорнииг ко- 
вариант досиласи унинг одатдаги досиласига тенг булади:

булади. Биринчи ва иккинчи индексларнинг уринлари ал- 
маштирилса:

келиб чидади. Бу тенгликни аввалгиси билан таддосласак:

булади, яъни  э граликнин г аралаш  т ен зори  у зи н и н г  б и р и т и  
ва иккинчи ин д ек сл ари га  ни сбат ан  ант и сим м ет рикдир .

Эгрилик аралаш тензорининг биринчи, иккинчи ва учинчи 
индекслари циклик равишда алмаштирилса, яъни s r l  урнига 
Isr  ва cÿnrpa r i s  олинса, (73.1) га мувофид, бундай ёзишимиз 
мумкин:

Кристоффель символларининг пастки индексларига нисба- 
тан симметриклиги назарга олинса, сунгги икки тенгликнинг 
унг томонлари билан (73.1) тенгликнинг унг томони йигиндиси 
нолга тенг булади:

яъни  биринчи учта индексы циклик  равиш да  алмаштирил-  
ган  э грилик  аралаш  т ен зоринин г  й ш и н ди си  нолга, т ен гдир .

(72.11)
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Эгриликнинг аралаш тензори (71.6) га мувофид:

ГУ 1 __  D  1
К srl. — г si. (73.2)

(73.3)
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Эгрилик аралаш тензорининг контравариант индексини ту- 
шириб, эгриликнинг ковариант тензори досил дилиш мумкин.

Rsrlk = SkiRsr¿ (73.4)
ва аксйнча:

R s r t  =  g ikR s r l k  ( 7 3 -5 >
Эгриликнинг ковариант тензорини Кристоффель символла- 

ри ва метрик тензорнинг иккинчи досилалари ордали ифода- 
лаш мумкин. (73.4) ва (73.1) га мувофид:

R s r l k  =  g M ¿  r \s -  g k i  ¿  r \ r  +  g kl r lm r r l  -  g uir lm s r z  (73.6)

булади. Уз-узидан аёнки:
„ . p i  __ а , p i  \ __ p i -  ÖQki __р  _______p i  dgkt
gkt dxr ls dxr ^ kl ls> ls dxr dxr ls’ k ls dxr ’

чунки Кристоффелнинг биринчи ва иккинчи' тур символлари 
орасидаги богланиш (67.15) га мувофщ:

ГlSj h ~ g  kiwis’
Шунингдек:

~  p i  __ р  __ p i  dgki
дх? tr dxs lT■ k lr dxs

булади. У вадтда (73.6) ушбу шаклни оладй:
n  __р ________ р  ____  pi àgfci i pi dg/¡i i
K srlk  ~  dxr ls- k dx° lr’ ft ls dx r ^  ir dxs  +

I г  Г т  __ p  p m> mr, k ls ms, k lr.
Тенгликнинг унг томонидаги сунгги икки дадда йигишти- 

риш индекси т урнига i олинса, умумий купайтувчиларни давс- 
лар ташкарисига чидариб ёзиш мумкин:

-  ь  Г-■ * -  Ь г* * -  Г'<- (ÎF -  Г". *) +

+  ' 1 , ( % ? - Г Л:  ).

Аммо (67.2!) га мувофид:
dgkí _  р  , р  пя dgki __р  i р
дх г kT> 1 1 T,k dxs  ks- 1 is> k

булади. У вадтда:

- ¿ ' • « - ' Ъ Л , . , + / * / • * ;  ( г а - 7 )
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келиб чидади. (67.16) га мувофид:
Г  =  _L ( дЛШ  4_ ?Е13 _  dS i s \

ls, h 2 \дх1 dxs dxk
Бу ердан:

Энди

д р  __ J_ I _| 
дхГ ls- * ~  2

— Г  =  — f +
dx* lT- к 2 W à j  "

d2£7fe _

_  1 
lr, k —  2

( dë lk  , '

Ô^glk d*gls \
dxsdxr dxkdxrj

d2grk & g lr  \
dxldxs dxkdxs) ’

dxsdxr dxrâxs

эканлиги назарга олинса:
A . Г  — — Г  — 1 ( d2gsk à2gis d2grk d*gtr 
dxr ls’ k dxs lr’ k 2 \сЫ dxr dxkdxr dxldxs dxkdxs/

булади. Шунга биноан (73.7) бундай ёзилади:
п _ 1 / d2g sk____à2g i s___ d2g rh . d2g i r N ^
sr k 2 Xdx^xf dxkdxr dxldxs dxkdxs) ‘

+  r \rr ks, , -  r \J\r, ,  (73.8)

Шундай дилиб, эгриликнинг ковариант тензори учун ай- 
тилган ифода топилди. Шу ифодадан фойдаланиб, эгрилик 
тензорининг бир неча мудим алгебраик хоссаларини урганиб 
чидамиз.

(73.8) да s, г  индексларнинг уринлари алмаштирилганда:
Rsrik — ~~ Rrsik (73.9)

булади, яъни  эгриликнин г ковариант  т ен зори  у зи нин г  би-  
ринчи ва иккинчи ин д ек сл ари га  ни сбат ан  антисимметрик- 
дир. Бу хусусият биргаликда олинган (73.2) билан (73.4) дан 
дам равшан.

(73.8) да I ва k индексларнинг уринлари алмаштирилса:
р  _  J_ f d“gsi_______d2gks __  d2g ri | à2g/ir \ . p  i p  ___pi Г

srkl 2 \dxkdxr dxl dxr dxkdxs ' dxldxs) kT ls’ 1 ks' lr> 1

булади. Йигиштириш индексининг бир жойда кутарилганда 
иккинчи жойда туширилишини эслайлик:

pi р  — Г  Г ‘ пя Г ‘ Г  __ г  п1 kr‘  ls, i  1 kr, i 1 ls a a  1 ks1 lr, i r ~  1 ks, r  lr.

Шуларга кура, аввалги формула (73.8) билан солишти- 
рилса:

Rsrlk=  Rsrkl (73. 10)



432 IV БОБ. УМУМИИ ТЕНЗОРЛАР АНАЛИЗИ

Энди учта индекси >$ар хил булган компонентлар сонини 
^исоблайлик. Масалан, Rsrsk, Rrssk, Rsrsk, Rrsks булса, юдорида- 
гидек бу компоненглар ичида фадат биттасигина, айтайлик, 
Rsrsk гина ихтиёрий булади. s индекс учун олинган 1, 2 
дийматларнинг ^ар бирига долган га— 1 сонлардан ^осил бул­
ган г, k индексли жуфтлар мос келади; ^ар хил булган бун-
дай жуфтлар сони юкоридаги сингари у  (га — 1) (га—2) га тенг- 
дир. Демак, учта индекси ^ар хил булган ихтиёрий компо­
нентлар сони у  га (га — 1) (га — 2) га тенг булади.

Ни^оят, ^амма туртта индекси ^ам ^ар хил булган компо­
нентлар сонини топайлик. Биринчи s r  жуфтлар сони у  га (га—1) 
га тенгдир. Колган га — 2 та сондан тузилган иккинчи Ik жуфт­
лар сони у(га  — 2) (га — 3) га тенгдир. Демак, туртта индекси

^ар хил булган компонентлар сони уга (га— 1) (га —2) (га — 3) га
тенг. Аммо (73.11) га мувофид, биринчи ва иккинчи жуфтлар- 
нинг урин алмаштирилиши натижани узгартирмайди. Шунинг 
учуй, юдорида келтирилган соинн икки марта камайтириш ке-
рак, яъни бунда компонентлар сони у  га (га— 1 ,)(га— 2)(га—3) га
тенгдир. (73.12) га биноан, учта компонентдан иккитаси ихтиё­
рий булиб, шу иккитаси ордали учинчисини анидлаш мумкин. 
Демак, ^озиргина топилган компонентларнинг учдан икки 
дисмигина ихтиёрийдир, яъни туртта индекси ^ар хил булган
ихтиёрий компонентлар сони ~  га (га — 1) (га — 2) (га — 3) булади.

Шундай дилиб, компонентларнинг умумий сони

N =  у  га (га — 1) +  у  га (га — 1)(га — 2) +  у  га (га — 1)(га — 2) (га — 3)

ёки давсларни очиб ^исоблаб чидсак:

N = ~ n z (га2 — 1) (73.14)

булади. Б у  формула  га улчовли фазо э грилик  т ен зоринин г  
у за р о  борланмаган ком пон ент лари  сонини. ифодалайди . Ху- 
сусий ^олларда:

а) п — 2, N =  1,
Р) га =  3, N =  6, 
ч) га = 4, N ~ 20

булади.
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74. ЭГРИЛИК ТЕНЗОРИНИ ИИГИШТИРИШ

Эгрилик тензори бир марта йигиштирилса, ундан иккинчи 
рангли янги тензор досил булади. Эгрилик тензорини турли 
усуллар билан йигиштириш мумкин:

1) К г ^ 8Г,
2) Кпк ё 8!,
3) Кг?,
4)
5) Кг[,
6) К п 1,

Биринчи ва олтинчи доллардаги йигиштириш натижаси нолга 
тенг булади. Хакщатан, биринчи долдаги йигиштириш индекс- 
ларини алмаштириб, сунгра метрик тензор симметриклиги би­
лан (73.2) назарда тутилса, бундай ёзиш мумкин:

П,ПЯЗГ =  =  К *№ Г =  -  К Ы " ,
бу ердан:

2 Х*г№г =  °>
, демак:

К кГ г =  о
булади. Шунингдек, (73.10) га мувофи^:

К н .  =  К т ё 1к =  К з г Н ё к1 ~ =  П згЫ ё1к =  -  П в п к ё 1\  
бу ердан:

2 Я3пкё 1к =  0,
демак:

Кг/. =  о
булади. Энди иккинчи, туртинчи ва бешинчи доллардаги йигиш­
тириш натижаларини учинчи долдаги йигиштириш натижаси 
ор^али ифодалаш мумкин. Ха^ицатан, (73.11) ва (73.10) га му- 
вофик шундай ёзсак булади:

К п к. ё * 1 =  К п т ё ткё 31 =  Я 1 т згёткё * 1 =  “  =

— _Р 1е тк^1тгМ •

Шунингдек туртинчи долни тубандагича ёзамиз:
К гкё Ы =  Кг1тёткё Г1 -  Пш*гёткё П =  Я/*,?*"*.

Нидоят бешинчи долни дам тубандагича ёзишга да^лимиз:
у? Г — _ р  Г

28 Майдон назарияси
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Шундай цилиб, эгрилик тензорини бир м арта йигишти- 
рши натижасида и ккити  рангли б и т т а  ковариант Rsrf  
тензор х,осил булади. Бу тензор эгриликнинг йшиштирил- 
ган ковариант тензори дейилади ва Rrl орцали белгила- 
нади:

Rri — Rsri. (74.1)
Бу тензор симметрикдир:

Rrl =  Rir- (74.2)
Хацикатан, (74 1) ни (73.9), (73.10) ва (73.11) га мувофи^ 

шундай ёзишимкз мумкин:
K l  =  K r i  =  Krlmgms =  -  Rrsimr S =  RrsmlgmS = Knlrsg^ =

= Rmlr. — Кг-
Эгриликнинг йигиштирилган тензорини аралаш ва контра- 

вариант шаклларда дам ифодалаш мумкин:
R? = gkrRir , (74.3)

Rik _  g dgkrRlr. (74.4)
(74.2) ва (74.4) дан:

Rik =  Rki. (74.5)
Эгриликнинг йигиштирилган тензорини uuFUUimupuui на- 

тиж аси фазо эгрилигининг скаляри дейилади ва R билак 
белгиланади:

R =  R\ (74.6)
Энди тензорлар назариясида мудим булган Эйнштейн тен­

зори билан танишайлик. Бунинг учун Бианки-Падова айнияти
(73.13) дан фойдаланайлик:

VjRsrlk +  V5 Rr/ik +  VrRfslk =  0. (74.7)
Ковариант дифференциаллашга нисбатан метрик тензор уз- 

гармас булганлигидан (74.7) нинг икки томонини gkm га ку*> 
пайтириш натижасида k индексни кутариш мумкин:

+  +  =  о.
Бу тенгламада s — т  деб дисоблаб, йигиштирайлик:

V jR j. +  VsRrfl* +  VrXjsi =  (74.8)
A m m o  (73.2) ва (74.1) га биноан:

Rjsf. ~  ~~ Rsji. =  Rjt

vjRri +  vsRrjf. — VrRji =  о
б у лад и , у вацтда:
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келиб чицади, тенгламанинг икки томонини &1т га купайтир- 
>сак:

У Л т +  У -А уГ  ~  ЧгЩ = 0 (74.9)
булади. (73.10) га мувофиц:

К Г  =  К ) т ё р т ё ^  =  -  К ]ЧРё р т ё 45 — — я  ; / ! 1

ва буни (74.9) га 1̂ уйсак:

У А ” -  у А А  -  У А "  = 0
келиб чи^ади. Бу тенгламада т  =  г  деб дисоблаб, йигишти- 
райлик:

У А 2  -  У ^ Г  -  У»ЯГ -  0. (74.10)
(74.1) дан фойдаланиб, бундай ёзишимиз мумкин:

К т Г  = Кщ,?.8Ра = Ърё?' = Щш 
у  вацтда (74.6) га мувофиц, (74.10) тубандагича ёзилади:

— ЧзЩ— ЧпД? =  0 ёки У А  — 2 =  0.
Бу тенгламанинг икки томонини А г га купайтирайлик: 

У /( Я ^ '/г) — 2чт  (К?ё*к) =  0,
У,- ^ к) - 2 ъ пД тк =  0,
У,« № » * )  -  2 у т Ят/г = О,
Ут я т * — у  V« (Я? '”*) =  о,

Ут  (/?"* — 4  Я?"1*) = 0. (74,11;)

Охирги тенгламанинг чап томонидаги цавс ичида турган  
тензор Эйнштейн тензора дейилади:

Отк =  %тк — у  ¡1§т,г. (74.12)

(74.11) га мувофиц:
^ ^  =  0 (74.13)

булади, яъни Эйнштейн тензоринанг дивергенцаяса нолга 
тенг. Эйнштейн тензора консерватав тензор деб %ам юра- 
тилади.

75. БАЪЗИ  М И С О Л Л А Р В А  ТАТБИ Ц ЛАР

I. Координат векторлар системасида метрик тензор би- 
лан Кристоффель символларининг ифодаланиши. Куп улчоэ* 
ли фазо нуктасининг радиус вектори шу нукта эгри чизиклн

28*
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координаталарининг функцияси булганлигидан, чексиз кичик 
силжиш вектори учун:

йг —1̂ -; йх1
булади, бу ерДа ¿ = 1 ,  2, 3 . . .п .

^  вектор х 1 координат чизивда уринма булнб, модули ва
йуналиши турли нуктада турличадир. Чизщли богланмаган 
бу п т а  вектор координат векторлар ёки базис векторлар

дгдейилади. Координат вектор ни е1 ор^али белгилайлик:

= (75.1)
у  долда:

йг =  е:с1х1 (75.2)

булади. Асосий координат векторлар е1 га нисбатан узаро 
координат векторлар е’  ни цуйидагияа ифодалайлик:

(75.3)
бу ерда Ц — Кронекер символи.

Хар ^андай а  векторни асоеий координат векторлар ва 
узаро координат векторлар буйича ажратиш мумкин:

а  = а1в1 (75.4)
а  =  (75.5)

Фазо нуктасининг узаро координат векторлар системасида 
блинган эгри чизи^ли координаталарини х) ор^али белгила- 
сак:

йг =  е>йх, (75.6)
булади. Бир-бирига чексиз ящш булган икки нукта орасидаги 
масофа квадрата йэ2 учун (75.2) ва (75.6) га биноан, тубанда- 
галарни ёзиш мумкин:

йэ2 =  (екет) йхкйхт = (екет ) йх,!йхт =
*={екет )(1хкйхгп = (екет )й хкйхт . (75.7)

Рим а н фазосида метрик тензор таърифига биноан, (75.7) 
дан:

(екет) =  ё ит, (75.8)
(екет) =  gkm (75.9)

ва (75.3) дан фойдалансак
(екет) = §кт = окт (75.10)
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булади. Бу формулалар метрик тензорни координат век­
тор  лар орцали ифодалайди.

(75.4) ва (75.5) га мувофик бундай ёзамиз:
а = а1в[ =  а р 1. (75.11)

Бу ифоданинг икки томонини е> га ёки га скаляр ра- 
вишда купайтирайлик:

(ае]) — а1 {е1ег) =  а1 {е1е})
(ае,) =  а1 {ер,) =  а1(е1е^.

Ю^оридаги формулалардан фойдалансак:
(ае.}) =  а-/' =  £кц  (75.12)
{ае}) =  а,- =  г̂^а1 (75.13)

булади. Шундай цилиб, бирор векторнинг асосий координат 
векторлар системасидаги компонентлари шу векторнинг кон- 
трчвариант компонентлари, уша векторнинг узаро координат 
векторлар системасига нисбатан олинган компонентлари эса 
унинг ковариант компонентлари булади.

(75.11) даги а‘ цийматиии (75.12) дан олиб куйсак:
= а}е1 = а}е>

булади, бу ердан:
е*-= .^е, (75.14)

келиб чицади. (75.11) даги а1 цийматини (75.13) дан олиб куяй- 
лик.

а1е1 =  ёца3е1 =  Кца1е\
бу ердан:

е1 =  ёп& (75.15)
булади. Сунгги икки формулада метрик тензор воситасида 
асосий ва узаро координат векторлар орасидаги богланиш ифо- 
даланган.

Координаталарни алмаштириш ^онуни берилган булсиш
х п =  х " (ху),

у  долда: ' . ' ■ 'К-■г)у'1
<1хп =  —  йх} (75.16)

булади.
Энди координат векторларни алмаштириш цонунларини 

ани^лайлик. Бундай ёзишимиз мумкин:
дг дг дх]
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яъни:
е ' ^ ^ е ,  (75.17)

Шундай цилиб, векторнинг ковариант компонентлари  
т  асосий координат векторлар бир хил алмаштирииг цо- 
нунига буйсунади.

Бу формуланинг икки томонини га купайтириб, су игра,
1 — 1 деб дисоблаб, йигиштирсак, (75.14) га мувофи^, бундай 
ёзишимиз мумкин:

, ь , ,ы дх' дх'к дх'1 г . дх'
е к =  % е 1 =  ^  ^  ^  ^  ё г° -тгп е, =дх' 1 1 дхг дхя дх' 1 

д х г . д х и
- - ш Ч ё Гзе/ =  е

яъни:

е'к =  д̂ е '  (75.18)

булади. Шундай цилиб, векторнинг контравариант компо­
нентлари ва узаро координат векторлар бир хил алмаш- 
тириш цонунига буйсунади.

Кристоффель символларини координат векторлар ва улар- 
нинг ^осилалари ор^али ифодалаш мумкин. Ха^щатан дам, 
таърифга мувофик:

дге ; — —
дх1
дге,- =  —1 дх!

булади. Бундан:

еки

дв1 __ дгг _  д2г _  д Iд г ' 
дх) дх1дх> дх'дх‘ дх‘

д е ,_де,-
дх1 дх1

(75.19)

.келиб чи^ади, демак:
(де± , дву

дх> 2 \(Ы дх\

булади. Бу формуланинг икки томонини ек га скаляр равиш- 
да купайтирайлик:

де{\ 1 /_ дел 1 („ деЛ
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ёки:

{** ё) - 1  ■& <*•■> -  («р + 1 
<75.19) назарга олинса:

( * * 5 ) = + 4 1
'булади, нидоят, (75.8) дан фойдалансак:

(<гь д£А =  1 .1  дМ 1  _  д8У )
\ дх1) 2 (, дх1 дх1 дхк / 

ёки, (75.19) га мувофиь;:-

^ Э = ( ^ Й ) = Щ + ^ - | )  < !20>
булади. Бу формуланинг икки томонини га купайтирай- 
лик, сунгра / = /г деб дисоблаб, йигиштирсак, (75.14) га би- 
ноан, бундай ёзишимиз мумкин:

ет  деЛ _  _1_ тк дgf!j _ £̂</1
дх/) 2 ь  \дх> 1 дх1 дхк }

ёки, (75.10) га мувофиц:
* Л  =  _  (е  Ш  (75.21)
дх>) \ дх*) 2 ь 1 дх1 дх1 дхк )

булади. Кристоффель символларининг (67.16) ва (67.18) ифо- 
далари билан (75.20) ва (75.21) га биноаи:

г*>=(е‘ % ) = Ш  (75-22) 
г ’ = (е'"д£ Ь ~ ( е‘ ^ )  (75-23)

булади. Бу формулалар Кристоффель символларина коор­
динат векторлар ва уларнинг %осилалари орцали ифода- 
лайди.

II. Ортогонал координаталар систеиасида метрик тензор 
ва Кристоффель символларининг ифодаланиши. Ортогонал 
координаталар системасида элементар масофа квадрата фа^ат 
координаталарнинг квадратлари ор^али ифодаланади:

йх™ +  ё22 йх22 +  . .■  +  йхп\ (75.24)

Демак, ортогонал координаталар системасида метрик тензор- 
нинг турли индексли компонентлари нолга тенг:

ёи ~  0, агар г Фу’ булса. (75.25)
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Б у  долда метрик тензор дискриминанта:

ё  = I

ё и  0 0 
0 2̂2 0 

• • # « •

0 0 0

о
о

= ё и  ё ю  •. • £яя (75.26)

булади.
Метрик тензорнинг контравариант компонентларини унинг 

ковариант компонентлари ор^али ифодалаш формуласи (62.9) 
дан фойдалансак, (75.26) дан бундай ёзишимиз. мумкин:

1
ё  = ^ г , ё

1 ' 1__ р-33 _  __
#23’ & 8зз’ ■ , ё п (75.27)1

8 и °  822’ °  8зз’ ’ ' ' ’ °  gnn’
Кристоффель символларини ифодаловчи (67.16) ва (67.18) фор- 
мулалар ва (75.25) дан учта индекси турлича булган Кристоф­
фель символларининг нолга тенглигини курамиз:

Г\/,к =  0, агар I ф ]  ф к ф1 булса. (75.28)
1% =  0, агар 1 ф ]  ф к ф 1  булса. (75.29)

Учта индекси бир хил булган (I =  у  =  /г) Кристоффель сим- 
воллари учуй:

(75.30)г1 _два
нл ~  2 дх>

булади. Шуни таъкидлаб утиш керакки, бу шартли ёзилган 
формулада битта индекснинг уч марта такрорланиши йигиш- 
тириш амали эмас. Бу формуланинг маъносини очиб ёзайлик:

—  1 д8п 
11,1 2 дх1Г\

Г  — 1 %22
22,2 2 дхз '

Г п 2 дхп
(67.17) билан (75.27) дан курамизки, (75.30) га биноан, бундай  
ёзишимиз мумкин:

( 7 М 1 >

ёки муфассалроь; ёзсак, цуйидагидек булади:
г.1 1
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Учта индексидан иккитаси бир хил булга и Кристоффель 
символлари учун:

r >u =  - Í T ¡ r -  р ы г >

«  (75.33)

булади, ёки (67.17) билан (75.27) ни назарда тутсак, бундай 
ёзишимиз мумкин:

* --- Р5-34)

(75-35)

Энди, дисоблаш тажрибасида купроц учраб турувчи ортого- 
нал эгри чизи^ли координаталардан, масалан, уч улчовли фазо- 
даги сферик координаталар билан цилиндрик координаталарни 
олиб, уларда метрик тензор ва Кристоффель символларининг 
цандай ифодаланишини ани^лайлик.

Сферик координаталар системасида (37- параграф):
х1 =  г ,  х 2 =  0, х3 — f

ва масофа элементининг квадрати учун:

d s ‘¿ =  d г 3 +  r z d 0a +  r 2 sin2 0 d f 2
булади, демак :

á n  = 1
(75.36)

Метрик тензорнинг долган компонентлари эса нолга тенг.
(75.36) ни назарда тутиб, (75.31), (75.34) ва (75.35) дан Крис- 
тоффелнинг иккинчи тур символларидан нолга тенг булмаган- 
ларини ани^лаш мумкин:

/22 =  - Г
У"зз = — г2 sin2 0
Гзз =  — sin 0 COS 0

Г\х =  у  (75.37)'
i—<3 1 
/31 ..= 7

/32 =  Ctg 0.
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Цилиндрик координаталар системасида (38- параграф): 
х1 =  р, х 2 =  f ,  х 3 =  г

ва масофа элементининг квадрата учун:
ds2 =  dp2 +  р2 d f :2 4- d z2

булади, демак, метрик тензор компонентларининг нолга тенг 
булмаганлари цуйидагилардир:

g n  =  1 ,
g** =  Ра, (75.38)
gss  =  1 .

Энди (75.34) ва (75.35) дан курамизки, Кристоффелнинг 
иккинчи тур символларидан нолга тенг булмаганлари ани^ла- 
нади :

niI 22 =  — Р,

/1i = у -  (75.39)

III. Векторнинг натурал компонентлари. Асосий ва узаро 
координат векторлар таърифига мувофиц:

(е ; ^ )  =8{ (75.40)
булади. Хар ^андай а  векторни б у  координат векторлар бу- 
йича ажратиб ёзиш мумкинлиги бизга маълум:
а  — а1 е1 +  а2е2 + . . .  +  апеп =  ахех +  а2е2 +  . . .  +  апеп. (75.41) 

Ортогонал координаталар системасида, (75.27) га биноан: 

Я11 =  A  g 22 =  , £33 = • • • , gnn =  ¡У  (75.42)£ll ¿22 £33 gnn
булади. (75.8) ва (75.9) дан:

1Гп ”  еи g22 =  в‘>, . . .  , =б л, (75.43)
g l l  =  g -22 =  ^  f _  ) g nn =  е «2  (7 5 .44 )

Келиб чицади. Демак:

г 1 =  —, е2 = г" = 1 .  (75.45)

Энди ei ва е1 дан иборат координат векторлар урнига th t l 
дан иборат ушбу координат ортларни киритайлик:

ел =  e1 tlt <?2 =  <г2 , еп =  е„tn, (75.46)
е1 = е111, е2 = е212, . . . , еп =  еп tn, (75.47)
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у  холда (75.41) ни бундай ёзамиз:
а  == а1 ех1х +• а1 е2 +  . . .  +  ап е„ t„ —
=  ах е1 V + а2 е* Р + . . . +  а" <«. (75.48)

Аввалги учта формула билан (75.40) дан:
к  =  ^  *„ =  Р  (75.49)

булади, (75.48) ни координат ортларга скаляр равишда купай- 
тирсак:

(а tl) =  а1 ег =  а , е1,
( а ^ )  =  а аб2 =  а 2е2, (75.50)

(а1г) ^ а пе„ =  апеп
келиб чицади. Векторнинг координат ортлар Щналшаидаги 
ортогонал проекциялари векторнинг натурал компонентла- 
ри ёки физик компонентлари дейилади.

а  векторнинг натурал компонентларини ах‘ билан белгила- 
сак:

ах 1 = а 1 ел ----- а1 е1, 
ах2 =  а 2 <?2 =  а 2 ег,

ахп =  апеп =  апеп
(75.51)

булади ёки (75.45) га мубофиц, бундай ёзишимиз мумкин:
1 1 а\ ах =  а 1

ах* =  а*е2 = ^  (75.52)

ахп =  апеп =  ^ .

Ортогонал эгри чизи^ли координаталар билан дастлаб шу- 
гулланганлигимизни эсласак (35- параграф), асосий координат 

вектор модули еь нинг Ламэ коэффициента Н1 га тенглигини 
курамиз, яъни (75.43) га мувофик:

Йи =  Ни ^22 = т , . . . , ё пп = Н\ (75.53)

(7ад|

ва (75.42) га мувофиь;:
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булади. У долда:

(75.55)

келиб чицади. Шундай цилиб, бу формулалар векторнинг 
ортогонал координаталар системасидаги контрвариант„ 
ковариант ей нашу рал компонентларини Ламэ коэффициент- 
лари, воситасида ифодалаб беради.

Векторнинг натурал компонентлари тушунчасини умумий- 
лаштириш асосида тензорнинг натурал компонентлари тушун- 
часини киритиш мумкин.

Векторнинг контравариант ва ковариант компонентларидан 
унинг натурал компонентларига утиш формулалари булган
(75.55) дан фойдаланиб, тензорнинг натурал компонентларини 
ани^ласа булади. Масалан, иккинчи рангли тензорнинг натурал 
компонента Тхг учун бундай ёзишимиз мумкин:

IV. Йигиштирилган Кристоффель символларининг метрик 
тензор дискриминанти орцали ифодаланиши. Метрик тензор 
дискриминанта (детерминанта), таърифга мувофи^, дуйидагича 
булади:

бу ерда Ац — ёц  элементнинг алгебраик тулдирувчиси; демак:

Метрик тензорнинг контравариант компонентлари учун Кра­
мер формуласи (62.9) га биноан, бундай ёзамиз:

ё  =  \ ё ц ,

(75.56)

булади.

а и =  Ыь  ё

ёки (75.56) формуладан фойдалансак:

(75.57)

булади.
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Кристоффель иккинчи тур символининг метрик тензор ор- 
г^али (67.18) ифодаланишини эслайлик:

г 1.. -  1  pH [дЖ . . dSkj dglk\.
'* — 2 g  \dxk +  dxl d x J) .

бу ерда i — l  деб дисоблаб, йигиштирайлик:

Г\ь =  I  сrU [д-Щ\ +  1
ík 2 \ dxk J  2 °  dx‘ 2 °  dx¡

Формуланинг унг томоиидаги иккинчи дадда йигиштириш 
индекси булган у  урнига i ни ва i урнига у  ни ёзиш мумкин:

1  пи де ы 1 „л дл м .
2 °  дх1 2 ё  dxl

Метрик тензор симметрик булганлигидан, бундай ёзамиз: 
Гgii =  g Vt gki =  g Ua

демак:
1  dgkí _  1  „1,-dgik 
2 b dx‘ 2 °  dxl '

яъни ю^оридаги формуланинг унг томондаги иккинчи дад 
учинчи даддан фацат ишораси билангина фарь; цилади. Шундай 
^илиб:

г “  =  1  <75-58>
Бу ердаги gij нинг ифодасини (75.57) дан олиб цуямиз:

r i _  _1 _ _l_ _dg_ dgi¿____1_ д£_,
ik 2 g  dgij dxR 2 g  dxk

демак:
pi _  J_ J_dg_ ___ —

lk~ 2 g dxk — 2 dxk —

dxk ~ v ~  dxk (75.59)
din V g 1 d V 

V g
булади. Бу формула йитштирилган Кристоффель символа 
r ¡ k ни метрик тензор дискриминанты орцали ифодалайди. 

Баъзан Гш ни Гп орцали дам белгилашади:

Гk = Г\к,
демак:

г  _  - i—
k Y  g  dxk
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Кристоффель символининг цуйидагича йигиштирилган ифо- 
дасини Г1 ор^али белгилайлик:

Г1 == g ih Гш.
Бу символни дам метрик тензор дискриминанта орцали ифода* 
лаш мумкин. Бунинг учун (67.18) га мувофи^, юцоридаги фор- 
мулани цайта ёзайлик:

Г1 -  1  pik pH ( дЖ - 4 - дЛ К  _  dSik\2 ъ & ¿xk ^  дх1 ¿)xj J

— _А pik pij dSiJ . J_ „ik о.Ijdgki__ L „ik plj dgik.
2 °  °  dxk 2 s  ё  dxl 2 b  b djJ

Бу ердаги дадларнинг дар бирини алодида дисоблаб чицайлик:

g l i  ё  и =  */,
бундан:

„и dgjL — — „ .S f)xR StJ ßxk

булади. Демак, кщоридаги биринчи ва иккинчи дадлар учун :
± е Л —- L s ik *  t *£L-=  _ J L a * ^  = ___2 s  s  2 ö s  v  dxk 2 / 2 djt* ’

1  pik „ i j^ ш =  _  1  „ i k =  _  _ L _ I k t ,
2 ® °  öjc' 2 о о kJ . dx 1 2 ;  dxl 2 0л:7

Учинчи дад учун, (75.57) га мувофи^, бундай ёзамиз:

J_ pik p U ? m  ==I i _ i g _ o - i / £ £ i f t = l . 1  о-/У ^
2 °  Ах/ 2 ^  ¿¿'¿ft ö dxj 2 g  & dx)

l l l y  топилган натижаларни уз уринларига цуямиз: 
r i ____ +  д£-г + gU

2 \7Щ дх g öxJ)

ёки йигиштириш индекслари k, i, j  урнига т. олинса:

_L „im J_ 'dg \
^  2g дхт )

p l  _  __( d g lm _j_ n im J _
ох"

булади. Демак:

Y'gГ 1 ' gd xm g

V. Градиент, дивергенция ва уюрма ифодалари. Скаляр 
функция f  нинг xJ координата буйича ковариант досиласн:

*/?■■= | г  , (75.60)
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булади. Бу ковариант вектор скаляр функция градиенти grad 
?  булиб, >{ар цандай системада ^ам унииг компопеитлари шу 
формулага мувофи^ аницланади.

Бирор контравариант а 1 вектордан xJ координата буйича 
олинган ковариант ^осилани (69.6) таърифга мувофиц, бундай 
ёзамиз:

■ ÓCL . ...
v /'a  = д7 r  mJ'a '

Бу иккинчи рангли аралаш тензорни у  =  i деб ^исоблаб, йи- 
гиштириш натижасида чиодан а  векторнинг дивергенцияси 
d iv a  булиб, ^ар цандай системада ^ам тубандагича ёзилади:

d iv a  =  Via1 =  ^  +Г'т1ат . (75.61),

Кристоффелнинг иккинчи тур символлари пастки индексла- 
рига нисбатан симметрик, шунинг учун, (75.59) га мувофиц;

г  '1 — _L_ д V S
mi д х т

булади, демак, (75.61) куйидагича ёзилади:
,. да1 I д V  g  т

dlva  =  ^ r  +  7 : 
йигиштириш индекси т  урнига i олинса:

да1 i d V gdi Уа = ж  +  у = - а ~ а <

еки

булади. Аммо 

эканлигидан:
а ‘ = g'J a¡

Vg
булади. Агар a  вектор сифатида grad f  олинса, у  ^олда:

д<р
div а  =  div grad ?  = Д f ,  a¡ =  vy f  —

булади, демак, (75.63) ушбу шаклни олади:
1 д ( d<f

А © == ——: ХТ ’  ‘Т у  g  дх‘
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Бу формула скаляр функцияга татбщ  цилинган Лаплас 
Ъператорини ифодалайди.

Энди ковариант вектордан (69.7) га мувофи^ тубандагича 
ковариант ^осилалар тузайлик:

антисимметрик тензор компонентлари одатдаги вектор уюрмаси 
компонентларига ухшаб кетади. Уларнинг фацат уч улчовли 
фазодагина бир-бирига эквивалентлиги бизга маълум.

Энди уч улчовли фазодаги эгри чизи^ли координаталар 
системаси билангина чекланайлик. Уч улчовли фазода метрик 
тензор билан Леви-Чивита тензор зичлиги воситасида ^уйида- 
гича ^осил ^илинган учинчи рангли контравариант бутунлай 
антисимметрик Тензор (64.27) ни учратган эдик:

Энди ^уйидагича контравариант вектор ^осил килайлик:

(75.65)

(75.66)

булади, чунки:
i  а =  I а-

Сунгги формулада ифодаланган иккинчи рангли ковариант

Ekii =  -4= skiJ (75.67)
V g

ёки муфассалро^ ёзилганда бундай булади:
£123 _  £231 — /7312 __ 1

(75.68)
£132  __ £ 321  __ £213  _

Vg

ck _  £ki] ^  a _ (75.69)

унинг айрим компонентлари куйидагича булади:
1 ldas да2
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Д екарг коордийаталарпда У  g  — 1; шупиш- учуй, бу фор- 
мулаларда с векторнинг контравариант компонентлари а  вектор 
уюрмаси rot анинг Декарт компонентлари билам бнр хилдир, 
демак, (75.70) да ^ар ^андай эгри чизицли коордипаталар учун 
дам го1анинг контравариант компонентлари ифодаламгаи. Уч 
улчовли фазодаги ортогонал координаталар системасида (75.26), 
(75.53), (75.54) ва (75.55) га мувофи^:

V g  =  HlH2H3, (75.71)
Su  =  & 22 — ёзз = Щ , (75.72)

^  = ¿ 2 = 7̂ 5 J3 )

axv =  Я 1а 1 = ^ ,

ах 2 =  Н2а% =  %  (75.74)

а хз = Я 3 а» =

булади. Вектор уюрмаси ro ta  пинг контравариант компонент­
лари с1, с2, с3 дан фойдаланиб, унинг натурал компонентлари 
(rota)xi , (rota)X2, (rota)x3 ни ани^лаш цийин эмас. Бунинг учун 
(75.70), (75.71) ва (75.74) дан фойдаланиб, тубандагиларни ёзи- 
шимиз мумкин:

frn t п\ , _____ L _  (д (н *ахЗ ) _  д(Н,ах2 ) ) ^(,rota)x — //.,//., | ()x:¡ . I

(rot a) 2 _  __ (ИЁiax ¿  _  d{H,axS) \ }(rot a)x¿ -  H¡¡Hi I дх3 дх1 1 5 (75.75)

)
Шундай килиб, илгаридан (36-параграфдан) маълум булган 
формулалар келиб чивди.

Скаляр функция градиента grad «р нинг ковариант компо-
д у  д-л д о  , „ „нентлари дан фоидаланиб, унинг натурал компо­

нентлари (grad «р)л.!, (grad f)x.2, (grad f)xS ни ани^лаш мумкин. 
Бунинг учун (75.60) ва (75.74) дан фойдаланамиз:

(grad Щ

(grad ? )v. =  ~  % , (75.76)

(gradf )jr3 = ¿ ^ 3- 
Бу формулалар эса бизга (36- параграфдан) маълум.

29 Майдон назарияси
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Вектор дивергенцияси div а  ни шу векторнинг натурал 
компонентлари ор^али аниклашимиз мумкин. Ха^икатан, (75.63) 
билан (75.71) ва (75.73) билан (75.74) .дан:
r!iv а  =  * / d (H2H3axi) д (HsH ta x2) д (Н^Нмх3)  ̂ су г; 77ч 

НгНгН3 \ дх~ 1 г  ' d*> J
булади. Бу формула дам бизга (36- параграфдан) маълум. 

Энди а  вектор сифатида скаляр функция f  градиента grad «р
олинса, (75.76) га мувофиц:

_ 1 dtp _ 1 dtp _  1 dtp
a vi a Hi d ? ’ a*s ~TT3 dx?

булади, демак:

v Я,Я2Я3 jdx'V Я, dW 1 фсН Я2 d*2j ^  
d

+  <75-78> 
Скаляр функцияга татбиц цилинган Лаплас операторининг бу 
ифодасини дам аввал (уша 36- параграфда) учратган эдик.

VI. Заррачаиинг ^аракат тенгламалари. Векторнинг аб­
солют дифференциали вектор булиб, (69.1) ва (69.2) га биноан, 
куйидагиларни ёзамиз:

Ось1 =  Аа1 + Пц а 1 йхК (75.79)
Оа1 =  йа,1 — Г а ^ х * .  (75.80)

Уч улчовли фазода. заррача даракатини текширайлик. 
Скаляр аргумент сифатида ва^т Ь олинса, заррача координа- 
талари вакт функцияси булади:

х *  =  х->

Координаталарнинг дифференциаллари чексиз кичик сил- 
жиш векторининг компонентларидир. Координаталарнинг ва^т 
буйича досилалари эса тезлик векторининг контравариант ком- 
понёнтларини ташкил ^илади:

(75.81)

Заррача тезлигининг ковариант компонентлари бундай б у ­
лади:

Ч =  £кр1- (75.82)
Заррача тезланишининг контравариант ва ковариант ком- 

понентлари таърифга биноан, цуйидагича ёзилади:
/ _  °  ̂
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ёки (75.79), (75.80) ва (75.81) га мувофиц

=  Ж  +  Пи г}1&- (75.83)

(75.84)
булади.

Ньютон ^онунига кура, эркин даракатдаги заррача масса- 
сининг тезланишига купайтмаси шу заррачага таъсир килувчи 
кучга тенгдир:

ковариант компоненти. Шундай цилиб, заррачанинг даракат 
тенгламалари,, эгри чизщли координаталар системасида бун­
дам ёзилади:

Ортогонал эгри чизи^ли координаталардан сферик координа­
талар ва цилиндрик координаталар билан чекланайлик.

Сферик координаталар системасида х 1 =  г, хг =  0, х3 = <р 
эканлиги, метрик тензор билан Кристоффель символларининг
(75.36) ва (75.37) да ифодаланган цийматлари назарда тутилса, 
кщоридаги (75.81), (75.82), (75.83) ва (75.84) формулаларга му- 
вофиь;, тезлик билан тезланиш компонентларининг ифодалари- 
ни топиш мумкин. Биз тезлик ва тезланишнинг фа^ат контра- 
вариант компонентлари ифодаларинигина ёзиб курсатайлик:

Цилиндрик координаталар системасида х1 =  р, х2 =  <р, х3— 2  
булиб, метрик тензор ва Кристоффель символларининг ^ий-

ёки
(75.85)
(75.86)¥к =  тъик, (75.86)

бу ерда-Р-7 — кучнинг контравариант компоненти, Т7* — кучнинг

(75.87)

(75.88)

(75.89)

Э1П 0 соэ 0 (75.90)

29*
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матлари (75.38) билан (75.39) да ифодаланган. Демак, тезлик 
ва тезланишнинг контравариант компонентлари тубандагича-
дир:

d Р „■г _  dlо1 = dt'

W1 di2 
d2<р

d*z
Wi = w>-

dt'

2 dp rfy 
■p"dt d t ’

„  dz
ö3 =  7Í7 • dt (75.91)

(75.92)

Векторнинг контравариант ва натурал компонентлари ора- 
еидаги богланиш (75.53), (75.55) бизга маълум:

а
а

Hid1 =  V g ü  а\
■х2 -  Н2а2 =  ]/ g-22 а2, 

V g a  а3.ах3 =  Я 3аз

Шундай ^илиб, сферик координаталар системасида тезлик 
билан тезланишнинг натурал компонентлари учун:

dr d0Vf =  —т. . On =  Г -т., О dt ' и H t' ,dt' г sin 0 d r

д а ,

и»

d20 . 2 rfr d0 . 0 r
T T t d t ~ Sm C0S

f d2cp . 2 dr dtp . р . .  0 d0 i =  r s i n 0 { ¿  +  - ^  J  + 2 c t g 0  Wdt

(75.93)

(75.94)

булади. (75.85) га мувофи^, даракат тенгламалари ушбу шакл- 
ни олади:

К mwr
F. — nvWb (75.95)

бу ерда F r, FB, F? — кучнинг натурал компонентлари.
Шунинг сингари, цилиндрик координаталар системасида 

дам натурал компонентлар учун тубандагиларни ёзиш мумкин:
- dç _ dz ¡nc псчdp
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®Р“ Й?
| о

(11 М'
на, А'1г

Л 2 :

(75.97)

даракат тенгламалари эса:
Р =  /га®р р> 
^  =  т м ?

- тте>г
(75.98)

булади.
VII. У злуксиз му^итнинг асосий дифференциал тенглам а­

лари. Мудитмассасининг са^ланиш ^онунини ифодаловчи диф­
ференциал тенглама (43- параграфдан) маълум:

% +  с11у (Рг») == 0 (75.99)

ва (57.24) га мувофиц узлуксиз мудит механикасининг асосий 
дифференциал тенгламаси эса

¿V г , л  (2)|
м — р/ +  <11V1 ’Р (75.100)

с1<обулади, бу ерда р — масса зичлиги, V — тезлик вектори,
тезланиш вектори, / — масса бирлигига таъсир ^илувчи таии^к 
куч, (2)Р  — эластик кучланишлар тензори.

Декарт системасида:

ва (57.11) га биноан:

Р11 р П р!Ъ

(2 )Р  = рп р М р 2 3

р31 рЗЗ

(<Ну <2>РУ дрш
длк

булади. У долда (75.100) ушбу шаклни олади:
й‘01 

1 <н р/г +
др1к 
дх>*'

(75.99) эса тубандагича ёзилади:
др д (рв*)
<И+ дхл 0.

(75.101)

(75.102)

Декарт системасида ёзилган бу асосий дифференциал тенг- 
ламаларни уч улчовли фазонинг ихтиёрий эгри чизицли коор-
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динаталар системасига хам мослаштириш мумкин. Бунинг 
учун Декарт координаталари буйича олинган хусусий досила-
лар ковариант ^осилалар билан алмаштирилади ва тез-
лик вектори компонентларининг оддий dvl дифференциаллари 
улариинг абсолют дифференциаллари Dvl билан алмаштири­
лади:

Биринчи формуладаги тезланиш векторининг контравариант
компонента ~  урнига унинг (75.83) да ифодаланган ^иймати-
ни ёзиш дам мумкин.

VIII. Кинетик кучланишлар тензори. Декарт системасида 
ифодаланган узлуксиз мудитнинг даракат дифференциал тенг- 
ламалари бизга маълум (75.101):

Тезлик компонентлари координаталар билан вацт функция- 
си булганлигидан, куйидагини ёзишимиз мумкин:

у долда ю^оридаги дифференциал тенглама бундай ёзилади:

UV1 г i , :Ь
P-dF =  Pf  +  v*P -

% + V k ( p v k) =  0 . (75.104)

(75.103)

d& dv‘ 
dt dtdt dxk dt dt ^ dxk V '

A m m o :

Бу ифодаларни уз уринларига куямиз:

ёки
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Массанинг са^ланиш цонунини ифодаловчи дифференциал 
тенгламани эслайлик (75.102):

|  +  ¿ ( P ^ )  =  0. * (75.105)

Шунга кура юкоридаги дифференциал тепглама ушбу 
шаклни олади:

J L  (оv iv k _  p ik  ̂ (püí) =  pf i '  (7 5 . 10 (5)

Юкоридаги ифодаларда индекслар уч улчовли фазога те- 
тишлидир: i, к --  1, 2, 3. Лекин узлуксиз мудитнинг (75.105) 
•билаи (75.106) даги асосий дифференциал тенгламаларини ;<о- 
■ординаталарн:

х\ х 2, хл, x* =  t (75.107)
булган турт улчовли фазога мослаштириш мумкин. Бунинг 
учун

/4 = 0 (75.108)
деб кабул циламиз ва цуйидагича ифодаланган иккинчи ранг- 
ли тензорни киритамиз:

/ p v ' v 1 — р11, pVxü 2 — р12, p v l v 3 — р13, рО1 \
_  i  — Р 2\ pW- — р22, pv4> » -  р23, p v 2 \

I ра 3и 1 —■ р31, p v 'V 2 — р31, p v 3,v 3 — р33, p v 3 г
\ри\ p v 2, p v 3, р )

Бу тензор кан етш  куяланишлар тензора (ёки энергия-им­
пульс тензора) дейилада. LLiy айтилганларга биноан (75.106) 
билан (75.105) ни бирлаштириб, тубандагича ёзиш мумкин:

í)Tik
Ъ г  =  р/г> (75л1°)

бу ердаги индекслар турт улчовли фазога тегишли: i, k =  1,
2, 3, 4.

Декарт системасидан эгри чизи^ли координаталар система- 
сига утилса хусусий досилалар ковариант досилалар билан 
алмаштирилади:

V* Tik — р/г, (75.111)
i , k =  \, 2, 3, 4.

Узлуксиз му^атнанг асосий дифференциал тенг ламллари  
кинетик куяланишлар тензори орцали ана шундай ифодала- 
нади.
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IX. Фазо буралишининг тензори. Аффин борланишлик 
коэффициентларини ифодаловчи уч индексли ГTjt ми^дорлар- 
дан фойдаланиб, тензорлар назариясининг бир неча мудим 
масалалари (геодезик чизи^лар, тензорларни параллел кучи- 
риш, тензорларни ковариант дифферендиаллаш) билан тани- 
шиб чикдик.

Аффин борланишлик коэффициентлари тензор ташкил цил- 
маса-да ушбу алмаштириш ь;онунига буйсунади (67.5):

р,„ дх) дх1 дх'и Гг , д‘2хг дхш 110 .
tq dx'í дх'Ч дхг дх'^дх'“ дхг ' U O .ll/ >

Бирор системада:
Г г == Гг 1 п 1 ч

булса, дар кандай системада дам: 

булади, чунки:

Г ’и — Г'и
1 1я 1 di

д2х г д2хг
дх'1дх'ч ~  д х ' Ч д х К ‘ О.1 i c i ;

Умуман айтганда, аффин борланишлик коэффициентла­
ри узларининг пастки индексларига нисбатан симметрии 
булмаслиги мумкин:

Гд Ф Гц. (75.114)

Куйидаги микдорни текшириб курайлик:
Tji — r]i — rlj-  (75.115)

Бу мивдор бир марта контравариант ва икки марта кова­
риант булган тензордир. Хаки^атан, аффин борланишлик коэф­
фициентларини алмаштириш ь;онунига мувофик (75.112):

Г'и _  dxJ дх1 дх'а г , д^х7- дх'а 
i 1 дх'<* дх'1 дхг Г ¡I 1 дх'Чдх'1 дхг

ёки йириштириш индексларидан у  урнига / ни ва / Урнига у  
ни олсак:

,и __ дх1 дх> дх'а г д2хг дх'а
f q i  дх 'ч  д х '* д х г Гц > дх'Ч дх'1 д х г ‘ '

булади.
Энди (75.113) ни назарда тутиб (75.112) билан (75.116) нинг 

айирмасини ёзайлик:
г ' и __ г'и dx¡ дх1 дх'и ,„ г __ гг\

iq qí- дх'1 дх'ч дхг Л U'



75. БАЪЗИ М ИСО ЛЛАР В А ТАТБИ1ЦТЛР 457

ёки
ы дх) дх1 дх'и г,,' 1 , „ ч

Т1* =  дР?дУ«Т*'' Тц- <75.117)

Шундай ^илиб, (75.115) да ифодаланган Тд мицдор тензор 
булиб, баз уни фазо буралишининг тензора деб атайма::.

Баъзи авторлар бу тензорни симметрал номи билан юри- 
тишади. (75.115) га биноан, фазо буралишининг тензори паст- 
ки индексларига нисбатан антисимметрикдир:

Тгл  =  — Ту. (75.118)
Бирор системада нолга тенг булган тензор ^ар цандай сис- 

темада ^ам нолга тенгдир. Фазо буралишининг тензори бирор 
системада ноль булса, боища системада ^ам ноль булади. Д е ­
мак; аффин богланишлик коэффициентлари иастки индексла­
рига нисбатан бирор системада симметрик булса, з$ар ь;андай 
бошка системада )?ам симметрик булади.

Риман фазосида аффин богланишлик коэффициентларининг 
пастки индексларига нисбатан симметриклиги маълум. Демак, 
Риман фазоси буралишининг тензори нолга тенгдир.

Буралиш тензори тушунчаси ^озирги замой геометрик таъ- 
лимотларининг ривожланишида вуж удга  келган му^им тушун- 
чалардан биридир.

X. Баъзи дифференциал инвариантлар. Бирор скаляр функ- 
циянинг ковариант ^осиласини олиб, сунгра ундан контрава- 
риант метрик тензор воситасида инвариант тузайлик:

=  V/ 'г1. ( 7 5 .1 1 9 )

Энди уша скаляр функциядан иккинчи тартибли ковариант 
^осила олиб; сунгра контравариант метрик тензор воситасида 
янги инвариант з^осил ^илайлик:

/2 =  V, V/ (7 5 .12 0 )
Функция ва унинг х,осилаларидан тузалган  инвариантлар 

дифференциал инвариантлар дейилади. Бириняи дифферен­
циал инвариант (75.119) Белътрамининг биранка т у р  диф­
ференциал параметра дейилади ва Д3ф билан белгиланади:

д хф =: ■9 . ф ф. ( 7 5 . 1 2 1 )

Бельтрамининг биринчи тур дифференциал параметри скаляр 
функция градиента модулининг квадратини ифодалайди.

Иккинчи дифференциал инвариант (75.120) Бельтрами­
нинг иккинчи тур  дифференциал параметри дейилади ва Д2ф 
билан белгиланади:

д гФ =  ё1}У.Я}Ь (75.122)
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Ковариант дифференциаллашга нисбатан метрик тензор уз-' 
гармас булганлигидан, бундай ёзишимиз мумкин:

%ь = У / ( ^ у 74). (75.123)
Бельтрамииинг иккйнчи тур дифференциал параметри скаляр 

функция градиентининг дивергенциясини ифодалайди.
Скаляр функция ковариант досиласи одатдаги хусусий хоси- 

ладан фарц ^илмаганлигидан (69 параграф), цуйидагини ёза 
оламиз:

^  =  (75.124)

Декарт ,системасида Бельтрамининг бириичи тур дифферен­
циал параметри учун:

. сМ;
Л1 '■ “  дх, дхГ

яъни:

^ - ( Ш 1 + © ’ + • • • + © ’ <75Л25)
булади.

Бельтрамининг иккинчи тур дифференциал параметри учун 
эса бундай ёзишимиз мумкин:

л ,
2  ̂ ~ ~дх?'

яъни:

Д21> =  ГТ  + Г Г  + -- -  +  ? 2  (75.126)ОХх ОХ 2 о х п

булади. Бу формула Лаплас операторини ифодалайди.
XI. Векторни параллел кучириш ва эгрилик тензори. Од-

дий фазода векторни параллел кучиришда кучирищ йулини 
танлаш узимизиинг ихтиёримизда. Бирор ну^тадаги векторни 
ёпик йул буйича узига параллел кучириб, хеч узгартирмасдан 
яна аввалги нуцтасига цайтарса булади. Бу хусусият з$ар кан- 
дай фазода ^ам мавжуд булавермайди. Векторни турли йул- 
лар буйлаб параллел кучирсак, натижа умуман турлича бу­
лади.

Аффин богланишлик коэффициентлари ихтиёрий (яъни 
умуман Гкп ф Гки) булган фазода чексиз кичик контур буйича 
параллел кучирилувчи векторнинг узгаришини текширайлик.

Чексиз кичик контур буйича параллел кучирилувчи кова­
риант векторнинг узгариши куйидагича булади:

Д а,- (|) Заг-„
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Бу ерда вектор узгарйшининг узи ^ам вектор булади, чунки 
у  бир ну^тада олинган вектор билан уша нуцтага параллел 
кучирилиб ^айтарилган аввалги вектор орасидаги айирмага 
тенгдир.

Элементар силжишда параллел кучирилувчи ковариант век­
тор узгариши эса (66.10) га мувофиц:

Ч - = Гкиа,Лх1,
демак:

Да,- =  $  г кп аийх1. (75.127)

Чексиз кичик контур ичидаги тайин 0 нуцта билан унинг 
боища М ну^таси коордииаталари бир-биридан чексиз кичик 
фар^ килади, яъни координаталар айирмаси чексиз кичик 
(х1)м — (-£г)о микдордир. Юь;ори тартибли чексиз кичик миц- 
дорлар назарга олинмаса, Тейлор ¡^аторига ажратиб, бундай 
ёзишимиз мумкин:

!дГ  ̂\
п  =  { П ) 0 +  1 ^ ) о  К - ( А 1 ,

^  = Ы о + ( П г ) о ( « Л о К - ( ^ Г)о].
Ю^орида ёзилган тенгликдаги хт  — (х от)0 ни и.т билан белги- 
лаймиз:

(75.128)

Шуларга асосланиб, (75.127) ни ь;айтадан ёзайлик:

Да,- =■ ф [(Г*)о +  ( 0 ) о и"  ]  [  (а к)п +  (Г 1 )0 (а8)0 иг\ <Щ\ 

^авслар очиб юборилса, бундай булади:

=  (/ д )о  Ы о  $  4 * 1 +  О 0 Ю о  $  ИМ +

+  (Г*и)о (Г ;)о  (а8)о ф иГйи1 +

+  © о  ( / >  (а5)о $  Л ' "  (1иК (75.129)

Контурнинг дастлабки ну^тасига ^айтиш натижасида коорди- 
наталарнинг узгариши нолга тенг:

с1и1 =  0.
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Ю^ори тартибли чексиз кичик мивдорлар назарга олинмаган- 
лигидан:

umurdul — 0

булади. У вацтда (75.129) нинг унг томонида факат иккинчи 
ва учинчи ^адларгина колади. Учинчи ^адда йигиштириш ин- 
декслари k билан s нинг уринлари алмаштирилса ва г урнига т  
олинса, бундай ёзишимиз мумкин:

Аа‘ =  [ О »  +  ( ^ т )о] (а,Х  (J) ит  du}. (75.130)
Энди:

d (a mul) =  umdal +  uldum,
бундан:

umdul — ^ d (ит  и1) = y  (umdul — uldum) 

булади. У вацтда:

umdul — y  (£ (umdul — uldum)

келиб чицади. Координаталарнинт чексиз кичик узгаришлари 
биринчи рангли контравариант тензор, уларнинг куиайтмалари 
эса иккинчи рангли контравариант тензор булганлигидан, ю^о- 
ридаги ифода иккинчи рангли антисимметрик контравариант 
тензордир. Бу тензорни АFml ор^али белгилайлик:

дFml =  (J) amdul =  у  $  (timdul -  uldtim). (75.131)

0 ну^та сифатида контур ичидаги ихтиёрий нукта олиниши 
мумкин. Шунинг учун (75.131) ни (75.130) га ц;уйиб, сунгра О 
белгини олиб ташласак:

w = Ш+nsQ ni
булади. Йигиштириш индекслари т  ва I нинг уринлари ал­
маштирилса:

П» Ы  a*Afln
келиб чи^ади, демак:

дГ*im
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ёки

келиб чицади.
Тенгликнинг чап томонидаги Да1 билан унг томонидаги п/{, 

Д Я т  миадорлар тензор булганлигидан тензорлар з?ацидаги 
асосий теоремага мувофиц курамизки, цавслар ичидаги ифода 
уч марта ковариант ва бир марта контравариант булган тур- 
тинчи рангли тензордир. Бу тензор бизга маълум ва (71.6) да 
нфодаланган эгрилик тензоридир.

У вацтда сунгги топилган натижа бундай ёзилади:

Бу формула чексиз кичик контур буйича параллел кучи- 
рилувчи ковариант векторнинг узгаришини ифодалайди. 
Юцоридагидек муло^азалардан фойдаланиб, чексиз кичик 
контур буйича параллел кучирилувчи контравариант век­
торнинг узгаришини ифодаловчи ушбу форму лани %ам кел- 
тириб чицариш мумкин:

Шундай цилиб, чексиз кичик контур буйича параллел ку- 
чирилувчи векторнинг узгариши, умуман, нолга тенг эмас. 
Дар цандай контур узининг ихтиёрий иккита нуцтасини бир- 
лаштирувчи иккита йулдаи иборатдир. Демак, узаро чексиз 
яцин нукталарнинг биридан иккинчисига векторни параллел 
кучириш натижаси кучириш йулининг цандайлигига боглиц: 
параллел кучириш натижаси турли йуллар учун турличадир.

Эгрилик тензори нолга тенг булгандагина, чексиз кичик 
контур буйича параллел кучирилувчи векторнинг узгариши 
нолга тенг булади. Шундай цилиб, эгрилик тензори нолга 
тенг булган фазода векторнинг параллел кучирилиши йул- 
ларнинг цандайлигига %еч борлиц эмас.

Векторни параллел кучиришда йулларнинг танланиши  
а^амиятга эга буамаган фазо абсолют параллелизмли фазо 
дейилади.

(75.132)

(75.133)



462 IV  БОБ. УМУМИЙ ТЕН ЗО РЛАР АИАЛИЗИ

Абсолют параллелизмли фазо, баъзан дистанцион парал- 
лелазмли фазо ёки интегралланувчи аффин борланишли фа­
зо деб хам аталади.

Текис фазода, жумладан Эвклид фазосида, эгрилик тензо- 
ри нолга тенг. Демак, Эвклид фазоси ана шу абсолют парал­
лелизмли фазоларга оддий мисолдир.

IV Б О Б Г А Д О И Р М А Ш К Л А Р

128. Метрик тензор учун:
= и

эканлиги курсатилсин.
129. Туртинчи рангли Т" /зг‘ тензорни мое имдекслар буйича йигишти-

риш йули билан иккинчи рангли туртта тензор досил килинсин.
130. Олдинги масаладаги иккинчи рангль тензорларни йигиштириб, ик- 

кита инвариант х,осил килинсин.
131. Иккинчи рангли контравариант тензор билан ковариант Л;-з 

вектор купайтмасини мое индекслар буйича йигиштириб, иккита контрава­
риант вектор досил килинсин.

132. Контравариант метрик ĝ / тензор ковариант метрик grs тензор ор- 
Кали ифодалансин.

133. Берилгаи тензордан метрик тензор воситасида Р 112‘3,
Тл2-, тензорлар хосил килинсин.'х-л

134. Берилган тензордан метрик тензор воситасида Тп]^ ,

Т1] *3 тензорлар х,осил килинсин.
135. Берилган тензордан метрик тензор воситасида Трчг тензор до- 

сил килинсин. '
136. Иккинчи рангли тензор учун:

ТI' == Т' 1

эканлиги курсатилсин.
137. Метрик тензор учун:

дЛ  ir  i s '^ g r s
0xk ^ £ dxk

эканлиги курсатилсин.
138. Метрик тензор учун:

dgij dgrs 
dxk ^Lr дл^

эканлиги курсатилсин.
139. Ковариант ak вектордан тузилган:

т  _  dai _  да i 
У dxi дх‘

мивдорнинг иккинчи рангли ковариант тензор эканлиги курсатилсин.
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140. Иккинчи рангли ковариант антисимметрии: тензор Ац ■ — Ац дан 
тузилган:

т  -  дАУ дЛ]'к л. дА,п
1’к дхк дх1 сЫ

мивдорнинг учинчи рангли ковариант тензор эканлиги курсатилсин.
141. Олдинги масаладаги учинчи рангли ковариант Тцк пчнюрпинг бу- 

тунлай антисимметрии тензор эканлиги курсатилсин.
142. Иккинчи рангли контравариант аитисимметрик тензор ЛЧ А>1 

учун:
Гк А11 = 0У

эканлиги курсатилсин.
143. Иккинчи рангли контравариант аитисимметрик тензор АЧ — — А>‘ 

учун:

эканлиги курсатилсин.
144. Агар ковариант вектор бирор скаляр Функциянинг градиенти экан,

■д<? ,яъни: й; =  — г булса: 
дх‘

—Л/М = 0
эканлиги курсатилсин.

145. Иккинчи рангли ковариант симметрик тензор Т/к =  Тк1- учун тубан- 
даги ифоданинг учинчи рангли ковариант тензор эканлиги исботлансин:

дТы дТц_ '
м "  дх‘ + дх1  , дхк И тк'

146. Икки вектор скаляр купайтмаси я г-£г нинг хусусий х,осиласи 
д .

(аг6‘) шу векторларнинг ковариант досилалари ва оркали ифо- 
далансин.

147. Контравариант метрик тензорнинг хусусий досиласи: 
д̂ РЧ
----- = — I • е • — J «г., г - , - Г Р  дхг ¿г& °гЬ

эканлиги курсатилсин.
148. Иккинчи рангли тензорнинг ковариант досилалари учун куйидаги- 

лар исботлансин:

ЧкТц =  к̂ '™ =  ё и ё т  Чкт1т-
I 2 п

149. <р, <р, < р  инвариантларнинг:хусусий досилаларидан тузилган:
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детерминантнинг вазминлиги мусбат бирга тенг булган скаляр зичлик экан- 
лиги курсатилсин.

150. Иккинчи рангли симметрик тензор учун цуйидагиларни исботланг:

г .., Tik____  Ŝik_ „ 1̂
‘ ij’ki -  2 dxf 1 ■

151. Иккинчи рангли симметрик тензор дивергенцияси учун:

* т; - т 7  i i { v jT i ) - ¥ JS - T‘k
эканлиги курсатилсин.

М АШ КЛАРГА ЖАВОБ ВА К^РСАТМ АЛАР

128. gVgjk - ифодани (г, j, k =  1,2.......... и), i =  k деб дисоблаб йи-
гиштирсак, куйидагича булади:

g ljgji =  g ljgi) = ь\ =  и-

129. — j'-hU g h _  j-h h  q-Iз _  f--hh Q h _  f-h h  #
¿2. ' ¿1- i 1 i‘>.. ’ ¿2- i j i2 -  ' ¿1- ¿1*2*

130. ш =  Л ' 2 =  T-hh =  В *1,
(2. ¿1*2.. <1.

ф = с ,г'2 = T~hil= Ddl.
/2- Ч<2- * •

131. _  x ili2Al 

C 'i =  Till2Ai2-

132. ^  =  girgj°grs.
133. rriihh __ „A il т -hh

S «1.. ’
т- з̂ _ n- т-hls,

¿1/2- gi ^  h. .

T-h- _ _  n- f - h h  
‘i.h gjsh ¿1- '

134. jiih -  _  р-Л‘ 1 ah 4  f
. . ¿3 *  *  ¿1‘ 2»У

7'./27.3 _  а /2 '2  „ 7 3 ¿3 Г  
¡ J .  . S  s  ¿1*213’

тЛ-Уз _  р-Л<1 р-Л1з у.
. ¿2 . ® * '!•«* •
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135. Tpqr — gpigqjgrkl i,li-

136. Tj =  glj g Ik Tf. =  К  T'j1 — T'j — T‘

137. gplgiq =  Ъу формула асос цилиб олинсин. Бу формуладап:

dgpl _  ,*ч ÿxm glq — g üxm ( )

Тенгликнинг икки томонини gnw га купайтирайлик ва w — q деб дисоб- 
лаб, йигиштирайлик:

pnqdJ * Sl =  _  gpl„nq дЛ 1Яüx̂   ̂ дхР̂  *
аммо:

gnqgiq- b nr
демак:

W l'^ -g p lg n q ïmдхт  g g  дхт
булади.

138. Олдинги масала жавобида келтирилган (*) формуланинг икки томо- 
ни gnw га купайтирилсин, сунгра w — р деб дисоблаб, йигиштирилсин, на- 
тижада:

dgpl _  . p idJjR __ fiÈMla
gnp ¿хт  g lq— gnpg uxm ~ ndxm

ёки
Ôgnq _  dgPl
dx"1 ~ Snpgql dxm

читали.
139. Ковариант вектор таърифига кура:

, дх‘ 
аг = дхГгй1’ } 

дх1
° s  =  д  F *  Œi 

булади. Буларни дифференциалласак:

даг _  д2х1 а , дх1 д/ц дх’
dx's dx’rdx's 1 дх’г дх/ dx's ’
d cis  _  ¿(2xi fix i Qa i  Qxi

dx’r dx'sdx'r a‘ dx's dxi dx’r

чщ ади, сунгги формуланинг унг томонида турган  иккинчи даддаги  йириш- 
тириш индекслари i урнига j  ни ва  j  урнига i ни ёзиш мумкин:

das д2х 1 дх} дсц дх1
дх,г ~~ dx'sdx,r  а‘ + dx's дх1 дх'г

30 Майдон назарияср
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Шундай цилиб, куйидаги х,осил булади:

' даг да$ ¿)Х1 $х] /¿а . да>\ дх1 дх'
т̂э ~ дх'* дх'г ~ дх'г дх'* V дх> дх1) ~~ дх'г дх '6 •

140. Иккинчи рамгли ковариант тензор таърифига кура:

дх1 дх)
= дхТг дх75 Аи

булади. Бу тензордан х ’т  координата буйича косила олайлик:

дАг? д2х‘ дх’ дх1 дгх!
дх7™ = дх’гдх"п ах7* +  дх7'  дх'*дх'т  А1> + 

дх1 дх’  дАц дхк 
дх’г дх'* дхк дх'"1’

Энди г ,5 , т  индексларни циклик равишда втг  ва тгв  га алмаштирсак, 
бундай ёзишимиз мумкин:

дЛхт ()2Х1 дх) ()Х1 ()гх]
~дх7? =  дх'*дх'г д х ^ АЧ +  дх7* дх'т дх'гА Ч + 

дх1 дх’  дАI] дхк 
дх'* дх'т  дхк дх'г

д2х‘ дх’ дх1 д2х’
дх'* ~ дх'т дх'* дх'г У ^ дх ' " 1 дх'гдх '-5 АЧ ^  

дх1 дх> дАц дхк
+ -----------------------дх"п дх'г дхк дх'*

Юкоридаги учта тенгликлардаги мое дадлардан иккита хаднинг бирида йи- 
гиштириш индекслари « билан ]  узаро алмаштирилса ва антисимметрик 
тензор учун Ац + Ац — 0 эканлиги назарда тутилса:

дАзт дАтг дх 1 ¿)Х/ дДу. дхк
дх'т  дх'г дх'* дх'г дх’* дхк дх'т  

дх‘ дх1 дАц дхк дхк дх’  дАц дхк 
дх'* дх'т  дхк дх'г дх'т  дл'г дхк дх'*

булади. Бу формуланинг унг томонида турган иккинчи ва учинчи хадларда- 
ги йигиштириш индекслари г, у, к ни циклик равишда ]Ы ва £г/ га мос 
алмаштириш мумкин, у  х,олда:

дАтт дх1 дху дхк /дАц дА]к дАы\ 
дх'т  дх'г дх'* дх'г дх'* дх'т  \ дхк дх‘ дх> ) ’

, дх1 дх) дхк
г*т  =  дх^  дх^  дх,т  Тцк

булади.
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141. Берилган иккннчи рангли тензорнинг антисиммстршслигиии назарда 
тутиб, тубандагиларни ёзиш мумкин:

Т. < ■ II dAik . dAkj _ дАи дА'ш дА/к
* Jik дхк дх> дх1 дхк дхi дх1

Т . — dAik . dAki . dAji дАы dAJk дАи
* ikj - дх> дх1 дхк дх-' дх‘ дхк '

Т. ■ — дАк) дАн , дА1к dAjk дАи- дАы
*kji - дх1 дхк ёх> дх1 дхк дхi

■ ТИк, 

TUb

Учинчч рангли бутунлай антисимметрик бу Tijk тензор берилган. 
антисимметрии: Ац тензорнинг цикли дейилади.

142.
r f j  А1’ =  Гкп А}'1 = — Гкп А» =  — r f j  AV,

бундам:
2 r f ,  Al> =  0, демак Гкп А» =  0.‘-J LJ

143. Тензорнинг ковариант досиласи таърифига мувофиц:
dAlJ 
dxk

буяади, k — / деб я;исоблаб, йириштирсак:
dAlJ

^  = 1 7  + Г^  AmJ + rimjA‘m
чикади. Ammo (75.59) га биноан:

r i = 
т} У  g  дхт

булади, антисимметрик тензор учун эса:

Г 1т ;А т’  =  0

(олдннги масала жавобига царалсин). Шундай килиб:
.. дАЧ 1 dVg

™A" - ^ + v 7 ^ A
ёки тенгликнинг унг томонида турган иккинчи х;аддаги йигиштириш индекса 
т  урнига j  олинса:

булади.
144.
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демак:

чунки:

дх)дх1 дх1дх/
г  == г¡1 ~ I)'

145. Тензорнинг ковариант досиласи таърифига мувофик: 
„  дТл Г'/Я гг Г т  Т~  -> ; — * ттк — * Тут ,

дТь}т __ к1 Г'ТП Т  Г'Ш т
^  Ы~ дх> ~ ГЪ Тт1~ Га  Т,гт'

= дх1  — Г™ Тт/ — Г т  тш

булади. Биринчи ифода билан иккинчи ифода йигиндисидан учинчиси айи- 
рилса, берилган тензор ва Кристоффель символлари пастки индексларига 
нисбатан симметрик булганлигидан, бундай ёзиш мумкин:

дГ/ь , дТи дТц 2 / ,т  
дх1 дх> дхк У

Бу тенгликнинг чап томони учинчи рангли ковариант тензордир, демак, унинг 
унг томони дам учинчи рангли ковариант тензор булади.

146. Инвариант ва йигиштирилган купайтмани ковариант дифференциал- 
лаш формулалари (69.12) билан (69.19) га биноан:

V/ М ‘) =  ~  (а'ф1),

V/ (а ;6‘ ) =  У/«/6' +  а , у / г»
демак:

д
—  (ар1) =  Ч№Ъ1 +

булади.
147. Контравариант метрик тензорнинг ковариант досиласи нолга теаг 

эканлиги маълум (70.3):
ддРЧ

^ = ^ Г + Г ^  + П г^ = :0 ,
демак:

~ р ч  = —Гр — Г9 ер* 
дхг *Г

булади.
148. М аълумки:

ТН = £/т Т ™ = ё ц  Т1-. =  ёи ё/ щ  * * » .

Ковариант дифференциаллашга нисбатан метрик тензорнинг узгармас 
булиши назарда тутилса, юкоридаги формуладан талаб килинган натижа ке- 
либ чикади.
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149. Инвариантнинг хусусий досилалари ковариаит вектор эканлиги 
маълум:

I I
дер дхк де»

дх’’  дх’’  дхк
Детерминантлар купайтмаси теоремасидан фойдалансак:

дер дхк дер
дх’’ дх’’ дхк

булади. Шундай килиб, скаляр зичлик таърифини ифодаловчи (64.9) га би- 
ноан, масалада текширилаётган детерминант вазминлиги мусбат бирга тенг 
булган скаляр зичликдир.

150. Берилган тензорнинг симметрик булганлигидан:
Гц,и Т»  = Гул Т*

ёки йигиштириш индексларининг Уринлари алмаштирилса:
Г ул  Тк1 =  Г,ф1Р к

булади. Бундан:

П/,к Т* = 4 т1к + ГЬЫ рк) =

келиб чикади. (67.21) га мувофик:

Г цл  + ГШ  — дх’  ’
демак:

р  . , т Л _ —  ^^1к Т1к
1фк ~  2 дх’

булади.
151. Иккинчи рангли аралаш тензорнинг ковариант досиласи (69.8) га 

мувофик:
д . 'р̂ ' -{- грТП-

Ц .771 1тп ./  ’

Берилган тензор дивергенциясини топиш учун ана шу ифода, I = & деб ди. 
соблаб, йигиштирилади. Симметрик тензор учун Тк: = = Г* , дем ак унинг 
дивергенцияси:

* 4  =£г<.т',)-г7,т‘,+ г‘шт7
булади. Формуланинг унг томонидаги иккинчи дадни метрик тензор восита- 
сида бундай ёзиш мумкин:

ГЦТШ =£ткГ1Мёт 1 г «  =
-  У  Г ул  Тп  =  Г ул  Р \
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демак:

" ' / - ¿ • ( ' » - ' ■ « ' • ♦ ' ¿ Л -
Бундан олдинги масаладан: 

ва (75.59) га мувофиц:

г... T ik__L -K l.ä тik
1фк1 -  2 dxJ 1

pi i
im Y  g dxm

Натижада:
— p __ !?_ / 'г Л _J_ d&ik Yik i _L  d V _S_ rpns
Vi i  àx‘ V j )  2  dx¡ V J  àxm >

келиб чщади ёки формуланинг уиг томонидаги йигиштариш. индекса m ур- 
нига i ни олсак:

ViT1 =  - 4 =  —  (V~i Tik
1 Ÿ g дх1 ■ 2 öxi

булади.
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170

— цилиндрик ~  172 
~  эгри чизи^ли ~  446 
~  йуналиши 129, 130 
~  компонентлари 130 
~  модули 129

Г рам детерминанта 51 
Грин формулалари 173, 174 
Громеко-Ламб тенгламаси 218, 

219 ^
Г ук  цонуни 338

д
Даламбер дифференциал тенг­

ламаси 197
— принципи 217, 328 

Девиатор 292, 322, 323, 338 
Девиация моментлари 300

Декарт координаталари 5, 62
— ортлари 61, 264
— ортларини алмаштириш 

264, 265
~  ортларининг аралаш куп- 

айтмаси 61 
~  -— вектор — 61
-------- скаляр — 61
~~ триэдри 264
— ~  йуналтирувчи коси-

нуслари 267 
Деформация 327, 337 

~  девиатори 337, 338 
~  сферик тензори 337, 338
— тензори 279, 333
— ~  бош цийматлари 334
— — чизицли инварианта

334 
Диада 281
Дивергенция 125, 126, 136 , 

303, 321, 416 
~  Декарт координаталарида 
138
— ортогонал эгри чизицли 

координаталарда 166,450
— сферик координаталарда

170
~  цилиндрик — 173 
~  эгри чизицли ~  447 

Динама 70 
Диполь 69 
Диполь моменти 342

— потенциали 343 
Дистанцион параллелизмли

фа зо 462 
Дистрибутивлик 36, 44 
Дифференциал инвариантлар 

457
Дифференциал вектор опера- 

циялар 160 
Диэлектрик коэффициент 21 ,  

230
— ~  тензори 279, 296 

Доиравий кутбланган тебра-
ниш 88
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Дуал вектор 310
— псевдовектор 310 
~  псевдотензор 310
— тензор 310

Ё
Ёпишма текислик 198 
Ёпщ занжир 230 
Ёпинщоцлик 329

Ж
Жисм совишининг Ньютон КО- 

нуни 221 
Жуфт куч 70

— куч момента 70
3

Зарядлар системасининг мар- 
кази 68, 69
— нейтрал системаси 68
— сацланиш цонуни 193, 453 

Заррача даракатининг диффе-
ренциа т тенгламаси 240,
451, 45;:

и
Идеал сукщлик 217, 218, 329 

~  ~  дифференциал тенгла­
маси 217, 218, 329 

Изосирт 117 
Изосиртлар оигаси 161 
Изотроп вектор 315, 379 

~  геодезик чизицлар 409
— жисм 296 

Изохрон вариация 236 
Икки богланишли со^а 226

~  томонли сирт 123 
~  кайтали вектор купайт- 

ма 45
~  ~  ~  ажратилиши 46, 

47
Иккинчи рангли тензорнинг 

квадратик инварианта 292
------------  кубик инварианта

292

Иккинчи рангли тензорнинг 
чизицли инварианта 292

— тартибли дифференциал 
вектор операциялар 160 
~эгрилик 199
-------- радиуси 199

Илгариланма тезланиш 213
— тезлик 212
— з$аракат 11, 212 

Импульс 114
Инвариант 272, 278, 315, 363, 

457
— абсолют дифференциали 

411
— ковариант досиласи 414 

Инвариантни параллел кучи-
риш 399 

Инверсия 52, 269 
Индексларни кутариш 383, 384 

~  тушириш 383, 384 
Индекссиз тензор 273 
Индуктив царшилик 83, 84 
Индуктивлик 80—83 
Индукция векторлари 21 
Инерциал система 201, 215— 

217, 344 
Инерция кучлари 215—217

— маркази 66, 209
— моментлари тензори 279, 

299, 300, 326
Интегралланувчи аффин бог- 

ланишли фазо 462 
Исащлик' окими зичлигининг 

вектори 219
— таркалиш дифференциал 

тенгламаси 219, 220
— утказувчанлик коэффи­
циента 220, 221

Ички исащлик утказувчанлик 
коэффициента 220
— ипщалиш 329
— квант сон 94 
~  нормаль 53

Иш 34

632
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Й

Йигинди заряд 68 
Йигиштирилган Кристоффель 

символлари 444—446 
о ~  эгрилик тензори 434 
Йи'гиштириш 375, 485 
Йуналтирилган кесма 5,10,65,66 
о ~  юз 65, 66
Йуналтирувчи косинуслар 62 

К
Каноник ^аракат тенгламала- 

ри 2 4 2
—кушма ми^дорлар 242 

Квадратик инвариант 292 
Квадруполь 343 

~  момента 343 
~  потенциали 344 

Квант сонлар 94 
Келтирилган масса 209, 210 
Кенгайиш тензори 338 
Кеплер ^аракати 209 
Кесманинг текисликка проек- 

цияси 33 
Кечикувчи скаляр потенциал 

195, 197 
Кинетик кучланишлар тензо­

ри 455
— энергия 325, 326 

Кирхгофнинг иккинчи цону-
ни 81

Кичик деформация тензори 833 
Клейн сирти 123 
Ковариант вектор 362, 364

— ~  абсолют дифферен-
циали 410 

~  — параллел кучирилиши 
398

— дифференциал 411 
~  индекслар 369
~  ифодалар 272 
~  метрик тензор 379, 417
— тензор 367 

Ковариант косила 412, 418,420

Коллинеар векторлар 14 
Коммутативлик 35 
Компланар векторлар 14 
Комплекс соннинг вектор тас- 

вирланиши 73—75 
Консерватив куч 135 
Контравариант вектор 362, 

364, 365 
~  абсолют дифференциали 

410
— ~  ковариант ^осиласи 412 
 параллел кУчирилиши

3 9 8
— индекслар 370
~  метрик тензор 380
— тензор 368 
косила 418

Контур интеграли 118, 131 
Контурнинг текисликка проек- 

цияси 33 
Конфигурацион фазо 235, 242 
Координат векторлар 163, 264, 

436—438 
~  ортлар 162, 264, 442
— сиртлар 161, 169, 172 
~  чизицлар 161, 170, 172

Координаталарни аффин ал- 
маштириш 362 

~  ортогонал алмаштириш 
270, 271 

~  умумий алмаштириш 357 
Кориолис инерция кучи 216

— тезланиши 214 
Крамер формуласи 291 
Кристоффель биринчи тур

символи 404 
•— иккинчи ~  — 404
— символлари алмаштириш 

цонуни 401
~  символлари Декарт коор- 

динаталарида 405
-------- координат, векторлар-

да 439
------- ортогонал эгри чизицли
координаталарда 440, 441
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Кристоффель символлари сфе- 
рик координаталарда 441
--------цилиндрик ~  442

Кронекер символи 265, 278,
312, 360, 370 

Кубик инвариант 292 
Кулон цонуни 22 
Кучланиш 338 
Куч векторининг ковариант 

компонента 451 
~  ~  контравариант — 451
-------- натурал — 452

Кучланишлар тензори 279 
Кучланганлик векторлари 21 
Кучларнинг бош вектори 69,.70 

~  ~  момента 69
— статик инварианти 70 

Кучнинг импульси 114
— нуцтага нисбатан момен­

та 41, 71
~  у к ^ а ------- 72

Кузгуда аксланиш 61 
Кундаланг тулцин 233 
Куп борланишли со^а 227

— улчовли фазо 311—313 
Кучирма инерция кучи 216

~  тезланиш 213, 214
— тезлик 202, 212 
~  харакат 211

Л

Лагранж функцияси 238, 240, 
242

— даракат тенгламалари 240 
Лагранжиан 239
Ламе коэффициентлари 164, 

170, 172, 443 
Лаплас дифференциал тенгла- 

маси 178, 205
— оператори 138, 156, 458 
--------Декарт координатала-

рида 138
— ~  ортогонал эгри чизиц-

ли координаталарда 
167, 450 

~  ~  сферик координата­
ларда 170 

~  ~  цилиндрик 173 
—- ~  эгри чизицлн - 4-17 

Лапласиан 138, 156 
Леви-Чивита нссндотеизор» 

308, 312, 313
— символи 308, 309, 312,

313, 391, 392
Лежандр оператори 171 
Локал-геодезик координат,члар 

системаси 426 
Лорентц алмаштиришлари 34Г>, 

346 
~  кучи 41

М

Мав^ум орт 314 
Мавхум уц 314 
Магнетон 92
Магнит индукция вектори 21, 

228
~  ~  оцими 229
— коэффициент 230
— коэффициентлари тенз©- 

ри 279
•— куч чизщлари 116 
~  майдон кучланганлиги 

»21, 228
— момент 91, 92
— сингдирувчанлик 2:1
— сингдирувчанлик тензори 

279
Магнитоэлектр индукция цо» 

нуни 230 
Майдон 6, 7, 114, 1:15, 117„ 

301, 392 
Максвелл дифференциал тенг­

ламалари 228—230 
Манфий зарядлар маркази 68,Ш 
Марказдан кочирма куч 216 
Марказии куч .206
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Марказий аффин алмаштириш- 
лар362 

Массалар маркази 66, 67 
Масофа градиента 132

— функциясининг градиен- 
ти 133

Масса зичлиги 204 
Метрик тензор 314, 377,379,385

--------Декарт координата-
ларида 314,382 

~  -— координат век торлар- 
да 436, 437 

~  ортогонал эгри чизиц- 
ли координаталарда 
440

— — сферик координата­
ларда 441

— ~  цилиндрик ~  442 
~  — ковариант досиласи

417
— фазо 381 

Метрика 381
Механикада нисбийлик прин- 

ципи 202, 215 
Мёбиус лентаси 123 
Минковский фазоси 344 
Мивдорларнинг тензорлик 

аломатлари 296 
Монохроматик тулцин 235 
Мультипликатив тензор 281, 

283
Мультиполь 343 

~  моменти 343 
Мураккаб даракат 211 
Мусбат зарядлар маркази 68,69

Н 

П а б л а  1 5 1 ,  1 5 2
— Декарт координаталари- 

да 152
~  ортогонал эгри чизшуш 

координаталарда 165 
сферик координаталарда
171

Набла цилиндрик координата­
ларда 173 

Натижавий амплитуда 80
— бошланрич фаза 80
— гармоник тебраниш 79 

Натурал компонентлар 442, 443
— триэдр 199 

Нейтрал система 68, 69 
Нисбий кенгайиш 335

~  тезлик 202, 212
— тензор 389
— торайиш 335
— чузилищ 334
— цисцариш 334
— ^аракат 211
~  — дифференциал тенгла- 

маси 216 
Ноинерциал система 215—217 
Ноль рангли тензор 278 
Ноль-вектор 16, 26, 366 
Нормал 'богланиш 95

— кучланиш 328
— тезланиш 201 
~  текислик 198

Нормаль 30,53
НостацИонар майдон 194, 197

------- потенциаллари 194, 197
Нурланиш вектори 41 
Нутация бурчаги 317 
Нущ-авий масса 135 
Нуцтанинг текисликка проек- 

цияси 33
— у т а  ~  27

Ньютон потенциала 194, 206
— харакат цонуни 201

О
Оддий вектор 57

— скаляр 59 
Октуполь 343

~  моменти 343 
Ом царшилиги 83

— цонуни 80 
Орбитал квант сон 94

— магнит моменти 91, 92
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— ^аракат мивдори момен­
та 91, 92

Ориентация 32, 44,52
— системаси 5 

Ориентацияли ёпиц сирт 54
— контур 17, 30
— полиэдр 54
— сирт 54
— тенг юзлар 64—65 
~  текислик 31
— тетраэдр 53
— турри чизик 27
~  юз 31, 53, 54, 65, 92
— -— вектор тасвирланиши

32, 33, 53
— юзлар йириндиси 65 

Орт 21
Ортларнинг аралаш купайтма- 

си 61 
~  вектор — 61
— скаляр — 61
— тескари алмаштирили- 

ши 265
~  турри ~  265 

Ортогонал алмаштириш 267
-------- коэффициентлари 265,

317, 319 
~  аффин алмаштириш 362 
~  аффин тензорлар 370 
~  эгри чизицли координа- 

талар 162 
Ортогоналлик шарти 267 
Остроградский — Гамильтон 

принципи 240

П

Параллел векторлар 14
— кучириш 397
— токлар 91 

Параллелограмм цоидаси 12 
Парма коидалари 31, 32 
Планк константаси 92 
Поливектор 285 
Полигонлаш 16

Полиэдр 53 
Полюс 22, 103 
Поляр вектор 57, 126, 306 
Поляризация токислпгп 235 
Потенциал 131, 179 
Потенциал вектор 131, 148

— куч 135
— энергия 133, 135 

Прецессия бурчаги 317 
Псевдовектор 57, 126, 305, 306 
Псевдоскаляр 59, 126, 305 
Псевдотензор 307
Пуассон дифференциал тепг- 

ламаси 178—182, 194, 205
— коэффициента 339

Р

Радиал тезлик вектори 111 
Радиус-вектор 22, 61 
Ранг 277
Реактив царшилик 83 
Рессел-Саундерс богланиши95 
Референция системаси 5 
Риман псевдофазаси 379 

~  фазоси 378, 427
— фазосининг метрикаси 381
— ~  Эвклид фазосига бо-

тирилиши 381 
Риччи айнияти 430

— теоремаси 417 
Ролль теоремаси 107

С
Санаш системаси 5, 201, 211 
Сацланиш цонунининг диффе­

ренциал тенгламаси 193, 
4 5 3 -2 5 5  

Силжиш 10
— вектори 10
— токининг зичлиги 229 

Силжишларнинг параллело­
грамм цоидаси 12

Силлиц сирт 122 
Символлик вектор 151, 152

31 Майдан назарияси
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Симметрал 457 
Симметрии тензор 282, 284, 

285
~  ~  эллипсоиди 295 

Симметриялаш 286 
Синхрон вариация 236 
Сирт ориентацияси 54 
Сигим 80—83 

~  царшилиги 83, 84 
Скаляр 5, 6Т 8, 363 

~  зичлик 389 
~  купайтма 34 
—• — символлари 34 
~  майдон 6, 114, 115, 117 
~  тебраниш 76 

Скалярнинг градиеити 124 
~  йуналиш буйича ^осила- 

си 126
~  параллел кучирилиши

399
~  сирт интеграли 121 
~  фазовий вектор ^осиласи 

124
~  чизицли интеграли 118,119 

Соат к^идаси 31, 32 
Совишнинг Ньютон цонуни 221 
Соленоидал вектор 150, 151,

179
Солиштирма иссицлик с и р и м и  

219
~  электр утказувчанлик 230

— тензори 279 
Соф айланиш бурчаги 317 
Спин 93

— квант сон 94 
Спин-спин богланиш 95 
Стандарт шартлар 174 
Статик инвариант 70 
Стационар майдон 185, 187 

функционал 239 
Стационарлик шарти 187, 239 
Стокс формуласи 142, 143 
Субстанциал косила 186 
Субституция тензори 385 
Сурилиш 337, 338

Сферик координаталар 
169—170

— тензор 295, 296, 322, 323, 
338

Т

Табиий триэдр 199 
Тангенциал кучланиш 328

— тезланиш 201
Ташкил килувчи векторлар 17 
Ташци иссицлик утказувчан­

лик коэффициента 221 
Таищи нормаль 53 
Таъсир 240

— интеграли 240
-------- стационарлик принци-

пи 221
~  функцияси 240, 242, 243 

Тебраниш амплитудаси 76
— бошлангич фазаси 77
— даври 77, 235 
~  фазаси 76
— циклнк частотаси 77
— частотаси 77, 235 

Тезланиш вектори 104, 107
~  ~  ковариант компонент- 

лари 450, 451 
~  ~  контравариант ~  451,

452
Тезланишларни кушиш теоре- 

маси 214 
Тезлик вектори 104, 107 

~  ~  ковариант компонент- 
лари 450

•-------  контравариант — 450,
451, 452 

~  — натурал — 452 
Тезликларни кушиш теорема- 

си 202
Тейлор формуласи 107, 108 
Текис фазо 423, 427 
Телеграфчилар дифференциал 

тенгламаси 230, 231
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Температура утказувчанлик 
коэффициента 220 

Тенг векторлар 13 
Тензор 6, 277, 367—369

— зичлик 389 
  вазминлиги 380
------ - компонентлари 380
•— — ранги 380 
--------тузилиши 380
— майдон 6, 117, 393 

Тензорлар ^ацидаги асосий
теорема 297, 298, 375, 377 
~  айирилиши 279 
~  купайтирилиши 280
— скаляр купайтирилиши 

288, 289
~  Кушилиши 279 

Тензорнинг абсолют диффе- 
ренциали 411
~  альтернацияланиши 286, 

287, 400 
~  антисимметрияси 281,

282, 285 
~  аралаш компонентлари 

384
— бош йуналишлари 295 
~  бош у^лари 295
— бош кийматлари 295 
-— валентлиги 277
— Декарт компонентлари 

277
— дивергенцияси 303, 321, 

416
дифференциалланиши
300—302
дискриминанта 291 

~  изи 292
— йигиштирилиши 287, 288, 

375, 385
~  квадратик инварианта 292
— ковариант компонентла­

ри 367
--------^осиласи 413, 418, 420
~  компонентлари 277 
~  ~  алмаштириш 277

Тензорнинт контра вариант 
компонентлари 368 

~  ~  ^осиласи 418 
~  координаталари 277 
~  кубик инварианта 292
— натурал компонентлари 

444
~  параллел кучирилиши 

3 9 7 -39 9
— ранги 277
— симметрияланиши 286
— симметрияси 281, 382, 

284, 285
— соддалаштирилиши 288
— транспозицияланиши 281
— тузилиши 379, 382
~  хусусий йуналишлари 295
--------- кийматлари 295
— цикли 467
— чизицли инварианта 292 

Тескари алмаштириш 361
~  ~  коэффициентлари 361
— ~  якобиани 361
~  ортогонал алмаштириш 

267
— тензор 290, 380 

Тетраэдр 52 
Тильда 236
Ток 52 

~  зичлиги вектори 228
— магнит моменти 92 

Тор 226 
Траектория 103 
Трансверсал тезлик вектори

111
Транспозицияланган тензор 

281
Тривектор 285 
Триэдр 199 
Тугунлар чизиги 317

— уци 317
Тула дифференциал 109, 130

— тебраниш 77
— ~  царшилик 83

31*
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Тула харакат микдори момен- 
ти 94—96

— ^осила 186, 187 
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