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С У З Б О Ш И

||\  I mol) 'l'oiiiKciiT Даилат педагогика институтида фи- 
IIII .1 мм UL’ocH буйича та\сил олувчи талабалар учун ук^ил- 
I .ИИ la m n  iiK (физика 1Ш термодинамика курси \амда семи- 
Miip м ак’рпаллари асосида ёзилди. Мазкур китобда статис- 
I MI- фи И1ка па 1С1')модинамика асосларини етарли даражада 
11И|ца (lai'ii ¡ти п а  \аракат килинди ва бу фанларни муста\- 
I ам Mnipiamia к.Умак бермок,учун мисоллар ва масалалар 
|| ' 1им||,1|111 (iiinaii) келтирилди.

N (iHis I л 'и п ап м аттг асосий мак^сади шу фаннинг асос- 
•lapnmmi, i-,oiiyii комдалариниигтсшабалар томонидан му-
I .1ММ.И1 и.шпаитиига к,аратилган.

'1>и и1ка асосий фаилар ичида етакчи уринни эгаллайди.
< I.IIIII IIIK (|иг1ика )са ([¡изиканинг асосий булимларидан 
iiii|immp Лммо уии асослашда бир к,анча кийинчилик ва 
Mii.miii.iMiKiiai) м;тжуд. Шу сабабли, табиийки, статистик 
ф |и и 1 .1 Kvpi'iiim OaÍMi 'viiiiii илмий ва услубий жихатдан 
м\ |||||' I .liimip.

lili I ( lami'UUs (1)и 1пка асосини классик ва квант физи-
I .иимп асосий I (П! пари га гая ииб \амда математик статисти- 
1.111,111 (xMtocMiii (|)()11далапиб, узига хос янги усулда баён 
иипиа \аракаг килдик.

Ма 1кур ки гоб "Классик статистик физика" ва "Квант ста- 
mciiiK (|)1Г111ка" деб иомлаиган икки кисмдаи иборат. Бирин- 
'III к.исмда (I, III—VIII боблар) мувозанатли статистик фи- 
и|1',1 асослари, мувозаиагли термодинамиканинг асосий му- 
носаоаглари баси этилган. Иккинчи кием "Квант статистик 
фи 1ика" Kiiaii'i'тизим (система)ларининг мувозанатли \олат- 
ллри, улариииг Бозе-Эйнштейн ва Ферми-Дирактаксимот- 
лари асосида гаисифланиши мувозанатли \олатни урганиш- 
даи 11омуно чаиаг;1и х,олатни урганишга утишда му\им боскич 
\исоблаиади1ан флуктуация назарияси баён этилган.

Ктпобнинг II боби э^тимоллар назариясининг баъзи асо­
сий гушунчаларига багишланган.
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микдорий муносабатларини аникдаш (топиш) учун микро- 
физиканингфундаменташ конунларидан фойдсшаниш зарур 
булади. Макроскопик тизимнинг статистик конуниятлари- 
ни урганишда микрофизиканинг классик механика конун- 
ларидан ёки квант механика к,онунларидан фойдаланили- 
шига караб, статистик физика классик статистик физика 
ёки квант статистик 0нзма:й дейилади.

Агар макроскопик тизим термодинамик мувозанат \ола- 
тида булса, бундай тизимнинг статистик конунларини ва 
ундаги микдорий муносабатларни мувозанатли статистик 
физика урганади. Бунда, купинча, "мувозанатли" деган суз 
тушириб колдирилади. Агар тизим номувозанат холатда 
булса, бундай тизимнинг статистик хоссаларини номуво- 
занатли статистик физика урганади.

Статистик физика асосида олинган уртача катталик­
лар (моментлар), уларнинг узгаришлари, конунлари мак­
роскопик физикадаги (термодинамика, гидродинамика, 
газодинамика ва шу кабиллардаги) параметрлар, улар­
нинг узгаришлари, конунларига мос келади. Шу маънода 
статистик физиканинг вазифаси макроскопик физика ва 
унинг конунларини молекуляр атомистик тасаввурлардан 
келиб чик.иб асослашдан хам иборат.

Статистик физика бир томондан классик механика ва 
квант механиканинг услубларига таянса-да, иккинчи то­
мондан, унинг математик услубларининг асосида эхти­
молликлар назарияси ётади.

Шундай килиб, статистик физика назарий физиканинг 
бир булими булиб, у модданинг хоссаларини хар томон- 
лама ва чукур урганишда, ундаги физик ходисаларни тад- 
кик этишда жуда зарурдир.

ТИЗИМ ВА УИИНГ ХОЛАТИ

Макроскопик тизимлар ташки тизимлар билан муноса- 
батига караб уч турга булинади. Агар каралаётган тизим та­
шки тизимлар (мухит) билан хеч кандай алокада булмаса, 
яъни улар билан иссикдик (энергия) хам, зарралар (масса) 
хам алмашмаса, уни яккаланган тизим дейилади. Демак, 
яккаланган тизимнинг энергияси ва зарралар сони узгар­
майди, улар доимий булади. Агар тизим ташки тизимлар 
билан иссикдик контактида булиб, унинг энергияси узга- 
6



{НИМИ мумкин булса-ю, аммо зарралари сони (массаси) до- 
и^пl(l иуиса, уни берк тизим деб атаймиз. Ни^оят, агар 
III HIM 1ЛМ1КИ тизимлар билан энергия ва масса алмашини- 
11111 1\'Ф.И1Ли унинг энергияси ва массаси (зарралар сони)
\ 1М|н .1, иундай тизим очиц тизим¡хетлат- Макроскопик 
III и IMI МП 1г макроскопик (термодинамик) холати шу тизимни 
.111111 ,|||||1чи (тавсифловчи) термодинамик параметрларнинг
I иим.илари билан аникданади. Агар тизим термодинамик 
мутмапатда булса, таърифга кура унинг термодинамик па- 
||.1мп|)ларининг, масалан, температура, босим, зичлик, кон- 
1и '||1ра11,ияларнинг кийматлари узгармайди. Бу мувозанат 
V'Mania макроскопик тизимни аникдовчи параметрлар сони,
II 1.1 III I и ¡имиинг термодинамик эркинлик даражалари сони 
|||,| I л II ар  ко  ид  а с и  га  биноан аникданади: <̂7- 
I'li ncihiiipii соии N  тизимни ташкил этган компонентлар сони
II ,'ч 2 ни !<;ушиб, тизимнинг фазалар сони г ни айириб таш- 
hHt.'iHHi.'a тенг:

N =  п + 2 -  г .

1. Гизимаинг макроскопик (термодипамик) параметрлари.
11Г1ИМНИНГ мувозанатли макроскопик холатини аникдовчи 
параметрлар икки турли: аддитив ва интенсив характерли 
().Улад,и. Масалан, тизимнинг зарралари сони N, хажми V 
( m 1ИМНИНГ кисмлари орасвдаги узаро таъсир эътиборга олин- 
магаида) энергияси Е, энтропияси 5аддитив катталиклар- 
лир, яъни тизимнинг катталиги (масалан, N  ш  V) тизим 
кисмларининг ушандай катталикларининг йигиндисигатенг. 
Масалан, N =  TV, + К ™зим
кмсмларининг зарралари сонлари ва хажмларидир.

Тизимнинг параметрлари интенсив характерга эга були- 
imi мумкин. Масалан, тизимнинг температураси Т, боси- 
мм / ’, зичлиги р  интенсив параметрлардир, яъни тизим- 
имнг кчсмларига тегишли параметрлар унинг ушандай па- 
рлмггрларигатенг.

Масалан, Г, = =  Tip, = = р .
2. Релаксация. Тизим бирор таъсир ёки таъсирлар сабабли 

lloмyнoзílнaтди холатга келган булса, бу таъсирлар тухтаган- 
л,ан кейин тизим маълум т вакт 5^иши билан узининг термо­
динамик мувозанат холатига келади. Бу жараён релаксация

дейилади ва г вакт релаксация вй/(:тм дейилади.
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СИ холларда молекуляр-кинетик услубни ёки номувозанат- 
ли термодинамик услубни куллаш мумкинлиги масаласини 
\ал к,илишга машхур олимлар H.H. Боголюбов, И. Приго- 
жии катта хисса кушдилар [1,2]. Номувозанатли термоди­
намика ва молекуляр-кинетикага тегишли доллар билан ке­
йинрок, танишамиз.

1.3-§. тизим нинг ДИНАМИК МИКРОСКОПИК  
ХОЛАТЛАРИ

Тизимнинг хар бир зарраси классик механикада умум­
лашган координаталар ва умумлашган импульслар билан 
аникданади, квант механикасида эса (координаталар ёки 
импульслар ёки бошк.а динамик катталикларга боглик, 
булган) тулкин функция билан аникданади.

Тизимни ташкил этган зарраларнинг умумлашган коор­
динаталари ва импульслари ёки тулцин функциялари маъ­
лум булса, тизимнинг холати аникданган булади. Бундай 
усул билан аникданган тизим холатини динамик микрос- 
копик у;олат деб атаймиз.

Тизим зарраларииинг харакатлари, тук^1ашишлари туфай­
ли уларнинг координаталари ва импульслари узгаради. Де­
мак, бундай динамик микрохолат вак,т утиши билан хатто 
тизим термодинамик мувозанатда булганда хам узгаради.

Умумлашган координаталар ва умумлашган импульслар 
куп улчовли фазонинг координата укдари деб царалса, бундай 
куп улчовли фазода хар бир нук,та тизимнинг динамик мик- 
рохолатини ифодалайди. Бундай фазо тизимнинг 0язяв«н 
фазоси, динамик микрохолатни ифодалайдиган нуцта эса 
фазавий нуцта Rtimnam- Маълумки, фазавий нук,та вак,т 
утиши билан узгаради, фазавий фазода у фазавий траекто­
рия чизади.

Кар^шаётган термодинамик мувозанатли тизимнинг хар 
бир заррасининг динамик холатларини тавсифлайдиган хара­
кат тенгламаси, механика к^онунларига асосан, вак^тга нис­
батан инвариантдир. Демак, мувозанатли тизимнинг дина­
мик микрохолатлари ва буларни геометрик тавсифлайдиган 
фазавий нукталар тенг кучли булиб, улар бир-бирларига 
нисбатан афзалликларга хамда устунликларга эга эмас.

Шундай к,илиб, динамик микрохолат ва унга мос дина­
мик параметрлар (катталиклар) вак,т утиши билан узгара-
10



lili, муио'шнатдаги макро^олат вауни аникдайдиган макро- 
||.||1|1М1.‘1рлар эса узгармайди. Узгарувчи микрохолатлар асо- 
I 11)1,1 У'н армас макро\олат, узгарувчи динамик катталиклар 
,11 пгида эса макроскопик параметрлар к,андай келиб чик,а- 
<111, л(ч аи савол тугилади.

'■)||ди биз микрохолатлар билан макрохолат орасидаги 
муносабатга, микрохолатлардан кандай килиб макрохолат 
11мтб чикади, деган масалаларгатухталамиз.

1.4-§. ТИЗИМНИНГ ДИНАМИК ПАРАМЕТРИ 
ВА УНИНГ КИЙМАТЛАРИ

Мувозанатдаги тизимнинг вакт утиши туфайли хосил 
оулгап барча динамик микрохолатлари бир-бирига экви- 
iiajieirr (тенг кучли) булишига карамасдан ички ва ташки 
гаьсирлар туфайли тизимнинг ихтиёрий физик катталик 
(параметр) 1 (0н и н г кийматларидан баъзилари купрок 
пакт, баъзилари эса камрок вакт кузатилади. Фараз килай­
лик, L физик катталик

I ,,..., L ,...
дискрет кийматларни кабул килсин, бунда N ^  оо куза- 
гишлар утказилганда L. киймат п. марта кузатилган булсин, 
яъии L. киймат/7. та динамик микрохолатларда кайд этил­
ган булсин. Бошкача айтганда, динамик катталик L нинг 
бирор кийматига мос келган микрохолатлар канча куп булса, 
И1у кийматга мос микрохолатлар тупламида тизим шунча 
узок (куп) вакт булади ва, демак, L нинг киймати куп 
марта кузатилади. Бу эса тизим баъзи холатларда купрок, 
баъзи холатларда камрок вакт булади, демакдир.

Кузатишлар сони N  га, динамик микрохолатлар сони 
га тенг булганда L. кийматга мос келган динамик микрохо­
латлар сони (туплам элементлари сони) п. ни L. киймати­
нинг айниш карраси хам дейилади. Яккаланган тизимда та­
биийки,

= ¿2 = ... = L =  const

булади. Демак, бу холда айниш карраси га тенг булади. 
Умуман мувозанатли тизимнинг бу L параметри кийматла­
ри узгармайди ва демак, барча динамик холатларда пара- 
метрнинг кийматлари узаро тенг булгани учун /V марта ку- 
затилганда барчасида битта бир хил киймат олинади. L — бу



сакданувчи параметр (масалан, эгнергия Е). Умумий холда 
динамик микрохолатлар тенг кучли (бир-бирига эквивалент) 
булса-да, аммо физик кaттíUlикнинг кийматларига мос ди­
намик холатлар тупламлари бир-биридан фарк килади.

1.5-§. ДИНАМИК КАТТАЛИКЛАРНИ ВАКД̂  БУЙИЧА 
УРТАЧАПАШ

Агар тизим термодинамик мувозанатда булса, уни аник- 
лайдиган макроскопик параметрлар, таърифга биноан, 
узгармайди. Лекин шу тизимнинг динамик микрохолати 
узгаради. Динамик микрохолат вакт буйича узгариши хамда 
ташки таъсир туфайли тизимнинг ихтиёрий динамик кат- 
талиги £ (масалан, энергия, импульс, импульс моменти 
ёки бошка катталиклар) узгаради ва умумий холда у хар 
хил кийматлар кабул килади.

Тизимни 1 00 вакт давомида кузатилса, у барча дина­
мик микрохолатларда булади. (Бундай тизимни эргодик ти­
зим дейилади).

Фараз килайлик, /  катталик

Е,, Е^,..., Ь.,... (4)

Кийматларни кабул килсин. Ь(/) катталикни ^  оо) мар­
та кузатайлик. Бу холда динамик катталик ¿(/)нинг уртача 
киймати куйидагича аникданади;

0 0 , (5)

Агар N  та тажриба утказилганда (4) кийматлар мос 
равишда

я,, /?2, ..., п, ... 

марта келиб чиккан булса, уртача Е,
—  . ¿НИН!' кийматлари сони
Ц = ~  I  П1,Ц,М-^ос  (6)

йигинди билан аникданади. Хар бир тажриба утказиш вак- 
тини А/ га тенг деб фараз килсак, у холда умумий кузатиш 
вакти / = УУА/га, л. та кузатиш вактини М  га тенгдейилса, 
динамик катталикнинг вакт буйича уртачаси (6)ни куйида­
гича ёзиш мумкин; _

4  =1Х 1,А /;, (7)
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1 и тмиимг динамик микрохолати вак^т буйича узлуксиз 
\ ;i, унга мос булган L катталикнинг киймати \ам  уз- 
п и  и i У'П'аради. L, L + d L  ораликдаги L{t) нинг кийматла- 
I'lii.1 мос келган вактни билан белгиласак, дина-
И1И I ;п галикнинг вакт буйича уртачаси (6) ва (7)ни

_  ^
А  = ^  J (8)

о

L{t)dt  (9)
О

I урттиш арда ёзиш мумкин.
1>у ерда 1иуни таъкидлаш лозимки, / ^  оо да уртача кат- 

|.||||и< тажриба (кузатиш) бошланган вактгабог.™кэмас, 
и I.IIII гизим термодинамик мувозанатда булганда Ц вактга 
iMii iHiK 'JMac. Бу эса макрохолат ва тизимдаги флуктуация- 
'ыртми' вактга боглик эмаслигини курсатади.

М.гы1умки, мувозанат холатда тизимнинг тажрибада ку- 
мпшадиган макроскопик катталиклари (масалан, темпера-
I босим, зичлик ва бош 1̂ а р )  узгармайди. Тажрибадан 
п ити  аи бу каттали 1̂ а р н и  L, га тенг деб кабул килинади,
(и имкача айтганда, Ц макроскопик физикадаги катталик- 
IIIIIII узидир.

Лмалда динамик катталикларни вакт буйича уртачалаш 
MVMKiiii эмас. Хакикатан хам, динамик микрохолатни ва, 
MfMiiK, динамик катталик L{f) ни i моментда аннкдаш учун
111 1ИМИИ ташкил этган хамма зарраларнинг холатини би- 
4IIIII tapyp. Хар бир зарра 5эркинлик даражасига эга булса, 
/V i;i 1аррадан иборат тизимнинг динамик микрохолатини 
.iiiiiK'iaiii учун квант механикасида /Vi та иккинчи даражали 
/||||||(|)срс1и1иал тенгламалар тизимини, классик механикада 
'/V,v га биринчи тартибли каноник дифференциал тенглама- 
|Ц1|) I изимини ечиш зарур. Табиийки, динамик микрохолат- 
1111 аимк билиш (интеграл доимийларини аннкдаш) учун 
HIM .’/V.vra кушимча (чегаравий, бошлангич) шартлар бери- 
IIIIIIIII керак. Масалан, бирлик хажмдаги газда 10̂ “ дона бир
111 НМЛ и зарра булсин. Классик механикада хар бир зарра­
нинг ходатини аникдаш учун учта иккинчи тартибли диф ­
ференциал тенглама (Ньютоннинг иккинчи конунига асо-
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сан харакат тенгламалари) ёки олтита биринчи тартибли 
дифференциал тенглама (Гамильтон каноник тенгламала­
ри) ечилиши зарур. Демак, бирлик \ажмдаги газнинг ди­
намик микрох;олатини аникдаш учун 6- 10-“ та биринчи 
тартибли дифференциал тенгламалар тизими

= . (10)л  дq¡ с/Г Эд
НИ ечиш зарур; бунда Я  — тизим гамильтониани; р., д. — 
умумлашган импульслар ва умумлашган координаталар. ‘Бун­
дан ташк^ари, тизим зарраларининг холатини аник, билиш 
учун 6 • 10^“ та интеграл доимийларни аникдаш зарур. Бу­
нинг учун 6 • 10̂ " та кушимча (бошлангич, чегаравий) шарт­
лар берилиши керак. Бундай катта сондаги тенгламалар ти- 
зимини секундига 10 млрд, хатто 100 млрд. операция бажа- 
радиган ЭХ.М хам уддалай олмайди.

Агар тизим номувозанат холатда булса, унга тегишли 
динамик катг1гликни уртачалаш масаласи мураккаблашади.

Шундай килиб, макроскопик параметрларни микрофи­
зика (классик механика ёки квант механикаси) асосида 
аникдашда боши берк кучага кириб колингандай. Аммо ста­
тистик физикада бу масалани хал этиш йули топилди.

1.6-§. СТАТИСТИК МИКРОХОЛАТ.
СТАТИСТИК АНСАМБЛЬ

Статистик физикада статистик ансамбль тушунчаси ки­
ритилади (уни биринчи марта америкалик олим В. Гиббс 
киритган). Бу тушунчага биноан, тизим билан термодина­
мик жихатдан айнан бир хил булган, аммо динамик жихат­
дан (тизим зарраларининг холатлари жихатдан) фаркди 
булган жуда куп тизимлар туплами (ансамбли) тасаввур 
этилади. Бу тизимлар биз караётган реал тизимнинг копия- 
лари (нусхалари) деб каралади.

Гиббснинг бу фундаментал тушунчаси — статистик ан­
самбль ва унинг элементларини якколрок, тушуниш учун 
куйидаги оддий мисолларни карайлик.

Маълум идиш ичида битта зарра харакатда булсин. Узи- 
нинг харакати ва идиш девори билан тукнашишлари ту­
файли зарранинг динамик холати вакт буйича узгаради.

а) Фараз килайлик, зарра идиш девори билан кайиш- 
кок (эластик) тукнашсин, яъни энергия алмашиниши со- 
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|||||) булмасин. Бу холда зарранинг импульсир  ва координа- 
111(/ у.'п ариши туфайли динамик микрохолат узгаради, аммо 
|.||)р:и1ииг энергияси узгармайди. Бундай динамик микро- 
унмтлар тупламига энергияси бир хил булган, вак.т буйича 
Vи мрмайдиган, аммо хар хил кийматли тасодифий катта- 
иикларр, д билан аникданадиган статистик микрохолатлар 
постулат сифатида мослаштирилади. К.арадаётган зарранинг 
коииялари (нусхалари) ана шу статистик микрохолатларда 
гурибди деб каралади ва бу копиялар (нусхалар)ни зарра­
нинг статистик ансамбли деб аталади,

Шундай килиб, битта реал зарра урнида чексиз куп зар­
ралар тасаввур этилиб, улар вакт буйича доимий деб кара­
лади; статистик ансамбль элементлари — бу хар хил дина­
мик микрохолатлардаги зарранинг нусхалари. Энди бундай 
микрохолатларни ва, демак, ансамбль элементларини тасо- 
ди([)ий деб каралиб, унинг содир булиш эхтимолликлари 
\акидаги масалани ечиш лозим булади. Динамик микрохо­
латлар тенг кучли (эквивалент) булгани ва уларнинг хар 
бирига постулат сифатида статистик микрохолат мослашти- 
рилгани туфайли бу статистик микрохолат тенг кучли, яъни 
тенг эхтимоллидир. Бу статистик микрохолатларнинг энер- 
1'ияси кийматлари бир хил. Бир хил энергияли холатларга 
бир хил эхтимоллик мос келади.

Эркин зарра энергияси Е = р ‘-/2т доимий (узгармайди). 
Статистик физикада яккаданган (яъни энергияси узгармай- 
диган) тизимнинг микрохолатлари тенг (текис) эхтимолли 
деб, постулат сифатида кабул килинади'.

б) Зарра идиш девори билан тукнашганда энергия ал­
машиниши содир булиши мумкин булсин. Бу холда зарра 
идиш девори билан контактда булгани, идиш эса ташки 
тизимлар билан контактда булгани сабабли, унинг энерги­
яси (О, оо) ораликда узгаради. Демак, микрохолатлар зарра 
энергияси Е нинг (О, оо) ораликдаги кийматларига мос 
ёки р̂  нинг (О, оо)даги кийматларига мос равишда узгаради. 
Энергия Е (ёки р ва ^)ни тасодифий катталик деб караб, 
хар бир динамик микрохолатга статистик ансамбль элемен­
ти мослаштирилади.

' Д инам ик (механик) пук,таи назардан тенг кучли (эквивалент) 
)^олатларга эга булган заррани статистик ансамбль билан алмашти- 
ришда статистик физикадаги микро?^олатларнинг текис, тенг эхти­
моллиги )^ам уз аксини топади.
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Шундай к.илиб, битта зарранинг вак,т буйича узгариши 
туфайли хосил булган динамик микрохолатлар туплами урни­
га шундай заррсшарнинг ва^т буйича узгармайдиган статис­
тик микрохолатлари туплами — статистик ансамбль мос­
лаштирилади ва бундай хар бир заррани ва унга мос мик- 
рохолатни тасодифий катгаликдеб к.араладй. Куйидаги асосий 
постулатни кабул киламиз: статистик микро)(;олатлар тенг 
эх;тимолли'. Демак, статистик ансамбль элементлари хам тенг 
эхтимолли. Бу постулат асосида статистик физиканинг асо­
сини баён этишнинг, таксимот функцияларини исбот ки- 
лишнинг янги имконияти тугилади.

Фараз килайлик, идишдаги N  та заррадан иборат газ 
идиш девори билан энергия алмаштириши мумкин булсин. 
Газ зарраларининг харакатлари туфайли газнинг динамик 
микрохолатлари вакт буйича узгаради. Тизимнинг энергия­
си к  умумий холда (О,  оо) ораликда узгаради.

Умумий холда хар хил энергияли динамик микрохолат- 
ларнинг хар бирига, Гиббс гоясига биноан, статистик мик­
рохолат мослаштирилади. Тизимнинг умумлашган коорди- 
наталари ..., д., ... ва умумлашган импульслари 
..., р., ... ни вакт буйича узгармайдиган тасодифий катта­
ликлар билан алмаштирилади. Хар бир статистик микрохо­
лат шу тасодифий катталикларнинг кийматлари оркали аник­
ланади.

Шундай килиб, тизимнинг вакт узгариши туфайли со­
дир буладиган динамик микрохолатларинингтупламига шу 
тизимнинг вакт буйича узгармайдиган микрохолатлари 
туплами — статистик микрохолатлар туплами, (таъриф буйи­
ча) мослаштирилади. Статистик микрохолатлардаги тизим 
нусхаларининг тупламини тизимнинг статистик ансамбли 
дейилади.

Демак, мувозанатли статистик физикада (статистик ан­
самбль тушунчасига асосан) тизимнинг динамик микрохо­
латлари тупламига вакт буйича узгармайдган каралаётган 
динамик тизим нусхалари туплами мослаштирилади. Бу мос- 
лаштиришнинг фундаментал ахамияти шундаки, динамик 
катталик кийматлари туплами статистик ансамбль тушун­
часи асосида тасодифий катталик кийматлари туплами би-

' Хозиргача статистик физикада бундай постулат фак;ат яккаланган 
тизим учун Уринли деб к,абул к,илииган эди.
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лан алмаштирилади. Статистик физикада х.ар иккала кий­
матлар тупламлари, бир-бирига айнан тенг деб кабул кили­
нади. Бу тенглик эса эргодик теореманинг маъносини таш­
кил этади.

1.7-§. МИКРОХОЛАТЛАР БУЙИЧА УРТАЧАПАШ

Фараз килайлик, ¿тасодифий катталик
... 1 , . . .  (И)

кийматларни кабул килиши мумкин булсин. Агар N  марта 
тажриба утказилганда I  тасодифий катталикнинг (11) кий- 

. матлари мос равишда
п,, п̂ , ... п., ... 

марта келиб чиккан булса, уртача киймат 

1л- = -^ [щЦ + +...«, А + ...) = ^  Е «,А-, = М (12)

тенглик асосида топилади; бунда п. катталик I  нинг I. кий­
мати келиб чикиши сони.

14̂. = ^ , /  = 1,2,3,... (13)

белгилашни киритиб (12)ни

(14)
'■ J

куринишда ёзиш мумкин. Хар бир улчаш А? вакт давом 
этган булса, п. -  каби ёзиш мумкин. Бу холда (,13)
нисбатни

= ^ ,  / = (15)

куринишда ёзиш мумкин. Щ = п /Ы нисбат ноль билан бир 
орасида узгаради. N  ^  булганда, агар IV. = п /Ы  нисбат 
аник бир кийматга (лимитга) интилса, уни I  тасодифий 
катталикнинг I .  киймат кабул килиши эхтимоли деб кабул 
килинади'.

Бу холда, (13) ёки (15) га асосан, агар тасодифий кат­
талик Ь нинг кабул килиши мумкин булган кийматлари

' эхтимоллик ва унга тегишли баъзи тушупча хамда теоремалар II 
бобда келтирилади. |

2— А. Бойдедаев |  |  Т Г П и |



¿i, ¿2 L., ... нинг э^тимолликлари Ж,, ..., W., ... 
берилган булса, уларни мос равишда купайтириб, сунг йи- 
гиб уртача к,ийматни (моментни) (14) тенглик асосида то­
пилади. Шундай килиб, статистик физикадаги асосий ма- 
саланинг ечилиши э^тимоллар таксимоти Ŵ , ..., W., ... 
нинг берилишига боглик булиб колди.

Агар тасодифий катталик L узлуксиз узгарса, у холда L 
KaTTiuiHKHHHr L, L + dL ораликда булиш эхтимоллигини 
dW{L)  билан белгиласак, (14) ифода урнига куйидагини 
ёзилади:

Z/V = J LdW{L)  (16)
(i)

ёки
dW{L)  = ^ ^ ^ d L  = f(L)dL,

тенгликдан фойдалансак:

I n = i Lf iDdL,  (17)
(i)

бунда
(18)

эхтимолликлар зичлиги. Физикада (18)ни эхтимолликлар 
таксимот функцияси дейилади. Демак, бу холда уртача ариф­
метик киймат L n  ни топиш учун эхтимоллар зичлигиУ(£) 
ни билиш зарур.

Эхтимолликлар учун куйидаги нормалаш шарти уринли: 
узлукли (дискрет) хол учун:

= 1 (19)
i

узлуксиз \о я  учун;

I n = j  d l V ( L ) = j  f ( L ) d L = l .  (20)
(i) (¿)

Эргодик теорема: eai(m буйича олинган уртача L, билан 
тасодифий цийматлар туплами буйича олинган уртача узаро 
тенг, яъни _

L , = L , .  (21)
Демак, макроскопик параметрни аникпаш учун эхтимол­

ликлар таксимоти И̂ |, ..., W., ... ёки эхтимолликлар 
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'¡пчлиги Д£)ни аникдаш — статистик физиканинг марказий 
масс1паси эканлиги аён булади. Эргодик теоремага асосан вак,т 
буйича уртачалаш микрохолатлар буйича уртачалаш билан 
алмаштирилади. Номувозанат холатни бу теорема асосида 
Карашда жиддий кийинчиликка дуч келишади, чунки мак­
роскопик параметрлар (бундай тушунчаларни киритиш мум­
кин булган холларда) вак^тга боглик,. Шу сабабли вак^тга бог­
лик, микрохолатлар ва, демак, вак,тга боглик, тасодифий кат­
таликлар киритилади; сунгра уларнинг к,ийматларининг 
эхтимоллари асосида аникданган уртача к,ийматни тажриба­
дан олинган физик катталикка айнан тенглаштирилади.

1.8-§. МИКРОХОЛАТЛАР ВА УЛАРНИНГ 
ЭХТИМОЛЛИКЛАРИ

Статистик ансамбль назарияси ва так,симот функцияла­
рини к,атъий асослаш хозиргача ечилмаган муаммодир (к,, 
масалан, [ 5 ] 27-бет). Бунинг асосий сабабларидан бири, 
бизнингча, динамик ва статистик микрохолатлар, статис­
тик ансамбл ва унинг элементлари ва микрохолатлар бора- 
сидаги тушунчаларни тал^ин этишда ноаникдиклар борли- 
|'и туфайлидир. Биз куйида шу тушунчаларга тухталамиз.

Мувозанатдаги тизимнинг динамик микрохолатлари шарт- 
шароит узгармаганда тенг кучли холатларнинг бири иккин- 
чисидан афзаллиги ёки камчилиги йук,деб айтган эдик. Ди­
намик холатлар динамик тенгламалар асосида аникданади, 
бу тенгламалар эса вак,т алмашинишига нисбатан инвариант- 
дир, шунинг учун хатто улар к,айтувчан эканлигини хам 
айтган эдик. Ана шу динамик микрохолатларга таъриф асо­
сида мослаштирилган статистик микрохолатлар тенг эхти­
молли ёки узлуксиз холда текис так,симотга эга. Хозирда 
фак,ат яккаланган тизимнинг микрохолатларини тенг эхти­
молли ёки текис так,симотга эга деб, асосий постулат сифа- 
гида к,абул килинади. Биз эса постулат сифатида мувозанат­
даги тизимларнинг статистик микрохолатлари тенг эхтимол­
ли ёки текис так,симланган деб к,абул к,иламиз. Бу асосий 
постулатга асосан, статистик ансамбль элементларининг эхти­
моллари хам тенг эхтимолли ёки текис так,симланган. Бошк­
ача айтганда, уз маъноларига кура, динамик микрохолатлар 
туплами статистик микрохолатар туплами ва статистик ан­
самбль элементлари туплами эквивалент тупламлардир.

!9



Биз юкорида L физик катталикнинг к.абул килиши мум­
кин булган L. кийматлари ва уларнинг W. э\тимоллари 
(/ = 1, 2,...) умумий )(.олда х,ар хил дедик. марта тажри­
балар утказилганда L. киймат п. марта келиб чикади, деб 
фараз этилди.

Ана шу L. кийматга мос тизимнинг /-микрох.олати мав­
жуд дейилса, бундай микро)^олатлар эхтимолликлари, таби­
ийки умумий холда \ар  хил булиши лозим. Асосий посту­
латга асосан, статистик микрохолатнинг эхтимоллиги I /N  
билан аникланади. Аммо УУмарта улчанганда п. марта ста­
тистик микрохолатнинг келиб чикиши L. кийматнинг эхти- 
моллигини аникдайди, яъни L. нинг келиб чикиш эхтимо­
ли Ж = n / N нисбатни аникдайди. Биз тизимнинг L. га мос 
W. эхтимолли микрохолати тушунчасини киритамиз. Уму­
мий холда Wy ... W. ... лар хар хил булгани учун микро­
холатлар хам хар хил булади. /-микрохолатнинг эхтимолли­
ги Ж = nf,l/N) — бу эхтимолликларни кушиш теоремасига 
асосан, и. та статистик микрохолатдан ихтиёрий бирортаси- 
нинг келиб чикиш эхтимоллигидир. Асосий постулатга асо­
сан статистик микрохолатнинг эхтимоллиги (l/yV)ra тенг. 
Шундан куринадики, микрохолатлардаги статистик мик­
рохолатлар сони п. микрохолатни аникдашда жуда мухим 
ахамиятга эгадир. Бу п. ни /-микрохолатнинг термодина­
мик эл;тимоллиги дейшади. Бу ерда шуни таъкидлаймизки, 
тажрибалар сони ёки кузатишлар сони N, дискрет хол булган­
да, статистик холатлар сони яъни ансамбль элементлари сони

га каррали булиши талаб этилади. Акс холда каралаётган 
тизимнинг микрохолатлари туплами каралаётган тизимнинг 
макрохолатини тавсифлаб беролмай колади. Демак,

N=kN^
шарт бажарилиши талаб этилади. Бунда к — 1, 2, 3 ...; — 
статистик микрохолатлар (ансамбль элементлари) сони.

Энди шу L,, L .,... кийматлар эхтимолларига мослаш- 
тирилган микрохолатлар эхтимолликлари W,, Ŵ , ... W...: 
таксимотини аникдайлик.

1.9-§.МИКРОХ;ОЛАТЛАР ЭХТИМОЛЛИКЛАРИ 
ТАКСИМОТИ

Хозирги замон статистик физикасида ташки тизимлар 
билан иссикдик (энергия) контактида булган тизимнинг
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микрохолатларидаги энергия кийматлари Гиббснинг кано- 
11ИК таксимоти билан тавсифланади. Аммо буни асослаш учун 
мавжуд усулларда яккалган тизимнинг микрох,олатларининг 
тенг таксимланиши ёки текис таксимланиши хакидаги асо­
сий постулатдан ташкари бир канча шартлар \ам  бажарили­
ши талаб этилади. Шу сабабли, машхур олим Р. Кубо ста­
тистик физиканинг асосланишида купгина ноаник^иклар 
мавжуд деганда, Д.Н. Зубарев эса ансамбль назариясини яра- 
гиш хамда эхтимолликлар таксимоти функциясини асос­
лаш мураккаб муаммо булиб, хатто бу муаммони кандай 
даражада \ал  килиш мумкинлиги \ам  ноаник эканлигини 
айтганда тула хакдидирлар. Чунки бугунда ансамбллар на­
зариясининг х,амда таксимот функцияларининг асослани- 
шини назарий-мантикий жихатдан мукаммал деб булмайди. 
Шу сабабли х,ам статистик физиканинг асосларини баён 
этишда бир катор муаммолар мавжуддир.

Энди юкорида келтирилган асосий тушунчаларга тая­
ниб, шу муаммолар устида тухталамиз.

Ташки мух,ит билан энергетик контактда булган тизим­
нинг статистик микрохолатлари ва уларга мос энергияси 
(бу тасодифий катталик)нинг кийматлари эхтимолликлари 
асосий постулатга асосан узлуксиз холда текис таксимлан- 
ган ёки дискрет холда тенг эхтимолли булади. Энергиянинг 
Кийматларини

< £̂2 < ^ <  < Е1 < ...

тартибда белгилайлик; бунда энергиянинг киймати Е̂  га 
тенг булишлиги, шу вактнинг узида унинг та, ... Д .... 
кийматларга тенг эмаслигини такозо этади. Энергиянинг 
бундай кийматлари эхтимолликлари текис таксимланган 
(тенг эхтимолли) булмай, улар {О, Е) энергия оралиги 
узунлигининг кийматлари эхтимолликлари билан аникда- 
нади. Юкоридаги Ь нинг кийматлари (11) ни оралик узун­
лигининг кийматлари деб тушуниш керак. Статистик физи­
ка асосини баён этишга аникдик киритиладиган бундай му- 
хим фикрни хар доим назарда тутмок лозим.

Энергиянинг кийматлари узлуксиз булсин. Бу холда энер­
гия киймати {О, Е) ораликда булмасин; Е, Е + с1Еда були­
ши эхтимоли, яъни "вектор" Е нинг киймати Е, Е + с1Ела 
булиш эхтимоли с1]¥{Е) ни аникдайлик. Бу (1ЩЕ) мураккаб 
вокеа эхтимолидир: £"Вектор"нинг учи Е, Е + с1Ет булиш
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E+dE

-E

dE E
1.2-pacM.

ЭХТИМОЛИ текис так,сим- 
ланиши хакидаги посту­
латга асосан Е, Е + dE 
ораликдаги статистик ми­
крохолатлар сони dn(E) 
га мутаносиб. Энергия 
кийматининг (О, Е) ора­
ликда булмаслик эхти- 
молини Р{Е) билан бел­

гиласак, изланаетган э\тимолликни

(22)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда Z — нормалаш шартидан 
топилади.

Р{Е) ни аникдайлик. Бунинг учун (О, £) ни í/^оралик- 
лар йигиндисидан иборат деб карайлик (1.2-расм).

Асосий постулатга биноан, (О, Е) ораликда энергия кий­
матининг булиш эхтимоли Е га мутаносиб ёки (ЗЕ га тенг. 
í/£'ораликдаги статистик микрохолатда булиш эхтимоллиги 
эса dE га мутаносиб ёки pdE  га тенг ("масштаб" параметри ¡5 
аникланиши лозим). dEjxam шу статистик микрохолатларда 
Е нинг киймати булмаслиги эхтимоли эса

(1 - М Е ) (23)

билан аникданади. Агар {О, Е) ор^шикни п та тенг í / f  ларга 
булсак, бу ораликдардан барчасида £’нинг киймати булмас­
лиги (яъни улардаги статистик микрохолатларда булмаслиги 
бир-бирига боглик булмаган п та вокеанинг бир вактда со­
дир булиши) шу (23) эхтимоллар купайтмасига тенг, яъни:

Р{Е) = {\ ~pdE)"

Е = n d E m  п ни чексизликка интилтириб, энергия кийма­
тининг (О, Е) ораликдаги статистик микрохолатларда булмас­
лик эхтимоли Р{Е) ни топамиз:

(25)

Бу ерда шуни яна таъкидлаймизки, статистик микрохо­
латлар ва статистик ансамбль элементлари (тизим нусхала­
ри) бир-бирига боглик эмас.
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Демак, изланаётган энергия кийматлари эхтимолликла­
ри таксимоти

(26)с/Щ£)  = ^е-<^Чп{Е)

ифода билан аникданади. Бунда

(27)

бир микрохолатга тугри келган эхтимолликлар зичлиги. Шу­
нинг учун дискрет кийматлар булган холда

(28)

ифода ёзилади. Буларда номаълум параметр Z ни нормалаш 
шарти

еки

ифодалардан

(29)

еки
(30)

эканлигини аниклаймиз. Бу ерда йигинди (ёки интеграл) 
микрохолатлар сони билан аникданади. Z — статистик ин­
теграл ( й и р и н д и )  дейилади.

Текис таксимотга мисол келтирайлик.
М и с о л .  Ядро емирилиши. Хар бир радиоактив ядро 

вакт буйича емирилиши эхтимоллиги арпоп текис (тенг) 
таксимот деб кабул килинади. Бу холда ядронинг (О, /) 
вактда емирилмасдан <У/‘вактда емирилиши мураккаб воке- 
адир: бу вокеанинг эхтимоллиги сЛ¥(1) вакт Л д а  ядронинг 
емирилиш эхтимоли, текис таксимотга асосан, сИ ёки Лс11 
билан хамда (О, О вакт оралигида емирилмаслик эхтимоли 
Р(0 билан аникланади, яъни.

(1 ]¥{1) = (I)
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P{t) ни топиш учун (О, t) ни п та dt оралик^чаларга 
буламиз. Бу ораликчаларнинг хар бирида емирилиш эхти­
моллиги Ádt га тенг ва демак, емирилмаслик эхтимоллиги 
(1 — Ádt) га тенг. (О, /) ораликда емирилмаслик эхтимолли­
ги Pit) шу оралик,чаларнинг хаммасида емирилмаслик эхти­
молликларининг купайтмасидан иборат, яъни

P{í) =  (1 -  Adty =  (1 -  Át/п)" е-^' (п ^  оо). (2)

Демак, изланаётган эхтимоллик

dW(t) = Ae~^4t (3)

/ =  О да ТУц та ядро булса, t вак.тгача емирилмай колган N{t) 
та ядро {P{t) =  jV(0/A(, =  е“"дан)

N{t) =  N„ е~̂ ' (4)

ифода билан аникданади.

1.10-§ . ЭНТРОПИЯ

Тизимнинг
1, 2, 3, ..., i, ... (31)

дискрет микрохолатлари

W „ W „ . . . W , . . .  (32)

эхтимолликларни кабул к.илсин. Таърифга кура, динамик 
микрохолатлар туплами, статистик микрохолатлар туплами 
ва статистик ансамбль элементлари туплами тенг кучли, 
яъни уларнинг элементлари сонлари бир-бирига тенг.

марта статистик микрохолатлар билан тажриба утка­
зилганда (31) микрохолатлар (ёки марта статистик ан­
самбль кузатилганда унинг элементлари) мос равишда

«2, ... п . ... (33)

марта келиб чиккан булсин. Бошцача айтганда, тизим усти­
да N  марта тажриба утказилганда у (31) микрохолатларда 
мос равишда (32) эхтимолликлар билан кузатилган булсин. 
Бунда n / N  нисбатнинг лимити, яъни

= (34)
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/ микро\олатининг келиб чик,иш эх^тимоллигини курсатади. 
Лсосий постулатга асосан статистик микрохолатнинг келиб 
чикиш эхтимоллиги 1/yVra тенг. «.тадан ихтиёрий бири- 
пинг келиб ЧИК.ИШ И — бу микрохолатнинг келиб чик^иши 
эхтимоли «yyVraTeHr, яъни iV̂  =  булади. (31) микро- 
\олатларнинг jV марта тажриба утказилганда мос равишда 

«2, ... /7,... марта келиб чикиш (яъни статистик ансамбль 
элементларининг маълум (масалан, /) таксимоти (ЗЗ)нинг) 
эхтимоллиги Щ/) (32) асосида

РУ(0 = (/W''2 ( / Щ -  (/) = П  И/.'"' (/) (35)

ифода билан аникданади. Ансамбль элементларининг тизим 
микрохолатлари буйича таксимотининг эхтимоллиги Щ/) 
факдт шу каралаётган тизимнинг статистик катгалигидир. Щ/) 
эхтимоллик узининг маъносига кура, умумий холда агар ти­
зим номувозанат холатда булса, унинг макроскопик холати 
узгариши сабабли (релаксация туфайли) микрохолатлар сони
(31) хам, микрохолатлар эхтимолликлари (32) хам узгаради 
ва, демак, Щ/) эхтимоллик хам узгаради. Аммо тизим му­
возанат холатда булса, IV(f) эхтимоллик доимий булади.

Хамма микрохолатларда була олиши мумкин булган ти­
зим эргодик тнзши дейилади. Куйида мувозанатдаги эргодик 
тизимни караймиз. Фараз килайлик, тизимнинг хамма мик­
рохолатлари бир-бирига тенг, яъни =  ...= W. = ... 
булсин. Бу холда

ёки бундан: = In w — статистик ансамблнинг хар бир 
элементига туфи келган статистик катталик. Умумий холда 
статистик ансамблнинг Л^та элементларининг микрохолат­
лар буйича таксимланишларининг эхтимолликлари учунм
нормалаш шарти ^ Ж ( / )  = 1, бунда Л /— таксимланишлар 

/
сони. Мувозанатдаги тизим учун доимий булгани ту­
файли нормалаш шартини МЩ[) =  1 куринишда ёзиш мум,- 
кин; бундан эса куйидагиларни оламиз:

-1 п М  = Ул,.1пИ^. < 0
I
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еки
\пМN = (36)

/ /

(36) ифода хар бир статистик элементга тугри келган урта­
ча статистик катталикдир. М  = белгилашни киритайлик 
(У >0). Бу холда

У = 1пМ = -^ /7 ,. 1п« .̂ (37)

/  > О — информация микдори дейилади. Хар бир элементга 
тугри келган уртача информацияни аник/таш учун У ни Л^га 
булиб, Гиббснинг энтропия ифодаси — Ш еннон формула­
сини оламиз;

¿’ = / /Л ^  = - ^ ^ 1 п И ^  = -^ И ^ 1 п И ^  (38)
/  /

ёки

^  = - X  1п (1 /  ^ ) = Е  ’ (39)
/ / /'

бунда

5, = 1п(1/И^) (40)

ифода микрох;олатнинг энтропияси деб аталади. Умумий 
коидага кура;

5  =< 5 > (41)

тизимнинг энтропияси (информация назариясида инфор- 
формацион энтропия) дейилади. (39) ифодада

даги хар бир хад — Ж1п Ж > О булгани учун энтропия 5  > О 
булади (1.3-расм). Микрохолат энтропияси 5. = 1п(1/Ж) мик­
рохолат эхтимоллиги IV. ортиши билан монотон камайиб 
борувчи катталикдир (1.3-расм).

х нинг холатлар буйича уртачаси термодинамикадаги 5  > О 
энтропиядан иборат. Яккаданган тизим учун энергия узгар­
майди ва микрохолатлар эхтимолликлари хам узаро тенг 
булади. Бу холда 5  = 5 тенглик уринли булади.

Фараз килайлик, микрохолат эхтимоллиги И^= /, яъни 
микрохолат битта булсин. Бу холда 5 = 5  = 0 тенглик урин­
ли булади, яъни тизимнинг энтропияси нолга тенг булади. 
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1.3-расм.

Щ

М икро\олат битта булганда, 
юцорида айтилганларга кура, 
динамик микро\олат \ам  бит­
та булади; у тизимдаги зарра­
лар \аракати бир-бирига нис­
батан содир булмайди (тизим г. 
тулалигича ?^,аракатланиши 
мумкин, лекин бу \аракат ме­
ханик х,аракат булиб, статис­
тик физика бундай х^аракат- 
ларни тадкик. к,илмайди). Акс 
\олда зарралар харакати ту­
файли динамик микрох,олат- 
лар ва, демак, статистик ансамбль элементлари ва бундан 
эса микро\олат ташкил топган булур эди. Зарраларни х,ара- 
катда булмаган тизимнинг ^олати (асосий холатдаги хара­
кати бундан мустасно) бу тула тартиблилик холатидир. Де­
мак, тула тартиблилик х;олатида тизим энтропияси S  
нолга тенг. Бу ифода Пернет теоремаси дейилади. Бир- 
бирига нисбатан зарралар харакати юзага келса, тизимнинг 
температураси Т нолдан фаркди булади ва тула тартибли­
лик бузилади, тартибсизлик (хаотизация)'юзага келади. Бу 
холда W < 1 булади ва, демак, 5  = In 1/Ж  ортади ( W  камай­
иши билан), умуман тизим,энтропияси ^^хам ортади (1.3- 
расм). Бошкача айтганда, тизимнинг энтропияси 5” (шунин­
гдек микрохолат энтропияси s. хам) тартибсизлик даража­
сини тавсифлайдиган катталикдир.

Агар яккаланган тизимда тартиблиликлар (масалан, оким- 
лар ва бошкалар) булса, маълум вакт утиши билан тартиб- 
сизликларга утадилар ва тизимда термодинамик мувозанат 
хосил булади; бошкача айтганда, энг юкори даражадаги 
тартибсизлик холати юзага келади; бу холда унинг энтро­
пияси энг катта (максимал) кийматни кабул килади.

Энтропия S  ифодаси (39) дан куринадики, унинг хар 
бир хади Ж In 1 /Ж максимум кийматдан утади. Ж 1п1/Ж  
хаднинг максимум кийматини топиш учун ундан хосила 
олиб, нолга тенглаштирилади, яъни Э(Ж1п1/Ж)/Э Ж =  О 
дан Ж̂ ,̂  ̂= е“' ~  0,37 ни топамиз. Демак, ( Ж1п1/^^0„,ах “  
(1.3-расм).
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Энтропия 5учун Ш еннон (Гиббс) формуласи ,

S = - ^ Í V l n Щ  = Y^S;ÍV,.^
/

бунда микроскопик холат энтропияси
5, = 1п1/Ж .

Тизимнинг энтропияси 5” куйидаги хоссаларга эга:
1. Энтропия 5 манфий булмаган \ак,ик,ий катталик. Энт­

ропия ифодаси (39) да > О ва 5, > О булгани учун 
энтропия 5  нинг манфий эмаслиги, яъни О эканлиги 
келиб чик,ади.

2. Агар тизимнинг микрохолатлари тенг эхтимолли (те­
кис таксимланган) булса, яъни

Ж,, = = ... = 1У.=

булса, унинг энтропияси максимум киймат кабул
килади.

Микрохолат эхтимоллиги РК = п /М ни эътиборга олиб, 
информация ифодасини

/  = =Л ^1пУ У -^л,. 1п/1, (42)
/ / 

куринишда ёзайлик; бунда = N = кМ/,  — статистик
/

микрохолатлар (статистик ансамбль элементлари) сони; 
А: = 1, 2, 3, ...

а) Микрохолатлар тенг эхтимолли холда п. = 1 булади 
(статистик микрохолатлар тенг эхтимолли). Бу холда ин­
формация J{W), п. = 1 эканлигидан \пп. = О булгани учун,

/(^ 0  = Н Ш  (43)
ифода билан аникланади, энтропия 5{УУ) эса

5(И^ = 1пЛ̂  (44)
булади.

б) Тенг эхтимолли булмаган барча ихтиёрий холларда 
п. > 1 булгани учун 1п«. > О булади ва, демак, (42) да йи- 
риндининг хар бир хади п.\пп. >0 булгани учун бу холдаги 
информация

/(И/„, ..., Ж, ...) = Л \ ¥ )  < Л Щ  (45)

ЭНТРОПИЯНИНГ ХОССАЛАРИ
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булади. (43) ва (44) ифодалардан, 5”= J / N н\\ назарда ту- 
тилса, тенг эхтимолли микрохолатлар энтропияси ¿"(liO, 
ихтиёрий таксимотга эга булган Nia.  микро\олатларли ти­
зим энтропияси S(IV) дан катта булади, яъни:

S{W)>S{IV.)  (46)
3. Тизимнинг кисмлари бир-бирига боглик,булмаса, улар­

нинг энтропиялари йигиндиси тизим энтропиясига тенг, 
яъни энтропия аддитив катталик. Тизим икки кисмдан иборат 
булсин. Бирининг микрохолатлари Ŵ , ... Ж ... билан, 
иккинчисининг микрохолатлари Р,, Р̂ , ... Р.... билан аник,- 
ланган булсин. Умумий холда бу икки микрохолатлар туплам- 
лари бир-бирига боглик, булиши мумкин, яъни / микрохо­
латнинг келиб чик,иши эхтимоллиги Ж. ва Ŵ , Ŵ , ... ÎV.... 
микрохолатлар берилгандау микрохолатнинг келиб чик,и- 
ши эхтимоллиги Р.(ИО биргаликда

эхтимолликлар купайтмаси билан аникланади: Р(ИО ни 
шартли эх;тимолликя&б аталади (к- II боб). Бундай тизим­
нинг энтропияси S(M̂ , F) ни

5 (ж , р ) = - X  t  (f^ )in  [w^Pj m ) =
i J

i j

= - X  Щ In W^J^Pj {W ) -  X I V , { W ) ] n  Pj {W)  =
i J '■ J

= -5 ^  И/. l n i V , - Y ,  Pj (И") In Pj {W)  = S(fV) + S,, (P)  

куринишда ёзиш мумкин. Демак,
S(1V, P) = S^P)  + S(fV) (47)

5(И0 •— fV̂ , ^ 2’ ■■■ эхтимолликлар микрохолатларга 
эга булган тизим кисмин инг энтропияси; S^(P) — бирин­
чи кием микрохолатлари берилганда Р,, Р^,... Р. ... эхтимол­
ликлари микрохолатларга эга кисмнинг энтропияси, Ŝ {̂P) 
ни шартли энтропия дейилади: (47) ни олишда нормалаш 
шартлари

2 » '  = 1, E ' î W ' i
/ /
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назарда тутилди. Агар тизимнинг кисмлари бир-бирига бог­
лик; булмаса, уларнинг микрохолатлари \ам  бир-бирига бог­
лик. булмайди ва, демак,

Р,{ \¥)=Р.  (48)
булади. (48) ни эътиборга олсак,

SJ,P) = 8{Р) (49)

тенглик уринли булади. Бу холда (47) ифода

8{\У, Р) = + 5{Р) (50)
аддитив куринишни олади.

Тизим бирор таъсир ёки таъсирлар сабабли номувозанат 
холатга келган булса, бу таъсирлар тухтаганда (олинганда) 
тизим мувозанат холатга келади, бунда тизимнинг энтро­
пияси б" ортиб боради, яъни (18 >0  булади. Бу масалани 
адабиётда хар хил усуллар билан ечишга интилинган.

Бир-бирига нисбатан зарралар харакати булмаганда янги 
динамик микрохолат содир булмайди ва, демак, битта ста­
тистик микрохолат булганлиги учун микрохолат мукаррар 
вокеа булади; унинг эхтимоли Ж =  1 булиб, энтропияси 
эса 5 = 0  булишини биз юкорида айтдик.

Энди жараёнлар туфайли энтропиянинг ортишига ба- 
тафсилрок,тухтаймиз. Энтропия ифодаси:

(51)

дан куринадики, энтропиянинг хар бир хади (бу кат-
таликларни расмда курса­
тиш максадида узлуксиз 
узгаради, деб караймиз) 
нинг ортиши билан чизик­
ли монотон ортадиган Ж. 
ва логарифмик монотон ка- 
маядиган ^  = /л 1 /Ж  ку- 
пайтувчилардан иборат 
(1.4-расм). Бошкача айтган­
да, энтропия Л”нинг хар бир 
хади Жл. = Ж 1/Ж  макси­
мумдан утади. Максимумга 
^ ( Ж 1 п Ж )  = 1пР̂ :„ + 1=0
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тартдан Жнинг fV^= \ / е ~  -WlgW 
в  0,37 кийматида эришила- 
ди (1.5-расм).

Та\пил К.ИЛИШ осон були­
ши учун микрохолатлар сони
2 та, уларнинг э^тимоллик- 
лари мос равишда Ж,, га 
ген г булсин. Нормалаш шар- 

да W^=W,  
белгилашни 

киритиб, бундай тизимнинг 
энтропиясини

ти Ж, + = 1 
PFj = 1 - W

1.5-расм.

S = - W \ n l V = +S2 (52)

куринишда ёзамиз. 1.6-расмда куринадики, 2 та микрохо- 
латли тизимнинг энтропияси ¿"максимум кийматдан утади. 
Бошкача айтганда, Ж нинг маълум оралигида Ж ортиши 
билан 5 ортиб боради. Шунингдек, Ж нинг бошк^а муайян 
ораликда камайиши билан хам 5ортиб боради (1.6-расмга 
каранг). Хар икки холни тушунтирайлик. Умумий холда Ж,, 
Щ, ... Ж ... микрохолатлар мавжуд. Фараз килайлик Ж, = 1 
яъни тизим битта микрохолатда мукаррар булсин. Бу холда 
5 = 0  булади. Бу холни биз юкорида тахлил килган эдик ва 
унинг Нернст теоремасидан иборат эканлигини айтган эдик. 
Фараз килайлик. Ж, = О булсин (аникроги Ж ,-^0, яъни 
эхтимоллиги жуда кичик булган микрохолат булсин). Бу 
х^олда тизимнинг энтропияси 5-» О булади. Демак, тизим 
микрохолати эхтимолликларининг узгариши (яъни микро- 
холатларнинг сони ва эркинлик даражалари сонлари узга­
риши) сабабли унинг энтропияси 5  максимум кийматдан 
утади (] .6-расм). Ж, ^  О булганда, 5-» О булишини тахлил 
этайлик.

Дискрет хол. Квазистатик (мувозанатдаги) жараённи 
курайлик:

бунда ж;. = , демак 5, = 1п1/Ж = + + 1пД Ж  -
ортувчи функция, 5.— камаювчи функция. Микрохолат
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1.6-расм.

э\тимоллиги ^Книнг орти­
ши билан унинг энтропия­
си камаяди ва, демак, шу 
микрохолат энергияси Е.  
\ам  камаяди. Бошк^ача айт­
ганда тизим юк,ори энерги- 
яли, лекин кичик эх^тимол- 
ли микро\олатда булса, у 
кичик энергияли, лекин 
катта э)^тимолли микро\о- 
латга утади. Бунда тизим­
нинг энтропияси 5 уз ифо­
дасидаги ]¥. нинг ортиши 

х;исобига ортади. Тизимнинг бу микро\олатларида ажралган 
энергия э^тимоллиги катта булган микро\олатларнинг энер­
гиясини оширишга ва хаотизация даражасининг кучайи- 
шига сарф булади. Шундай килиб, микро\олатлар эх.ти­
молликлари ортиши ва камайиши билан боглик, икки хил 
ракобатлашадиган жараёнлар содир булиши мумкин. Х,ар 
иккала жараёнда \ам  тизимнинг энтропияси ортади ва мак­
симум киймат кабул килишга интилади. Э>^тимоли кичик 
микрох,олатлардан эх,тимоли катта микрох,олатларга утиш, 
механикадаги тизимнинг катта энергияли бекарор х,олатдан 
кичик энергияли баркарор (тургун) \олатга утишига мос 
келади. (1.7-расмда энтропия 5  нинг чап кисмида унинг 
ортиб бориши). Тизимда катта э\тимолли микро\олатлар- 
дан кичик э\тимолли микро^олатларга утишлар эса статис­
тик физикадаги тартиб даражаси юкори х,олатдан тартиб 
даражаси паст булган \олатга утишлар, яъни тартибсизлик 
даражаси катта булган х,олга утишлар (тартиблиликдан тар- 
тибсизликка утиш хаотикланиш) мос келади (1.7-расмда 
энтропия 5  нинг унг кисмидаги ортиб бориши). Тизимда 
бундай ракобатлашадиган утишларнингтенглашуви микро- 
)^олатларнинг кийматида содир булади (1.7-расмда энт­
ропия 5  максимумга эришади ва битта киймат ни кабул 
килади), бу эса термодинамик мувозанат х,олатдир.

Мисол учун яккаланган тизим узининг мувозанат \ола- 
тидан бирор сабабга кура (масалан, флуктация туфайли) 
номувозанат х,олатига утган булсин. Бу \олда эх.тимоллик­
лари кичик, энергиялари катта булган микрох;олатларгэ
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ж

1,7 рпсм.

утишни \амл;| 1\тм ()м 111п и капа, лекин хаотикланиш да­
ражаси кичик ( 1а |1П1()1и и тк  даражаси юк^ори) ва энергия­
си кичик \oJiai 1Ы|иа Унипларни тушунмок,лозим. Бу икки 
хил утишлар! а I / расмда )\тимоллик Ж нингикки  Ж, ва 
Ж̂  к,ийматларп |У|рп м-лади; уларга эса энтропиянинг битта 
5к,иймати мос м'ла;и1 (1.7-расм).

Умуман ипилними' икки \олатига энтропиянинг бир 
Киймати мос М’лппш, Я1>ни энтропия \олат эх^тимоллиги- 
нинг бир киймагли (1)ункнияси булмай, икки кийматли 
функцияси '»к.'иитинт курсатади. Бу эса статистик физи- 
кадаги к,абул кимишан энтропия х^олатнинг бир кийматли 
функцияси асИмлгаи тсзисга аниклик киритилишини та- 
Козо этади.

М и с о л. Хоиага кчздирилган жисм киритилди. Уй \аво- 
си ва жисмии яккаланган тизим деб \исоблаб, ундаги жа­
раёнларни 1а,\;|ил этайлик. Иссиклик ютилиши \исобига 
завода хаошкиашиш кучаяди, бунда микро\олатлар сони 
ортиши мумким; уларнинг э\тимолликлари камаяди, аммо 
микрокода ! )н гропияси 5. ортади ва умуман тизим \авоси 
кисминииг )нгропияси 5ортади (1.7-расм, унг канот).

Тизимнинг бир кисми буйича жисм юкори энергетик 
сат\/1:1м КУ1И1 энергетик сатхдарга утади, микро\олатлар- 
нинг э,\тм()лликлари ортади; 5, камайса-да Ж нинг орти­
ши \ис()Г)1И'а, умумий энтропия 5  ортади (1.7-расм, чап 
канот), Умуман айтганда, тизимнинг (уй \авоси ва кизиган 
жисм) ■)|1'1ро11ияси 5  = ^Ж;.5,. ортади [1.7-расмда\ар икксша
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(чап ва унг) канот], яъни ¿/5 = dS >0.  Бу ми-уКмСМ ДсШО

солни термодинамикада куйидагича тушунтириш мумкин. 
Мувозанатда булган классик тизимлар иссикдик контактга 
келтирилганда, уларнинг энтропияларининг узгаришлари 
Карно-Клаузиус теоремасига асосан (термодинамиканинг 2- 
конуни):

dS(){aвo) = ^ ,  ¿/5(жисм) =
‘ ж

ифодалар билан аникданади, буларда

dQ^>0, dQ, ^<0 , dQ, =\ dQ, ^\ .

Масаланинг шартига асосан Т^> 7 , Буларга асосан dS{\явo) > 
> [¿/¿’(жисм)[. Демак, тизим (жисм + х,аво)да кайтмас жара­
ёнлар туфайли унинг энтропияси ортиши, яъни

dS(x,aвo) -  |й?5( ж и с м )| = dS >0
муносабат, содир булади.

Шундай килиб, куйидаги хулосага келамиз: адабиёт- 
лардаги Больцман формуласи 5  = 1пИ^да Ж ни тизим \ола- 
тининг э\тимоли деб караб, тизим кичик э\тимолли х^олат- 
лардан катта э\тимолли х^олатларга утади, деб тушунтири- 
лиши бир ёкдама, умуман айтганда ноаникдир.

Юкорида танишилган умумий тушунчаларни мисоллар 
ва масалалар воситасида карайлик.

МИСОЛЛАР ВА МАСАЛАЛАР

1. Макроскопик ?^олат. М акроскопик тизим нинг 
макроскопик \олати уни аникдайдиган макроскопик пара­
метрлар, масалан, температура, зичлик ва бошкалар кий- 
матларининг берилиши билан аникланади. Тизимни аник- 
лайдиган макроскопик параметрлар сони шу тизимнинг тер­
модинамик эркинлик даражалари сонидир. Гиббснинг 
фазалар коидасига асосан, тизимнинг термодинамик эркин­
лик даражалари сони УУу-шу тизимнинг компонентлари п ва 
фазалар сони г га боглик.

Агар тизим термодинамик мувозанатда булса, унинг тер­
модинамик эркинлик даражалари сони куйидагича аник­
ланади:

М^=2 + п - г .
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у 2

I.8-pacM.

Тизимнинг макроскопик холати 
т у  /V.,. параметрнинг к,ийматлари 
билан аникданади.

2. Термодипамик мувозанатда- 
ги \олат. Агар тизим номувозанат 
гермодинамикхолатда булса, яъни 
гемпература, зарралар сони зичли­
ги ва шу кабилар тизимнинг турли
к^исмларида турли к,ийматлар к,абул килса (ташк^аридан ти­
зимга таъсир бÿлмaca), у релаксация жараёнлари туфайли 
маълум вак.тдан кейин ÿ3-ÿ3HflaH термодинамик мувозанат 
\олатга келади. Термодинамик мувозанат холатда тизимни 
аник^тайдиган макроскопик параметрлар кийматлари узгар­
майди.

3. Тизимнинг Уз-узидан термодинамик мувозанатга ке- 
лишига р е л  а к с а ц и я  ж а р а ё  н и дейилади, мувозанатга 
келиш вак^ти г эса релаксация дейилади.

4. Масалан, идишда (1.8-расм) УУта заррадан иборат газ 
булсин. Идиш хажми фикран тенг икки к^исмдан иборат 
булиб, унинг бирида та, иккинчисида та зарра булсин. 
Аёнки,

jV= я, + «2 .

Тизим (газ) термодинамик мувозанат холатда булса, таж­
риба кУрсатадики, зарралар .зичлиги р  = Л /К бир хил була­
ди. Бу эса термодинамик муйозанатхолатдир. Бунда, одатда 
идишнинг хар икки к^исмида зарралар сони тахминан тенг 
булади, яъни ~  п̂ . Аммо муайян холда зарраларнинг, ма­
салан, бир кисмидаги сони N/2 дан яъни зарраларнинг тенг 
таксимланишидан четланиши (фарк^аниши) мумкин; яъни 
тизим термодинамик мувозанат холатдан четлашиши мум­
кин. Зарралар сонининг бундай тенг так^симланишдан чет- 
лашишига зарралар сонининг (зичликнинг) флуктуацияси 
дейилади.

Оддий мулохаза шунга олиб келадики, хатто зарралар­
нинг хаммаси хам идишнинг I к^исмида булиб к,олиши учун 
бирор бир принципиал туск^инлик йук,. Демак, яккаланган 
тизим, хеч к^андай ташк^и таъсирсиз, Узининг мувозанат хола- 
тидан четлашиши мумкин. Бундан хулоса шуки, яккаланган 
тизим термодинамик мувозанатда булса ва унга хеч к.андай 
ташк,и таъсир булмаса, у хар канча узок, вак,т Утса-да Уша
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мувозанат )^олатда колаверади, деган термодинамиканинг 
катъий хулосаси бажарилмайди. Иккинчи томондан, термо­
динамиканинг хулосалари тажрибанинг натижаларига асос- 
ланган.

Хуш, бу статистик физикада ва термодинамикада ай- 
тилганларнинг маъносидаги фаркни кандай тушуниш ке­
рак? Мисоллар орк,али буни тушунтирамиз.

1. Идишда иккита о ва è зарра булсин. Бунда идишнинг
1 ва 2 кисмларида зарраларнинг жойлашиш усуллари сони 
туртта булади (к.аранг 1.9-расм).

Идишнинг 1 ва 2 к,исмларида зарраларнинг тенг так,- 
симланиши колган х^олларнинг \ар  бирига нисбатан 2 марта 
ортик,. Бошкача айтганда, зарраларнинг х,ажм буйича тенг 
таксимланиши (яъни "мувозанати") катта э)^тимолга эга.

Холатлар (ячейкалар, катаклар) сонини Z, зарралар со­
нини yVбилан белгилаб Zxoлaтлapдa УУта зарранинг жой­
лашиш усуллари сони — конфигурацияларнинг сонини 
аникдайлик.

Тизим (зарралар) иккита \олатда (катакда) булиши мум­
кин, дейлик. Агар тизим битта заррадан иборат булса, \олат- 
лар буйича 2' = 2 усул билан жойлашади. Зарралар сони N = 2  
та булса, юкорида курганимиздек, 2̂  = 4 та усул билан. М=Ъ  
булса, 2̂  = 8 та усул билан, N  = А Щпса, 2'* = 16 та усул 
билан жойлашади (1.1-жадвалга каранг, зарралар а, Ь, с, d 
билан белгиланган). Умумий }^олда Л^та зарранинг Z ra  ячей- 
када (катакларда) жойлашиш усуллари сони 7^ га тенг. Ти­
зимнинг макро\олатини х,осил килиши мумкин булган усул­
лар сонини (мисолда ; = 1,4,6,4,1 ни) термодипамик 
эх,тимоллик дейилади.

N = А, Z =  2 булган >^олни та\лил этайлик. Агар идиш 
тенг икки кисмдан иборат булса, идеал зарранинг идиш­
нинг бир кисмида булиши (ёки булмаслиги) э^тимол (1/2) 
га тенг булади. 4 та зарранинг бир "статистик микрохолат" 
да булиш эх^тимоли зарралар эхтимолликларининг купайт­
масига тенг, яъни (1/2)“* = 1/16. Масалан, 12-статистик мик-
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№ I у;олат 2 у;олат С(п) W W x/007c Микро-
^о ла ш а р

abed 1/Ь 6,25
аЬс
ahd
acd
bed

d
с
b
a

1/4 25 II

6
7
H
У
10
II

ab
ac
ad
ed
bd
be

ed
bd
be
ab
ac
ad

3 /8 37,5 in

12
13
M
15

a
b
с
d

bed
acd
abd
abc

1/4 25 IV

16 abed 1/16 6,25

|н)\0латнинг э\тимоли (1/2) • (1/2)^ =  1/16. Кэ\тимоллик\ам 
асосий постулатга асосан 1/16 га тенг. Бундай "статистик 
микрохолатлар" каралаётган мисолимизда 16 та (1.1-жад- 
нал).

Физик катталикнинг \ар  хил кийматларига мос келади­
ган "микро\олатлар" сони 5 та. Х,ар бир "микро)^олат" нечта 
"статистик микро^олат" дан таШ'Кил топгани х,ам 1.1-жад- 
иалда курсатилган. Масалан, III "микрох^олат" 6 та "статис­
тик микро\олат" дан ташкил топтан. Бу х,ар бир м икро\о- 
латта тугри келган усуллар сони — "статистик х,олатлар" 
сонини С(п) билан белгилайлик. У >^олда )^ар бир микро\о- 
латнинг э\тимоли, яъни п зарраларнинг идишнинг бир к,ис- 
мида булиш э\тимоли PF катаклар сони Z =  2 булганда 
куйидагича аникланади:

W„=C(n)P^=C{n)/2^.  (1)
статистик микро\олатнинт э\тимоллиги; 1/2^. 

C(/i) ни микрох^олатпинг термодинамик эх^пимоллиги дейи­
лади.

Курилаётган мисолда Z = 2 ,  N  - А  булганлиги учун мик- 
ро\олатларнинг э\тимолликлари ва термодинамик эх.тимол­
ликлари куйидагича:
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C (4 )= C (0 )= 1 , W ^ = W „ = l / \ 6 ,
C(3) = C(1) = 4, l V ^ = W = l / 4 ,  (2)
C(2) = 6, Ж, = 3/8.

Л^та микрозарранинг микро^олатига тугри келган усул­
лар сони статистик микро^олатлар сони (термодинамик эхти­
моллик) куйидагича аникланади;

C(") = C ( / V - „ )  = ^ .  (3)

Бунда Z =  2 1<;абул к^илинган ва идишнинг бир к^исмида 
п та, иккинчи к^исмида N — n та зарра жойлашган деб 
хисобланган. /-микро\олатдаги статистик микрохолатлар сони 
С{п) ни

С.(«) = yV! • G^(«„ я )̂ 

куринишда ёзайлик, бунда

С, («„Лз) = (7. («, yv -  «) = ^ ^  = G,. {щ)0^ {щ)

ёки холатлар (катакчалар) сони куп, масалан, ZTa булганда

С ,  ( « I , «2 ,  . . . л „ . . . )  -  (?,. ( « , ) ( « 2 ) . . . G,  Ю  =  П  ( « / t )
к = \

ифодани ёзиш мумкин. Бу^^олда микро^^олат эхтимоллиги

W i = ^ G , = N \ P G ,

ифода билан аниьутанади. G. шу /-микрохолатнинг с/ияганс- 
Аимкваз/шим аник^айди. Юк,оридагилардан куринадики, мик- 
рохолатэхтимоллиги W.статистик микрохолатлар сони MG  ̂
ёки статистик вазнни характерловчи катталик G. билан ти­
зимнинг микрохолати аниьу1аниши мумкин; берилган ти­
зим учун зарралар сони УУва катаклар сони Zдoимийдиp.

Каралган мисолдан куринадики, энг катта эхтимоллик- 
ка эга булган микрохолат — зарраларнинг тенг так,симлан- 
ган холидир (1.1-жадвалда III холат),

Зарралар сони жуда катта булганда, масалан, N  -  10'^ та 
булганда, энг катта эхтимолли тенгтаксимланган холатда­
ги тизимни характерловчи макроскопик параметрлар деяр­
ли узгармайди. Бу энг катта эхтимолли микрохолат — му-
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iHi Mill) 1)1111 II термодинамик \олатдир. Булардан куринади- 
I и, 1 IИМИ'пи< физикада тизимнинг микрохолати тушунча- 
I и II рми/итимик холаттушунчасига нисбатан кенф о^м аъ- 
инч.1 тмиигилади. Жумладан, термодинамикадаги мувозанат 
‘ " ' h i i ,  I-,ли,ими узгармас деб каралгани холда, статистик 
фи ИИ lui.i (>у холат катта эхтимолли холат деб каралиб, ки- 
'И11 1\|им()лли микрохолатлар (1.1 жадвалда I, II, IV, V

I |.1||) \ 11м содир булиши мумкин деб каралади. Масалан, 
|и|.ир||||,1! II мисолда хамма (4 та) зарраларнинг биринчи к,исм- 
ми 1\ и'|.и1иб к,олиши 16 тадан 1 тасида, тенг так^симланиш 
и || (1 1.1111д;| руй беради. Зарралар сони 10 та булганда, улар- 
IIIIIII miiiimmiir ярмида тупланиб колиши 2 '” = 1024 тадан 
ГМ11 hi v'liuii содир булади; тенг та^симланиши эса 252 таси- 
ми \ч |1.|(1)111. Зарралар сони 100 та булганда уларнинг идиш- 
iiimi ирмида тупланиб колиши 2""’тадан биттасида учрай- 
IIII Jli'M.iK, /Vетарли даражада катта булганда, уларнинг идиш- 
mim ирмида туиланиб К.ОЛИШ эхтимоллиги 1/2^ га тенгдир,

....... .. як^иидир.
II Ivii/iiiil килиб, статистик физика нуктаи назаридан ти- 

liiMimiii )11г кагга эхтимолли тенг таксимланиши холати- 
|| и| ( irpMívu-niaMHK мувозанат холатидан) катта огиш ни- 
\и 1| I U.I !• ичик эхтимолликка эга, аммо кичик огиш амалда 
I •' niMiipnii ')\'тимолли холдир. Статистик физикада тизим- 
и и т  И'рмодииамик мувозанат холатидан (катъий айтил- 
I 1111|,1, III 1ИМНИИГ макроскопик параметрлари уртача кий- 
«Ы1 i .Kivn килган холдан) четланиши флуктуация ходиса- 
iHiiiip Мисолдаги JV¡¡, Щу, эхтимолли холатлар 
Ф'1М' I \'iiiimiii¡ip туфайли содир булиши мумкин булган холат- 
I ip'iiip Ьулардан равшанки, катта флуктуациялар кичик 
|\ | | |м и 1ии|, кичик флуктуациялар катта эхтимолли булади- 
м р

М\ ЦП шил тдаги \ол  учун айтилганидек, термодинамика- 
мп III i i i M i i i i i i r  номувозанатхолати, ташки таъсир булмаган- 
I I м\ МП 1а11л г '1'омонга узгаради, деб катъий айтилса, статис- 
IIII фи ИИ ллл мувозанатга келиш жараёни (яъни релаксация
I iip.M ИИ) клгтл эхтимолли жараёндир деб каралади.

M i l l  111|||лр карашдадавомэтайлик. М и с о л ; Z =  3 ,  JV= 2
............. < ии ис'тик холатлар сони = 3̂  = 9 та (каранг; 1.2-
■I .mil 14) Ги HIM :1арраларини квант механика асосида карал- 
' л .тилипик тамойилини хисобга олиш керак. Бу холда

39



1 .2 -ж а д ва л

№ I х;олат 2 х,олат 3 -\ojiam

аЬ

аЬ
аЬ

статистик микро)^олатлар сони юь;оридаги классик х,олдаги 
статистик микрохолатлар сонидан фарк. килади. Хакик,атан 
\ам , айнанлик тамойили х^исобга олинса, 4 ва 7, 5 ва 8, 6 
ва 9 холатлар бир-биридан фаркданмайди. Бу х,олда "статис­
тик микро)^олатлар" сониДУУ, 2) куйидагича аникланади:

(Ш  7\ -  (N■vZ-\y. _ ^ (4)

1.3-ж адвал

N9 1 уколот 2 ̂ ^олат 3 у;олат 4 у;олат
/ аЬ — — —
2 — аЬ — —
3 — аЬ —

4 — аЬ
5 а Ь _ —

6 а — Ь —

7 а — — Ь
8 — а ь —
9 — а — ь
Ю — _ а ь
и Ь • а _ —
12 Ь — а —
¡3 ь — — а
14 _ Ь а —
15 Ь а
16 “ - Ь а
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Агар (Паули тамойилига биноан) бир катакда (\олатда) 
бмггадан ортик,зарра була олмаслиги талаб этилса, "статис­
тик микрохолатлар" сони 3 га тенг бУлади, яъни:

f { N , Z )  = N \
Z \ ( Z - N ) \

= 3. (5)

Куйида Z =  А, N  = 2{а, b) мисолни к^арайлик (1.3-жадвал). 
Бу мисолда классик статистик микро\олатлар сони (2 та а, b 
:1арранинг4 та катакда жойлашиш усуллари сони) = 4̂  = 16 
та. Квант механикасида айнанлик тамойилига асосан 5 ва 11;
6 ва 12; 7 ва 13; 8 ва 14; 9 ва 15; 10 ва 16 \олатларни бир хил 
деб х,исобламок, керак. Бу \олда "статистик микрохолатлар" 
сони

N \ ( Z - \ ) \

Агар зарраларнинг Паули тамойилига буйсиниши талаб этил­
са, у холда 1, 2, 3, 4 доллар мавжуд эмас. Бу \олда иккита 
зарранинг 4 та катакда жойлашиш усуллари сони ("статис­
тик микрохолатлар" сони)

Z !f { N , Z )  = =  6
N \ ( Z - N ) \

ифода билан аникданади.
Идишнинг бир к,исмида п та зарра, иккинчи кисмида 

N - n  та зарра жойлашиш эхтим-рли, яъни бундай микрохо­
латнинг эхтимоли Ж(1) ва (3) гк асосан куйидагича аник,- 
ланади:

N \
2^  n \(N -n ) \ (6)

1.1-жадвалдан куринадики, энг катта эхтимолли мик­
рохолат — бу зарраларнинг текис так^симланиши, идиш хаж- 
мининг к^исмлари буйича тенг так^симланишидир (мисолда
2 та зарра бир кисмида, 2 та зарра иккинчи к^исмида). 
Хакикатан хам, зарраларнинг текис так^симланишида, яъни 
п = N/2 булганда, микрохолатлар эхтимоллигининг ифода­
си Ж максимум к^ийматга эришади. Бошк^а долган микро­
холатлар (конфигурациялар) булиши мумкин, лекин улар­
нинг эхтимолликлари нисбатан кичик. Шундай к,илиб, к,ара- 
лаётган мисолдан кУриниб турибдики, тизимнинг мувозанат
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холатдан (тенг так,симотдан) катта четланиши кичик э^ти- 
молли, яъни

К  IV, «  щ

булади. Юкоридаги мисолдан куринадики, иккита холнинг 
бирида тизим зарралари идишнинг ярмида йигилиб коли- 
ши мумкин. Агар УУ катта булса, бундай холнинг содир бз'ли- 
ши нихоятда кичик эхтимолли вок,еадир. Масалан, агар зар­
ралар сони 80 булса, конфигурациялар сони 2*“ = lÔ '* 
булади. Бу эса, агар тизимни сек кузатилса, 1 секунд 
вакт давомида 80 та зарранинг хаммаси идишнинг ярмида 
йигилиб колишини куриш мумкин. Оламнингёши тахминан 
10“* сек га тенг. Демак, Олам (Коинот) ёшидан миллион 
марта ортик вакт кузатилса, 80 та заррадан иборат тизим 
(газ) идишнинг ярмида 1 сек тупланиб колиши мумкин. 
Агар 7V етарли даражада катта булса, тизим зарраларииинг 
хаммаси идишнинг ярмида булиб колиши фантастик дара­
жада кичик эхтимолли вокеацир. Шундай килиб, катта флук- 
туациялар яъни п »  N/1 ёки п «  N/1 холлар амалда куза­
тилмайди. Аммо, мувозанат холатидан кичик четланишлар 
етарли даражада тез-тез учраб туриши мумкин.

Юкоридаги мисолнинг тахлилидан куйидаги хулосалар- 
га келамиз:

1. Зарраларнинг текис таксимланиши, термодинамика 
нуктаи назаридан мувозанат холагдир. Демак, мувозанат холат 
тизимнинг булиши мумкин булган микрохолатларидан энг 
катта эхтимоллигидир.

2. Тизимда кичик эхтимолли холатларнинг реализация- 
си, яъни тизимнинг мувозанат холатдан четланиши — бу 
флуктуация ходисасидир.

Бу ерда шуни таъкидлаш лозимки, тизимнинг мувоза- 
натдан кичик четланиши катта эхтимолликка, катта четла­
ниши эса нисбатан кичик эхтимолликка эга.

3. (3) ифодадан куринадики, / / т а  заррадан иборат ти­
зим микрохолатинингэхтимоллиги конфигурациялар сони-

С{п) = N\
n \(N -n ) \

га боглик. Бу ерда шуни таъкидлаймизки, берилган зарра­
лардан иборат тизим микрохолатининг эхтимоллиги Узга­
рувчан
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= TiTfibn CT

ка гишикка боглик,. Бошк,ача айтганда, микро\олатларнинг 
(|>а|жи статистик вазнини характерловчи катталик G{n) нинг 
)̂ ар хил кийматларига боглик,.

4. Агар тизим бирор сабабга кура (ташк,и таъсир, флук- 
туациялар туфайли) номувозанат \олатда булса, у катта 
')\'гимоллик билан узининг мувозанат х,олатига як,инлаша- 
ди. Бу ходисани релаксация (флуктуация сабабли булган 
булса, унинг "суниши") дейилади.

5. Юк,оридаги мисоллардан курдикки, микрох,олат эх,ти- 
моллиги куйидагича аник/1анади:

W  -  г

1.1-мисол. Микрохолатлар тенг эхтимолли булсин, яъни
W , =  W 2 = . . . =  W . = . . .  =  ^ ,  ( 8 )

бунда N =  kN^, к =  1 ,2 , 3,..., /?; TV, — статистик микрохо­
латлар (ансамбль элементлари) сони; N — кузатишлар 
(тажрибалар) сони. Бу холда тизим нинг эхтимоллиги 
W  = Y\W"' ни аник,ланг, тахлил этинг.

' "  г
Е ч и ш: ж  =П . N  = 'Ln .̂ N  = kN  ̂ ни назар­

да тутиб, W эхтимоллик учун
Г
_L
N ,

( 9 )

ифодани оламиз; бунда бир статистик микрохо­

латнинг эхтимоллиги, (1/Л'^)'^эса Л^та элементнинг бирдан 
келиб чик,иш эхтимоллиги; агар к = 1 булса, статистик ан- 
самблнинг эхтимоллиги И^билан аникданади; эсаЛ^^
та элементларнинг холатларда (микрохолатларда) жой­
лашиш усуллари сони.

1.2-мисол. зарранинг т та катакда и,, п̂ , ..., тадан 
жойлаштириш усуллари сони;

г  -  N \

эканлигини курсатинг.
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Е ч и ш : Классик статистикада микрохолат фак^ат зарра­
лар сони билан аникданади. Л^та заррадан N1 та урин ал- 
маштиришлар хосил к,илиш мумкин. Бунда микрохолат 
узгармайди. Аммо биринчи катакда (ячейкада) я,, иккинчи 
катакда «^та в.х- зарра жойлашган булса, биринчи катакда- 
ги та зарралар алмашинишида, 2-катакдаги п̂ та зарра­
нинг узаро урин алмашинишидан микрохолатлар узгармай­
ди; катакдаги зарраларнинг урин алмашинишидан микро­
холатлар узгармайди. Демак, микрохолатлар узгармас сонлар 
купайтмаси

и I м I и I

дан иборат. Катаклардаги зарраларнинг катаклар орасидаги 
урин алмашинишлари сонини Сбилан белгиласак, бу сон С 
ни Я|!, /7̂ !, ..., п .̂ га кунайтиришдан умумий урин алмаш- 
тиришлар сони М келиб чикади, яъни,

УУ!= С«,!,
ёки бундан

С  =  Л^!
п,!, пг!, ..., п„!

изланаётган статистик микрохолатлар сони Стопилади.
1.3-масала. Бир-биридан фаркданмайдиган (айнан бир 

хил булган) /V та зарранинг 7  катаклар буйича так^симла- 
ниш (жойлашиш) усуллари сонини аникданг.

Е ч и ш : Фараз килайлик, 1-катакда л, та, 2-катакда 
та, в. х-к. Z-кaтaкдa та зарра жойлашган булсин. Индук- 
тив усул билан аникпайлик. Z  = 1 да 1 хил усул билан 
С = 1 жойлашади; Z =  2 холда зарраларнинг узаро урин ал- 
маштиришлари янги микрохолатга олиб келмайди, яъни Л'̂ ! 
алмаштиришлар янги микрохолат хосил килмайди; Энди 
умумий урин алмаштиришлар сонини топайлик: катаклар 
сони Z =  2 булганда урин алмашинувчи элементлар сони 
биттага ортади: О, 1, 2, 3, ..., IV та булади; демак, урин 
алмашинишлар сони [УУ + (Z  — 1)] ! та булади.

Демак, бу холда микрохолатлар сони

N1

ифода билан аникданади; Z =  3 да булган холда урин алма- 
шишлар Л̂ ! янги микрохолатларга олиб бормайди (аввалги
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\олдагидай); Z =  3 булганда умумий элементлар сони 2 тага 
ортади, яъни

О, О, 1, 2,...,УУ

булади, ёки ( Z -  1 = 2 )  булганда УV + ( Z —1) та элемент 
булади. Демак, умумий урин алмашинишлар сони {М + Z -  
I)! дан иборат булади; аммо Z  = 3 да 2 та ячейкадаги 0,0 

элементларнингурин алмашишлари, равшанки, янги нати­
жа бермайди. Демак, олинган натижа {N  + 7 — \ )\ /М ни, 
яна 2! =  ( Z - l ) !  га, я ы т  О (ноль) элементлар урин алма­
шиниши сонига булиш зарур. Ни^оят изланаётган натижани 
оламиз;

^  _  { М + 2 - \ ) \

Z =  4, Z  = 5 в.х. холларда \ам  (11) микро^олатлар сони оли- 
нишига осонгина ишонч \осил к.илиш мумкин. Z =  2, N = 4  
\олда ва Z =  4, N = 2  \олда асосий матнда 5 та ва 10 та 
микрох^олатлар олинган эди. Хак.ик.атан х,ам.

(4+2-1)! Г  5! _ 5
4!(2-1)! 4!1!

(2+4-1)! _  5! _ , п
2!(4-1)! 2!3!

1.4-масала. Z >  « шарт бажарилганда, бир-биридан фарк,- 
ланмайдиган (айнан бир хил) УУта микрозарранинг ячей- 
калар (катаклар, холатлар) буйича так,симланиш сони С 
аникдансин; бунда \ар  бир ячейкада биттадан ортик мик- 
розарра була олмасин деб х,исоблансин, яъни микрозарра- 
лар Паули тамойилига буйсунсин.

Е ч и ш : Фараз килайлик, Z т a  катакда мос равишда 
зарралар жойлашган булсин, яъни

ШИ] Ш . - ^
« ,  « 2  -  « г  ■

Пу Z >  ¿У булганда вал. = 0,1 шарт бажарил­
ганда умумий урин алмаштиришлар сони Z! га тенг, бунда 
зарралар айнанлик (бир хиллик) тамойилига буйсунгани 
учун Л'̂ ! урин алмаштиришлар янги натижа, янги микро\о- 
латлар бермайди; Демак,

Z!/УV!.
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A m m o  Z > 0  булганда Z — N та ячейкадаги "О" элементлар 
урин алмаштиришлари хам янги натижа, янги микро\олат- 
ларга олиб келмайди; демак Z! ни яна (Z  -  ЛО! га хам 
булиш зарур. Бу холда изланаётган усуллар сони

Г = .Z-!
N \ { Z - N ) \  ( ’2)

ифода билан аникданади. Z =  4, N = 2  \ол учун 6 та м ик­
рохолат олинган эди. Хак,ик,атан хам (12) дан

С -  -  б 
^  -  2 ! 2 !

аввалги натижа 6 келиб чик^ади.

II Б О Б
ЭХТИМОЛЛИКЛАР НАЗАРИЯСИДАН МАЪЛУМОТ

2.1-§ . КИРИШ. АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР

Гиббснинг статистик ансамбль усулида микрохолатлар 
эхтимолликлари так^симотини аник^аш статистик физика 
усулининг асосидир. Шу сабабли бу бобда э\тимоллар наза- 
риясининг бизга зарур булган асосий тушунчалари, теоре- 
малари, так^симотлари ва эхтимоллар зичликлари устида к,ис- 
1<;ача тухталамиз.

Эхтимоллар назариясининг мухим тушунчаси — тасоди­
фий катталикдир. Бу (катталик) микдор берилган шартда 
узининг имконияти булган к,ийматларидан бирини маълум 
эхтимол билан к̂ абул к,илади. Масалан, агар тасодифий мик,- 
дор чекли ёки чексиз кетма-кет хар хил х,, х̂ , ... ..., 
дискрет к,ийматлар к,абул к,илса, унинг учун эхтимоллар 
так;симоти к^онуни шу к^ийматларга мос

Р Р Р
э)^тимолликларни курсатиш билан берилади. Агар тасоди­
фий микдор узлуксиз к.ийматларни к^абул к^илса, бу холда 
эхтимоллар так^симоти цонуни хар бир х , х  + i/хораликучун 
эхтимоллик

dlV^ix) X <  ̂< х + dx

курсатилиши билан берилади. Агар бу холда оралик, чекли 
{а, Ь) булса, fV^a, Ь) эхтимоллик куйидаги тенглик билан 
аникданади;
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еки

бунда:

Щ( а, Ь) =  I  с/Щ(х)  (1)

Щ(а,Ь)  = 1/(х)с/х,
а

с1]У{х) = ^ с 1 х  = /{х)с1х,

/ М  = ^  (2)

Дх) — эх,тимолликлар зичлиги (бир улчамли \ол  учун); 
физик адабиётда бу функция так.симот функцияси деб юри- 
тилади. Математикада таксимот функцияси атамаси Щ(а, Ь) 
ЭХ.ТИМОЛЛИК учун ишлатилади. Физика ва математика ада- 
биётларидаги бу тушунчалар \ар  хиллиги англашилмовчи- 
ликка олиб бормаслиги керак.

1 -м и с о л. Чизикли гармоник осцилляторнинг энергияси 

е„ = ^ м ^ (л  + 1 /2 ) , « = 0, 1, 2,...

кийматларни кабул килади.
Статистик физикада бундай осцилляторлар ансамблида 

осцилляторнинг п = О,/ 1, 2, ... ларга мос энергия кийма!- 
ларини кабул килиш-й эх,тимоллар таксимоти функцияси 
билан берилади.

2-м и С О Л . Макротизимни курайлик. Классик механика 
Конунларига асосан вакт утиши билан макротизим кетма- 
кет микро\олатларда булади. Бу микрохолатлар туплами 
динамик характерга эга. Гиббс ансамбли (туплами)ни таш­
кил этган тизимнинг микро\олатлари статистик характерга 
эга. Гиббс ансамблига мос келган катталик (микдор), маса­
лан, тасодифий (микдор) катталикдир. Микрох^олатлар- 
га I  нинг кабул килиши мумкин булган кийматлари

мос келади (дискрет \ол  учун). Э\тимолликлар таксимоти 
конунига асосан бу кийматларга мос э)^тимолликлар

Р(1,), ... , Р {1)  
х,ам берилиши лозим.
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Бу ерда шуни таъкидлаймизки, микрохолатларнинг вак т̂ 
буйича туплами билан микро^олатларнинг Гиббс буйича 
туплами априори бир-бирига тенг деб кабул килинади. Бу 
эса эргодик теореманинг маъносини ташкил этади. Бунда 
Гиббснинг дахоси — тизим гамильтони Е ни тасодифий 
катталикка келтиришидадир.

Тасодифий воцеа. Берилган шароитда тасодифий мик,- 
дорнинг кабул килиши мумкин булган кийматлардан би- 
рининг содир булиши (ёки булмаслиги) тасодифий воцеа 
деб аталади. Демак, хар бир элементар вокеага узига мос 
эхтимоллик тугри келади. Тасодифий вокеалар элементар 
ёки бир неча элементар вокеалардан иборат мураккаб були­
ши мумкин. Эхтимоллик тушунчасидан фойдаланишда аник- 
лик учун математикадаги унинг таърифини Колмагоров 
буйича келтирамиз. Бунинг учун тасодифий катталикнинг 
кетма-кет кийматларини ёзайлик:

X j ,  . . . ,  X  ,  . . .

Бу кийматларнинг содир булиши элементар вокеалар 

Лу /4j, ...., /4,,,...
булсин.

1 . Хар бир элементар вокеа га, унинг э\тимоллиги 
деб аталувчи манфий булмаган хакикий Р{А)  сон мос ке­
лади (аксиома).

2. Агар вокеа албатта содир булса, у ишончли (мукар- 
рар) вокеа булади. Масалан, имконияти булган кийматлар-

X , ,  Х ^ , . . . ,  X  , . . .

дан ихтиёрий бирининг (содир булиши), яъни
4 ,  . . . ,  ...

вoкeílлapдaн бирининг содир булиши — бу мукаррар (ишон­
чли) вокеадир. Мукаррар (ишончли) вокеанинг эхтимол­
лиги бирга тенг, яъни;

Р (ихтиёрий AJ = 1.
3. Агар А ва В бирга мавжуд була олмайдиган вокеалар 

булса (А ва Ртупламлар кесишмаса) унда А ёки В вокеалар­
дан бирининг содир булиши эхтимоллиги Р(А + В) ёки 
P{AUB) куринишда ёзилади ва куйидагича аникланади:

P ( A [ j B )  = Р(А) + Р(В).
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4. Мумкин булмаган вок,еанинг эх,ти- 
моллиги нолга тенг, яъни:

Р(А) = 0.
5. А, ёки В, ёхуд бир вак^тда А ва В 

во1<;еанинг содир булиши эхтимоллиги 
P{Ayj В) куйидагича аникданади (2.1- 
расмга к,аранг):

P{AKJB) = Р{А) + Р{В)~ Р{А(ЛВ)
6. Бир вактда булмайдиган А ва В вок^еалардан бирининг 

содир булиш эхтимоллиги Р{А + В) куйидагича аникданади:
Р{А + В) = Р{А) + Р{В) -  2Р{А П В)

Бирга мавжуд була олмайдиган, А ва 5вок,еаларнинг бир 
вак.тда содир булиш эхтимоллиги Р{А (Л В) = 0 (яъни Авд. В 
тупламлар ке.сишмайди) (2.2-расмга к,аранг)

Бу холда
Р{А + В) = Р{А) + Р{В)

ёки умумий вок^еалардан А̂  нинг, ёки А^нинг,  ..., А̂  ̂ нинг 
(бошк,ача айтганда, шу вок;еалардан ихтиёрий бирининг) 
содир булиш эхтимоллиги Р  куйидаги эхтимолликларнинг 
йигиндиси билан аникданади (эхтимолликларни кушиш тео­
ремаси):

Р(Д  и ^ 2 и . . .д ,_ ,и д ,)  =

= P(/f,) + /> (4) + ... + P (4 ,) = ¿ P ( 4 ) (3)

Имконияти булган вок^еалардан ихтиёрий бирининг со­
дир булиши — бу мук^аррар (ишончли) вок,еа. Бундай му- 
к^аррар вок,еанинг эхтимоллиги таърифга кура бирга тенг. 
Бу холда эхтимолликларни кушиш теоремаси (3)

Р = \ Р ( А , )  = \
/с =  1

(4)

куринишни олади.
7. А вок,еа содир булганда В 

вок,еанинг шартли эхтимоллиги 
Р (̂В), таърифга кура, куйидаги­
ча аникузанади: 

р  ( g ) =

’ Р{А) 2.2-расм.
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Р{АГЛВ) = Р̂  (В) Р(А)
ёки

Р(АПВ) = Р^{А) Р(В).

Агар А ва 5  бир-бирига боглик, булмаган вок^еалар булса, 
юкоридагилардан;

Р(АПВ) = Р{А) Р{В)

экани келиб чик;ади ёки, умумий х,олда, вок^еалар А̂ , А̂ , 
А̂ ,̂ ... дан нинг \ам , нинг х,ам, ..., А̂  нинг х,ам 

биргаликда содир булиш эхтимоллиги куйидаги эх^тимол- 
ликларнинг купайтмаси билан аникданади (э^тимолликларни 
купайтириш теоремаси):

Р{ Ар  4  П ... 4,_ , П Д )  = Р{А)  Д 4 ) . . .Р Ц ,)  (5)

Шартли эхтимолликлар таърифидан
Р, (В) Р(А) = Р(В) PJ.A) (6)

тенглик келиб чик;ади.
Фараз килайлик, Л ,, А ,̂ ..., А., ... биргаликда булиши 

мумкин булмаган вокеалар булсин. У \олда (6) дан

Р М ) ‘ Р ( Л ) ^  (7)

тенгликни ёзамиз. 5  вок;еанинг тула эхтимоли шартли э\ти- 
молликлар оркали куйидагича аникданади:

Р{В) = Р{А,)Р,  ̂(В) + Р{А,)Р,^{В) + ... + Р(4)/> ,Д5) + ... (8)

(8) ни эътиборга олиб, (7) ни куйидагича ёзамиз:

Рв  (4  )  =  P i A )  ~ Р{ Л 0Ра ^ { В ) + Н А 2 ) Р а 2 И ^ ) + - - ^ П Л „ ) Р л „ ( В )  (9)

Бу Бейес формуласитр-
Умуман тасодифий ^одисалар фазо нукталарига ва вакт- 

га боглик булган тасодифий функциялар билан тавсифла­
нади. Бу тасодифий функцияларнинг (ёки катталикларнинг) 
кийматлари кетма-кет дискрет кийматлардан ёки узлуксиз 
кийматлардан иборат булиши мумкин. Биз ана шу икки 
турга тегишли тасодифий катталикларни (функцияларни) 
ало.\ида-ало\ида карашга киришамиз.

ё к и  б у н д а н
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2.2-§ . ДИСКРЕТ ТАК.СИМОТЛАР

Тасодифий § катталик дискрет (узлукли)
Х „  . . .  X  . . .

Кийматларни к.абул килсин. Бу \олда э^тимолликлар так^си- 
моти конунига асосан бу кийматларга мос эх^тимолликлар 
\ам берилади. Хусусий холни к,арайлик. Тасодифий каггалик 
фак^ат иккита к,ийматни к,абул килсин, яъни фак,ат 2 хил 
вокеа содир булсин. Бу \олда э^тимолликлар таксимоти кону- 
нига асосан Р, ва Р.̂  берилади ва э^тимолликлар таърифидан:

Р , +  - 1 .  ( 1 0 )

2.2.1. БЕРНУЛЛИ ТАЖРИБАЛАРИ

Фараз килайлик, тажриба факат икки имкониятли на­
тижага эга булсин ва буларнинг э\тимолликлари бир-би- 
рига боглик булмаган кайта тажрибалар утказилганда узгар- 
май колсин. Бундай тажрибаларни илк бор Яков Бернулли 
(1654—1705) утказган.

Одатда бу икки натижа-вокеанинг э^тимолларини р  ва 
д билан белгиланади; р  га мос вокеани муваффакият (омад) 
ва д га мосини эса муваффакиятсизлик деб атайдилар. Бу 
вокеаларни кулайлик учун М  ва УУ билан белгилайлик.

Аёнки, бу холда
р  +  д ^ \ .

Бернулли тажрибас!^/7 марта утказилсин. У холда имко­
нияти булган вокеалар сони 2" га тенг булади.

Бунда
МНМНН...ММН

кетма-кет вокеалар эхтимоллиги Р{МНМНН...ММН)  таж­
рибалар бир-бирига боглик булмагани учун бу кетма-кет 
вокеалар эхтимолликларининг купайтмасига тенг, яъни

Р{МНМНН...ММН) = рдрдд...ррд

2.2.2. БИН ОМ ИАЛ ТЛКСИМ ОТ

Бернулли тажрибаларида М вокеанинг к марта кетма-кет 
содир булиш эхтимоллиги / ‘'■'га, шунда вокеанинг п — к 
марта содир булиш эхтимоллиги (?"“*Та; хар иккала вокеа­
нинг содир булиш эхтимоллиги эса юкоридаги эхтимол- 
ликларнинг купайтмаси га тенг.
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Купинча бизни п марта утказилган Бернулли тажриба- 
сида к марта муваффак^ият ва, демак, п — к марта муваффа- 
к^иятсизлик к,изик,тириб, вок,еаларнинг маълум кетма-кет-
лиги к.изик.тирмайди. Бу \олда п та элементдан А:тадан неч­
та усулда хар хил танлаб олишни билиш лозим. Бу эса 
( f ) к\(п-к)\ Д^'^ак, бизни к,изик,тираётган вок,еа-
нинг эхтимоллиги W{k; п, р) эхтимолликларни кушиш тео­
ремасига асосан аник/1анади;

усуллар

/ д ”-* = Ч__  ЛП
к\(п-к)\-

/;эхтимолликни доимий деб кабул к,илайлик; п марта утка­
зилган тажрибадаги муваффак^иятлар сонини билан бел- 
гилайлик. У холда W(k; п, р) = = к) яъни бунда 5  — 
дискрет кийматлар кабул килувчи тасодифий катталик, W(k; 
п, р) эса шу кийматлар эхтимоллари таксимотини курса­
тувчи функциядир. Шу W{k; п, р) функция биномиаль так- 
симот дейилади, чунки {р + q)" нинг бином ёйилмасидаги 
^:-хадини W{k; п, р) функция аникпайди, яъни:

W{0; п, р) + ]V{\; п, р) + ... + Щп; п, р) = {р + q)" = 1.

Охирги тенглик эхтимолликлар таърифи (р + q = I) асо­
сида ёзилди. Биномиал таксимот ифодаси W{k; п, р)яш  кури­
надики,

W(k\n,p) _ (п-к+\)р _ . (п+\)р-к 
W{k-\\n,p) kq kq . '

Бундан, агар к < { п  + \)р булса, (12) нисбат 1 дан кат­
та, демак, Щк; п, р) эхтимоллик аввалгисидан катта„ агар 
к > { п  + \)р булса, у эхтимоллик аввалгисидан кичик булади.- 
Шундай килиб, к нолдан п гача узгарганда W{k; п, р) эхти­
моллик олдин монотон ортиб бориб, сунгра монотон кама­
яди. Агар (/J + \ ) р -  т бутун сон булса, к = т булганда W{k; 
п, р) эхтимоллик максимумга эришади. Бу Щт; п, р) ни 
максимал э)(;тимоллик jx tm m m , т ни эса муваффакиятлар- 
нинг энг катта эх^тимолли сони дейилади. Агар пр >> 1 
булса, т = пр булишини курсатиш мумкин.

Бизни одатда купинча муваффакиятлар сони камида г 
булиши эхтимоли, яъни
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Р{ 8„>г )  = ^^\У{г + у,п,р) ,
у=0

булиш кизик^тиради, бунда у >  п — г х^олда бу к.аторнинг 
х,амма \адлари нолга тенг.

Уртача кийматлар к,к^,к'  ва дисперсия (флуктуация) 
0-2 = ^  ни аникдаймиз. /тартибли момент ^  ни аник,- 
лаймиз. Таърифга асосан;

Р  = ^^к'1¥{к; п,р) = ^^ к'С ^р^Г' = 
к  к

к
д р )

Хусусан, бундан куйидагини топамиз;

к = р^!^{р + я ) ' = п р { р  + д ) " ' =п р ,  (14)

’̂ ' ^РТрРТр^Р^^У = Р Т р ^ Р { Р ^ ^ Т '  =

= пр[р + q)" ' + пр  ̂( л -  1)(/) + ^)" ' = пр 1 + р [ п -  1) . (15)

(14) ва (15) га бин^йн дисперсия (флуктуация) ни аник- 
лаймиз:

-  к  ̂ -  к̂  = пр 1 + ^ ?(л -1 ) -  р  ̂ = пр -  р)  = прд\

о1=прд .  (16)
Юкоридагилардан куринадики, пр »  1 булганда,

к ~ т
булади. (7) дан куринадики, п ортиши билан флуктуация 
а\  ортади; аммо п ортиши билан нисбий флуктуация 

= -^д/пр камаяди.
Биномиал таксимотнинг кулланишига иккита оддий ми­

сол келтирамиз.
1. Кутидаги шарлар масаласи.
Кутида ок ва кора шарлар бор. Кутидан ок шар олиниши 

(муваффакият, омад) э^^тимоли р,  кора шарнинг олиниши 
(муваффакиятсизлик) э^тимоли д = \ -  р  булсин. Кутидан 
х;ар гал олинган шарни кутига кайтариб солиб, шарларни
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аралаштирилади (Шу усул билан хар галдаги кутидан шар 
олишнн бир-бирига боглик, булмаган тажрибалар деб карашга 
келтирилади). Бу Бернулли тажрибасидир.

Бернулли тажрибаси п марта утказилганда к мартаси- 
да ок, шар чик.иши (омад) эхтимоли биномиал так^симот 
W{k', п, /7) билан аникданади.

2. V хажмли идишда бир-бирига боглик. булмаган п та 
молекула (идеал газ) бор. Кхажмнинг v к.исмида молекула- 
нинг булиш эхтимоллиги р  булсин. Кхажмда к та (/с < п) 
молекуланинг булиб к.олиш эхтимоллиги биномиал так.симот 
W{k; п, р) билан аникданади.

2.2.3. ПУАССОН ТАК.СИМ0ТИ

Амалий масалаларни Караганда Бернулли тажрибасидаги 
/7 нисбатан катта,/? эса нисбатан кичик булади; уларнинг 
купайтмаси X = пр, к = О учун

W{0;n,p) = {\ -  р У ^ { \  - ш у .

Бундан л ^  00 булганда

1¥{0;п,р)=^е~^ (17)
ифодани оламиз.

Шунингдек, п р  О, аммо X = пр чекли булганда 
нисбат

W(k\n,p) _ пр-{к-\)р я 
W(k-\-,n,p) kq к

булади. Бу нисбатдан (индукция асосида):

W{\ \ п, р) = X ЩО; п, р) -9-Яe■'̂

W{2-n,p) = \ x W { \ - n , p ) ^ \ l ^ e - ^

еки

W i k \ n , p ) - ^ ^ e - ^

W { k - X ) - ^ ^ e ~ ^ . (18)

Бу (18) П у а с с о н  т а к с и м о т и д и р .  Куринибтуриб- 
дики, к = 0, 1, 2, ..., ларда (18) ни кушиш учун Тейлор 
Каторининг ё~̂  га купайтмасига тенг. Демак, берилган Я учун 
W{k, X) эхтимолликларнинг йигиндиси бирга тенг, яъни:
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Y^ W { t , X)  = \. (19)
* = 0

Вак,т буйича кетма-кет содир буладиган тасодифий во- 
Ксаларни, масалан, радиоактив емирилиш, телефон стан- 
ииясида "чак,ириш" ("вызов")ларни курайлик. Бунинг учун
II орали^чаларга булинган бирлик вак,т оралигини олайлик. 
Бунда \ар  бир оралик^чада содир булиши мумкин булган 
бир ёки бир неча вок^еа э)^тимоли ни узгармас деб к,арай- 
лик. Бу масалада \ар  бир вак,т оралик,часи вок^еа билан ё 
банд, ё буш булади. Орали^чалар бир-бирига боглик, эмас- 
лигидан бу Бернулли тажрибасига келади: ^оралик,чанинг 
бандлиги э\тимоллиги

W{k; п, р)
билан аникланади. Бунда ораликда бирорта хам тасодифий 
вокеа (бирорта х,ам ядро емирилиши) булмаслиги, х,ар бир 
ораликчада х.ам бу вок,еа содир булмаслигидан иборат. Бу 
вокеа эса ^ ' = (1 -  р)" э\тимолликка эга ва бундан п ^  со ва 
пр = X чекли булганда лимитга утиб,

(20)
ифодани оламиз. /сор^ик,чаларнинг бандлиги эхтимоллиги 
эса W{k, Я), яъни Пуассон таксимоти билан берилади.

Амалий масалаларда бирлик вакт оралигини ихтиёрий 
вакт оралиги t билан алмаштирилса, табиийки, А ни Xt би­
лан алмаштириш лозим. У \олда Пуассон таксимоти

W{ k - Xt ) =^- ^e - ^ '  (21)

куринишда булади.
Биз юкорида тасодифий вокеаларнинг вакт уки / буйи­

ча таксимотини курдик. Лекин шу вокеалар таксимотини 
юза \аж м (ёки фазовий \аж м) буйича куриш \ам  мумкин. 
Бунда вакт оралиги урнига юза ёки х,ажм оралиги булади.

2.2.4. ПОЛИНОМ ИАЛ ТАКСИМОТ

Биномиал таксимотни куйидагича умумлаштириш мум­
кин. Х.ар бир тажрибадатасодифий катталикнинг Е̂ , Е^ ,... £  
кийматлари содир булиши мумкин булсин ва Е. га А(/ = 1 ,2 , 
... г) э\тимоллик мос келсин. Умумий х,олда

Р ,  +  Р ,  +  . . .  +  Р  =
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n м арта таж ри ба уткази л ган д а , к, м арта  Е,, к̂  м арта Е̂  ва 
к л а р н и н г  келиб чик;иш и (вок,еаларни нг соди р  були ш и ) 

эхтим оллиги
п\ „А'1 ,.*9 „Ат

Р 2 --Р г  (22)

б у л а д и ,б у н д а
/íi +  2̂ +  ...+  к̂  — п.

(2 2 ) н и  п о л и п о м и а л  т а ц с и м о т  д е й и л а д и ,  ч у н к и  у 
(Р, + Pj +  ■•■+?)" п о л и н о м н и н гёй и л м аси д аги  умумий хади 
билан  бир хилдир.

2.3-§. УЗЛУКСИЗ ТАКСИМОТ ФУНКЦИЯЛАРИ

2.3.1. ЭХ ТИМ ОЛЛИКЛАР ЗИЧЛИГИ

У кдаги (бир улчовли ф азо даги ) эхти м олли клар  зи ч л и ­
ги J[x) деб

/ ( х ) > 0 ,  \ f { x ) d x  = \ .  (23)

ф ун кц и ян и  айтилади:
Х ар бир эх ти м о л л и к  зи ч л и ги га  Р так ,си м от ф у н кц и яси  

мослаштирилади:

F { x ) = ] f { y ) c l y .  (24)

Бу Д х ) ф ун кц и я  О ва 1 ораси да узгарадиган м онотон  ф ун к- 
циядир. А гарД х) ф ункц ия а < х < Ь  ораликда мавжуд булиб, 
бу ораликдан  таш ^ари да нолга тенг булса, Д х ) шу а < х  < Ь  
ораликда мавжуд булади, ундан ташк,арида нолга тенг булади. 
{а,  Ь) о р ал и кк а

F{ b) -F{a)  = ] f { x ) d x  (25)
а

э?^,тимоллик м ос келади.
Куп улчовли хол учун хам эхтимолликлар зичлиги юк^ори- 

дагига ухш аш  киритилади ва куйидагича аникданади :

/(Х |,Х 2 ,. . . ,Х „ )> 0 , I  /(X |,X2,...,X„)Í/X ,Í/X2,,..,Í/X„ = 1. (26)

И кк и  улчовли ф азо д а  эх ти м олли клар  з и ч л и г и /(x)g(y) 
н и н г  бери лиш и куйидаги интеграл  билан  аникданади :

Р(А)  ^  f f(x)g(y)dxdy.  (27)
( А)
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М у\им хусусий холни курайлик:
S = Х + Y

Фараз килайлик, x + j' < s, g(y) = G '(y) эканлигини на­
зарда тутиб, (27)ни бундай ёзамиз:

е*>

P(x + j^ < í ) =  G { s -  x ) f  (x)clx (28)

ёки,осонгина куринадики,

P(x + j ;< 5 ) =  jg ( j^ ) f (5 - j ;)û y , (29)

(28) ва (29) ифодалардан Х +  Y нинг зичлиги куйидагича 
аникданади:

ео оо

_ -  x) f {x)dx = j  g{y)F{s  -  y)dy (30)

(30) тенгликни умумий х;олда куйидагича белгиланади:
оо ео

f  * 8 =  ¡ f i s -  y)g{y)dy = I  f (x)g(s  -  x)dx. (31 )
I)

2.3 .2. УР'р4чЛ К,ИЙМАТ. М ОМ ЕИТЛАР

Тасодифий каггалик эхтимолликлари таксимотининг му- 
\им  хусусиятларидан бири — бу уртача киймат (математик 
кутилма)дир. Фараз килайлик, х  тасодифий катталикнинг 
кийматлари х,, Х2,...,Х.... ва унинг эхтимолликлари 
...Р, булсин. Бу холда X нинг Уртача киймати

< x > = ¿ x , i ^ :  ( 3 2 )

1=1

якинлашувчи катор билан аникланади. Агар х нинг киймат­
лари узлуксиз булса, у холда Уртача киймат

+09

< л: > = xf(x)dx (3 3)

якинлашувчи интеграл билан аникланади.
F(x) тасодифий катталик х нинг таксимот функцияси 

булсин. У холда х нинг к тартибли моменти

< х *  >  =

+00
.кx'‘dF{x)  (34)

57



интеграл ифода билан аникданади. Бунда, агар х нинг дис­
крет кийматлари х,, х^, ... х. ,... мос равишда Р,, Р^, ... Р. 
э>;тимолликларга эга булса, к тартибли момент

< х '= > = |^ х ^ / ^ .  (35)
/=1

катор билан аникданади; агар х  тасодифий катталик /(х )  
так;симот зичлигига эга булса. А: тартибли момент

< х ^  >  =

+00
.кx ‘‘f(x)dx  (36)

интеграл билан аникданади (бунда к > 0). Тартибда марказий 
момент < X  — <  X  >>* каби аник/танади; бунда к = 2  булса,
< X  -  < х  >>2  ни X  нинг флуктуацияси (дисперсияси) дейи­
лади.

Кетма-кет тартибли моментларнинг берилиши асосида 
э)^тимолликларни аникдаш масаласи моментлар муаммоси 
деб аталади.

2.3.3. ЭКСПОНЕНЦИАЛ ЗИ ЧЛИ К

Ихтиёрий, муайян о >0 учун

Дх) = F{x) =  1 -  е-'“; х > О (37)

в а  X  < О б у л г а н д а  Дх) = F ( x )  = О б у л с а , Дх) ф у н к ц и я  экс­
поненциал функция д е й и л а д и .

2.3.4. НОРМ АЛ ТАКСИМОТ

Агар эхтимолликлар зичлиги
P(x) = - ^ e x p [ - ( x - < x > ) V 2 c T ^ ]  (38)

sjlncr

куринишга эга булса, тасодифий катталик х нинг э\тимол- 
ликлар так^симоти н о р м  ал  так^симотдейилади. Бунда — 
тасодифий катталик X  нинг флуктуацияси (дисперсияси).

Бу ерда шуни айтиш лозимки, маълум шартлар бажа- 
рилганда, биномиал таксимот нормал так.симотга утади.

2.3.5. ТЕКИС ТАКСИМОТ

Агар зичлик {а, Ь) ораликда доимий ва \/{Ь -  а) га 
тенг булса, тасодифий катталик (а, Ь) ораликда текис так,- 
симланган дейилади. Бу \олда э\тимолликлар так^симоти
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F(x) = (39)

(О, 1) да анику1анган булади; бунда а < х < Ь.

2.3.6. ТАСОДИФИЙ ВЕКТОР

Фазодаги тасодифий вектор деб, тасодифий йуналишда 
утказилган, узунлиги тасодифий катталик (микдор) булиб, 
йуналишга боглик, булмаган векторни тушунилади.

Тасодифий векторнинг эхтимолий хоссасини текшириш 
учун уни бирор укка, масалан, Ох ук,к,а проекциясининг 
эх,тимолий хоссаларини текшириш етарли. Бунинг учун век- 
горнинг узунлиги кийматлари таксимоти К билан унинг 
проекцияси кийматлари таксимоти орасидаги богланишни 
билиш керак. Берилган йуналишдаги бирлик векторнинг Ох 
укка проекцияси х булсин. У холда = xL; (О, 1) ораликда 
текис таксимланган ва L га боглик эмас. Х = х  булганда 
Lx < t вокеа факат L < í / х  булгандагина содир булиши 
мумкин. Шунинг учун  ̂ ^

F { t ) = \ v U \ l x , t > 0 .  (40)

Бундан тегишли зичликларни дифференциаллаб куйидаги­
ни оламиз:

/(0 = j>'(í)f (“D
О /

Бундан хосила олсак:
= V{1). (42)

Шундай килиб, тасодифий векторларнинг тасодифий 
узунлиги билан унинг тасодифий проекцияси орасида бог- 
ланиш аникланди. (41) муносабатдан Кмаълум б улса ,/ни  
топиш учун, (42) муносабатдан эса /  маълум булса V ни 
топиш учун фойдаланиш мумкин.

Фараз килайлик, тасодифий проекция катталик (мик­
дор) кийматлари нормал таксимот билан аникяансин:

У холда тасодифий вектор узунлиги кийматлари эхтимол­
лари зичлиги F(42) асосида куйидагича аникланади:

59



У(0 = I > 0. (43)

Бу Максвелл тезликлар таксимоти конунидир.

2.3.7. ГАМ МА-ЗИЧЛИК

Гамма-функция
+00

Г(у) = I  х'’-̂ е~̂ с1х (44)
о

интеграл ифода билан аникданади, бунда V = О, 1, 2 ... бу­
тун сонлар учун Г(г + 1) = г! Умумий \олда эса, V микдор 
(О,  оо) ораликда узгарганда, (44)ни булаклаб интефаллаш 
оркали аникданади; Г(у -I- 1) = V Г(г) Дх) гамма-зичлик

Гр,(х) = ^ 1 3 ''х '’-'е-^ с̂1х (45)

формула билан аникданади.
Гамма-зичликлар йигиштирма операциясига нисбатан 

ёпик, яъни;

= ^ > 0 , (46)

2.3.8. ХАРАКТЕРИСТИК ФУИКЦИЯЛАР

Т а ъ р и ф . Тасодифий катталик (микдор) э\тимоллик- 
лари зичлиги У(х) га эга булсин. Бу х,олда х,акик,ий катта­
лик (микдор) учун У(х) зичликнинг характеристик функ­
цияси 9?(^) куйидагича аникданади;

(р{^) = ]е^^У(х)с1х (47)

ёки
<р{̂ ) = < е'«^>. (48)

Равшанки, умумий холда

<р{ )̂ = и(^) + ¡Ш) (49)

М а с а л а . Гамма-таксимотнинг характеристик функция­
си <р{ )̂ ни аникданг.

Ечиш.
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cp{ )̂ = J e^^VpAx)dx = J =

=  _ ^  
r ( v )  J

+ “  -p 
x''-'e dx = ■ x '"‘e-^-Vx = ----- !-----

a - i i / P f

2.3.9. КУП АРГУМЕ11ТЛИ ТАК.СИМОТ ФУНКЦИЯЛАР

Бир иечта тасодифий катталиклар х,, х ,̂ х̂ , ... га боглик, 
вок,еанинг э^тимолликлари dW{x^, х^,...) куйидагича ёзи- 
лиши мумкин:

dW{x^,x^) = f{x^,x^)dx,dx^] 
d Ж(Х|, Xj, Хз) = / ( х , , Хз, Хз )i/X| г/х2<г/хз;

< r/P K (x ,,X 2 ,...X „) =  / ( X |,x 2 ^ . ..x „ ) i/x ,f /x 2 .. .d 'x „ .

(50)

Х|, xj,...x^ тасодифий уатталикларга боглик, мураккаб 
тасодифий катталик L (4,, х^,...х) нинг уртача к,иймати 
(моменти)

< L > =  J Z,(x,,x2. . . ,x „ ) / (x |,x 2...,x„)i/x,i/x2...i/x„ (5 ])
( л - 1

ифода билан аникданади.
Фараз к,илайлик, тасодифий катталик уч улчовли (яъни 

учта X, у, ^тасодифий катталикларга боглик,) булсин. У х,олда:

dW{x, у, Z) =Д х, у, z)dxdydz. (52)

Фазонинг маълум к,исмида аникданган так,симот функ­
цияси W{x, у, z) ни топиш учун (52) ни dxdydz "куб'лар 
буйича интеграллаш зарур, яъни:

W{x,y , z )  = \  J  \  f { x , у , z)dxdydz.  (53)

(52) ифодада Декарт координаталар тизимидан сферик 
координаталар тизимига утайлик. У \олда:

dW( x , y , z )  = dW(r,^,(p)  = f{x, y , z )dxdydz  =
= f{r,i9,(p)\J\d/9d(pdr = f{r,<?,(p)s,\n6>d6>d(pr^dr.
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Бу ифодани бурчаклар буйича интегр^ылаб, чик^кан ифода­
ни (/lV(r) билан белгилайлик: j

dW{r,e,(p) = dW{r) = r^dr f  ( г , в , q>) sin в  d e  d(p =
W.V) (0.<p)

= (p{r)Anrdr = (p(r)dV = y/(r)dr.

Бунда dV -  4 m^dr радиуслари r  ва r  + dr булган икки 
сферик сирт орасидаги элементар \ажм.

Умумий \олда куп аргументли тацсимот функциясини 
ёки тасодифий катталик моментини топишда фазони dx,, 
dx̂ ,...,dx̂  ̂"гиперкуб" ларга булиб, шулар буйича интеграл­
лаб аникданади (бундай усул каноник тацсимот функция- 
дан фойдаланганда учрайди, кейинги бобда буни курамиз) 
ёки фазони гиперсфералар ёрдамида элемен­
тар хажмларга булиб, шу \ажмлар (ёки радиус кийматла­
ри) буйича интеграллаб аникданади (бу х,ол микро\олат- 
ларнинг энергиянинг кийматлари буйича аникданиши би­
лан боглик масалалар каралганда учрайди).

/// Б О Б  
МУВ03АР1АТДАГИ ТИЗИМ 

МИКРО^ОЛАТЛАРИ ТАК^СИМОТИ

3 .1-§ . КИРИШ

Маълумки, таксимот функцияси ёки зичлик оператори 
учун Лиувилль ва Нейман тенгламалари мавжуд. Агар ти­
зим термодинамик мувозанатда ёки стационар \олатда булса, 
бу тенгламаларни гамильтониан Н(р, q) нинг ихтиёрий функ- 
циясиУ(Я) каноатлантиради. Демак, стационар ёки мувоза­
нат х^олатни тавсифлайдиган таксимот функциясини ихтиё­
рий ДЯ) функциялардан танлаб олиш учун албатта тизим­
нинг \олатига тегишли, кушимча маълумот зарур.

Мувозанатдаги \олатнинг таксимот функциясини аник- 
лаш учун аввал Гиббс (1901), кейин Толмен (1938) термо­
динамик мувозанатдаги яккаланган тизим микро^олатлари 
тенг э\тимолликларга эга, дейилган фаразни айтадилар.

Табиийки, тизимнинг ташки мух,ит билан богланиш ха- 
рактерига караб, аникданиши лозим булган таксимот фун­
кциялари х,ам \ар хил булади. Масалан, яккаланган тизим, 
яъни ташки му^ит билан узаро таъсирда булмаган ва, де- 
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мак, энергияси ва зарралар сони доимий булган тизим холати 
учун м икрокапош к тацсимот  деб аталувчи таксимот функ­
цияси  киритилади.

Реал холларда тизим ташк,и му^ит билан узаро таъсирда 
булади, яъни уни мутлак^о яккалаш мумкин эмас. Агар к,ара- 
лаётган тизим ташк^и му\ит билан фак а̂т энергия алмашина 
олса, яъни у ёпик,булса (бундай тизимни адабиётда купинча 
ташк.и му\ит (термостат) билан иссикдик контактидаги ти­
зим деб аталади), бундай тизимнинг микрол^олатлари к а ­
н о н и к  та  К.С и м от функцияси оркали аникданади.

Агар тизим ташк,и мух;ит билан \ам энергия, хам модда 
(зарралар) алмашина олса, уни очик, тизим деб аталади, 
бундай тизимнинг микрохолати катта к а н о н и к  т а к , с и -  
м о т функцияси билан тавсифланади.

Биринчи марта В. Гиббс статистик ансамбль асосида так,- 
симот функциясини аникдади. Бунда мувозанатдаги холат 
таксимот функцияси факат тизим харакати интеграллари — 
гамильтаниан, импульс ва импульс моментларигагина бог­
лик булиши мумкин.

Бирок таксимот функ|1гйяси, жумладан, Гиббснинг ка­
ноник таксимоти, математик нуктаи назардан катъий ис­
бот килинмаган. (Масалан, Айзеншиц [7], Зубарев [5] ва 
бошкаларга каранг). Машхур япон физиги Р. Кубо статис­
тик физика асосидаги кийинчиликлар хакида:

"Аник фанлар орасида физика етакчи уринни эгаллай- 
ди, статистик механика эса унинг асосий булимларидан бири. 
Энди биз, статистик механика асосларида бир канча ноа- 
никдиклар бор, деб айтсак, бу укувчини хайрон килади ва 
таажжублантиради. Лекин, ахвол хакикатан хам шундай" 
деган фикрни айтган эди [4].

Маълумки, статистик физика усули билан хисобланган 
кийматлар тажрибада кузатиладиган реал катталиклар кий- 
матларига мос келади. Шу сабабли, статистик физикага ба- 
гишланган адабиётда Гиббс таксимот функциясининг тад- 
бикига эътибор берилади. Биз эса куйида (шу бобда) стати­
стик физика усулини ва у билан боглик таксимот 
функциясининг куринишларини асослашга асосий эътибор- 
ни каратамиз. Бизнингча, бу масалани мухокама килиш ус- 
лубий нуктаи назардан хам кизикарлидир.

Маълумки, N та заррадан иборат тизимнинг динамик 
микроскопик холати зарралар харакати тенгламалари (ма-
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салан, классик механикада Гамильтон тенгламалари ёки 
квант механикасида Шредингер тенгламаси) асосида аник,- 
ланади. Статистик физикада тизимнинг статистик микро­
холати Л иувилль тенгламаси билан тавсифланади.

Мувозанатдаги статистик физикада Лиувилль тенглама­
сини каноатлантирувчи ихтиёрий функция ДЯ) нинг ош­
кор куринишини аникдащ бош масаладир.

В. Гиббс статистик ансамбль тушунчасини киритиб, унинг 
асосидаДЯ) нинг ошкор куриниши учун

/ ( Я ) . Х г - О '  ( I )

ифодани ёзди. Бунда Я  = ^тизимнинг тулик,энергияси, 
ва Zбepилгaн тизим учун доимий параметрлар булиб, тер­
модинамика муносабатлари билан так,к.ослаш ва нормалаш 
шарти асосида

;в= 1А Г; Z = exp(-Д Í) (2)
эканлиги аникутанади; Р — тизимнинг эркин энергияси, Т 
унинг температураси.

Статистик физика фани яратилишида ансамбль тушун­
часи киритилиши ва шу асосда ( 1) ифоданинг аникданиши 
фундаментал а\амиятга эга булсада, (бунда Р. Винер квант 
механика ва нисбийлик назариялари кашф килинишидан 
устун 1фщи [8]) (I) ифодани асослашда, масалан, термоди- 
намикага мурожаат к,илиниши назариянинг мантилий жи- 
хатдан мукаммал эмаслигидан далолат беради.

Хакикатан хам, статистик физикани асослашда купгина 
ноаникдиклар мавжуд. Зубарев Д. Н. айтганидай "Ансамбль 
назариясини яратиш ва олинган таксимот функцияларни 
асослаш мураккаб ва хозиргача тула ечилмаган муаммодир. 
Хатто, бу аникечим кандай даражада мумкинлиги ноаник- 
дир". [5,27-бет].

Биз шу ерда таъкидлаймизки, гарчи Гиббс таксимоти 
функцияси, назарий-мантикий жихатдан катъий исбот 
килинмаган булса-да, бунинг уринли эканлигига ундан ке­
либ чикадиган натижалар термодинамика муносабатларига 
мувофик келиши ва, демак, тажриба натижаларига мос ке­
лиши билан каноат хосил килинар эди.

Шундай килиб, Гиббс ансамбли ва унинг асосида так­
симот функцияларини асослаш катъий айтилганда, узил- 
кесил, тула хал килинмаган масаладир. (к- [4, 5, 9, 10] ва
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бошкалар). Юкорида айтилган сабаблар туфайли, информа­
ция ца'1а|1ияси тушунчаларига таяниб, Шеннон формуласи 
асосида cia гисгик физиканинг асосини куриш, таксимот фун- 
кцияларини асослаш мумкин эди. Аммо бу йулни руёбга чи- 
к;аришда услубий жих^атдан кийинчиликлар бор эди.

Биз статистик физикани асослашдаги бу к^ийинчиликлар, 
ноаник^шклар ва услубий к^ийинчиликларни бартараф этиш- 
га \арака г к.илдик. Бошкача айтганда, статистик физика ва 
статистик термодинамика асосларини \ам назарий, \ам услу­
бий жищтдан мукам маллаштириш га уриндик.

3.2-§ . ЯККАЛАНГАН ТИЗИМ.
МИКРОКАНОНИК ТАКСИМОТ

Таърифга асосан, яккаланган тизимнинг энергияси Е 
ва зарралар сони УУдоимийдир, яъни:

Е = Eg = const, N = cons t  (1)
Бу \олда микрохолатлар эх^Фимолликлари тенг э\тимол- 

ли статистик микрох,олатла{5^каби аникданади:
= ...= W. Нормалаш шарти:

^lV,. = W ^ l, .  = W N,=l. (2)
/ i

Бу ифодадан

IV = (3)

Барча микрох^олатлар учун бир хил булган (3) таксимот­
ни микроканоник так;симот дейилади. Энтропия эса якка­
ланган тизим учун

ифода билан аникданади.
Тизимнинг микрох,олатини энергия киймати орк^али 

аник,лангани ва энергия фак а̂т битта киймат Е = Е̂  ни 
кабул килгани туфайли тизимнинг бундай микро\олати
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битта булади ва унинг эхтимоллиги с1\¥{Е) узлуксиз >̂ол 
учун

(1]У{Е)=6{Е-Е^)с1Е (5)
ифода билан аникланади; бунда эхтимолликлар зичлиги 
д{Е -Е^) Диракнинг дельта-функциясидир. Нормалаш 
шарти

+00

' (1\У{Е) = \ 5 { Е - Е а ) с 1 Е = \  (6)
(£)

куринишга эга.
3.1-масала. Яккаланган тизим учун нормалаш шарти 

= 1 ва энтропия ифодаси 3  = 1п дан фой­
даланиб микроканоник таксимот функцисини аникланг.^ 

Э с л а т м а :  Мувозанат холатида 5  максимум кийматга 
эга ва у узгармайди. Ечиш:

Нормалаш шарти ва энтропия ифодалари вариация- 
ларини оламиз:

(1)/

5 5  = - ¿ Х  ^  ^  = 0 -  X (2)
/ /

(I) ни Лагранжнинг номаълум коэффициенти а  га купай­
тириб, сунг уни (2)га кушиб, куйидагини оламиз

/

IV. ихтиёрий узгарганда (3) даги тенглик бажарилиши учун 
д Щ олдидаги коэффициентлар нолга тенг булиши шарт, 
яъни

а - 1 п Ж  = 0. (4)
булиши керак. Бундан барча холатлар учун

Щ (5)
таксимот функциясини оламиз. Ж ни нормалаш шартига 
Куямиз:
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£ И / = £ г - - 1, = е”2 1 - = 'I I /

Бундан холатлар сони = '^  1,- учун
/

, г “ «

ифодани оламиз; демак,

Щ = \/N̂ . (6)
Бу холда тизимнинг хар бир микрохолатда булиш эхти­

моллиги Ж. , микрохолатлар эхтимолликлари узаро тенг 
булганлиги учун, микрохолатлар сонининг тескари к.ий- 
мати 1/Л̂  ̂га тенг. Бош^ача айтганда, 1 ни микрохолатлар 
сони Л'̂  га булиб, микрохолатлар эхтимоллиги (V. топи­
лади. Демак, микроканоник таксимот учун асосий матн­
даги ифодани оламиз. (6) ни энтропия ифодасига куйиб 
маълум ифодани оламиз:

/ 5  = 1пЛ^.

3.3-§ . БЕРК ТИЗИМ. КАНОНИК ТАК.СИМОТ

Таъриф буйича, берк тизимда зарралар сони узгармай­
ди, яъни N = сой5?. Ташки тизим билан к,аралаётган тизим 
контактда булгани туфайли унинг £ энергияси (О, оо) ора­
ликда узгариши мумкин. Тизим термодинамик мувозанат 
Холатда булганда унинг уртача энергияси, яъни ички энер­
гияси

и  = (7)
I

доимий булади.
Бундай тизимнинг микрохолатлар и эхтимолликлари 

таксимоти функцияси

(8)

узлуксиз хол булганда эса таксимот функцияси

Я Е )  = ^ е - ^ ‘ -̂ (9)
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эканлигини биринчи бобда аникдаган эдик. (8) ёки (9) 
каноник т ац сим от т М л дт .  Бундаги номаълум ¿ ’нинг ифо­
дасини нормалаш шарти

ЕИ /.=1  ( 10)
/

дан аникутанади:

Z — ст ат ист ик йишнди  (микрохолатлар узлуксиз узгарган 
холда статистик интеграл) дейилади. Иккинчи номаълум 
коэффициент/? ни (7) дан аникданади.

3.2-м а с а л а. Берк тизим учун каноник так,симот функ­
циясини Гиббс формуласи

3 =  ( 1)
/

ички энергия ифодаси (7) ва нормалаш шарти (10) ифо­
далардан фойдаланиб аникданг.

Ечиш.  1.А н ъ а н а в и й  усул.  Мувозанатдаги холат учун 
(7), (10) ва энтропия нинг вариацияларини олиб,

^¿/=5;^£,И/.=0; (2)
/

(3)
/

<55’ = - 5 ^  Щ 1п 1п = О (4)
/ /

тенгламаларга эга буламиз. (2) ва (3) ни номаълум коэф­
фициентлар р  ва а  га купайтириб, сунг (2), (3) ва (4) ни 
кушиб,

'^ { а -1 пЖ ,-1 3 Е ,)5 Щ = 0  (5)
/

ифодани оламиз.
IV. ихтиёрий узгарганда (5) тенглик бажарилиши учун 

коэффициентлар нолга тенг булиши шарт, яъни
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а-\п\¥.-рЕ. = Ь (6)

булиши керак. Бундан изланаётган каноник таксимотни 
топамиз

бунда

(7)

( 8 )

белгилаш киритилди. Каноник тацсимотдаги иккита номаъ­
лум коэффициент Z (ёки а  ва уЗ ни нормалаш шарти ва 
ички энергия ифодаларидан фойдаланиб аникланади; 
\акик.атан, (7) ни нормалаш шартига куйиб,

(9)

ифодани оламиз. уЗ ни аникдашни кейинрок, курамиз. (7) 
ни ички энергия ифодасига куямиз.

г/ -  X V  -  _ ± А о -т Э1п г 
Э)3 ■

Демак,

{] = - Э1пг
дЦ £|£2,-

( 10)

(7) ни энтропия ифодаси (1) га куямиз:

5  = -  < \п]¥>^р<Е>  + lnZ.

Демак,
8=ри+\п2. ( И)

2. Я н г и  у с у л .  Квазистатик (мувозанатдаги) жараён­
лар учун нормалаш шарти = 1, энтропия ифодаси 

^  ваички энергия 11 = '^  Е;\¥; нингузгариш- 

ларини езаилик:
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0 - Y ^ d W ,  ( 12)
/

(13)
/

ёи  = ^1¥;ёЕ,. + '̂ Е,с1Щ . (14)
/■ /

Энергия узгаришларининг (камайишларининг) урта­
часи и̂ /С/Е, = -  <с1Е > тизим томонидан бажарилган 
с1А ишгй тенг, яъни -  <с1Е> =  с1А. Шунга биноан (14) ни 
кайта ёзамиз;

^Е ;с1^ ,=с1и  + ёА (15)
/

Термодинамиканинг биринчи конунини ёзамиз;

ё а ^ ( }и  +  с1А. (16)
(15) билан (16) ни таккослаб, иссикдик ифодасини ола­

миз;

с10 = ^Е,с1]¥, (17)
/■

(12) ни а га купайтириб, сунгра уни (13) га кушиб, 
мувозанатдаги жараён учун

с15 = ^{а-\п1Г,)с11У;, (18)
I

тенгликни оламиз.
Мувозанатдаги жараёндаги иссикдик микдори ни 

с/8 га тенглаштириш учун, уни р га купайтирамиз*, яъни

с15 = Рс10„ = ^^РЕ,(1\¥, (19)
/

(18) билан (19)ни так,кослаб, куйидагини оламиз; 
а - 1пЖ = /?£;,

* Берилган тизим учун шундай /? купайтувчи (математик иук^таи 
назардан шундай интегралловчи купайтувчи) мавжуд деб к,аралди.
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ОКИ бундан каноник так^симотни 
аникдаймиз

3.3-м а с а л а. Микрохолатлар тизим 
энергияси кийматлари £’билан аник­
ланади. Тизим энергиясининг кийма- 
■1'и (О, Е) ораликда булмасдан, бал­
ки унинг радиуслари Е ш  Е + ёЕ
булган икки гиперсфера билан чекланган элементар хажм- 
даги холатлардан бирида булиши эхтимоли аникдансин (3.1- 
расм).

Ечиш.  Икки гиперсфера орасидаги элементар хажмда 
статистик микрохолатлар сони с1п га тенг булсин. Бу холда 
гизим.энергияси Е нинг киймати радиуслари Е ш  Е + ёЕ  
булган гиперсфералар билан чекланган элементар хажм- 
даги ёп  холатлардан ихтиёрий бирида булиш эхтимоли 
(¡\¥{Е) асосий постулатга асосан с1п га пропорционал, яъни:

~ с1п{Е) (1)

Тизим энергиясининг кийматлари {О, Е) ораликда 
булмаслик эхтимоллиги Р(£) ни аникдайлик. Тизим энер­
гиясининг (О, Е + с1Е) ораликда булмаслик эхтимоллиги 
Р{Е + с1Е) га тенг. Бу Р{Е + ёЕ )  функцияни йЕ нинг да­
ражалари буйича каторга ёяйлик:

Р{Е + (1Е) = Р{Е) + Щ(1Е + ... (2)

Иккинчи томондан, энергия кийматларининг {О, Е + йЕ) 
ораликда булмаслик эхтимоллиги энергиянинг (О, Е) ора­
ликда булмаслик эхтимоллиги Д £) нинг шу энергия кий- 
матининг {Е, Е с1Е) ораликда хам булмаслик эхтимол­
лиги Р  га купайтмасидан иборат, яъни:

Р{Е + с1Е) = Р{Е)Р (3)
Эхтимолликларнинг тенг таксимланиши хакидаги асосий 
постулатга биноан энергия кийматининг Е, Е + с1Е ора­
ликда булиш эхтимоллиги ёЕ  га мутаносиб. Шунинг учун

Р+Рс1Е=\ (4)
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Бунда ß  аникданиши лозим булган "масштаб" параметр. (3) 
ва (4) дан:

P{E + dE) = Р { Е )-  P{E)ßdE (5)

(2) каторда биринчи иккита хад билан чегараланиб, сунг 
уни (5) билан тенглаштирсак, куйидаги тенгламани ола­
миз:

^  = -ßdE .

Бундан
Р(Е) = А e-z’E

тенгликни оламиз. Узунлиги нолга тенг булган (О, Е) ора­
лик. тизимнинг булмаслиги мукаррар вокеа \исобланади. Му­
каррар вокеанинг эхтимоллиги, маълумки, бирга тенг, яъни 
ДО) = /1 = 1. Демак,

а д  = е-/>Е. (6)

Шундай килиб, изланаётган эхтимоллик dW{E) эхтимол- 
ликларни купайтириш теоремасига асосан, d]V(E) ~ e~P̂ dn 
ёки

dW(E) = -^e-^^dn (7)

ифода билан аникланади; Z — параметрни нормалаш шар­
тидан топилади. (7) дан эхтимоллик зичлиги — каноник 
таксимот функцияси f iE) учун

Z
ифодага эга буламиз.

1 -и 3  о X- Эхтимолликлар зичлиги ифодасидаги тизимнинг 
тулик энергияси (гамилтониан) £ умумлашган координа- 
талар д,, д ,̂... ва умумлашган и м п у л ь с л а р г а  боглик, 
яъни Е = Е{р, д). Статистик физикада умумлашган коорди- 
наталар ва умумлашган импульслар (кискача уларни д, р  
билан белгилаймиз) ва, демак, Е{р, д) гамильтониан тасо­
дифий катталиклардир. Шунингдек, dn энергия Е га ва, 
демак, (р, д) га боглик, яъни dn{E) ёки dn{p, д).
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2-и 3 о Таксимот функциясидаги Z ва масштаб пара- 
мс'ф /3 тизимнинг термодинамик \олатига боглик, тизим­
нинг микро\олатларига, яъни умумлашган координата­
лар ва умумлашган импульсларга боглик булмаган катта­
ликлар.

3-и 3 о \. Статистик физикааа /8 ни \/кТга тенг деб кабул 
Килинган; бунда к — Больцман доимийси, Т эса тизим­
нинг Кельвин шкаласида олинган температураси. Бу >̂ олда 
■)\тимолликлар таксимоти функцияси (8)

/(£') = ^ехр(-£ '/А :Г) (9)

куринишга келади. (9) каноник та/^симот дейилади.

3 .4-§ . ОЧИК ТИЗИМ. КАТТА КАНОНИК ТАК.СИМОТ

Очик тизимнинг таърифга кура, унинг энергияси Е ва 
зарралари сони ТУ узгариши мумкин, яъни улар доимий 
булмайдилар. А м м о ^ и к  тизим термодинамик мувозанат 
х.олатида булса, унинг уртача энергияси (ички энергияси)

( 10)
/

ва зарраларнинг уртача сони

(П)

узгармайди.
Очик тизим учун х,ам аввалги усул билан Е. ва Ж ларга 

боглик таксимот функциясининг

ш  _ 1
Z(l/,<N>) (*2)

ифодасини олиш мумкин. Бунда /¿, яна битта номаълум 
коэффициент булиб, у ( 11) ифода асосида топилади; 7 ва 
/3 ни нормалаш шарти

( ‘ 3)
/
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ва ички энергия ифодаси ( 10) дан фойдаланиб топилади. 
Масалан, (12) ни (13) га куйиб куйидагини топамиз:

(14)
/

( 12) ни катта каноник тацсимот  функцияси  дейилади, 
Z{U, < N>) ни эса ст ат и ст ик  йит нди  дейилади.

Биз тизим зарралари сони (ёки эркинлик даражалари 
сони) доимий булганда унинг энергияси кийматлари так- 
симотини тавсифлайдиган каноник так,симотни курдик. 
Аммо амалда факатгина энергияси эмас зарралар сони ва, 
демак, эркинлик даражалари сони хам узгарадиган ти­
зимлар хам учрайди. Масалан, суюкдикдан бугга ва буг- 
дан суюкликка молекулалар утиб туриши мумкинки, су- 
юкликни хам, бугни хам зарралари сони узгарувчи ти­
зимлар деб каралиши мумкин. / тизим ташки тизим билан 
зарралар алмашиб турсин. Ташки тизим билан бирликда 
берк тизим (хусусий холда, яккаланган тизим) хосил кил- 
син. Бундай берк тизимнинг мувозанат холати учун кано­
ник таксимот уринли:

/ (£ ) = ^ e -^ ^  (15)

Бунда Z — умумий берк тизим учун хам, биз караётган 
/ тизим учун хам умумий параметр. Ёзамиз:

■ (16)

Бунда £ = Ф — РКаддитив функция F = , бундан:

К = ф - Р К .  (17)

F̂ , Ф,ва V,— каралаётган / очик тизимнинг мос равишда 
эркин энергияси, термодинамик потенциали ва хажмидан 
иборат эканини кейинрок курамиз.

Умумий берк тизим энергияси Е, зарралар сони N ва 
унинг хажми V куйидагича аникданади:

E .^ -^ E „ N = J^ N ,,V  = '^V,. (18)
i i  i
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Ну ерда тизимчаларнинг узаро таъсир энергияси хисобга 
олинмади. Мувозанат холатда химик потенциаллар

=/'2 = - + ^ ' , - = ^  (19)

■жанлигини эътиборга олиб ва Ф.= N./1 .= М.ц ни хисобга 
олиб, умумий таксимот функцияси Д£) учун ушбу ифо­
дани ёзамиз:

/ (£ )  = ехр [Х (/^Л ^ ,-^ ,-^^ )] =
/

ехр|£( „ » , - £ •  )1. 1  е - « ' » . (20)= е

Бунда:
^  = ехр(-Д/’ К); РК = б 1п2 . (21)

Агар (20) да Л^узгарувчи деб каралса, нормалаштириш шар­
тидан катта каноник таксимотдаги статистик интеграл (ёки 
йигинди) Z учун ушбу ифодани оламиз:

N=0
к -

= (2 2)
№=0

Бунда узлуксиз хол учун:

/ (23)
дискрет хол учун:

, . (24)
/

Е/̂ .— Л''та заррадан иборат тизимнинг /-холатдаги энергия^ 
си. (20) ифодани катта каноник т о 1(симот дейилат ',  (22) 
ифодани эса очик тизим учун ст ат и ст ик  интеграл  ёки 
ннжиди дейилади.

3.4-масала. Очик тизим учун асосий матндаги (10), (11),
(13) ва энтропия ифодаси

5  = -X^^.ln^^■ (1)
/

75



дан фойдаланиб катта каноник таксимотни аникпанг. 
Ечиш.  Мувозанатдаги \ол учун

/
8< М  >=8Y,N,W,=Q, (3)

/

5^^Щ =0, (4)
/

55  = - д^ \ ¥ ,  1п И̂. = 1п И̂ 5И/. = О (5)
/ I

тенгламаларни оламиз. Бу (2), (3), (4) тенгламаларни но­
маълум коэффициентлар^, — /̂.1 , а  га мос равишда купай­
тириб, (5) ни \ам эътиборга олиб, куйидаги умумий ифо­
дани оламиз

Е  (а  -  1п -  РЕ; + фТУ, ) 5 = 0. (6)
/

Aввíu^ги 1, 2 масалалардаги каби, бундан IV. ни аник- 
лаймиз:

(7) ни кат та каноник тацсимот  дейилади, бунда

^ (8)
белгилаш киритилди; номаълум коэффициентлар /3 ва /<
(10) ва (11) шартлар асосида топилади. (7) ни (13) га 
куйиб статистик йигинди ифодаси Z ни оламиз. (7) ни 
энтропия 5 ифодасига куйиб, мувозанат х̂ олат энтропияси 
учун ку^йидаги ифодани оламиз:

{ -^ ^ ^ -Р Е ;  + РцЫ.;) = \п1 + р и  -p ^ i< N  >.{9)

3.5-масала. Термодинамик потенциал Фучун

Ф = ц , < у > = и - в З  + РУ (10)

дан фойдаланиб, /’ Г = 0 lnZ тенгликни исбот килинг.
1Ь
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Ечиш.  Таърифга кура,

5  = = - < 1пИ  ̂ > = - < - l n Z - i З ( £ ’, -^i , v, )> =
/

= 1п 2  + Д < £’,■ > -/3 ¡л̂  <у, >=\п I  + р и  -  рФ =

= \ п г  + р и - р { и - в 5 + Р У ) ;

5  = \ п г  + р в З - р Р Г .

Бунда 0/3 = 1. Демак,
РУ=в\пХ.

3.6-масала. Яккаланган тизимда ички жараёнлар (маса­
лан, флуктуациялар), "реакциялар" туфайли "тузилишлар" 
(тартиблиликлар), "бузилишлар" булиб туриши мумкин. Бу 
\олда тизимни характерловчи "кисмлар" ("молекулалар" ёки 
улардан тузилган "комплекс" молекулалар) сони узгариб 
туради. Шу туфайли тизимни характерловчи "эркинлик да­
ражалари сони" V хам узгариб туради. Аммо тизим термоди­
намик мувозанат холатида булганда бу V соннинг уртачаси, 
яъни

<у, (II)/
узгармайди. Тизим микрохолатлари эхтимолликларининг 
"эркинлик даражалари"

/ V , ,  V , ,  . . . ,  V,

буйича так.симотини аникданг.
Ечиш.  Яккаланган тизим учун умумий ифодалар маъ­

лум:

= 1 (12)
/

= 5  (13)
/

Мувозанатдаги холат учун:

/■
= 0 , (14)
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5 <\/>=5^у,И^. =0, (15)
/

-<5]^И .̂1пИ .̂ = 55 = 0 (16)
/■

тенгликларга эгамиз. (14) ни номаълум коэффициента га 
купайтирамиз.

(11) ни ёки (15) ни номаълум коэффициентга купайти­
риб, сунг <у> ва V билан белгилаш мумкин. Бунда г учун 
маъно Узгармайди. Унинг к,ийматини эса кейин аницлай- 
миз. (14), (15) ва (16) тенгликларни кушиб,

^(а-1пИ /.-у,)(5И ^. =0 (17)
/

ифодани оламиз. IV. ихтиёрий узгарганда (17) тенглик ба­
жарилиши учун

а -\ п1 ¥ .— у. = 0 (18)

тенглама бажарилиши шарт. Бу тенгламадан

IV, \(19)

таксимот функциясини оламиз. Буни нормалаш шартига 
Куйиб,

г = 5^"'''' (20)/
ифодани оламиз.

1 -и 3 о X- Юкори температурадаги сийрак газ деярли иде­
ал газ деб каралиши мумкин. Аммо температура камайиши 
ва зичликнинг ортиб бориши билан газда икки молекула, уч 
молекула ва х. к. лардан иборат гурухдар \осил булиши мум­
кин ва НИХ.ОЯТ суюкдик фазасида \амма молекулалар маълум 
даражада бир-бири билан богланган булади.

Зич газлар ва суюкдиклардаги )^осил булиши мумкин 
булган бундай гурухдарни псевдомолекулалар деб карали- 
ши мумкин. Бу холда гурухдар ичидаги, яъни псевдомоле- 
кулалардаги богланишлар туфайли тизимни характерловчи 
эркинлик даражалари умуман узгарувчан булади.
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Мувозанатдаги тизимдаги берилган температура ва бо- 
симда (зичликда) бундай псевдомолекулалар маълум ста­
тистик так^симотга эга булади. Албатта, бу псевдомолекула 
орасидаги узаро таъсир \ак.ик,ий молекуладагидай кучли 
булмайди.

2-и 3  о X- Биз каноник таксимот учун

IV,. (21)

ифодани олган эдик. Агар тизим яккаланган булса, 
Ê = Е̂  -  ... = и  булади. Демак, (21) ни

(22)

куринишда ёзиш мумкин. Яккаланган, ички "реакциялар" 
булмаган \ол учун

V, = У2 = . . .  = <  V > =  V

эканлигини назарда тутиб, (19) ифодани

(23)

куринишда ёзиш мумкин. (22) ва (23) так.симотларнинг 
тенг эканлиги ва улардаги Z бир хил эканлигидан му>̂ им 
натижа оламиз;

р и = у  (24)

Хусусий холларда V нинг к,ийматларини билганимиз 
холда, Р нинг хам маъносини аникдашга муваффак. була­
миз. Кейинрок, (24) ни бошк,а умумий усул билан келти­
риб чикарамиз.

3 .5 -§ . БЕРК ТИЗИМ ЭНЕРГИЯСИ 
КИЙМАТЛАРИНИНГ ТАКСИМОТИ

Биз микрохолатлар буйича так,симотни — каноник так,- 
симотни курдик. Энди тизим энергияси кийматлари буйича 
эхтимолликлар таксимотини курайлик.

Бунинг учун аввалги параграфдаги (7) га асосан ¿/Ж(£) 
эхтимолликни
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г
куринишда ёзайлик. Бунда dn/Z — тизим энергияси к,ий- 
матининг радиуслари £ ва Е + dE булган гиперсфералар 
билан чегараланган х;ажм элементи ¿/Г^даги \олатлардан 
ихтиёрий бирида булиш э>^тимоллигини курсатади. Бунда 
микрохолатлар сони dn{E) хажм элементи df^  га мутано­
сиб, яъни:

dn(E) = dr^
Куп улчовли фазо учун маълум мутаносиблик Г^~ Е

dW{E) = e-^^f  (25)

еки
dr^~ dE

булишини назарга олсак, dW{E) куйидаги

dW (E ) = %e'^'^E'’-'dE  (26)
jC

куринишга келади; бунда С — нормалаш шартидан топи- 
ладиган мутаносиблик коэффициенти, яъни: )

С
Z е-РЕЕ''- 'd E  = e -"x '’- 'd x  =  1.

z p

Бундан C/Zhh топамиз:

С _  Р''

о

Z r{v) '

бу ерда F(v) — гамма-функция куйидаги

(27)

r ( v )  = je - 'V 'i/ x  (28)
о

интеграл ифода билан берилади.
(27) ни (26) га куйиб,

ифодани топамиз.
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Энергия кийматлари э\тимолликлари таксимоти (эхти­
молликлар зичлиги)

л .  С'?) = (30)

ифода билан аникланади. Бу 7^„(£) — функцияни гамма- 
тацсимот  дейилади.

(29) ва (30) ифодалар асосида уртача энергия <£> ни, 
яъни ички энергияни аниклайлик:

(31)Г{v)p

Бунда Дг + 1) = уГ{у) эканлигини назарда тутсак, ички 
энергия учун

и  = < Е > = у/ р ^ у в  (32)

тенгликни оламиз. Бундан

/ =  г / и  (33)
эканлиги (термодинамик муносабатларга мурожаат кил- 
масдан) бевосита келиб чикади.

Шундай килиб, номаълум параметр/^’нинг тизимнинг 
катталиклари оркали ифодасини топдик. у — квант холда 
тизим гамильтонианини аникловчи узгарувчилар сони, 2у — 
классик холда тизим гамильтонианини аникловчи умум­
лашган координаталар ва умумлашган импульслар сони.

1-изох- Тизимнинг фазавий хажми Гни гиперсфералар 
орасидаги элементар хажм с1Г̂  ларга булиш мумкин; шу 
фазавий хажм Гни гиперкуб ёГ  = ёд^с1д^...с1дёр^...с1р^ ларга 
хам булиш мумкин; гиперкубларга булингандаги микрохо­
латлар эхтимолликлари таксимоти

ё ]¥ [Е { р ,д ) )  = ^ е - ^ ‘̂ ‘̂’-‘'Чп{р,д) (34)

ифода билан аникланади; с1п(р, д) — гиперкубдаги статис­
тик микрохолатлар сони.

2-изох. Агар фазавий фазонинг энг кичик элементи /г' бул­
са (/г — Планк доимийси,  ̂— фазавий фазо улчами), ///?' 
нисбат холатлар сонига тенг булади; агар холатнинг
6— А. Бойдедаев 8 1



айниш даражаси g  бул­
са, элементар хажм с1Г 
учун куйидаги тенглик 
уринли булади:

d r = t g d n .  (35)
3.7-масала. Э^гимол- 

ликлар зичлиги так,си- 
мот функцияси

(1)

энергия Е нинг маълум кийматида максимумга эга булади 
(3.2-расм). Шу киймат ни топинг.

Ечиш.  (1) ифодадан Е буйича \осила олиб, сунг нол­
га тенглаштириб, куйидаги тенгламани оламиз:

v - l - / £ = 0 .
Бу тенгликдан:

£ = e ( v -  1 ) = i/(l -  1/v) (2)

а) идеал газ учун v = 3/2. Демак,

Е„,= т  (3)
б) агар V >> 1 булса,

Е„, «  и. (4)

3 .6-§ . ГАММА-ТАК,СИМОТГА ОИД МИСОЛЛАР

Биз юкорида энергия кийматлари э^тимолликлари гам­
ма-таксимот билан аникданишини курдик. Энди шу так­
симотнинг бошкача исботини келтирайлик.

1. Фараз килайлик, тизим v та эркин узгарувчиларга эга 
булсин ва унинг хар бирига тегишли энергия е ,  принцип 
жихатдан, (О, оо) ораликда узгариши мумкин булсин.

Гиббс ансамбли тушунчасига асосан, эркин узгарув­
чилар (параметрлар) чексиз куп булсин. Шу ерда дина­
мик эркин узгарувчи тасодифий катталик билан, унга те- 
82



гишли энергия хам тасодифий катталик билан алмаштири- 
лади. Хосил булган эркин узгарувчилар туплами ва унга 
тегишли энергиялар туплами эхтимолликлар назарияси­
даги бош тупламни ифодалайди. Шу бош тупламдан ихти­
ёрий ута узгарувчи биз караётган тизимга тегишли Гиббс 
ансамблининг элементини ифодалайди (тавсифлайди).

Энди статистик физикадаги асосий масалани куямиз:
ута эркинлик даражаларига эга тизим энергияси "век­

тор" Е нинг учи {Е, Е + с1Е) ораликда булиш эхтимоллиги 
аникдансин.

Е катталик учун бошлангич киймат £„ = О ёки £„ > О 
булиши мумкин. Юкоридаги айтилганларга асосан:

£=£, +£^+ -+ £ ,. (5)

Асосий постулатга биноан бош тупламдаги хар бир эр­
кинлик даражаси (элемент) тенг эхтимолли. Демак, унга 
тегишли энергия кийматлари хам тенг эхтимолли (узлук­
сиз холда текис таксимланган).

Бу постулат асосида юкоридаги асосий масалани куйи­
дагича хал киламиз. 1) Бош туплам элементлари билан, 
масалан, п > у марта синов'утказилганда бу синовларнинг
1 мартасида £,, •••) £„ лардан ихтиёрий бирининг чикиши 
эхтимоллиги £|, ..., вокеалар содир булиши эхтимол­
ликларининг йигиндисига тенг. Аммо бу эхтимолликлар, 
энергиянинг текис таксимланиши хакидаги постулатга (фа- 
разга) кура, £,+£2-1-...+  е^энергия кийматларига мутано­
сиб. Бошкача айтганда, £,, ..., £^лардан бирининг чикиш 
эхтимоллиги (5) ифодага мутаносиб.

2) Бош туплам билан «  > г марта синов (тажриба) утка­
зилганда бу синовларнинг V мартасида £,, ..., £^ларнинг 
чикиш эхтимоллиги, яъни Е энергияли Гиббс ансамбли 
элементларидан бири хосил булиши эхтимоллиги (бизнинг 
содда баёнимизда тизимнинг Е энергияли микрохолатда 
булиш эхтимоли) £,,£5, ...,£ ,вокеалар содир булиш эхти­
молликлари купайтмасидан иборат, яъни Е' га мутаносиб, 
бу эхтимоллик ]¥{Е) ~Е' "вектор" учининг (О, Е) ораликда 
булишлигини аникдайди. Бизни эса "вектор" Е нинг {Е, 
Е + (1Е) ораликда булиш эхтимоллиги с!]¥{Е) кизиктиради. 
Бу эса £| + £2 + •••+ £,лардан бирининг учи {Е, Е + (1Е) ора-
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ликда булиши зарурлигини курсатади. Бу эхтимоллик с1]¥(Е), 
куриниб турибдики,

с11¥{Е) ~ Е'-'ёЕ (6)
билан аникданади.

3) п синовнинг п — V мартасида Е нинг киймати {Е, Е) 
ораликда булиш эхтимоллиги, аёнки,

(7)
га тенг.

Шундай килиб, биз излаётган асосий эхтимоллик ё]¥{Е)-. 
гта £| + + ...+ ларнинг (О, Е) ораликда ва улардан би­
рининг {Е, Е + с1Е) ораликда булиш эхтимоллиги (6) ва 
(п -  V ) та е, ларнинг {Е, Е) ораликда булиш э)^тимоллиги
(7) ларнинг узаро купайтмасидан иборат, яъни:

й\¥~ Е'-'ёЕ{Е„ -  £)"■ ( 8 )
Бунда, /¿’„энергия п та е. лар энергиялари йигиндиси.

Демак, бош тупламда у-сайланмага тугри келган тасо­
дифий катталик — энергия кийматлари эхтимолликлари
(8) ифода билан аникданади.

Ушбу

Пт
П~̂<=о >.(9)

шарт бажарилганда (8 )ифодани курайлик: 

Бунда V < 00 в а  л  00 булганлиги учун

(1 - е - Е / 6

пв 1

Демак,
с11¥{Е)= СЕ-'&-^̂ с1Е, 

бунда ;3= \/в\ С эса

■ с1]¥{Е) = с\ Е '’^^е^ЫЕ = \
( Е)  О

( 10)

( 11)

( 1 2 )
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нормалаштириш шартидан топилади:

С = (13)r {v )  •

(13) ни хисобга олиб, (11) ни кбайта ёзамиз: 

dW{E) = f^SE)dE,

(14)

(14) бизга маълум гамма-так,симот.
Шуни яна таъкидлаймизки:
квант холда тизим гамильтониани v — эркин узгарувчи­

лар сонига тенг;
классик Холда тизим гамильтониани 2v та эркин узга­

рувчи — умумлашган координаталар ва умумлашган им­
пульслар сонига тенг.

3.8-масала. Бош тупламда п марта сайланма утказилган- 
да энергия бу синовларнинг v  мартасида (О, Е) ораликда, 
n—v мартасида (£  ̂ — £) ораликда булишлиги биномиал 
таксимотга буйсунишини курсатинг. Шунингдек, маълум 
шарт бажарилганда, бу биномиал так^симотдан гамма-так,- 
симот келиб ЧИК.ИШИНИ курсатинг.

Ечиш.  Асосий постулатга кУра, энергия кийматлари
Е= £| +  Ê j  +  . . . +

текис таксимланган. Шунинг учун эхтимолликлар зич­
лиги доимий; эхтимолликлар таксимот функцияси {О, Е) 
ораликда энергия кийматининг булиш эхтимоллиги эса, аёнки,

ифода билан аникданади; бунда ÆJ, энергиянинг бошлангич 
киймати. Бу холда изланаётган эхтимоллик

W{F) ~ F{{ -

биномиал таксимот билан аникданади. Бунда (1 — i )  энергия 
кийматларининг (О, Е) ораликда булмаслик эхтимоллиги, 
яъни {Е, Е ) ораликда бУлиш эхтимоллигини кУрсатади.

85



Бош тупламда п марта тажриба утказилганда, масалан v 
тасида биринчи £,, ..., е та келиб чикиши, шу £,, 
лардан ихтиёрий е . нинг келиб чик,иш эхтимолликлари Е 
ларнинг купайтмасига тенг; яъни г та е,, дан ихтиё­
рий бирининг келиб чикиши шу кийматлар йигиндиси Е 
(ёки Е -  £'„)га мутаносиб. п марта синов утказилганда, бу 
синовларининг хар бирида статистик ансамбль элементи

Е=  £| + £j + ...+ £,

НИНГ V тасида биринчи £,, £̂ , ..., £,ларнинг келиб чикиши 
Е" га (ёки Е ^ Q булганда ({Е — Е̂ )" га) мутаносибдир. Бу 
холда п -V  тасида £„̂ ,, ..., £„ лардан бирининг чикиши 
£̂,+1 + £v+2 + •••+ Д, — Е га, бунда п - v  марта келиб чи­
киши эса (£ — EJ нинг п — V даражасига, яъни (Е̂  — Е)"^ 
га мутаносиб. п марта синовдан v  тасида £,, £^,..., £̂ ; ..., п —v 
тасида £̂ ,̂, •••> £„ларн инг келиб чикиши эхтимоллиги 
Е (£ -  Е)"  ̂ёки {Е -  /¡))Ч^„ ^  •£)"”"га мутаносибдир. Бу холда 
п - V  тасида £ ,  + E j  + . . . +  £^ ларнинг келиб чикиши эхти­
моллиги Е" (£,, -  Е)"' ’̂ ёки {Е̂  ̂— Е)"~' та мутаносиб. Ансамбль 
элементи булиши учун биринчи Е|, е̂ , ..., е̂  булиш шарт эмас, 
унинг учун п тадан утаси булиши етарли. Бу холда л тадан v 
та хосил килган гурухларнинг эхтимолликларини кушиш 
лозим. Бундай гурухдар сони «!/v! (п —v)\. Демак, изланаёт­
ган эхтимоллик

Г  ■

га мутаносиб (15) ни эътиборга олиб, изланаётган эхти­
моллик ЩЕ) биномиал эхтимоллик эканлигини курамиз:

= (16)

/’эхтимоллик AFra узгарса, ЩЕ) хам узгаради:
AW{F) = W(E+ Л/) -  W{E), (17)

бунда
\¥(Е+ A F i - i F  + A D X l - Е-АЕ)"-^ (18)



АР о булганда {Р+ ,АР)" ни каторга ёйиб, биринчи 
иккита хад билан чегараланамиз, яъни:

(/’+Д/)’' = /=’"+vF”- 'A f ’+ ... (19)

Иккинчи купайтмада АР О булганда 1 га нисбатан 
уни хисобга олмаймиз, яъни

(1 -  А/)"--= (1 -  РУ^' . (20)

Энди (19) ва (20) ифодаларни назарга олиб, (17) ни 
куйидагича ёзамиз:

с1]У{Р)~ Р''-\\-Р)''-^’с1Р, (21)

бундан, (15) ни назарда тутиб, яна гамма таксимот 
ни оламиз.

1-и 3 о X- Одатдаги усул билан статистик физикани асос- 
ланганда тенг эхтимолликлар хакидаги постулат яккалан­
ган тизим микрохолатларига нисбатан уринли деб хисобла- 
нади. Биз эса постулатнинг кулланиш чегарасини бирмунча 
кенгайтирдик.

2-и3 ОХ- Математика адабиётида/(£) ёки щ т и-  
молликлар зичлиги, физика адабиётида эса эх^тимолликлар 
тацсимот  функцияси я й т л а дн .  Эхтимолликлар таксимот 
функцияси деб, математика адабиётида

]¥{Е) = ] ( ! ]¥  {Е) = ]/1,^{Е)с1Е
0 0

функцияни айтилади. Атамашуносликда бу икки хиллик 
гализликка, англашилмовчиликка олиб бормаслиги лозим.

3.7-§ . СТАТИСТИК ЭНТРОПИЯ 
ВА КАНОНИК ТАКСИМОТ

Гиббс энтропияси 6* ни таъриф буйича энергия киймат­
лари узлуксиз узгарган хол учун куйидагича аникданади:

5  = - |  /  \nfdn. (36)
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8  = (37)
/

куринишда аникданади. Умуман статистик физикада энтро­
пия 5  ни улчамли катталик деб кабул килинган. Шу сабаб­
ли (36) ва (37) ифодаларда унгтомонларни Больцман дои­
мийси к  га купайтирилади. Аммо биз энтропия 5  ни улчам- 
сиз катталик сифатида кабул килдик; \ам маъно, хам 
услубий жихатдан бундай кабул килиш кулайдир (Бу маса- 
лаларга IV бобдатулароктухталамиз).

Каноник таксимотУ(£) ва статистик интеграл (йигин­
ди) I  узлуксиз узгарувчи (классик) тизим учун

= (38)

г  = I  (39)

ифодалар воситасида, энергияси дискрет (квант) киймат­
лар кабул килувчи тизимлар учун эса ;

(40)

г  = (41)
/

ифодалар билан аникданиши бизга маълум. Шунингдек 
берк тизим учун энтропия

5=<5> = <lnl//>=/3[/+lnZ (42)
ифода билан аникданишини курган эдик. р и = у  эканли­
гидан, энтропия 5  учун (42) дан

. 5 = r + l п Z  (43)

ифодани оламиз.
Тартиблиликдан тартибсизликка (хаотизацияга) утишда 

тизимнинг эркинлик даражалари сони ортиб боради (де­
мак, V ортиб боради), юкори энергияли х^олатлардан паст 
энергияли х^олатларга утишда Z ортиб боради, яъни бу 
икки \олда \ам энтропия 5 ортади. (43) асосида тизим эн-

Х о л а т л а р  д и с к р е т  к и й м а т л а р  к а б у л  к и л г а н д а  эса



тропияси S адцитив катталик эканлигини осонликча курса­
тиш мумкин. Фараз килайлик, тизим икки кисмдан иборат 
булсин. Унинг энергияси £'кисмларнинг энергиялари ва 
Е̂  ларнинг йигиндисига тенг булсин. Бу х̂ олда

 ̂= Е = Е Е = ̂ .̂ 2 (44)
/ к  I

формуладан:

5  =  V, + 1̂2 + lnZ| + InZj =  V, + InZ| + Vj +  InZ^ =

= 5, + (45)

Бундан энтропия S нинг аддитив эканлиги куринади.
3.9-масала. Каноник таксимот асосида

S = -^ , lV ;ln lV ;

статистик энтропия олинишини курсатинг.
Ечиш.  Берк тизим учун таксимот функцияси

= ( 1)

бунда статистик йигинди

Z = E " " '’"'- (2)
i

Ички энергия U таъриф буйича аникланади:

-U ^J^E ^W ,  (3)
/

(3) ни дифференциаллаб: куйидагини оламиз:

dU =  + Е = -̂  ̂+ Е (4)/ i i

бунда dA тизим бажарган иш:

Y,E¡dW -=dU+ dA. (5)
i

( 1 )  д а н :
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Демак,

^  E^dW, = - в  In dŴ  -  =
/ / /

= -0^1nW .̂£/H .̂. (7)
/ ■

Бунда d '^W i = 0 эканлиги назарда тутилди. Буни на­
зарда тутиб,'(7) ни узгартириб ёзамиз:

Y,E,dWi = - 0 ^  1" ^  (S)
i / г i

S  = -Y^W M W , (9)
/

деб белгилаш киритсак, (5) ва (9) дан:
edS=-dU+dA. (10)

( 10) муносабат термодинамиканинг биринчи ва иккинчи 
конунларининг умумий ифодасидир. S  нинг (9) ифодаси 
(Гиббс таърифи буйича) энтропия формуласидир.

И 3 о Мувозанатли таксимот функцияси асосида ква­
зистатик жараёнлар учун (9) ифода билан аникданган S  
функция мавжудлиги ва унинг узгариши (10) муносабат 
билан аникданишини умумий холда курсатдик.

3 .8-§ . СТАТИСТИК ЭНТРОПИЯ. 
МИКРОКАНОНИК ТАКСИМОТ

Яккаланган тизимнинг холати микроканоник такси­
мот билан тавсифланади. Таърифга кура, яккаланган ти­
зим ташки мухит билан энергия хамда модда (зарралар) 
алмашмайди, яъни унинг энергияси Е, зарралар сони (ёки 
узгарувчилар сони v узгармайди:

E(p,q) = Ê ,= и  = const, v = v„ = const. (fl)

Яккаланган тизимда микрохолатлар дискрет булганда

E = -e{\nZ+\nW),e = \/p. (6)

i i
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у з л у к с и з  б у л г а н д а  э са

e~‘̂ ‘̂ dn = е-' dn {d)

ифодалар уринли. {Ь) ва (i/) ни энтропия ифодаси (42) га 
куйиб, яккаланган тизим энтропиясини топамиз;

^ = , (46)
/

S = \nQ . (4 7 )

Бундан — микрохолатлар (статистик микрохолат-
i

лар ёки Гиббс ансамбли элементлари) сони;

dn{p q ) . (48)
U’lO)

Бундай микрохолат учун таксимот функцияси куйида- 
ги куринишда ёзилиши мумкин;

М Е )  = в(Е(р, q) - Е,)5{у-V,), v._^49)

бунда 5(Е — Е̂ ) ва v — v̂ ). Диракнинг дельта-функция- 
лари Е=Е^, V = булгандагина нолдан фаркдидирлар! 
Одатда 5(Е — Е̂ ) ни м икрокап ош к  тацсимот  дейилади. 
Бу таксимот функция яккаланган тизимнинг барча хосса­
ларини, жумладан, микроканоник параметр кийматларини 
Хисоблашга имкон беради.

Аёнки, берк тизимнинг энергияси узгармас, яъни 
Е = const дейилса, у яккаланган тизимга айланади. Табиий­
ки, унинг холатини характерловчи таксимот функцияси

эса уз навбатида Диракнинг дельта-функцияси 5 ( Е -  Е̂ ) га 
утиши зарур. Хакикатан хам шундай.

Энергия кийматлари учун санок тизимининг бошлани- 
ши деб ни кабул килайлик. У холда гамма-таксимотдаги 
(О,со ) ораликда узгарадиган урнига Е —Е̂  ̂ни ёзиш лозим
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булади. Бу )^олда таксимот ф у н к ц и я с и Е̂ ) куйидаги 
куринишга келади:

f ß , ( E - E , )  =
- ^  (Е -  Е,У~'txp[-ß{E -  Е,)], Е -Е ,> 0  
Г KV (50)
О £’ - £„< 0.

Бунда:

 ̂= 7 7 Г^ ’ (i/- ^о) = J (E -E o ) f ß A E -  E,)dE  (51)

Таърифга кура U = < Е> ьг. яккаланган тизим учун эса 
и  = £■„ га эгамиз. Шунинг учун ß  шарт келиб чика­
ди. Бу шарт бажарилганда, Е̂ ) функцияни текши- 
райлик. Еф £■„булсин. Бунда Е> Е̂  \ол булиши мумкин. 
Бу \олда аён буладики.

lim fß^{E) = lim ' ß'’e^^^- о̂̂  = 0. (52)
"  /3^~ r ( v )

E < £■„ булган \олда, таърифга кура,

=  0 . (53)

Бу холда Е < Е̂  булгани учун U катталик Е̂  га чап то­
мондан интилади, яъни U — Ê -̂̂  —О, демак ß  ^  -о°. Шун­
дай килиб, яна куйидагини оламиз:

Пт fß^,(E -  Ео) = О, Е <Ео

Шу маънода каноник таксимотдан хусусий \олда мик­
роканоник таксимотни келтириб чикариш мантикан тугри- 
рокдир. Нормалаштириш шартига асосан:

f ß , (E -E , ) d E =  ¡ f ß , ( E - E , ) d E  = l.  (54)
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Бундан, (52) ва (53) ифодаларни назарга олганда,

= (55)

булиши келиб чик^ади.
Шундай к,илиб, “  шарт бажарилганда, яъни якка­

ланган тизим учун тацсимот функцияси (э^тимоллар зич­
лиги) куйидаги куринишга келади:

Ео) —

о°, Е — Е ,̂
О, Е Ф Е(̂ . (56)

Демак, (54) ва (56) лардан

/ р , (Е -Е „ )  = 8 (Е { р ,д ) -Е ,)  (57)

эканлиги келиб чик,ади.
Шундай килиб, биз микроканоник таксимот каноник 

таксимотнинг энергия доимий булганда келиб чикадиган 
хусусий холи эканлигини курсатдик. Бу ерда шуни таъ­
кидлаш лозимки, статистик физикани анъанавий усул би­
лан баён этишда микроканоник таксимотдан маълум шарт­
лар бажарилганда каноник таксимотни келтириб чикариш- 
га уринилади. Аммо бу ерда келтирилган бизнинг усул 
мантикан равшанрокдир.

Ч е т л а н и ш.  Динамикузгарувчининг,жумладан гамиль- 
тонианнинг х,ар бир кийматини ишончли вокеа деб тасав­
вур килсак, бу ишончли вокеанинг эхтимолликлари зичли­
гини дельта-функция оркали тавсифлаш мумкин. Шу маъ- 
нода динамик конуният статистик конуниятнинг хусусий 
холи куринишига келади; бунда статистик физикадаги одат­
даги эхтимолликлар зичлигидан Диракнинг дельта-функ- 
цияси билан аникданадиган эхтимолликлар зичлигига >^иш 
лозим булади.

Масалан, бирор динамик узгарувчи динамик конуният- 
га кура кийматни кабул килса, буни эхтимолликлар зич­
лиги 5{Х—Х̂ ) булган тасодифий катталик деб тасаввур 
килиш мумкин: бунда Хтасодифий катталик фикран кабул 
килиши мумкин булган кийматлар. Шу маънода динамик 
конуният статистик конуниятнинг хусусий холидир.
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Охирида шуни таъкидлаймизки, гарчи Е= и  = булса­
да, умумлашган координаталар д  ва умумлашган импульс­
лар р  узгариши туфайли яккаланган тизимнинг статистик 
микрох^олатлари сони жуда купдир.

3.9-§ . СТАТИСТИК ИНТЕГРАЛ.
ХОЛАТЛАР ЗИЧЛИГИ

Фараз килайлик, берк тизимнинг энергияси узлуксиз 
кийматлар кабул килсин. У х^олда каноник таксимот 
/(£’) = -1 ехр(-/3£') ва нормалаштириш шарти

/{р,0)с1п = [ (58)

дан статистик интеграл Z учун

2  = (59)

ифодани оламиз; дискрет холдаги статистик йигинди Z 
учун

г  = (60)
/

ифодани оламиз.
Zнингянги ифодасини олайлик. Бунинг учун

с1\¥ =/р,(Е)с{Е = Пр,д)с1п{р,д)

дан:

бундан:

~ е-^Ы п(р ,д )  = -^ Е ^ - ' е -^ Ч Е  (61)
г  г{у)

Z = ^ Q ,  0  = (62)

Бунда О — холатлар зичлиги.
с1п(Е) = с1Г/к';бунда радиуслари Ева Е+ с1Ебулган 

гиперсфералар орасидаги фазавий фазонинг хажмий эле-
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менти. Фазавий фазо х̂ ажми = АЕ д т  = Vy4F’'V£’экан­
лигини назарда тутиб,

Q(E) =

ифодани оламиз.
Классик статистикада статистик интеграл Z ни \исоб- 

лаш учун dn(p,q) ни dF/h  ̂билан алмаштириш лозим, бун­
да d r  -  dpdq фазавий фазонинг элементи (элементар ги- 
пиркуб \ажми). Бундан ташк^ари, Z ни \исоблашда бир 
хил энергия кийматини х̂ осил килувчи усуллар сони g  га 
(58) интегрални булиш лозим (буни Больцман фактори  
дейилади; ¿^сон зарраларнинг урин алмаштиришлари со­
нини х,ам назарда тутади), яъни:

Z = \ e-^ 4 t i{ p ,q )  = . - ß E d r

h'g ■

Демак, классик физикада Q ва Z учун

z  =

dE ĥ -g

Ar(v + 1)
ßvh^g

(63)

ифодаларни оламиз.
Статистик интеграл Z ни ихчам шаклда ёзиш мумкин:

^  _  Г(у) dn _  f { v  + 1) dn

ß'’E'’-' dE ßv dE''

бунда "зичлик"

Q.{E'’)=
dE^
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Ми с о л .  Л'̂ та заррадан иборат классик тизимнинг ста­
тистик интеграли Z ни аникдайлик. Унинг энергияси 
Е — Е̂  булсин. Бунда кинетик энергия

ЗN 2

узаро таъсир потенциал энергияси

ифодалар билан аникданган булсин. Бу классик х,ол учун 
статистик интеграл Z ни куйидаги куринишда ёзамиз:

Z =

Бунда

(65)

-Пр1/2т
е ' ф ,ф 2-Фзуу = 

= {2пт/Р)

Ол/ = 1 <
(?)

2 т  ^
е ёхи] -оо

ЪМ ¡2
•>

''‘’ dq .

гм

(66)

(67)

(66) ва (67) ларни назарда тутиб статистик интеграл Z ни 
ёзамиз: т

Z = 2ят зл'/г

8=ЗМ . (68)

Бунда 0^ни конфигурацион интеграл д ш и ш т .
3.10-масала. Идеал газ учун усуллар сони g  ни аникданг.
Еч и ш.  Бу \олда Е̂  ̂= О булгани учун 0^^= V булади; 

энергия эса Е~Е^ + Е̂  + ... + йигинди билан аникда- 
нади. Е ни )^осил килувчи элементлар сони х.ам Л' т̂а. Бу 
х,олда усуллар сони Л^га тенг булади. Демак, Л^та заррадан 
иборат идеал тизимнинг статистик-^ттеграли 
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z  = V 2пт
.1/2" N

1 2птО ^
3 / 2 “

N /̂г̂ /3 п л '  .
,  п = М / У

ифода билан аникданади.
3.11-масала. V )^ажмли идишда \аракатланувчи зарра 

(идеал газ) учун статистик интеграл Z| ни аникданг. 
Еч и ш.  Идеал газ учун таксимот функцияси

( 1)

бунда:

2т

Аёнки,

1

^  AГ(v + I) ’ ’

Г=АЕ. 

у=3/2, h5 = /г̂  я=  1

( 2)

(3)

(4)

ёр^р^ ёр . =

= У — {2тЕУ^^ = — У(2ту/^Е^'^ = АЕ̂ ^̂ . (5)
3 3 .

Бунда:
А = ^ -У (2т )^/\

Г [3 +1] = 1 /
/ \ 
1 + 1

/ \ 
1

и  } 2 2\ ^2 2 2\ /

( 6)

(7)

Г [х'/^-'е-^ёх= ¡х-'^^е-^ёх = 4л.
о

7— А. Бойдедаев 97



К у р с а т м а .  х = у^, (/х = 2ус/у алмаштириш к,илинса, 

' Пуассон интегралига утади:
2

V у

Демак,

Г
2\ /

= 2\е->' с̂1у = ^ .

Г 1 + 1 
2\ У

-Л Г п

Демак, Д ва Г
куйидагини топамиз:

-  +  1 
2

нинг ифодаларини (3) га куйиб,

1 _  I

к

3 / 2

2пткГ (8)

3.12-масала. Л г̂а заррадан ташкил топган идеал газ ста­
тистик ингегралини аник^анг.

Е ч и ш . Бу )^олда

е  = е ,+Е2 + ... + е^ = ^{р-^ + р 1 +... + р1^) _ (1)
1т

Демак, 2у = ЗЛ̂ ; 5 = ЗУУ. Биз Zд, ни аниклаш учун куйи­
даги усулни куллаймиз. К^аралаётган ?̂ ол учун та^симот 
функцияси

/ц{Е)с1п = — е-^Чп, р  =
кТ (2)

бунда ¿ ’энергия (1) ифодадан аник/1анади. Курилаётган 
х,олда N та идеал зарра булгани учун унинг так^симот функ­
цияси т¥та бир заррали так^симот функциялари купайтма- 
сига мутаносиб булади (э\тимолликларни купайтириш тео- 
ре маси га асосан), яъни

~ / (Е Ж Е гУ .Л Е ,)  = ’ (3)
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Энди £’|, Е̂ . £'д, элементларнинг Л^та катакда N та ■ 
■шррадан жойлашиш усуллари сони га унг томонини 
купайтириб, сунгтенглаштириб

о-РЕ -
N .-РЕ (4)

и(1)0дани оламиз. Бундан изланаётган статистик интеграл 
7.^\т топамиз;

бунда
3/2

1пткТ

(5)

(6)

(5) ифода Zyчyн аввал олинган ифодага мос келади.

3 .10 -§ . МАКСВЕЛЛНИИГ ТАКСИМОТ К.ОНУНИ

Статистик конуният намоён буладиган му\им мисол — 
идеал газ молекулаларининг энергия (тезлик ёки импульс) 
кийматлари буйича таксимланиши конуни — Максвеллнинг 
тезликлар таксимоти конунидир.

Аввало шуни таъкидлаш лозимки, идеал газ — бу битта 
зарра учун тузилган Гиббс ансамблидир. Шу сабабли идеал 
газ учун

Ш , = 2у = 3. (69)

Бизга энергия кийматлари учун келтирилган гамма-так- 
симот маълум

с1]¥(Е)=/^/Е)с!Е, (70)

(71)
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(70) ва (71) лардан фойдаланиб, 
тезлик кийматлари э^тимолликла- 
ри таксимотини куйидаги тенгла- 
мадан топамиз:

(72)/^/Е)с)Е=АЬ)с1^.

(69) дан:

ёЕ  = тдс1д, Г{Ъ/2) = ]х'^^е-Чх = 4 п /2 (73)

ифодаларни назарда тутсак, (72) дан э^тимолликлар так^си- 
моти учун

-¡Зпп̂ /2 (74)

ифодани оламиз.

ё1¥(Е) = с/ЩЮ = ЯЬ)сЮ;

бу ерда (1]У{д) — молекуланинг тезлиги (&, & + с/̂ ) ораликда 
булиш эх^тимоллигидир (3.3-расм).

И 3 о \. Каралаётган >̂ олдаги битта зарра учун Г иббс ан­
самбли — бу идеал газдир. Идеал газ ёки сийрак газ моле­
кулаларининг сони УУ етарли даражада катта булганда, бу 
(74) ифодадан фойдаланилади. У \олда (74) ифодадан 
(#, г) + (/&) ораликдаги тезликли молекулалар улушини аник,- 
лаш учун фойдаланилади (Идеал газ учун так.симот функ- 
цияларини, жумладан, Максвелл та^симотини VI бобда кура­
миз).

Идеал газ учун Р = \/кТэканлигини курсатайлик.
Идиш деворининг бирлик юзасига бирлик вак^тда моле­

кулалар (идеал газ зарралари) урилишидан берилаётган им­
пульслар — бу газнинг деворга босимидир. Хисоблаш курса- 
тадики, (к. 13-масала) бу босим

(75)
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и(1юда билан аникданади; бунда п = М/У — бирлик \ажм- 
даги зарралар сони.

Тажрибадан маълумки, идеал газ учун \олат тенгламаси 
куйидагича;

Р=пкТ , (76)

бунда к — Больцман доимийси. (75) ва (76) дан идеал газ 
учун

^ в  = кТ  (77)

эканлиги келиб чик^ади.
Максвеллнинг тезликлар таксимоти конуни (74) дан 

куринадики (3.3-расм),/(т^) функция ^ = О ва  ̂ булган­
да нолга тенг, яъни бу функция Д^) > О ва # нинг маълум 
киймати §  да максимумдан ^т'ади.

Тезликнинг бу , 

ли тезлик дейилади (2 .

2кТ----- Киймати энг катта э\тимол-
т

4-масала). Энг катта эх^тимолли

тезликли зарраларнинг (кинетик) энергиялари тЬ\ ¡ 1  тем­
пературага мутаносибдир, яъни;

”̂  = к Т . (78)

(74) ва (78) дан куринадики, температура ортиши билан 
Л#) функциянинг максимал киймати

1 Ю  = -е
т

2пкТ

1/2

(79)

камаяди ва 3.3-расмда унгга силжийди, температура камайи­
ши билан эса у ортади (чапга силжийди) (3.3-расм). Шу­
нингдек,

Т ^ О .  (80)
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Нормалаштириш шарти

(81)

ва (80) дан куринадики, Т О булганда/{Ь) так.симот функ­
ция дельта-функцияга интилади, яъни

Ит  ̂/(^) = 5(#) . (82)

3 та эркинлик даражасига эга булган битта заррага тугри 
келган ички энергия ¿/учун ¡3 = у/[1д.ан

и  = 3 кт
(83)

келиб чикади, яъни х.ар бир эркинлик даражасига кТ/2 энер­
гия тугри келади.

Дммо, умумий \олда, О ва демак, Р фа^атгина темпера- 
турагагина боглик. эмас.

Тезлик к,ийматининг (■&, & + (1д) ораликда булиш э)^ти- 
моллигиЛ^)^/;^ ни радиуслари д  в а д  + dд  булган сфералар 
орасидаги \ажм dV{д) да булиши оркали ёзайлик. Бунда, 
аёнки, эхтимолликлар бир хил, аммо э\тимоллик зичлиги 
узгаради. Хак.ик,атан х;ам.

т  = 2пкТ

3/2
е" dV{f)),

бунда

dV{д) -  d —Г
3

(84)

(85)

Бу ЭХ.ТИМОЛЛИКНИ импульсларга нисбатан ёзайлик:

чЗ/2

d Щ p )  = f{ p )d p  = =
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бунда dV(p) = m^dV(d) — импульслар фазосида радиуслари р  
на р  + dp булган сфералар орасидаги \ажм. (86) дан курина­
дики, импульс проекциялари

Р., Px + dp„
Ру, Py + dPy, (87)
Pẑ  Pz+dp,

ораликдарда булиш э\тимоллиги dW{p ,̂ р ,̂ р )  ни топиш 
учун э^тимолликлар зичлигини

f (P , ,P y ,P z )  =
1
‘  2кТ,

2пткТ
е  (88)

элементар х,ажм dp  ̂dp̂ , dp  ̂га купайтириш керак, яъни:

d^(P ,, Ру, Р )  = Лр ,̂ Ру, P)dp^, dp ,̂ dp^. (89)

Идеал газ учун умумлашган импульс кийматлари (87) 
ораликда ва умумлашган координата кийматлари

Ч. + dq,,
Яу, Qy + dqy, (90)
Qz’ Qz + dq,

ораликда булиш э)^тимоллиги dW(p^, р ,̂ р., q̂ , q̂ , q.) ни 
аникдаймиз.

Идеал газ зарралари (Гиббс ансамбли элементлари) идиш 
\ажми Книнг ихтиёрий нук,тасида булиш э\тимоллиги бир 
хил булганлиги учун умумлашган координата к,ийматлари- 
нинг (90) ораликда булиш э^тимоллиги

dЩq,, qy, q )  = dq ,̂ dq ,̂ d q J  V (91)
ифода билан аникданади.

Умумлашган импульс кийматларининг (87) ораликда 
булиши хамда умумлашган координата к,ийматларининг (90) 
ораликда булиши бир-бирига боглик, вок,еалар булмаганли- 
ги учун изланаётган э\тимоллик d}V(p, q) уларнинг эх,ти- 
молликларининг купайтмасига тенг, яъни:
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dW{p,q) =
3 / 2

InmkT
ImkT dpdq. (92)

Бу ифодада элементар "хажм" dpdq = dp dp dp  ̂d q d q  dq  ̂
НИНГ улчамлиги (энергия x вак,т)\ эх^тимолликлар зичлиги 
улчамлиги эса (энергия х вак.т)-  ̂дан иборат. Э\тимоллик- 
лар зичлиги улчамсиз булиши учун уни улчами (энергия х 
X вак,т)  ̂булган h> га купайтирамиз (Л — Планк доимийси). 
Бу \олда (92) ифода

dW{p,q) =
Ъ/2

InmkT (93)

куринишда ёзилади. Бунда

Р^= р1+ р1 + р Ь dn = dpdq/h\

(93) даги э^тимолликлар зичлиги учун куйидагини оламиз:
„2

(94)1
/ (Р ,Ч) = - е  ,

3 / 2

2пткТ (95)

Бунда Z| — каралаётган идеал газ учун статистик интег­
рал. (93) таксимот функциясини импульс, тезлик ва коор­
динаталар кийматлари так^симотлари буйича ёзайлик:

dW{p,q) = dW{p)dW{q) = 

Бунда

ph
2пт

dPxdPydPz dq d̂q̂ dq.
3 к

dW{p) =
2лт

d p j p y d p , , (96)

(97)
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(‘)6) ни тезликларга нисбатан ёзайлик: 

с т р )  = с1\У{Ь,,Ь^,Ь,)^ —
/ \ т

2пв\ /
(98)

Буларда таксимот функциялари (э\тимолликлар зич­
лиги)

1(Рх>Ру^Р,) = 2лт

_ ^ ( 9 2 „ , 2 , Л

2лв\ У
20

(99)

(100)

( 101)

(100) ва ( 101) лардан куринадики, импульс ва тезлик ком- 
понентлари к.ийматларининг эх.тимолликлари так.симотини 
алох.ида-ало\ида ёзиш \ам мумкин. Масалан,

/ { р . р у р ) = т г ( р у ) т ^  
/(# д/^) = /(^ ,)/ (д)/(^ ,)

ифодаларда

П р >) = 2пт \

3 / 2  Ир !
2 III

/(&.) = 

Эс л а т м а :

3/2
л  20

2лв , 1 = Х,У,1-

г  7  /1Г(у + 1)

( 102) 

(102, а)

ифодада битта зарра учун

2т
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Р = ---= ----   ̂= - , 5  = 3 ^ = 1
2и кТ 2 "

я  3 1 3 _ ,

эканлигидан (93) ифодани бевосита олиш ?<;ам мумкин эди.
3.13-масала. Идеал газ зарраларининг идиш деворига 

босими аникдансин ва бу х;олда Р = 1Д Гэканлиги курса- 
тилсин.

Е ч и ш. Хар бир зарра ОА'ук.к.а тик юзага 2тд^ импульс 
беради (3.4-расм). Бирлик вак^тда бирлик юзага тезликлари 

ораликда булган молекулаларнинг урилишлари
сони

п — бирлик ;^ажмдаги молекулалар сони. Бунда
(1)

от
2пкТ

1/2 п'П 
е (2)

Газнинг идиш деворига босимини топиш учун f l^ n f  
(г̂  ни 2тЬ  ̂ га купайтириб, (0 ; оо) ораликда буйича 
интефаллаш лозим (цилиндр ичидаги молекулалар сони пд ,̂ 
цилиндр асосининг юзи 1 см^):

P = 2mn\Ь\f{д,)df^, . (3)

(I

-й<.

3.4-расм.

Интегрални х,исоблаб,
оо

О

ёх = п / р  (4)

эканлигини аникдаш мум­
кин. Тажрибадан идеал газ 
тенгламаси маълум:

Р=пкТ. (5)
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(4) ва (5) лардан идеал газ учун 1/уЗ = 0 = кТ  тенгликни 
топамиз.

И 3 о X,.

пф

ифодада

тенгликни эътиборга олсак, = 1 / келиб чик,ади. Бун­
дан фойдаланиб, яна Р = п/Р ифода олиниши мумкин.

3.14-масала. Максвеллнинг тезликлар та^симоти

/ (^ )= 4я
3 / 2 тО

2пкТ

максимумга эришадиган к,ийматга тугри келадиган энг катта 
ЭХ.ТИМОЛЛИ тезлик ни аникданг.

Ечиш.  Функция/{-д ) нинг максимумга эришиш шар­
ти д/{Щ/дд = О булганлиги учун/(5) дан \осила олиб, уни 
нолга тенглаштириб, куйидаги тенгламани оламиз:

Бундан:

1- ^ > / 2А:Г = 0 .

3.15-масала. Тезлик ̂  нинг уртача арифметик к,иймати 
Ъ ни аникланг.

Ечиш.

3 / 2

2лкТ

= 4 (2кТ^1/2 '

0
х^е ёх.
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Бундан:

V 7гт

3.16-масала. Уртача квадратик тезлик ^  ни аникданг. 

Ечиш.

О ^ 0
Бундан

^  = у1 ^ = Ш  
«I V ш •

3.17-масала. Хар бир заррага тугри келувчи уртача энер­
гия и  ни топинг.

Ечиш.

и  =<Е>= f ̂
О

2

9  ̂ =ЗкТ/т  эканлигидан фойдалансак:

Т7 и  З Л Ги  =< Е >=----  г
2 ■ I

3.18-масала. Идеал газ иккита молекуласи квадратик 
нисбий тезлиги g-  ̂нинг уртача киймати аникдансин хамда

g fk = ¥ + ^ l ,  (1) 

бир хил зарралар учун эса

= 25^ (2)

эканлиги курсатилсин.
Ечиш.  1) Ечимни бевосита ^исоблаб курсатиш мумкин 

(к.. [ 10]) / ва к  зарраларнинг нисбий тезлиги

g¡!, = + Ък
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ифодадан

й  =^?+^1+2 ,̂-̂ ^СО8 0,̂ .

ифодани оламиз (3.5-расм). Бун­
да 6 .̂  тезликлар ва ораси­
даги бурчак. Маълум йуналишга, 
масалан, йз^налишга нисбатан

ларнинг йуналишлари (мувозанат \олатида) симметрик- 
дир (тенг э)^тимоллидир). Акс \олда газда ички о^имлар 
х;осил булган булади. Шунинг учун вц. = О ,

3.5-расм.

§1 = ^ :+ П +  2 ,̂- ,̂СО5 0,, 

натижани оламиз. Бир хил молекулалар учун: = 2г)^.

3 .1 1 -§ . ЧИЗИК.ЛИ ГАРМОНИК ОСЦИЛЛЯТОР 
КООРДИНАТАСИ ВА ИМПУЛЬСИ КИЙМАТЛАРИ 

ЭХТИМОЛЛИКЛАРИ ТАК.СИМОТИ

Осцилляторни к.араш билан боглик, масалалар физикада 
жуда куп учрайди. Масалан, к,аттик, жисм атомлари узи­
нинг мувозанат )^олати атрофида кичик тебраниб туриши 
масаласини к,арайлик. Бундай тизим энергиясини (гамиль- 
тонианини) куйидагича ёзиш мумкин:

^  = 1
,2 А

Ъп

бунда Ра = Ра !  — умумлашган импульслар, —
нормал координаталар; (£>1 = / т . Демак, бу х,олда ти­
зимнинг энергияси Е бир-бирига боглик, булмаган нормал 
тебранишлар энергиялари йигиндисига, яъни чизикди гар­
моник осцилляторлар энергиялари йигиндиси куринишига 
келади. Чизикди гармоник осцилляторнинг энергияси

=\{р1 +(й1я1У, ( 104)

куйида индекс а  ни езмаймиз.
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Асосий масала, осциллятор нормал координати q нинг 
кийматлари q, q + dq ораликда булиш э^тимоллиги

d m q )  = f(q )dq (105)
\амда умумлашган импульслар р нинг кийматлари р , р  + dp 
ораликда булиш э\тимоллиги

cíW(p) = f(p)dp (106)
ифодаларини аникдашдан иборат.

Классик статистикада кинетик ва потенциал энергиялар 
£ = р^/2, = w^q^/2 куринишда булгани учун одатда бу 
массша осонгина ечилади:

dŴ ,,{q) = aQxp[-<o^qy2kT], (107)

dW,_,(p) = btxp[-p^/2kT], (108)
бунда а ъ г Ь  нормалаш шартларидан топилади. Хакикатан,

e\p[-(o^q^ / 2kT]dq = I

b ехр[-р^  / 2kT]dp = 1

тенг ликлардан а ва  b н и  топамиз :  а = а /yj2nkT ; 
Ь = \/ ' J b z k f . Бу ерда интеграллар тез якинлашгани сабаб­
ли ва/? лар (—оо, 00+) ораликда узгаради деб кабул килинди.

Квант статистикасида (105) ва (106) даги э>^тимоллик 
лар зичликлари f{q),f{p)  ни куйидаги ифодалардан топи­
лади:

(109)

( 110)

бундар,, — Гиббс таксимоти:
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e„ = h(o(n + - ) (112)

iq) ва — осцилляторнинг энергиясига мос келган 
тулк^ин функциялар. Осцилляторга тегишли э\тимоллик- 
лар зичликлари f{q) ва f{p) ни биринчи марта Блох аникда- 
ган. Унинг (109) ва (ПО) асосида аникдаган йули етарли 
даражада мураккаб (к,.[11]).

Биз бу ерда Блох томонидан олинган натижани уз усу- 
лимиз билан осонгина оламиз.

Чизикди осциллятор учун V = 1. Шунинг учун

P = v/U = \/<Е >, (113)

<е> — ЧИЗИК/1И осцилляторнинг уртача энергияси. Квант 
\олатларда энергия кийматлари ( 112) ифода билан, так^си- 
мот функцияси Гиббс таксимоти (111) буйича аникданади 
деб, <£> нинг умумий ифодасини оламиз:

< е >= Y  е„р„ = — cth-
^  2 2кТ

tiw
(114)

q в а р  кийматлари эх^тимолликлари так,симотини узимиз- 
нинг усулимиз билан аникдаймиз. Аммо бунда так,симот 
функцияси■/(£) ифодасида е нинг классик ифо­
даси (104) дан фойдаланамиз:

/(£) = y4exp(-j8£) = Асхр{-~{р^ + «  г ) )  =

= ехр
л \

1h Ьш
2кТ) А2 ехр

coti
th tiw

21а • (115)

Нормалаштириш шартларидан

f ( p ) d p  = l, ¡ f ( q ) d q  = l.

А̂ ва А̂  ларни топиб ва урнига куйиб, эх^тимолликлар 
зичликлари f{q) \амда f{p) учун ушбуларни оламиз:



т  = (О Ьш \1/2
ехр  ̂ т, 2кТ (116)

Д р ) - ( сопЬ 2кТ
1/2

ехр
шП 2кТ (117)

(116) ва (117) ифодаларнинг хусусий х;олларини курайлик:

1 . Классик \ол, яъни Ь о у «  кТ  булсин. Бунда X =
л (и 
кТ

Демак, (116) ва )117) дан классик статистика натижала- 
рини оламиз:

2
ехр-Ы Ф  = 

Ы р ) =

2пкТ
сЦ_
2кТ

N1/2

2пкТ
ехр-

2кТ

(118)

(119)

Бу ерда иккинчи ифода — Максвелл таксимоти функ­
циясидир. Т

2. Квант \ол, яъни Тт »  к Т . Бунда Г/?-^ = 1 .
2кТ

Демак, бунда (116) ва )117) ифодалар куйидагича булади:

А р ) =

/ N,1/2 
' СО '

шлЛ

ехр

1/2
ехр

_шЬ

= </̂ о(9),

= Ц'1{Р),

буларда

¥ М  =
/ \ 

СО
1/4

-Ш  2

п Ь  1 
\  /

ехр
. 2. ^

( 120)

(121)

( 122)
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Ц'о^Р) ^ отП
ехр (123)

у/̂ {д) ва у/„(р) осциллятор асосий холатининг д  — тасаввур 
вар  — тасаввурдаги тулк.ин функцияларидир.

3.19-масала. Нормал координата д  валнормсш импульср  
ларнинг уртача квадратик кийматлари ва аникдан­
син.

Ечиш.  Бизга маълумки,

2 2

Бундан, умумий усул билан уртачалаб куйидагини оламиз: 

р^ +со^д^ =2е ■

Чизикли гармоник осциллятор уртача энергияси е ки­
нетик ва потенциал энергияларга тенгтаксимлангани учун

Р '  _  е .
2 2 ’

еки

</> = <е >, <д^> = <е >/(йК

Умумий усул билан уртача олинганда у тажрибадан ёки 
бошка усул билан аникданган деб каралади. Биз <£ > учун 
(114) ифодани кабул килайлик. У \олда

сой ,, Ьш1 СУ'« >/< р  >= — с/Л
2кТ

2 й Ьш< д >= — с1к-----
2ш 2кТ ( 1)

Табиий импульс ва табиий координаталарга утиш учун 
р  = р^у[т, д  = х/ -/т ларни эътиборга олиш керак:

< р1 > = ^ с1 И -^ ,< х ^  > = ^^ст  
л 2т 2кТ ■'2ш 2к Т  ■

(2)
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1^.

3.6-расм.

3.20-масала. Чизиьу1и гар­
моник осциллятор учун фаза­
вий фазонинг энг кичик эле­
ментар \ажми АрАхт тА^лар 
к га тенг эканлигини исбот 
КИЛИНГ (т — тебраниш даври).

Ечиш.

Ар Ах = тАЕ = И 

эканлигини исбот киламиз. Осциллятор энергияси

г. р1 кх^Е = - ^  + —
2т 2

ифодасини узгартириб ёзамиз:

( 1 )

2тЕ 2Е!к
= 1 . (2)

Бундан куринадики, осциллятор фазавий фазода эллипс 
чизади (3.6-расм). Шу эллипс билан чегараланган фазавий 
фазо "хажмини" топайлик:

Ге =п. 2 т Е ~  =2пЕ. т  2пЕ = тЕ. (3)

Бундан, тебраниш даври т = соп81 булганда

АГ̂  = тАЕ (4)

Энергиянинг дискретлик хоссаси 

= Псо{п + 1/ 2)

га асосан, (3) дан икки эллипс орасидаги фазавий фазо эле­
менти учун

АГ, = Г „ ,,-Г „= ^ П со  = Н (5)

ифодани оламиз.
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Энергиянинг дискретликхоссасига асосан, (5) дан кури- 
иадики, элементар } а̂жм Планк доимийси /г дан кичик 
була олмайди. Демак, фазавий фазонинг Декарт координа­
талар тизимида ёзилган элементар \ажми Ар̂ Ах \ам Н дан 
кичик була олмайди. Булардан исбот килиниши лозим 
булган ( 1) ифода келиб чик;ади, яъни:

ДГ^ = АдАх = тА Е -  Н. (6)

Умумий холда:

Ар Ах = тАЕ = пИ (7)
ёки

АрАх=тАЕ>к.  (8)

И зо\ . (7) ифода, яъни фазавий фазонинг дискретлиги 
энергиянинг дискретлигидан келиб чикди.

Демак, энергия дискрет кийматлар кабул килганда бу 
энергияли тизимнинг фазавий фазоси \ам дискрет булади 
ва аксинча фазавий фазонинг дискретлигидан энергия 
Кийматларининг дискретлиги келиб чикади.

3 .12 -§ . УМУМЛАШ ГАН КООРДИНАТА 
ВА УМУМЛАШ ГАН ИМПУЛЬС КВАДРАТИК 

ФЛУКТУАЦИЯЛАРИ ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТ

Нормал координата ва нормал импульснинг квадратик 
флуктуациялари бизга аввалги параграфдан маълум:

{АрУ =< е >, {Aqf =<е> ¡ о ?  , ( 122)

бунда

< e > = e = ! i ^ c t h ^ .  (123)

Умумлашган координата ва умумлашган импульсга нис­
батан ( 122) ифода

(АрхУ = т  < е  >, (АхУ =< £ > / тсо^, (124)
115



куринишда булади. (122) ёки (124) дан, (123) ни назарда 
тутиб,

[(Д;;)^(А9)2]^ = ^ ^ c t h ^  (125)
2 2кТ

€ €
муносабатни оламиз. Бунда cthx = - 3̂— - гиперболик ко-

тангенс (1,°°) ораликда узгаради (3.7-расм), х = Ло)/2А̂ Гбелги- 
лаш киритайлик.

1. оо (ёки О) -> 0) булганда х -^  О булади. Бу х̂ олда 
c th x ^  оо эканлиги узининг ифодасидан маълум.

2. О б у л г а н д а  X - >  ОС булади. Бу>^олда с1Ьх-> 1 була­
ди. Демак, бу х,олда (125) муносабат

(126)

тенгликдан иборат. Квант механикасидан маълумки, бу тенг­
лик вакуум х̂ олат учун (энергиянинг минимал киймати учун) 
уринли. Бошкача айтганда, квант механикасидаги вакуум 
х̂ олат статистик физикадаги температура ноль (Г  = 0) булган­
даги х.олатнинг узидир. Шундай килиб, юкоридаги айтил- 
ганлардан ,

Ьш ,cth -------> 1
2кТ

(127)

муносабат уринли. Бу му­
носабат туфайли (125) ни

[(Ах)^ (А;;,.) •2 >А (128)

3.7-расм,

куринишда езиш мумкин; 
бу эса квант механикаси­
даги Гейзенберг муноса- 
батидир. (128) ифода (125) 

х=йо/2Лт муносабатнинг хусусий 
холи эканлиги табиий.
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(125) ифодани к.иск.ача иккинчи флуктуацион муносабат  
(Гейзенбергнинг умумий муносабати) деб атьша бошланди. 
Кушалок, куч ва координата (термодинамик куч ва термо­
динамик оким) флуктуациялари флуктуацион-диссиптаци- 
он теоремаси ва бошк,а бир к,анча муносабатлар билан (125) 
муносабат орасида умумий богланиш борлигини кейин кура- 
миз.

1 У Б 0 Б
ТЕРМОДИНАМИК МУНОСАБАТЛАР

Термодинамик муносабатлар, жумладан термодинамика 
к,онунлари тажрибалар асосида аникданган.

Статистик физикада термодинамик параметрлар ва улар 
орасидаги муносабатларни молекуляр-кинетик тасаввур асо­
сида келтириб чикарилади, сунг уларни тажрибанинг нати- 
жалари билан солиштирилади. Статистик физиканинг асо­
сий тажрибавий таянчи \ам шунда. Биз бу бобда термоди­
намик параметрлар (моментлар) ва улар орасидаги муно­
сабатларни статистик физика асосида келтириб чик^арамиз.

4 .1 -§ . СТАТИСТИК ТЕРМОДИНАМИКАНИНГ 
АСОСИЙ МУНОСАБАТИ

Мувозанатдаги тизим учун так^симот функцияси маълум;

Д Е ) = и х р ( - ^ ) , в  = и / у , и = < Е > ,  (1)
2  9

бунда статистик интефал

Z = |ехр (-^ )а 'л . (2)

Z нинг мувозанатдаги жараёнда узгаришини аникдаш 
учун уни дифференциаллаймиз;

Е Е
в

Е.е  о с1{— )с1п = / {Е)с1{— )с1п.о
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Бундан:

—  = < d ( - l ) > .  (3)

(3) нинг унг томонини ( 1> ни назарга олган \олда бундай 
ёзамиз:

< d { ~ - ) > = - { < E > - < d E > ) - d v . 
в в

Энди (3) ни к,айта ёзамиз:

9d(v + InZ; = i/ < £  > + < -d E  >. (4)

Бу тенглик статистик термодинамика учун асос булади. 
Асосий термодинамик муносабат (4) дан мувозанатдаги 

жараёнлар учун тулик, дифференциал

d S = d ( v  + \nZ),v = pU  (5)

ва демак, ^олат функцияси S  мавжуд деган му^им хулоса 
келиб чикади.

Бизнинг бу янги услубимиз асосида олинган S функция 
тизимнинг энтропияси эканлигини кейинрок курамиз.

4.1-масала. Узаро мувозанатда булган икки А ва 5берк 
тизим учун

каноник таксимотлар уринли. Буларда = 5^ эканлигини 
курсатинг.

Ечиш.  Хар икки (А + В) тизим учун каноник таксимот

* (2)
А̂В

куринишда булади. W.. — умумий тизимнинг Л кисми / х̂ олат- 
да булганда, 5  кисмиухолатда булиш эх^тимолидир; бунда

E f  = Ef + E f .  (3)
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Икки А ва В тизим бир-бирига боглик, эмас деб к,арал- 
ганда

(4)

тенглик уринли. Демак, (I) ва (2) ифодалардан

1 - | S A B ( E f + E f ) 1 - P A E f - | i в E f

А̂В ^А̂ В

тенгликни оламиз. Буларда:

7  _ -РавКЕ̂ е̂В) 
^АВ ~

и

-̂|ЗAEf.PвEf
^А^В -  ^

О

(5) ни куйидагича ёзамиз:

1п ^  = -Р ав(£^ + ^/) + РаЕ^ + РвЕ ! =

= {Ра -И ав)Е^+{Рв - Р ав)Е ! .  (6)

Бунда Е., EJ мусбат к,ийматлар. (/,У) ихтиёрий булганда
(6) нинг унг томони доимий булиши учун Р̂  = Рв = /З̂д були­
ши шарт. Булардан = Ẑ д тенглик келиб чик,ади./3  ̂= р^ 
тенгликни термодинамиканинг нолинчи /(онунидеб \ам юри­
тилади. Анъанавий к,арашда ^  булганлиги учун р  ̂= р^ 
тенглик Т^= ТдТенгликка эквивалентдир.

4 .2 -§ . ТЕРМОДИНАМИКАНИНГ БИРИНЧИ КОНУНИ

Тизимнинг энергияси (гамильтониани) ¿ун и н г хажми 
К эркинлик даражалари сони у (одатдаги баёнда зарралар 
сони М) ва умумлашган параметрлар ларга боглик,, яъни

Е = Е(р, д; V, у, х̂ )
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булсин. Бу х,олда

д Е  , ЬЕ , 

дд,- др;
+ —̂ аУ  + — í/v+ > ^ —  dx. ((Л

л V  я« -М  лV. * ■
ЪЕ д Е

д У Эу

Гамильтон тенгламалари

дЕ • ЬЕ
д .  =  ^ ,  / 7 ,  =  -  -

асосида

3/,,.

д Е  , д Е  , 
—  dq¡+ —  dp¡ 
Э̂ ; Э/),.

дq¡

= + ^ ,ф ,)  = 0 (7)

булади. Тизим томонидан ташк.и тизимга курсатилаётган 
босимни Р, ташки тизимга таъсир килаётган умумлашган 
кучларни эса деб белгиласак, эркинлик даражасига мос 
келган кимёвий потенциал ни, таърифга кура, куйида­
гича аникланади:

Р  = - <
д У

\  / к̂,'’
>, Я  = + < > . (8)

(6), (7) ва (8) ифодаларни назарда тутиб, асосий муносабат
(4) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

в d iv  + 1п Z) = dU  + p d У  + ^  F,̂ dx̂  ̂ -  |Лi,dv . (9)
к

Агар ташк,и босим ва ташци кучларга карши бажарилган 
ишни dA билан белгиласак, яъни

( 1 0)

деб олсак, (9) муносабатни куйидагича ёзиш мумкин:

Э d {v+ \п  I )  = dU  + dA -|.l^dv . ( 11)

Маълумки, термодинамиканинг биринчи конуни учун 
куйидаги умумий муносабат уринли

dQ = d U +  dA (12)
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1>унда dQ^mv^ытг. берилаётган (ёки ундан олинаётган, агар 
(¡0 < О булса) иссикдик микдори.

Биздаги урнига одатда ёзилади; зарралар 
сони узгариши, /^д,— битта заррага тугри келган кимёвий 
потенциал; аёнки,

Карно теоремасига асосан, умумий \олда, яъни к,айтмас 
(хусусий \олда кайтувчан) жараёнларда бажарилган ( 12) даги 
ёЛ иш кайтувчан жараёнларда бажарилган ( 11) даги) ёА 
ишдан катта була олмайди. М азкур теоремани х,амда 

pidv  ни эътиборга олсак, ( 11) ва ( 12) тенгликлар- 
дан куйидаги мух,им муносабатни оламиз

d Q > e d (v + \x \Z ) .  (13)

Бунда тенглик ишораси кайтувчан (мувозанатдаги жара­
ёнлар учун), тенгсизлик ишораси эса кайтмас жараёнлар 
учун уринли.

Асосий муносабат (4) ни эътиборга олиб ушбуни ёзиши­
миз мумкин:

dQ < d < E > - < d E > .  (14)

Бу муносабатдан dQ  нинг статистик маъноси келиб чи- 
Кади: мувозанатдаги (кайтувчан) жараёнларда тизим томо­
нидан олинган иссикдик микдори dQ  ички энергия узгари­
ши (уртача гамильтониан узгариши) билан гамильтониан- 
лар узгариши уртачаси орасидаги фаркка тенг. Колган 
х^олларда, яъни кайтмас жараёнларда тизим томонидан олин­
ган иссиклик микдори dQ  бу фаркдан кам булади. ( 12) ва
(13) дан

Bd(y + 1п2) > d U + d A  - ц d v  (15)

муносабат уринли эканлигини курамиз. Шундай килиб,

d Q ^ 9 d i v  +  \nZ) (16)

ни назарга олсак, ( 11) муносабатнинг мувозанатдаги (кай- 
тувчан) жараёнлар учун статистик физика асосида олинган 
термодинамиканинг биринчи конуни эканлигини курамиз.
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Бу ерда шуни таъкидлаймизки, классик термодинами- 
када бирламчи тушунчалар "иссикдик" ва "иш" асосида янги 
тушунча булган х;олат функцияси — "ички энергия" кири- 
тилади. Статистик термодинамикада курдикки, "ички энер­
гия" ва "иш" тушунчалари асосида янги тушунча "иссик­
лик", киритилди.

Биз статистик интеграл (йигинди) ифодасини биламиз:

1
(17)

бунда Z  ни узгарувчилар в, V ,  V ва х,, х^, ... х  ̂ ларнинг 
функцияси деб карайлик, яъни;

Z =  Z (б , V, К; Х|, ...х^, .,.). (18)

Zнингдиффepeнциaлини (17) асосида аникдайлик:

дZ дZ , дZ ,
í / Z  =  — (1в + — ёУ  + у  — ёх . + — с1у

дв д У  " г  Эх. Эу (19)

Бунда,(17) га асосан.

—  = - Z ,  ^/0 = i ( í / í / - вёу)  . л (20)
дв в  V

(20) ни эътиборга олиб, (19) ни кайта ёзамиз:

' э 1п г '
дУ

(IV +
9.v.-v■A:

+
Эл.

ёх.  + 9 >'д\г\2^

к ]в,у,Г ду
( I V

еУ л
(21)

(21) ни умумий муносабат (9) билан солиштириб ушбулар­
ни оламиз:

Р = в д \ п 2

д У
(22)

122



р , = в д\ п2
Э.Ŷ

¡л, - - 0
д \ п 2

'дУ

(23)

(24)
О.К.л-̂

Тарихий маълумот. Термодинамиканинг 1 конунининг 
кашф этилиши учта буюк олим номи билан богланади: 

Немис олимлари Юлиус Роберт Майер (1814—1878), Гер­
манн Людвиг Фердинанд Гельмгольц (1821 — 1894), инглиз 
олими Жеймс Прескотт Жоуль (1818—1889). Майер термо­
динамиканинг 1-к.онунини кашф килган булса, Гельмгольц 
ривожлантириб, энергиянинг сакданиш конуни деб атади; 
инглиз олими иш билан исссик/1ик эквивалентлигини ис­
бот К.ИЛИШ учун кирк йилдан ортик, тажрибавий тадкикот- 
лар устида ишлади.

4.3-§. иссик;лик сигими

Таърифга кура, тизи^fнинг иссиклик сигими куйидаги­
ча аникланади:

С = т
с!Т

(25)

Бунда иссиклик микдори ĉ Q ни олиши (еки бериши) 
туфайли унинг температураси Т нинг узгариши с1Тт тенг. 

Берк тизим учун термодинамиканинг биринчи конуни

с10 =  с1и+с1А. (26)

Кулайлик учун тизимнинг х^олати иккита параметр би­
лан аниклансин дейлик, яъни ЩТ, V)

1ТТ Э Э С/ 1ТГс!и = — с1Т + —  с1¥
д Т д У

(27)

ва шу билан бирга иш с1А факат босим Ртуфайлигина бажа­
рилсин дейлик. У холда (26) ни
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еки

с1д =

с =

( з и ' ^ с1Т + ( з и ' у + р с1У
дТ\  уV эк\ / т

+ (  д и ^ + р
дТ

\  у V ЗУ\ / т

(IV
с1Т

(28)

(29)

куринишда ёзиш мумкин.
1. Фараз килайлик, с1У= О, яъни Гдоимий булсин. У 

х,олда (29) дан

Демак,

=

с1У

д и
'̂дТ , \  /

\  /

(30)

(31)

2. Фараз килайлик, босим узгармас булсин. У х;олда (29)
дан

бунда

а  = — 
V

эк
ЭГ\ /

х^ажмий кенгайиш коэффициенти.
3. Бир моль идеал газ учун (32) ифодани курайлик. 

Идеал газ учун.

зи

\ /
= О, /, = /> . (33)

Бир моль идеал газнинг \олат тенгламаси

Р У = КТ  (34)

дан а = 1/Т. (33) ва (34) лардан фойдаланиб, (32) ни ёза­
миз;

Ср = С у +  К, (35)
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бунда R — универсал газ доимийси. Буни Майер тепглама- 
си дейилади.

4 .4 -§ .  ХОЛАТ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Термодинамиканинг биринчи к,онунини берк тизим учун

dQ = d U + P d V  (36)

куринишда ёзамиз. Холат тенгламаларини V, Т в а Р ,  Г па- 
раметрларга нисбатан ёзайлик 

Иссикдик сигими

C = d Q / d T  (37)

ифода билан аникданади. Узгарувчилар V, Гбулганда

d U  = d T ^ ( d U ^
d V  = CydT  + d V

{ д Т ) у д У\  / г ЭК\  / Т

(37) ва (38) ни назарда тутиб, (36) дан 

{ C - C y ) d T = l / V  

тенгламани оламиз, бунда:

dv ^\ /

(39)

(40)

Фараз килайлик, жараён вактида Р  = const булсин. У \олда 
(39) дан

экV /

^  Ср -  Су
Va (41)

еки
Р  + д и

д У

_ ср ~ Of/
Ка

бундан =
ЭК\ /

деб белгилаш киритиб,

Ор — Си{P^P„)V =_ (42)
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холат тенгламасини оламиз. (41) ни (39) га куйиб, Т ва Vra 
нисбатан куйидагича

( C - C y ) d T Ср — Су
Уа

с1У

еки
i/K = ar i ydT (43)

дифференциал холат тенгламасини оламиз, бунда

С - С у
С р  "  С у

(44)

Энди (Р, Т) га нисбатан холат тенгламасини курайлик. 
Бунингучун (36) нинг унг томонини узгартириб ёзайлик:

d Q = ^ d H -  VdP = 

бунда Н  и  + PV;

(45) да

ЭГV /
d T  + L d P .

эя^
др\ /

- V

ЭЯ

эг

(45)

(46)

чунки dHp = d(U + PV) =  dU + PdV  = dQ.  Шунинг учун (45) 

{ C - C , ) d T = l / P  (47)

куринишга келади.
Фараз килайлик, V =  const булсин. У холда (47) дан

Р 1 Р =  С у - С р

еки

рр (48)
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ифодани оламиз. (46) ва (48) дан

Су-Ср Он' ]
рр д Р

- V

д Н

д Р\  /
деб белгилаш киритиб,

Р { у - у „ )  = и с ^ - с у ) (49)

\олат тенгламасини оламиз. (47) ва (48) лардан /*ва Гпара- 
метрларга нисбатан

( С- Ср ) с 1 Т  .с1Р
рЦеки

с!Р = Рпрс1Т

)(.олат тенгламасини оламиз; бунда

С - С пПп =
С у  -  С р

Биз
С . - С = Р У Т а р

(50)

(51)

(52)

эканлигини назарга олсак (к.. 4. 2-масала), (42) ва (49) тенг- 
ламаларни

( Р +  Р )  = РТр, Р  = Р { Т Р -  1), 

{ у - У ) = У Т а ,  У = У { \ - Т а )

(53)

(54)

куринишда ёзиш мумкин. Идеал газ учун = О, = 0; 
(53) ва (54) дан идеал газнинг термик коэффициентлари 

= Д, = \ / Т  к,иймат кабул килади. Бу (53) ва (54) ни бир- 
бирига купайтириб, (52) ни назарда тутиб, куйидаги холат 
тенгламаси

{Р + Р ) { У -  У) =  РУТ^ ар  = Ц С -  С,) (55)
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олинади. (53) ва (54) холат тенгламаларидан термик коэф­
фициентлар а в а  р  учун

Т Р  

V
а  = ------- ^  = «о

1 + ^  
Р

VP V

\

(56)

(57)

V Р
ифодаларни оламиз; бунда ^  ва ^  молекулаларнинг уза­

ро таъсири туфайли а  ва 3̂ нинг а„ ва лардан фарк,ини
курсатувчи параметрлар. (49) ва (50) холат тенгламаларини 
бир-бирига кушамиз:

d V  d P

V
+ —  = {апу + Рпр)с1Т . (58)

Бу холат тенгламасини идеал газ учун ёзайлик. Бу холда, 
а  =  р  =  1 Д  эканлигидан, (58) тенглама

d V  d P
—  +  —

V р

d T
(59)

куринишга келади; бунда п^+ Пр= 1 эканлиги назарда ту­
тилди. (59) тенгламани интеграллаб ушбуни оламиз:

Р У =  const Г,

бундан, 1 моль учун const = Лбелгилашни киритиб,

P V =  R T  (60)

Клапейрон тенгламасини келтириб чик,арамиз.
(58) умумий тенгламанинг унг томонини (56) ва (57) 

ларни назарда тутиб, узгартириб ёзайлик:

d V  d P
■ +  ■

d T

V Р Т  

Бу тенгламани интеграллаб,

P V =  RTe^

р  V d T (61)

(62)
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\OJia г тенгламасини оламиз; бунда

/  =
с!Т
т • (63)

const = R белгилашларни киритдик. 
Идеал газ учун /  = О, чунки

Рп =
дЦ
ЭК

= о, = ЭЯ
д р

= 0 . (64)

Бу х^олда (62) тенгламадан

P V = R T

^Слапейрон тенгламаси (1834 й.) келиб чик^ади.
' / нинг хусусий холлардаги ифодасини курайлик:

(65)

dT
J  =  П п  — -------------П у■> п  р т ^

к„ d T

к Т

1. Изохорик жараёнда Пу=0, Пр =  1,

Р. dT
fv  =

Р т

2. Изобарик жараёнда п = О, п =  1,

л = -
j^cJT 
К т '

Ван-дер-Ваальс тенгламасидаги

У п = Ь

тузатмалардан фойдаланиб, куйидагиларни ёзамиз:

Л  = а
p v t̂ ’ VT '

(66)

(67)

P V =  /гГтенгламадан фойдаланиб,//, нинг такрибий ифо­
дасини аникдаймиз:
9— А. Бойдедаев



/ р - - ь
я

г й Т  ь
(68)

{¡Ти 0Т!/2
Ван-дер-Ваальс тенгламаси р у ^ = ——- - а ^  , Дан

фойдаланиб/^ни аникдаймиз:
У-Ь У-Ь

с1Т
(69)

(68) ва (69) ифодалардаги (р (V)  ва 1//̂  (Р)интеграл дои- 
мийлари. Бу такрибийликларда/ нинг \ажм буйича узгари­
ши, (68) дан куринадики, (р ( V)  =  Ь/У ифода билан аник,- 
ланади. Ш унинг учун /н и н г ифодасини

/  = -
у КТ

Ь _  1 I а
Ь - -

■
ь -

1 у  ~ у ЯТ
\ /

(70)

куринишида олайлик. Бундай такрибийликдаги янги х^олат 
тенгламаси

Ь- -
НТ

1-1
V (71)

куринишга эга булади. Бизнинг бу х,олат тенгламамизнинг 
хусусий \олларини курайлик:

1) Идеал газ учун а = О, А = 0. Бу \олда (71) Клапейрон 
тенгламасига утади. (

2) Молекуляр физика нук;таи назардан а — тортишиш 
кучлари ва 6 — итариш кучлари билан боглик, тузатмалар. 
Маълум температурада (инверсия температурасида Бойль 
нуктасида) уларнинг \иссалари тенглашади ва бу темпера­
турада реал газ идеал газ каби булади. Бизнинг тенглама- 
миз (71) дан куринадики, b - { a / R T ¡ ) {  \ ~ Ь / У )  =  Ода, яъни 
Т. = (а/КЬ) {I -  Ь/У) булганда (71) тенглама идеал газ тенг­
ламасига утади:

РУ-= Я Т .

3) (71) тенгламада 6/^ ^ кичик булгани учун уни

= 1 + -  =
1 - Ь / У  У - (72)
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куринишда ёзиш мумкин. (72) ни (71) га куйиб 

Р{У  -  6) = КТехр
а

л ГК
^ К Т е (72а)

Дитеречинингтенгламасини оламиз.
4) Дитеречи тенгламасидан { Ь / У ) «  \ булганда Ван-дер- 

Ваальс тенгламаси келиб чик,ади. Хак,и1<;атан хам

КУТ

ни (72а) га куйиб, Ван-дер-Ваальснинг ушбу 

р  _ ^
~  V - ь  к (к  -  г.) ~  к  -  * , к '

тенгламасини оламиз.
Амалда фойдаланиш учун (71) нинг урнида ихчамрок, 

куйидаги

Р ( у - Ь )  = К Т ех р \1 (1 2 -^ ] (73)

холат тенгламасини тавсия этамиз.

4 .5 -§ .  П О Л И Т РО П И К  ЖАРАЁПЛАР  
ВА УЛАРПИПГ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Жараён вак,тида тизимнинг иссикдик сигими узгармай 
К.ОЛСИН. Бундай жараёнларни политропик жараёплар дейи­
лади.

Берк тизим учун термодинамиканинг биринчи конунини 
ёзайлик:

ё О = ё и  + рс1У,
бунда босимдан бошк^а кучлар йукдеб кабул килинди.

1. Тизимнинг х^жми ва температураси орасидаги богла-
ниш (Гей-Люссак конуни). Бу холда ички энергия и(Т,У)  
ни назарда тутиб, (39) ни кайта ёзамиз:

Сс1Т= С^с1Т+ 1ус1У, (74)
бунда:

'ди'
ЭГ

V /

, 1у  = Р + ЭК (75)
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1у нинг (32) даги кийматини (74) га куйиб тизимнинг )^ажми 
Ква температураси Т орасидаги богланишни топамиз;

с1У С-Су
Ср -  ĉ

-ас1Т = ПуасИ, Пу = С-Су  
Ср -  Су

ёки буни интеграллаб,

V = У„ ехр ПуаеН

(76)

(77)

куринишда ёзиш мумкин; — исси^лик сигими С -  Су 
булган холдаги тизимнинг \ажми. (76) ёки (77) тизимнинг 
\ажми ва температураси орасидаги богланишни курсатувчи 
тенгламадир.

Фараз килайлик, х,ажм ва температура узгаришлари узгар­
мас босимда содир булсин. Бундай жараёнларни изобарик 
жараёнлар дейилат . Бу холда С =  С̂ , булгани учун (76)

еки
Уас1Т

У ( \  -I- а  А Т )

(78)

(79)

куринишга келади; бунда тизимнинг температураси 
узгариб 7"булгандаги х,ажм, V — бошлангич хажм. (79) ни 
Гей-Люссак цонуни JxemлдiJX)A■

1. Тизимнинг босими Р ва температураси Т о|^асидаги бог- 
ланиш (Шарль конуни). Термодинамиканинг 1 конунини 
узгартириб ёзайлик;

с10 = (¡{и+  РГ) -  Ус1Р =с{Н-Ус1Р, (80)

бунда Н =  и +  РУэнтальпия Ыи иссицлик функциясилет - 
лади. (80) да босим доимий булса, (¡0^ =  булади.

Агар тизимнинг \олати Р ва Т га нисбатан аникланган 
булса.

с1Н{Р, Т) = 

бунда

Г дН^ й Т  + (дн'у
(¡р = Срс1Т +

ГдН^
с1Р

дТ\ / р д рV ут ЗР\  УТ
(81)

С р = ^  = 
 ̂ с1Т

д Н

д Т
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(81) ва = Са'Т’ни назарда тутиб, (80) ни

Сс1Т= С ^ Т +  1^Р  (82)

куринишда ёзамиз; бунда

'дН
- ЭГ

-  V  . (83)

Фараз килайлик, жараён ва^тида хажм доимий колсин. 
Бундай жараёнларни изохорик жараён дейилади. Бу холда 
С = С,,эканлигини назарда тутиб, (82) ни

С у = С р + 1 р Р р  (84)

куринишда ёзамиз, бундан:

^  - (85)

д Р — босимнинг термик коэффициенти,
дТ ¡¡,\  / '

(85) ни (82) га куйиб, тизимнинг босими Р  ва температура­
си Горасидаги богланишни тавсифловчи тенгламани ола­
миз:

ЛР С- Ср  п,гр ПАТ С-Ср—  = — ^  рат  = ПрРс1Т, Пр = - — ^  . (86)

Фараз килайлик, изохорик жараёнлар содир булаётган 
булсин. Бу холда С = эканлигидан (86) тенглама ^

с1Р= Ррс1Т, Р^= Р{1 +РЛТ)  (87)

куринишга келади. Бунда Р^ва / ’температура Гбулгандаги 
ва бошланрич холатдаги босимлар. (87) муносабатни Шарль 
цонуни дейилади.

3. Тизимнинг босими ва хажми орасидаги муносабатни 
аниклайлик. (76) ва (86) дан изланаётган тенгламани ола­
миз:

= О , (88)
V Р ’ ^
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бунда
С - С р  р

" = = (89)

/7 — политропа курсаткичи дейилади; ц ни изотерма 
курсаткичи (ёки корреляция параметра) деб атаймиз.

а) Фараз килайлик, Рва Кузгаргандатемпература узгар- 
масин; бундай жараёнларни изотермик жараёнлар 
ди. Бу ?^олда ёО/с1Т-  Сдан С оо эканлиги маълум була­
ди. Демак, политропа курсаткичи п изотермик жараёнларда 
1 г а т е н г (« =  1) булади. Умумий тенглама (88)

^ ^ ^ ^ 0  (90)
V Р ^

куринишни олади.
Идеал газ учун (88) ва (90) мос равишда

+ ^  = (91)

куринишларга утади; чунки бу \олда =  1 (идеал газ учун 
а  = 1/Т, /3 = 1/Т ), (88) билан (91) ни \амда (90) билан (92) 

холат тенгламаларини таккослаб, куйидаги жуда му^им ху- 
лосани чикарамиз: реал тизимнинг узаро таъсир потенциали 
ёки унинг корреляция функцияси фан^ат /и параметрга бог̂ и̂к;- 
дир. Шу сабабдан ¡1 ни корреляция параметра деб атадик.

б) Фараз килайлик, тизимнинг босими ва \ажми узгар- 
ганда тизим ташки мух^ит билан иссиклик алмашмасин, яъни 
ё О - О  булсин. Бундай \олдаги жараёнларни адиабатик

дейилади. Адиабатик жараёнда ((/О/с//) = С ифо- 
дадаги С = О эканлиги маълум булади. Бу )^олда п = у = - ^  

булади. Умумий тенглама (88) адиабатик жараёнлар учун'^

У А ^ 4 ^ -+ ^  = 0 (93)

куринишга келади.
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Идеал газ учун эса (93) дан

Г + —  = О (94)

тенгламани оламиз.
Политропик жараёнларда «, удоимий булгани учун (91), 

(94) хамда (92) тентламаларни интеграллаб, мос равишда

PV" =  const, (95)

PV^ = const, (96)

Р  К = const (97)

тентламаларни оламиз. (96) ва (97) тентламаларни мос ра­
вишда Пуассон ва Бойл-Мариотт /^опуплари д.ейилат.

Агар /.t ни деярли {Р, V) га боглик, эмас ёки жуда заиф 
боглик, дейилса, (88), (93) ва (90) тентламаларни интеграл­
лаб, мос равишда

= const, (98)

/>К"‘ = const, (99)

= const, ( 100)

тентламаларни оламиз. Булар (95), (96) ва (97) тенгламалар- 
нинг реал газлар учун умумлаштанларидир.

4. Тизимнинг босими, \ажми ва температураси орасида­
ги богланишни аникдайлик. (76) ва (86) ни кушиб, Р, V, Т  
параметрлар орасидаги богланишни тавсифловчи

‘i y  + i L  = e a d T , e = ^  ( 101)
^ Р и -  1

тенгламани оламиз. Идеал газ учун ¡и = \ , а =  1 /Гэканли- 
гидан ( 101) тенглама

= ^  0 0 2 )

куринишга келади. ( 102) ни интеграллаб, идеал газ учун 
умумий х,олда

P V =  const Т  (103)
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о
-Изотерма

холат тенгламасини 
олам из. (103) дан 
1 моль идеал газ учун, 
const = R белгилаш 
киритиб, Клапейрон 
тенгламасини ола­
миз:

P V = R T .  (104)
4 .1-расм.

1-изох-  (U = i3/a 
параметрнинг кор­

реляция функцияси интеграли билан боглик, эканлигини 
кейинрок, курсатамиз.

2 -и 3 ОХ- Умумий холда í̂ = р / а  босим ва хажмга бог- 
лик,. Шу сабабли реал газлар учун олинган политропа тенг­
ламаси (98), адиабата тенгламаси (99), изотерма тенгламаси 
(100) та1фибий тенгламалардир. Босимнинг (ёки хажмнинг) 
катта ораликда узгаришларида (98), (99) ва (100) тенгламалар 
тажриба натижаларидан фаркди натижаларга олиб келса, аник, 
дифференциал тенгламалар (88), (90) ва (93) га мурожаат 
к,илиш мумкин.

Изобара Р  = const, изохора V = const, изотерма Т =  const 
ва t/Q = О адиабаталар 4.1-расмда келтирилди. Бу жараёнлар 
тенгламаларидан иссикдик машиналари назариясида, порт- 
лаш (ёниш), товуш жараёнларини тахдил этишда фойдала- 
надилар.

4.2-масала.

{ P + P ) { V -  V ) = T \ C - C , ) ( 1 )
тенглама

Р + ~  { V - b )  = RT (2)

Вандер-Ваальс тенгламаси билан солиштирилсин ва изох- 
лансин.

Е ч и ш .  Маълумки, идеал газ учун С — = Л  Бу холда 
( 1) ва (2) тенгламсшарнинг унг томони ^ир-бирига тенг. ( 1) 
ва (2) тенгламаларнинг чап томонлари тенг булиши учун
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р., = ' Ж  
. эк К, = ' м '

, ЭР , = Ь (3)

гснгликлар бажарилиши шарт.
Фараз килайлик, молекулалар орасидаги узаро таъсир 

тортишиш кучидан иборат булиб.

1/{К Т) = /(Т )  + и { У )  

1Н . Р„

чига боглик потенциал

(4)

куринишда булсин. Р„ -  булиши учун, тортишиш ку-

и { У ) ^ - у

куринишда булиши талаб этилади. Х^кикатан \ам  

[ д и ' ]  д и ( У )  _  а

(5)

Р.. - ЭК эк (6)

Энди К, =

К  =

Г ЭЯ 
дР

ни та\лил этайлик. Идеал газ учун

^ ( и + Р У )
др д Р

( и  + ЯТ)
Т=сош1

= о . (7)

Реал тизим учун:

К -  

+ у +  р

Бизга маълумки,

^ { и { Т У ) + Р У ) { д и ' ' ' дУ"\

Г { д У , т ^ д Р  J
ГЭК^ ГЭК^
[ э р  ; т _эк _t эpJ + У.

Р  +

ЭК^

эк
С р - С у

Уа

д Р = -Ухт = - Р ц  ■

(9) ва (10) ни (8) га куямиз:

(8)

(9)

( 1 0 )
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у  _ т/_ С р- С у  
РР •

Ср- Су=  ̂ PVTaPаан фойдалансак,

V„ = V ( l - T a )  = - (дТ)
д р

Демак:
К  = - с м ^ . г . .  ( 11)

— Жоуль-Томсон эффекти коэффициенти. Шу са­

бабли ^  О булиши мумкин.

1-изох,. Агар F = У(1 -  7а) ни (1) тенгламага куйилса,

(P  + P„)V = ( C p - C y ) ^

тенглама олинади.
2-и  3 о X,. TdS =  CydT +  lydVm.H

т = Т[эК; т [ эг

Бу ифодани 1у = билан солиштириб, С̂ , — Су =

= PVTaP ифодани оламиз.
4.3-масала. /л корреляцион параметрнинг К х,амда Р̂  ̂

тузатмалар орк,али ифодаланишини аникданг ва унинг Ван- 
дер-Ваальс газ и учун ифодасини топинг. Олинган натижа­
ни изохданг.

Е ч и ш .  Бизга маълумки.

к  =
( д Н ^ , Р  = ( д и ^
[ д Р  JТ

)
Т

дР = -УХт', Хт = P̂^

( ^ Л
дт р ^

( д Р
дТ

Аникдайлик:
138

( 1 )

(2)

(3)



к  = ( д Я ]
[дpJ г

ди]
дР

дР

+ У - Р У х г -

( и  + РУ)

(ди]
Jг

( д и ' ^ +  У + Р
( д У ]

[ д Р , т [ д Р )

дР

( д и ' ' < д Р '
[ д У , т у д Р  ^т ^дУ ^р..=

(5) ни (4) га куйсак:

д и
дР

Ухт

д и ]
д р

(4)

(5)

V  = - ^ Р  + К - К -  
р р "  15

еки
_ ^ ^ + 1  = £  

V р 1 +

Бундан изланган ифодани оламиз:

Ван-дер-Ваальс тенгламасида

У „ = Ь > 0 ,  Р „ = ^ > 0 .

(6)

(7)
(7) ни назарда тутиб, Ван-дер-Ваальс тенгламаси га буйсу- 

надиган газ учун корреляцион параметрни аник;лаймиз:
а1 + - ~ 

ру-
(8)

1 - и з о \ .  Термодинамиканинг биринчи ва иккинчи 
конунларидан фойдаланиб олинган

У „ = У ( 1 - а Т ) ,  г

Р„ = Р ( Р Т - \ )

муносабатлардан Т  ни топиб, сунг уларни тенглаштириб, 
яна (6 ) ифодани олиш мумкин. Хаки^атан хам

 ̂ У ) а
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i + 4 U  = rP I ß

ва буларни тенглаштириб,

натижани оламиз; бундан (6 ) ифода келиб чик,ади.
2-и 3 0  (9) даги биринчи тенгликдан куринадики, бо- 

симга ва \ажмга тузатмалар Р х,амда К бир-бирига боглик,. 
Термодинамикада агар a , ßnap  берилган булиб, бир тузатма 
маълум булса, иккинчисини аникдаш мумкин.

3-изох, .  Берилган температурада \ар  хил босимларда 

ß  = аниьданганда (масалан, тажрибадан)
Г  С/У ) уд Т

р. = ди
д У ( 1 0 )

тузатманинг к,ийматларини аникдаш мумкин. Бу эса реал 
тизимнинг ички энергияси ¿/х;ажм Кга цандай богланиш- 
да эканлигини топишга имкон беради.

4-и 3 о X.. 3-изо)^ натижаларига асосланиб тизим молеку­
лалари орасидаги узаро таъсир \ак.ида, микдорий муносабат 
х,ак;ида хулоса чи^ариш имкони булади; булардан эса кор- 
реляцион функциялар х,ак,ида хулосалар чик,ариш мумкин.

5-и 3 о х;. (9) муносабат муайян температурада доимий- 
дир, яъни биринчи ва иккинчи к,онунларга кура абсолют 
характерга эга. Бошк,ача айтганда, \ар  хил модел ва як,ин- 
лашувларга бу доимий боглик, эмас. Берилган температура­
да (бирор модель учун) х,ар хил босим ва хажмларда дои- 
мийликдан четланиш содир булса, у х,олда бунинг изох,ини 
термодинамиканинг иккинчи к,онуни ифодаси ТёЗ  даги Т 
дан излаш зарур булади.

6 -и зох,. Ван-дер-Ваальс газида <7 > О ва 6 > О булгани 
учун (8 ) дан куринадики, корреляцион параметр бундай газ 
учун \ар  доим

М > 1  ( 11)
булади ва демак,

Р > а .  (12)
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4.4-масала. Газнинг кенгайишида унинг энтальпиясини 
узгармас деб \исоблаб, температураси узгариши ифодаси 
топилсин. Бу температуранинг узгариши ички энергиянинг 
потенциал кисмининг узгаришига боглик, эканлиги курса­
тилсин. Олинган натижани молекуляр-кинетик нук,таи на­
зардан изохдансин.

Е ч и ш .  Энтальпия Н(Р, Т) =  V +  РУ, масаланинг шар­
тига кура узгармас:

с1Н{Р, Т) = ( д Н Л
с1Т +

( д Н \
[ д T J р

с1Р=Срс1Т+ У„с1Р.

Бундан температуранинг босим узгаргандаги (камайган- 
лаги, яъни х,ажм ортгандаги) узгаришини тавсифловчи ифо­
да! т  оламиз:

д Т )
-  _ г  --  7^» '-'р -

С р

( д Н  )
> 0 , У „  =

( д Н ]
[ э г ; * п

р ^ д р )

Бизга маълумки,

У, =  У(\ - а Т ) ,

Р„ =  Р ф Т - \ ) .

( 1) ни (2 ) дан фойдаланиб, кбайта ёзамиз:

дТ)
др

( 1 )

(2)

(3)

(4)

Газ кенгайганда, босим камаяди, яъни

с1Р <  0. (5)
(2) ёки (4) дан куринадики, агар К < О, яъни а Т >  I булса, 
( ¡ Т < 0  булади, яъни бу х,олда газ совийди; агар К > О, яъни 
а Т <  1 булса, с1Т>0  булади, яъни бу х,олда газ исийди. 
Инверсия температураси 7. да реал газ идеал газ каби булгани 
сабабли К = О, Р = О булади; (2) ва (3) дан

ТМТ,) = 1 ,

тенгламаларни оламиз.
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яъни газ совиган холда

Газ температураси Г и н -  
верс ИЯ температураси 7] дан 
катта ё кичик булганда кор­
реляцион параметр бир хил 
характерга эга булиши учун 
(1-масалага к..) F < О булса, 
Р > О булиши, У„ >0  булса, 
Р, < О булиши лозим.

Демак, V„< О булганда.

эк > 0

булади; К > О булганда, яъни газ исиган холда:

fdU]Р, =
ЭК

<0  .

(6)

(7)

И з ОХ- (6 ) ва (7) дан куринадики, газнинг Я  = const 
булгандаги кенгайишида совиши тортишиш { U < 0) кучла­
ри билан, исиши эса итаришиш (i7>  0) кучлари билан ха- 
рактерланади.

4 .6 -§ .  Т О В У Ш Н И Н Г ТАРКАЛИШ ТЕЗЛИГИ

Берк тизим учун босим ва хажм орасидаги умумий бор­
ланиш дифференциал тенглама (88) билан ани^ланиши маъ­
лум. Шу тенгламани куйидагича ёзамиз:

(105)

Таърифга кура, товуш таркалиш тезлиги О ни ку­
йидагича аниклаймиз:

2 dP  
dV ( 106)

ёки (105) ни хисобга олиб, товуш таркалиш тезлигининг 
куйидагича термодинамик ифодасини оламиз:

= n ^ P V . (107)
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4.3-расм .

п  Н И Н Г  ИССИ1<У1ИК сигими с 
га боглик^лиги 4.2-расмда 
курсатилган. 4.2- ва 4.3-расм- 
лардан куринадики, товуш 
изохорик жараёнга к^анча 
ЯК.ИН булса, яъни сик^илув- 
чанлик к^анча кичик булса, 
товуш тезлиги шунча катта 
булади.

Шу сабабдан,  каттик. 
жисмда товушнингтарк^алиш 
тезлиги нисбатан катта, чунки С ~ С^.

Хусусий холларни курайлик.
1. Товуш таркалиш жараёнини изотермик жараён деб 

к,арайлик. Бу х;олда С -^  оо ва л = 1 булади. Демак, товуш 
тезлиги учун

е г= 1 л Р У  (108)

ифодани оламиз. Идеал газ учун ¡li =  1 ва, демак, (108) дан:

P V  (109)

Ньютон формуласини оламиз.
2. Товуш тарк^алиш жараёни адиабатик жараён булсин, 

дейлик. Амалда, >^ак,ик.атан \ам  шундай деб каралади. Бу 
\олда С = О, демак, п = у. Товуш тезлиги учун эса (107) дан

i>l=Yl.iPV (110)
формулани оламиз.

Идеал газда товуш таркалиш тезлиги учун (ПО) дан Лап- 
ласнинг куйидаги формуласини ола.миз:

d l = y P V . ( 111)

Умуман тажрибадан ^(со) орк^али п{(о), сунг С{(0) ни аник;- 
лаб, товуш таркалиши жараёни к,айси политропик жараёнга 
ЯК.ИН эканлиги \ак.ида маълумот олиш мумкин.

4.5-масала. Газлар ва газларга ухшаш тизимлар учун тер­
модинамиканинг биринчи конуни учун эркин узгарувчи­
лар иккита булганда

d Q ^ d U +  P dV = C^dT+ l^dV, (1)
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Су={ди/дТ)у,1у = Р + {ди/дУ)г, (2)

С10= С ^ Т +  1^Р, (3)

с10 =  т с̂1У + т ^ Р  (4)

муносабатлар уринли.
1) С̂ , т ,̂ нинг ифодаларини топинг.
2) Куйидагиларни исбот килинг;

__ Су  ̂ ~Су+СрI _ '-V / _'р ГГ > V/ ' /: Уа

1 у С рт„ = /  ^  , тр =
Ср ~ Су ср — Су ’

, ,  „ Ру У1у
Изотерма курсаткичи ^ ^ ^ ~'р[^ ■

3) Адиабата курсаткичи у =  СуС^куйидаги муносабат­
ларни каноатлантиришини курсатинг:

_  (ЗР/ау),^
 ̂ ( д Р / д У ) г  ’

^ 1 _  (дУ/дТ)^

1-г {ЗУ/ат)р,

г _  {дР/дТ)^ 1 _  у

/-1 (дР/дТ)у ’ ^  Рхт Рхз •

4) Изотермик ва адиабатик сикилувчанликлар нисбати

(дУ)
др

=Г,

эканлигини курсатинг.
5) Грюнайзен коэффициенти

Г = арУ / ХгСу

учун куйидагилар уринли эканлигини исбот килинг:

V у

Су Су (ди/,дР)у
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6) Грюнайзен коэффициенти босимга боглик, булмаган 
хол учун газнинг умумий \олат тенгламасини топинг. 

Е ч иш;

1) с10 = сШ{Т, Р) + Рс1У{Т, Р) =
( д и ' ' + Р (дУ'^ (1Т + ГЭ(/" + р ( д У ' '

. р [дTJ _ . [ д р , т i д̂pJ с1Р

Бундан

(ди'] + р (дУ'^ _ '   ̂ )[дт) р р
[и + РУ]р = дН) _ с{Ор _ ^  

дт\р ёТ

(ди'' + р (дУ'' _ гэу'!
[ э р , т [др т̂ [ э р ] - Р У Х т - 1 р ,

с1а = 

Бундан эса;

(ди"' + Р (IV + (ди]
^дУ; Р , дР)

т.. = Р  + ди
дУ ; >Пр = ди

с1Р

дР

2) (1) ва (3) дан куйидагини оламиз;

{ С р - С у ) с ! Т = 1 ^ У - 1 р ( ] Р  

Буни (4) билан солиштириб, ушбуларни топамиз;

_  ! у С р ГПр = - - !рСу
С р - С у ’

(5) тенгламадан куйидаги ифодаларни ани1<у1аймиз;

(5)

(6)

( д У ' ' _  С р - С у (  ЭР> _  С р - С у

^дТ J Р ¡V [ э Г ; у  1р
у

ёки булардан;

~ рр

(7) дан /^нинг 1р га нисбатини олиб,

10— А. Бойдедаев

(7)
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ифодани оламиз. Идеал газ учун ¡и= I.
3) (4) ва (6) дан, жараён адиабатик, яъни с1О = 0 булганда.

(8)

(9)

Жараён изотермик, яъни с1Т= О булганда, (1) ва (3) дан

=  !}L 
д У  т 1р

ифодани оламиз. (9) ва (10) дан:

 ̂ЭР" / г ЭР^
^эк^ [ эк ; '1‘ _

( 1) муносабатдан:
ЭК
ЭГ

_  Ск

( 10)

( 11)

(3) ва (4) дан

ЭГ р ту

Бу ва = Ср1у/{Ср -  С„) муносабатлардан

ЭГ
эк

5' „  _  С у Ш у  __ 1
а р  С р 1 у  у - 1  •

ЭГ

(3) дан:
д Р
ЭГ

Ср 
!р ■

(1) ва (4) дан жараён изохорик булганда:
ЭР
ЭГ

_  С у
у  Ш р

Кейинги муносабатлардан

ГПп 1 р С у
С р —С у
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ифодани назарда тутиб, куйидагини оламиз: 

_ я? _ Ср1рСу __ гдТ

дТ

(8) ва ( 10) дан 

ёки бундан:

( 11) ва ( 12) дан:

4) (4) дан:

(1) ва (3) дан:

Су1р(Ср-Су) у-1

(дРЛ
эк

!у Р
т 1р V

У1Хт=1^Р- 

И = иРХт = УгРХз-

_ П1р _ Су1р
дР Шу Ср1у

дР
= 1л.

т !у •

Кейинги икки муносабатдан:

ГЭК̂
ЬР
эк
др

Х5

5) г = ̂
ХтСу

К
ГЭК"

р
ЭК] „ 
-ЪР

г э к "

[ э г ; р [ э к ;

Маълумки,

Гэк>
[ э г ; р К ^ Р ) V [ эк ] =  -1

( 12)

Бундан фойдаланиб, Грюнайзен коэффициенти Г ни ёза­
миз:
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Су д Т

_ РУРу

г =

/ д р -
д Т\ ¡V -  у ' ^др' ] У _  V

[ д а ]
д Т V

^ д и  ) V ( д и ' '
д р\ /

П1р

V

1Пр
д Р

тенгликдан;

д и
д Р

еки

Бундан;

с1и = !^с1Р

и = ± ( Р У  + Д П ) ;

бу е р д а и н т е г р а л  доимийси.
4.6-масала. 4.5-м асаланинг шартидан фойдаланиб 

¡и̂  = у̂ .1 термодинамик муносабатни исботланг. Бунда

Е ч и ш .  Товуш тезлиги

д Т U гJ

= - У 2 С1Р 
с!У

ни узгартириб ёзайлик;
2 ^  _ у 2 С1Р / С 1Т  

(IVЦТ •

Товуш таркалишини адиабатик жараён десак,

_ _|/2  (^Р /  (1Т)з _ р у  _ Ps р у  _ р у

( 1 )

(2)

(3)
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билан солиш тириб, исбот к,илинмок;чи булган ифода 
ни оламиз.

И 3 о) .̂ Бу тенгликни эътиборга олсак, адиабата тенгла­
маси (90) куйидаги куринишни олади:

PV>‘s _  const, (5)

бу ерда í̂̂ , — реал адиабата курсаткичи, идесШ газ учун адиа­
бата курсаткичи у  га тенг.

4.7-масала. 4. 5-масаланинг шартидан фойдаланиб ва ин­
версия температурасида идеал газ холат тенгламаси уринли 
деб хисоблаб, корреляция параметри ¡л билан Р  тузатма ора­
сидаги муносабатни аникланг. Олинган натижани изо^ланг. 

Е ч и ш .  Умумий холат тенгламаси

P V =  RTef (1)
идеал газ холат тенгламаси PV  =  R T га

/  = = 0 (2)

шарт бажарилганда утади. (2) шарт бажарилиши учун ин­
теграл ишораси остидаги ифода нолга тенг булиши зарур:

Буни

г/“ =  YiiPV  (4)

ёки бундан

к "  "  С-Су ■ ■

учун умумий ифода маълум:

1+ ^  (4)
^ \-V J V

(3) ни (4) га куйиб, корреляция параметри ¡.i билан тузатма 
Р„ = ( d̂U /Ъ V) j  орасидаги изланаётган муносабатни оламиз:

-  ^^Р„/Р 3 l^ } z 1 L  = 1 L ^
^ X^nPj P’ Р л,и-1
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4.8-масала. Холат тенгламасини 

P V  = R T 1 + А  + _ ^  + . . .

V (1)

куринишда ёзадилар, бунда В, С ва \оказо температурага 
боглик. вириал коэффициентлар 4.5-масала шартидан фой­
даланиб, Ван-дер-Ваальс гази учун вириал коэффициент В 
ни аникданг.

Е ч и ш .  Ван-дер-Ваальс тенгламаси

{P + p { V - b ) ^ R T ,

бу тенгламани узгартириб ёзайлик: 

R T
/ \
1 + ----7

PV~) \  v j

-1

(2)

аЬ «  К'ДГбулганда, (2) ни такрибан куйидагича ёзамиз:

P V  = R T 1 , • / а  " (3)

(3) нинг унг томонидаги РУни Р Т Ъ ш ш  алмаштирамиз:

1P V  = к т 1 + V
и о 

R f l (4)

(1) ва (4) ни солиштириб, изланаётган вириал коэффи­
циент В ни топамиз:

В = Ь - ^ .  (5)

И з о х :  умумий холат тенгламаси

P V ^  RTe^.

/ <  < 1 булганда, expf- 1 + /  эканлигидан

P V = R T ( l + f )  (6)

куринишни олади. (6) ни (4) билан солиштириб Ван-дер- 
Ваальс якинлашувида/ ни топамиз:
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Бу якинлашувда умумий тенглама асосий матнда келти­
рилган куринишни олади, яъни

р у  = • (8)

4.9-масала. Холат тенгламасини
РК =  £’, + £ ' / + 2+ (9)

куринишда ёзиш мумкин; £,£2  ва \оказо вириал коэффи­
циентлар 4.5-масала шартидан фойдаланиб, Ван-дер-Ваальс 
гази учун

Е , = К Т , Е 2 = Ь - ^  (10)

эканлигини курсатинг.
Е ч и ш :  аввалги масалада Ван-дер-Ваалсь тенгламасининг 

такрибий ифодаси (3)
К ТР У = КТ + Ш )

куринишда эди, (11) да {КТ/У)  = /* деб кабул килинса, (9) 
билан (11) ни солиштириб изланаётган ( 10) ифодаларни топа­
миз.

4.10-масала. в  ва Кпараметрларни эркин узгарувчилар 
деб }^исоблаб, Р в а  и  орасидаги богланишни — холат тенг­
ламасини аникланг.

Е ч и ш .  Таъриф буйича ички энергия

í / = 0 ^(ЭlnZ/Э0 ) ,,„ , (1)

ифодадан ва босим
P = 0 (Э ln Z /Э F ),,,,,^  (2)

ифодадан аникланади. Булардан аёнки.
Э

^ ( Р / 0 ) =  (3)

ёки бундан умумий х,олат тенгламаси

Р + { д и / д ¥ Х = 9 ( д Р / д в ) у  (4)

ни оламиз.
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И з о \ .  ( 1) ва (2 ) дан фойдаланиб ушбуни ёзишимиз 
мумкин:

d \ n Z = : i ^ d e * ^ - ^ d V . ! ^ d e * t d V ,  (5)

бунда
d9 = ^ - ^ d v

V V

эканлигидан фойдаланиб, (5) ни ёзамиз:

9d{v + \ nZ)  = dU  + PdV . (6)

Бунда мувозанатдаги жараёнлар учун тулик, дифферен­
циал

dS  = d(v + \nZ),

яъни холат функцияси S  мавжуд эканлиги яна бошк^а усул 
билан курсатилди.'

4.11-масала.

Z  АГ(у+1)в' ’

ифодадаги А функцияни

А =  (7)
куринишда деб,

Jd\nZ'F = i dv e.V.Xk

дан холат тенгламасини аник^анг; бунда N — зарралар сони. 
(Идеал классик тизимда А̂  ̂хажм V га боглик, эмас).

Е ч и ш .  Фараз. килайлик, хажм узгарганда А нинг узга­
ришига асосий хиссани биринчи купайтувчи Р ' кушсин, 
яъни асосий таъсирни V  курсатсин. У холда:

' Классик термодинамикада аввал холат функцияси S  мавжудли- 
ГИ1И1 курсатиб, сунг (4) муносабатни ва, демак, \олат тенгламасини 
курсатилади (0) нинг урнида к Т  олинади. Статистик термодинамикада 
биз аввал (3) муносабатни, сунг эса S  \олат функцияси мавжуд экан­
лигини курсатдик.
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(8) уринли булган \олда (2 ) \олат тенгламаси них,оятда 
содда куринишга келади:

Р = в ^  = пв (9)

ёки
р у  = м е  = ^ и .  ( 10)

V

И 3 0 ^: 1) N та заррадан иборат классик идеал газ учун
V = З и /2  вд = кТ. Демак, х,олат тенгламаси

р у =  МкТ

ёки бундан Авогадро сони N булганда Клапейрон тенгла­
масини оламиз:

КТ.
2) Квант идеал газ. Бу \олда V = ЪМ \олат тенгламаси 

(10), демак,
Р У =  и/3

ёки
Р = и / 3 , и = и У .

3) Квант идеал зарралар маълум йуналишдагина >^ара- 
катлансалар (бу статистик физика массшаси эмас, албатта), 
учта компанентадан фак;ат шу йуналишнигина эътиборга 
(хисобга) олиш лозим, яъни у - М .  (9) х^олат тенгламаси 
Р =  и куринишга келади.

4.12-масала. Аввалги масала шартидан фойдаланиб,

Р У = -  1)

холат тенгламасини олинг.
Е ч и ш :

РУ = — и
V

тенгламадаги М/у нинг урнига., аввалги масаладаги
N + 1 =
V
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тенгликнинг кийматини куйиб, масала шартидаги холат тенг­
ламасини оламиз.

И 3 о X- Идеал газ учун ¡л =  1 эканлигини назарда тутиб, 
газодинамикада фойдаланиб келинадиган

P V =  U(Y-  1)
тенгламани оламиз.

4 .13-масала. Адиабатик жараён учун
Р Г "' =  const (1)

тенгламадаги доимий сон const нинг А =  шарт бажа­
рилгандаги ифодасини топинг.

Е ч и ш.

Z  =
’ Z

тенгликлардан
5-V _ АУ^Г(у+\)в'’е =

h^g

Бу тенгликни, P V  = N 6  ни назарда тутиб, кбайта ёзамиз:

^s-v _ tp Y  / yv)*'

Бундан:

Л Лу + 1)
h^g

I/v
p y ^  / ''+1

еки
p y N A  +  I =  P g S /v

Бу тенгламани адиабата тенгламаси (99) билан солиштириб, 
аввалги масаладаги тенгламани оламиз:

У1Л = 1 + N  /  V .

Бу тенгликни эътиборга олсак, изланаётган
руп- ^ pgS/v

тенгламани оламиз; бунда

(2)B = Ne
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и  3 о Агар адиабатик жараёнда энтропия доимий экан­
лигини эсласак, охирги (2) тенглама яна ( 1) тенгламага ке- 
лади.

4.14-масала. Маълум йуналишда катъий \аракатланаёт- 
ган идеал газда товуш тезлиги v l  Ньютон формуласи буйича 
\исобланган товуш тезлиги v l  дан икки марта катта экан­
лигини курсатинг, яъни

vl = 2v]

эканлигини исбот к^илинг.
Е ч и ш .  Маълум йуналишда харакатланаётган газ учун 

N = v .  Демак,
ŷ t = l + Л'■/v = 2 , 

v \  = PVrti = 2PV- v l  = PV

ифодалардан изланаётган тенгликни ани1<;1анади.
4.15-масала. P V =  N 6  тенгламадан фойдаланиб,

Р = U in i -  1)

холат тенгламасини келтириб чик^аринг.
Е ч и ш .  Оддийгина курсатиш мумкин (PV  = N9 булганда)

Cy = ßU , C , = a { U  + PV)  = a H .

Булардан изланаётган тенглама олинади.
4.16-масала. Статистик интеграл (йигинди)

Z  = \e->^^cln, Z  = Y ê- '̂^> (1)
/

асосида
а) V нинг аник, к,ийматида

Z =  С,(К v,A;,)0-’; (2)

б) и  нинг аник, к,ийматида

Z = C 2 i U , V , X , ) e - -  (3).

эканлигини курсатинг. С, ва ошкор булмаган функция­
лар.
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Е ч и ш. а) Таърифга кура, ички энергия ифодасини ёза­
миз:

и  = /  Е/{Е)с1п = ^  ¡  Ее-^Чп = - 1  ^ ; (4)

V — берилган (фиксацияланган) десак, б = 1 /  /3 эканлиги­
дан фойдаланиб, (4) ни куйидагича ёзамиз:

в  2  ■

Бундан
г =  С,(у, (5)

ёки
z =  с ,(г, к ,л ; ) ( í / /v )^ .  (6)

и  зох.. Статистик интеграл (йигинди) ифодаси

1  = ^ ^ ’ ( ^ Р ) ^ 0  = и / у  

дан (6) ифода олиниши мумкин, яъни:

г = С , ( у , У ) ( и / у ) \  (7)
бунда

б) (/фиксацияланганда

Буни эътиборга олиб, куйидагини ёзамиз:
и dZ
7  (/V

ёки
г = С р , У , Х ^ ) е - \  (8)

7 н и н г  ифодасида шундай е '’ купайтувчи бор эканлиги­
ни бошкача усул билан хам курсатиш мумкин. Хакикатан 
хам

ифодадан
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')канлиги келиб чик^ади.
4.17-масала. Статистик интеграл Zyчyн олинган

Z  =  е 'г ”

1 _
г  /4Г(у+1)

ифода асосида 4.16-масалада олинган (2) ва (3) ифодаларни 
аникданг.

Е ч и ш. а) (1) ифодада

(2)

белгилаш киритиб, ( 1) ифоданинг изланаётган

1 = С ( у ,У ) в ' ’ (3)
ифода билан бир хил эканлигини курамиз.

б) Фараз килайлик, V — бутун ва етарли даражада катта 
сон булсин. Бу холда Стирлинг формуласидан фойдаланамиз:

Д у + 1) = у! = (4)
Буни эътиборга олиб, (2) ни

С{у,У) =  Av' ê- /̂k■g (5)
куринишда ёзамиз. Энди в  = П/у эканлигини назарда ту­
тиб, (3) ни ёзамиз:

г  = ^ в ^ = С ( у , У ) и ' ’е-  ̂ (6)

бунда
С(у, П  = А//7'Я. (7)

4.18-масала. Осциллятор учун статистик интеграл Z ни  
анъанавий ва янги усул билан аникданг. Олинган натижа- 
ларни солиштиринг.

Е ч и ш .

г  = (1)
п

е„ =йй)(л + 1/ 2 ), л = 0 , I ,..., (2)

0  =  1 / / 3  =  ( ! 7 / у  =  < £ > / у , у  =  1 .  (3)
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0„ = 1 / А, =А: Г.  (4)

( 1) асосида Z ни топайлик;

г " I f ' * ... ,п\-.п (5)П П  ̂  ̂ .

X  = ß j - i w  =  f iw  /  к Т  

<е > ни аниклайлик:

<е >=-У е =_l-i^ =
^  Z d ß ,

_  I dZ  дх _  t m  + _  tiw t m  ,
~ “ z  э 7 э д 7 " Х ' ^ 2_^-л-/2 w

И д е а л  г а з  у ч у н

Энди Z h h

I _  A'g

2  /ir(v + l)ö''

асосида аникдайлик.

s = \v = i ,e = U /  V =< e >,g -  1,
A v  +  l )  =  f ( 2 )  =  l,

Ге = A E  = Ae„ = Anw{ti + \ / 2 )  = { n ^ \ / 2 ) h .

Бундан:
А = h /  tm = 2л /  w .

(7) дан Z ни аникдаймиз:

7  2 ж е >  l n  tiw Tiw
-  — ;------ =  ------^  C tnhw tm  2 I k T  

Демак,

(7)

(5) ва (8) ифодаларни солиштирайлик.
Фараз килайлик, х = /3,/;w «  1 булсин, яъни температу­

ра етарли даражада катта булсин. У холда
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^  -̂л'/2 _ 2 .

Демак, бу холда анъанавий усул билан олинган (5) ифода 
ва янги усул билан олинган (8) ифода бир-бирига мос келади.

1 -и 3 о X. (8) дан куринадики, Z берилган термодинамик 
Холатдаги уртача квант холатлар сони:

г  = 2 г = < п > + 1 ,Ли' 2

2-и 3 оX- Асосий холат эътиборга олинмаса, Z =  <п>.
3-и 3 о X- тсатхдаги "зарралар" сони уртача < п >  эса квант 

статистикаси таксимоти эканлигини кейинроккурамиз.

4 .7 -§ .  Э И Т Р О П И Я . Т Е Р М О Д И Н А М И К А И И Н Г  
И К К И Н Ч И  К,ОНУНИ

Биз мувозанатли жараёнлар учун

вс1(у +  \п г)  =  d Q ,  ( 112)
номувозанат холатлар учун, Карно теоремаси асосида

вd(v + \ n Z ) > d Q  (113)

ифодаларни ёзган эдик. (112) ва (113) даги

¿ ' = v  + lnZ (114)
функцияни тизимнинг энтропияси, (114) тенгликни эса 
энтропия тенгламаси деб юритамиз'. (112) ва (113) бирликда 
ёзилган умумий муносабат

в d S > d Q  (115)
ни термодипамикашпг иккинчи /^онупи д е й ш а т .

Бизнинг усулимиздан фар1<у1И равишда одатда энтропи- 
яни Гиббс таърифига кура,

8 = - < [ п / ( Е ) >  (116)

куринишда ёки Больцман формуласи (кейинро^бу формула 
билан танишамиз) асосида киритилади.

Гиббс таърифи (116) дан ва /

' Энтропия S  нинг бундай усул билан киритилиши; ва унинг тен­
гламаси (114) биринчи марта ёзиляпти.
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/ З - v / í / (117)

ифодаларни назарда тутиб, яна биз киритган энтропия ифо­
даси (114) ни оламиз. Демак, энтропия тенгламаси (114) 
Гиббс таърифига мос келади'.

Термодинамиканинг иккинчи конунига мувофик, тизим­
нинг \олат функцияси 5  куйидаги хоссаларга эга;

1) Энтропия узгариши с18 икки кисмдан иборат;

с18=с18, + с18̂ , (118)

бунда ¿/5 — ташки му^итдан тизимга келувчи (ёки кетув- 
чи) энтропия; с18̂  — тизимнинг узида кайтмас (диссипа- 
тив) жараёплар туфайли х^осил булувчи энтропия.

2 ) с18 тизимдаги кайтувчан (мувозанатдаги) жараёнлар 
учун нолга тенг ва кайтмас жараёнлар учун мусбатдир, яъни;

(18^>0. (119)

3) Тизимга келувчи энтропия тизим билан ташк,и му^ит 
узаро таъсирининг конкрет характерига караб мусбат, ноль 
ёки манфий булиши мумкин, яъни;

dS, = 0 .

( 120)

Хусусан, адиабатик яккаланган тизим учун, яъни ташки 
мух.ит билан иссикдик х,ам, модда х̂ ам алмашмайдиган ти­
зим учун

( 121)

тенглик уринли. Бу х^олда (118) куйидагича ёзилади;

dS>0.  (122)

( 122) ифода — адиабатик яккаланган тизим учун термо­
динамиканинг иккинчи конунининг ёзилишидир. (118) тенг- 
ликда, Карно-Клаузиус теоремасига асосан.

(123)

‘ Одатда,  э н т р о п и я н и  у лчам ли  п а р ам етр  =  ~ к <  1п />  к у р и н и ш д а  
к.абул к и л а д и л а р ;  к — Б о л ь ц м а н  д о и м и й с и .
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ва демак, яна термодинамиканинг иккинчи конунининг 
умумий ифодасига келамиз;

d8 > d Q / e . (124)

Термодинамиканинг биринчи конуни (12) ни эътиборга 
олиб, биринчи ва иккинчи конунларни биргаликда

e d 8 > d U +  dA -  ¡.idN (125)

куринишда ёзамиз. Буни Гиббс-Дюгем муиосабати леШ ла- 
ди; Классик х^олда в  = кТ.

Статистик физикада энтропияни х>олат э^тимоллигининг 
улчови сифатида каралади. Энтропиянинг статистик маъ- 
носи билан танишиш учун куйидаги мисолни караймиз.

Аввал бир-биридан ажралган 5" ва 82 энтропияли ти- 
зимлар мувозанатда булсин. Сунг улар уртасида контакт 
\осил килингандан кейин 5, ва 8  ̂энтропияли янги муво­
занат холатига келинади.

Агар бу тизимларни яна кайтадан ажратилса, уларнинг 
мувозанат х^олатлари бузилмайди; катьийрок маънода айта- 
диган булсак, мувозанат \олатларнинг бузилмаслиги деяр­
ли ишончли вокеадир; бунда б" =  б*, -I- 8^. Бошкача айтганда, 
охирги \олат — мувозанат холат энг катта эх^тимолли х,олат- 
дир {Z  = 4, N  =  2 булгандаги мисолни эсланг!). Бу эса 1 ва
2 тизимлардан иборат тизим эх^тимоли кичик + 5 " х,олат- 
дан эх^тимоли катта 5, + 8  ̂х^олатга утганлигини курсатади, 
бунда тизимнинг энтропияси 5 деярли ишончли вокеа каби 
ортади, яъни AS > 0.

Шуни айтиш лозимки, тизим термодинамик э?^тимол- 
лиги кичик х,олатдан термодинамик э>^тимоллиги катта \олат- 
га уз-узидан, узининг хоссасига кура, табиий равишда ута­
ди; яккаланган тизимда энтропия ортади, яъни d 8 >  О булади; 
умумий х^олда эса d 8 >  dQ/ в  булат .

Фараз килайлик, мувозанатдаги яккаланган тизимнинг 
микро^олатлари сони vVбулсин. У \олда текис таксимла- 
нишга асосан /-х,олат эх^тимоллиги

W. = 1/N

ифода билан аникданади. Гиббс таърифига асосан;
)
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5  = -^ ^ Ш ^ п )¥ ;= \п М . (126)
/

Бу — мувозанат \олат учун Больцман формуласи булиб, 
бундан УУчекли эканлиги \ам  келиб чик^ади.

Юкоридагилардан, агар микро\олатларнингэ>!,тимоллик- 
лари текис та^симланмаган булса, энтропия максимум к.ий- 
матга нисбатан кичик кийматга эга булади, яъни \олат но- 
мувозанатда булади, деган хулосани чи^ариш мумкин.

Бунда тизим релаксация тамойилига асосан мувозанат 
х^олатга як;инлашаверади ва, ни \оят мувозанат,х,олатга ке­
лади, энтропия максимум булади, э^тимолликлар зичлиги 
текис тацсимланган булади, яъни бу ерда юк.оридагилардан 
энтропиянинг ортиш тамойили келиб чик^ади.

1 -и 3 о Флуктуация жараёнларида мувозанатдаги ти­
зим катта ЭХ.ТИМОЛЛИ \олатлардан кичик э^тимолли холат- 
ларга утади, бунда тизимнинг энтропияси камаяди.

2 - и з о \ .  Энтропиянинг улчамсиз катталик сифатида 
ани1<у1аниши,  бизнингча, методик нук^таи назардан кулай- 
лик хосил килади. Ундан ташкари энтропиянинг бундай 
аникданиши, биринчидан, унинг тартибсизлик даражасини 
курсатишга, иккинчидан, информация назариясидаги эн ­
тропиянинг Шеннон томонидан таърифланишига ва, ни^о- 
ят, учинчидан, катъий айтганда, ихтиёрий туплам элемент­
лари ихтиёрий объектлар булиши мумкинлигига жуда мос 
тушади, яъни унинг улчамли булмай, улчамсиз булиши мак,- 
садга мувофикбулади. Физика адабиётида энтропия (энер­
гия/градус) улчамга эга.

Тарихий маълумот. Энтропия тушунчаси 1865 йилда 
немис олими Клаузиус томонидан киритилган.

Молекуляр-кинетик тасаввурларга асосланиб энтропия­
нинг ортиши хакида биринчи бобда айтганларимизга кушим- 
ча фикрлар юритамиз.

Биз ички энергия и  учун умумий х^олда

(127)
/

ифодага эгамиз. Квазистатик (мувозанатдаги) жараён со­
дир булганда 
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дай фойдаланиб,

с1и = ^ ,  + Е  =< > + Е  ' 29)
/ / /

ифодани оламиз. ни узгартириб ёзайлик:

¿/Ж = -Ж í/(lnZ +  /3£) = (130)

бунда 5̂]. = lпZ + рЕ. — микро\олатнинг энтропияси; равшан­
ки, 5 =  <*5’> = 1п 1/Ж.  (130) дан фойдаланиб (129) ни

сШ + с!А = -Y J^iE ¡dS¡ = -  < Е)с181 > (131) 
/

куринишда ёзамиз. Термодинамиканинг биринчи к.онуни

сШ+с1А = с10 (132)

ва иккинчи конуни

с10<вс13 (133)

ифодаларига асосан (131) дан мувозанатдаги \ол учун

- < Е . ё 8 . > =  вс18 (134)

тенгликни оламиз ёки умумий \олда

- < Е . с 1 8 . > = в с 1 3 > с 1 0  (135)

муносабатга эга буламиз. Яккаланган тизимдаги жараёнлар 
учун

- < Е р 5 . > = е с 1 5 > 0 ,  (136)

бунда тенглик кайтувчан, тенгсизлик кайтмас жараёнлар 
учун уринли.

а) Кайтувчан жараёнларни курайлик. Бунда

- < Е . с ! 8 . > = в с 1 8 = 0 .  ^  (137)

Табиийки, (137) муносабат бажарилиши учун

(128)
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-< E ¡d S ¡> = -Y ,W iE ¡d S i (138)
/

йириндида #1 та микро)(,олатлар энтропияларининг узгари­
ши dS. манфий, та микро\олатларнинг энтропиялари­
нинг узгариши dS|̂  эса мусбат ишорали булиши шарт; 
N  = — микро^олатларнинг умумий сони.

1 = \,М^\ к = 1,^2  белгилашлар киритиб, (138) ифодани

-j^W JE JdSJ  = -^ W ¡E ¡d S , - ^ W k E ,d S k  = О 
У / к

куринишда ёзиш мумкин; бунда dS. < О булгани учун

- E ¡ d S ¡ > 0  (139)

булади; бунда dS¡ < О \о л  микро\олат э>^тимоллиги \¥. нинг 
ортишига мос келади, яъни кичик э)^тимолли микро^олат- 
лардан катта эх^тимолли микро\олатларга утишлар содир 
булади. dSf, > О булган \олларда микро\олатларнинг катта 
эх^тимолликларидан кичик э\тимолликларига утишлар со­
дир булади. Мувозанатда бу икки конкурент утишларнинг 
уртачаси тенг ва = О булади. Умумий \олда d S >  О ва, 
демак,

/

N2
W¡EjdS¡ > -'Y^W,,E|^dS|^ . (540)

к
Демак, кичик э\тимолли микро)(;олатлардан катта э\ти- 

молли микро^^олатларга ^иш лар  аксинча утишларга нисба­
тан устунлик билан боради. "Номувозанатдаги жараёнлар 
чогида тизим кичик э>^тимолли х^олатлардан катта э\тимол- 
ли холатларга утади", дейилган иборани шу маънода ту- 
шунмок, лозим.

Агар тизим бошланрич пайтда мукаррар (динамик) \олатда 
(ёки унга як,ин х,олатда) булса, ташкой таъсир булмаганда 
вак,т утиши билан у мувозанат \олатга катта эх^тимоллик 
билан келади, яъни энтропиянинг узгариши d S >  0 булади. 
Бу х,олда ЭХ.ТИМОЛЛИК Ж нинг камайишига энтропиянинг

-в d S  = ^W JE JdsJ  = ^PV;E¡dS¡ ^Y^W ,E ,dSk  
у / к
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ифодаси мос келади. Бунда d S >  О булиши учун

Шсфт бажарилиши зарур (к.. 1.4-расмда унг канот); бунда IV 
нинг камайишига тугри келган dS^>0;  унинг ортишига 
тугри келган dS¡ < 0. Бошкача айтганда тизим дельта-функ- 
цияли холатдан каноник та^симотли холатга келади.

4.19-масала. 1) Энтропиянинг Гиббс ифодаси

5 =  ( 1 )
/

ички энергия ифодаси

= (2)
/

ва каноник так^симот

Ж ,= 1 е х р (- /3 £ ,)  (3)

асосида термодина.миканинг иккинчи к,онунини келтириб 
чик,аринг.

2) Термодинамиканинг биринчи ва иккинчи конунлари

вdS = d U +  PdV, в  = и /у  (4)

асосида \олат тенгламасини

Р = п в  (5)

келтириб чик,аринг.
Е ч и ш .  1)(1)дан ушбуни оламиз:

dS = ^ \n lV ¡d lV ¡ ,  ̂ (6)
/

бунда '^ d Щ  = 0  эътиборга олинди. (3) ни (6) га куйиб 
/

куйидагини оламиз:
dS  = E¡dW¡ . (7)

/■
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(2 )  д а н  э с а ;

2 ) EjdWi = d U  + dA , (8)

бунда d A =  - < d E > .  Термодинамиканинг биринчи к.онуни

d Q = d U + d A  (9)

(8) ва (9) дан иссик/1ик микдорининг умумий ифодасини 
аникдаймиз:

dQ = Y , E i d W i .  ( 10)
/

Мувозанатли ва к.айтар жараёнлар учун (7) ва (10) дан

PdQ„=:dS.  (11)

Карно теоремасига асосан, умумий холда

d S > p d Q .  (12)

Адиабатик жараён учун

d S >  О , (13)

кайтмас жараёнлар учун

d S > 0 .  (14)

(12), (13) ва (14) термодинамика иккинчи конунининг ифо- 
далари.

2) Холат (Г, V) параметрларга нисбатан аник^ансин; (11) 
тенглама v = const \ол учун (зарралар сони доимий булган 
хол учун) ёзилган. (13) ни

dU
dV + р d V (15)

куринишда ёзайлик. i/5 тула дифференциаллигидан

д IdU'
а к l9dT_ дт\о _дУ (16)

тенгликни ёзиш мумкин. (16) ни куйидагича ёзайлик: 
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02(7 I 96 0 i /  ^  1 a^ t /  , 1  ЭР I dceu  P do , , , ,
0 д У д Т  d V d T  в д п у  в дт 6)2 д Т д У  э г

в  -  U/v ва V = const ни эътиборга олсак,
до ъи _  до д и  
д У  д Т ~  д Т дУ

тенглик уринли. Буни назарда тутиб, (17) дан^
01п/> Э1п0

дТ дМ
■,Р = Св

тенгликни оламиз; С — интефал доимийси Т га богли^эмас. 
Идеал газ учун

Рц = «0|, = пкТ.

Бундан С = п — зарралар зичлиги. Демак, умумий \олда

р = п в  , e = U ! v

\олат тенгламасини оламиз.
4.20-масала.

C p - C y = T V ^
2

Хг

(18)

( 1 )

тенгликни исбот к.илинг. 
Е ч и ш .  Бизга маълумки,

С , - С , =  V a ly ,

T dS =  C ^dT+ l^ V  

ва Массвелл муносабати булган

( д Р Л

т ^ д т )

тенгликдан

т  ̂ dS' ^
=  т ^ д Р ]

, д У ,\  / г д Т  ^
= трр-

Cp-Cy = P V T ^  ; (2)
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( д У ' \
[ а т ) у р [ д Р  )

= -1

(3) дан фойдаланиб, Р нинг ифодасини ёзамиз:

(3)

д Т
= -ап

V ‘ ‘  р ( ^ \

д Р
Рхт (4)

Демак, (4) ни назарда тутиб, (2) дан (I) ифодани ола­
миз.

4.21-масала.

Х т - Х з - У Т
С̂ р

тенгликни исбот к,илинг.
Е ч и ш .  Бизга маълумки.

Аввалги масалада
С р - С у  = УТа^

Хт

экани курсатилган эди. Буни узгартириб ёзайлик:

( 1 )

(2)

( 1) ва (2 ) дан:

Хт- Хз = УТа
2 I

4.22-масала. Гиббс-Дюгем муносабати асосида Стефан- 
Больцман конунини исботланг.

К у р с а т м а .  Фотон газ ички энергияси

Уе{Т)

ифода билан аникданади деб \исоблансин. 
Е ч и ш .  Гиббс-Дюгем муносабати

д и
д Т

с1Т +

( 1 )

( 2 )
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гАУ,. н и н г  т у л а  д и ф ф е р е н ц и а л л и г и д а н

э 1' 1 Э{/^ Э ' I
эк [т д Т ) д Т т[эк  ^

тенгликни оламиз, бундан Р = е/3 ни назарда тутиб,

тенгликни оламиз ёки бундан

е = а Т ^

Стефан-Больцман к,онуни келиб чик^ади. сг— интеграл до­
имийси. Унинг киймати Планк назариясидан аник/1анади.

4 .8 -§ .  САКУР-ТЕТРОД ТЕНГЛАМАСИ.  
ГИББС ПАРАДОКСИ

Энтропия формуласи
(141)

ни N  та заррадан иборат булган идеал классик газ учун 
татбик этайлик. Бундай идеал газ учун V = ЗЛУ2; = к Т  
ва статистик интеграл Zyчyн

(142)

ифодага эгамиз; бунда
3 / 2

(143)

формула билан аникланади: (142) ва (143) ни назарда ту­
тиб, (141) ни кайта ёзамиз:

5  =  ̂2 л ^ -  1п /7
2 -2  ̂ )

е к и
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А  = 1
N  2

1п 2летО,
„2/3;,2 V« = -тт- (144)

Битта заррага тугри келган энтропия (144) ни Са- 
кур-Тетрод тенгламаси дейилади. (144) дан куринадики, 
температура Т ва зичлик п = Ту/Кузгармаса, {5/М) энтро­
пия \ам  узгармайди.

N  та заррадан иборат классик идеал газнинг энтропия- 
сини Гиббс-Дюгем термодинамик муносабатидан аникдай- 
лик:

вс!8 = с1и + Рс1У. (145)

Идеал газ учун и  =  и(Т) ва демак

с1и =  С с̂1Т. (146)
Маълумки,

Р У = NkT  (147)

(146) ва(147) ни \исобга олиб, (145) тенгламани ёзамиз:

кс13 = С у ^  + ^ с 1 У .  (148)

Бундан
к8  = С ;п Т +  Nk\n У + (149)

бунда б",, — интеграл доимийси. У умуман, эркинлик дара­
жалари сони ёки зарралар сонига боглик,:

= ёки = 6'„(Л0 (150)

Биз масалани караётганимизда N \ш ихтиёрий доимий 
деб кабул килган эдик.

Ушбу мисолни курайлик: Кх^ажмли идиш тусик. билан 
икки а ъ'л Ь кисмга ажратилган булсин. К \ажмда У̂̂  
х^ажмда идеал газлар бир хил температурада булсин. Бу 
газларнинг (149) га асосан энтропиялари

^5 = С ^ п Т +  NШлУ^ + кЗ^^М) , (151)

^5, = С ^п  Т +  Л/,Л1п У̂  + кЗ^М ) . (152)

Хар икки газдан иборат умумий тизимнинг энтропияси 
энтропиянинг аддитивлик хоссасига асосан, (151) ва (152) 
ларнинг йигиндиси, яъни
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билан аникданади.
Агар идиш кисмлари орасидаги тусик^ни олинса, газлар 

аралашади, диффузия \одисаси юз беради. Маълум вак^тдан 
(релаксация вацтидан) кейин тизим узининг мувозанат \ола- 
тига келади; а ва Ь газнинг >(ар бири идишнинг бутун \ажми 
Уни  эгаллайди. Диффузиядан кейин, тизим мувозанатда 
булганда а ва Ь газларнинг энтропияларини (149) формула 
асосида аниклай.миз, яъни:

к8  ̂ = С ^п Т  + Npx^{ У + У „ )  + (154)

кЗ,  = С >  Т  + Л^/1п( У + У , )  +кЗ,{М ). (155)

Газлар аралашгандан кейин аралашма тизимнинг уму­
мий энтропияси

+ (156)

йигиндидан иборат булади.
Энди а ва Ь газларнинг аралашиши (диффузияси) ту­

файли тизимнинг умумий энтропиясининг узгаришини то- 
пайлик. Бунинг учун (151), (152), (154) ва(155) ифодалар­
ни назарда тутиб, (156) ифодадан (153) ни айирамиз, яъни:

кКЗ = к 5 -  кЗ'  ̂ = М,к 1п + М.к 1п ( 157)
У а

ёки бундан
= (158)

ифода олинади.
Бу формула (158) газлар учун, масалан, аргон, неон ва 

бошк,а газлар учун тасдикданади (к,. (12)). Фараз килайлик 
иккита бир хил газ = ТУ идишда аралашсин. (157)
ёки (158) формулага асосан, аралашиш (уздиффузия туфайли) 
энтропиянинг ортиши

А5 = 2 М п 2  (159)
ифода билан аникданади. Умуман, бир хил газ учун энтро- 
пиянииг ортиши энтропиянинг мавжуд эмаслигига олиб 
келади; чунки газнинг х,ар кандай >^олатини, биз газ кием-
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ларининг орасидаги тусик^арнинг олиниши туфайли юзага 
келган, деб тасаввур этишимиз мумкин. Бу эса унинг энт­
ропияси, (159) га асосан, аввалдан берилган хар к.андай сондан 
катта була олишини курсатади.

Аммо бир хил газ булганда тусик. булиши ёки унинг 
олиниши макроскопик жараёнининг (диффузия ходисаси- 
нинг) булишига олиб бормайди. Мувозанатдаги тизимда мак­
роскопик жараён булмаслиги учун (бир хил газда уздиф- 
фузия ходисаси — термодинамик жараён эмас!) унинг 
энтропияси узгармаслиги лозим. Шундай к.илиб, термоди- 
намикадан келиб чиркан (159) ифода амалдаги натижага 
зиддир. Бу зиддиятни Гиббс парадокси д е т л а т -

Гиббс бу зиддиятни эмпирик усул билан хал килди. Ста­
тистик физикадаги (144) формула асосида бу зиддият уз- 
узидан бартараф этилади; хаки^атан хам, хар хил газлар 
аралашганда (144) формуладаги зичлик п = 7У/Кузгаради 
ва, демак, энтропия узгаради; бир хил газлар "аралашганда" 
эса тусик, булиши ёки олиниши билан зичлик узгармайди 
ва, демак, энтропиянинг к.иймати узгармайди (Гиббс пара- 
докси булмайди).

1 -изох- Статистик физиканинг одатдаги баёнида бу зид­
диятни квант механикасидаги (хозирги замон микрозарра- 
лар физикасидаги) айнанлик тамойилини хисобга олиб, сунг 
Стирлинг формуласидан фойдаланиш орк^али хал килинади 
(Сакур-Тетрод формуласини олишда хам, анъанавий усулда 
шундай килинади).

Бизнинг усулимизда эса, Гиббс парадоксини хал этишда 
Стирлинг формуласидан фойдаланишга эхтиёж булмайди 
(к.. [12] 241-бет).

2-и 3 о X- Сакур-Тетрод тенгламасида Т - ^  О булганда эн­
тропия S нолга интилмагани учун, Сакур-Тетрод тенглама­
си термодинамиканинг учинчи конунини к,аноатлантирмай- 
ди, дейилади (масалан, к. [12] 219-бет). Аммо температура 
Т нолга интилиши хар бир эркинлик даражасига тугри кел­
ган энергиянинг нолга интилиши демакдир. Энергия уз­
луксиз узгарган холда фазо хам узлуксиз узгариши талаб 
этилади, яъни Л О булиши кузда тутилади. Шу сабабли, 
Сакур-Тетрод тенгламасида И /̂(9Ък.\\ Лу/сТ’нисбат ноаник, 
булиб к,олади ва, демак, T-^Q  булганда тенглама термоди­
намиканинг учинчи конунини каноатлантирмаганлиги (ёки
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Каиоатлантириши) номаълум булиб к,олади. Агар каноат- 
лантиради, яъни да S ^ O  булади дейилса, (h^/T)
учун маълум чегаравий кийматни олиш мумкин.

4 .9 -§ .  БО Л ЬЦМ АН  ФОРМ УЛАСИ

Яккаланган тизимни карайлик. Таърифга кура бу \олда 

£■=< jE'> =  i / =  const. (160)

К в а н т  \ о  л. Статистик йигинди

rP£i (161)

бунда -/-микрохолатнинг энергияси, аммо, (160) га асо­
сан, бу \олатлардаги энергия узаро тенг. Шунинг учун (161) 
ни куйидагича ёзиш мумкин:

vEi

еки

бунда
Z = (162)

(163)

Холатлар сони Zn n n r  (162) ифодасини энтропия тенгламаси

5 = v  + lnZ (164)

га куйиб яккаланган тизим энтропияси учун ушбу ифода­
ни оламиз:

5 =  1пЛ̂ ,̂. (165)

Бу ифода Больцманнинг машхур формуласидир. 
К л а с с и к  х,ол. Бу \олда статистик интеграл

(166)

куринишда аникданади. (160) га асосан Е =  const булганли­
ги учун

Z  (167)
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тенгликни оламиз; бунда:

(167) ни энтропия тенгламаси (164) га куйиб, яна Больц­
ман формуласини оламиз'. Бу ерда тизим фазавий фазо­
даги "ячейкалар" катаклар сони билан аникданади.

Энтропиянинг бошкача куринишини курайлик. Якка­
ланган тизим учун

М^ = \с1п = ^ \ с 1 Г  = ^ \ с 1 Г ,  (169) ̂ gh'

экани  маълум. Бундаги фазавий Е ва Е +  радиусли 
гиперсфералар орасидаги \ажм. етарли даражада кичик 
булиши мумкин. (Яккаланган тизим учун сиртлар ораси 
жуда юпка деб юритилади ва О дейилади.) У холда

= I  с/Г̂ г ёки АГ^ = I  (/f¿
( Е)  (АЕ)

Ф изикада купинча энтропиянинг  узгариши му\им 
булганлиги учун, (165) нинг урнига

А 5 = 1 п /’̂. ёки А 8 = 1 п А Г ^  (170)

ёзилиши мумкин. Энтропиянинг одатдаги ифодаларида 
Больцман доимийси к иштирок этади:

5 , = у̂ 1пУУ.. (171)

Гиббс таърифи буйича энтропия киритилганда

8 , =  - к < 1 п / ^ > ,  (172)

= . (168)

' Статистик физикада Больцман формуласи постулат сифатида к,абул 
к,илипади, Бизнинг баёпимизда эса у энтропия тенгламасидан келти­
риб чик,арилди.
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Ammo энтропия ¿"тартибсизлик даражасини аникдайди- 
1'ан катталик булгани учун у улчамли булиши шарт эмас ва 
хатго улчамсиз булиши тартибсизлик даражасини курсатувчи 
(ски информацияни аникловчи) сифатида хам мантик,ан, 
\ам  услубий жихатдан бизнингча тугрирок, эканлигини  
ю^орида айтган эдик.

Тарихий маълумот. Энтропия формулаларининг, жумла­
дан, Больцман формуласининг физика учун жуда мухим- 
лигини Кубонинг "Статистик механика" китобида келти­
рилган куйидаги маълумотдан хам билиб олиш мумкин. 
"Гузал Венанинг марказий кабристонида Людвиг Больцман 
(1844—1906 йиллар) хотирасига куйилган ёдгорликка, унинг 
инсониятга бебахо тухфаси, яъни S = RIn IVформуласи аба- 
дий мухрлаб куйилганлигини йуловчилар куришлари мум­
кин.

Маълум булишича, S  =  Л/лЖформулани айнан шу кури- 
иишда Больцман узи хеч качон ёзмаган. Планк узининг 
иссикдик нурланиши назарияси буйича килган лекцинла- 
рида шу формулани беради..." [4].

Машхур япон физиги Кубо термодинамиканинг бир^н- 
чи ва иккинчи конунлари хасида ёзиб, у куйидаги чиройли 
ухшатишни келтиради: Табиий жараёнларнинг буюк фаб- 
рикасида энтропия тамойили директорлик к,илиб, хамма 
битимлар (келишувлар) турларини тузишга ва уларнинг'ба- 
жарилишига буйрук беради; х У Д Д и  шу пайтда энергиянинг 
сакданиш конуни фак.атгина бухгалтер ролини уйнаб, дебет 
ва кредит (кирим ва чик.им)ни мувофикдаштириш (тенг­
лаштириш) билан шугулланади.

1 -и 3 о X ■ Яккаланган тизим учун

Z -  e -’/V,.

ифода олинди. ( 1) дан.

V = \n{NJZ).

Nr a  заррадан иборат идеал газ учун (2 ) ни

( 1 )

(2)

(3)
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куринишда ёзиш мумкин. Узлуксиз хрл учун "^олатлар сони" 
/V̂ , ни

/V̂ , = ( с/п = 4 - (  d f

еки

куринишда ёздик. (4) фазавий фазо "катак"лар сонини аник,- 
лайди. Идеал классик газ учун (зарралар сони Л'^та булган­
да) g =  N'̂ . Демак,

(5)

(5) да — усуллар сони. Демак, хар бир микрох;олатда 
одатдаги адабиётда кабул килинганидек Л'! та усул булмас- 
дан, балки М'^та усул бордир, яъни х,ар бир микро>^олатни 
М'^хш усул билан олиш мумкин. Шу сабабли микро\олат- 
лар сонини га (Л  ̂— бу усуллар сонининг бир кисмини 
ташкил этади) купайтириш зарур.

2-и 3 о X,. Идеал классик газ зарралари

(6)
Холатларда булсин. Микро^олатлар сони га тенг булсин. 
Аммо бундаги та микр0 )̂ 0латнинг хдр бири юкоридаги 
Кавсларнинг (зарраларнинг) уринларини алмаштириш ту­
файли \осил килиниши мумкин. Бундай "янги х^олатлар" 
сони М Ж тадан иборат булади. Аммо бу янги \олатлар маъ­
лум ¿'энергияли микро^олатни х^осил килинишининг бир 
кисми холос. £'энергияли микрох,олатни юкоридаги кавс- 
лардан N'  ̂ та усул билан \осил килиш мумкин, шунинг 
учун ни га купайтириш керак:

Статистик физикада битта усулга тугри келган микро- 
холатларнинг сонини топиш учун катаклар сонини N'  ̂ га 
булиш лозим.

4.23-масала.
v ^ l n ( N J Z )  (1)
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|||()|-)мула асосида Л^та заррадан иборат идеал газ "\олатлар 
1'оии" УУ, ни аникданг.

Е ч и ш .  Бу \олда у =  ЗЛУ2,

1 ( /,2 г̂N/1

.  У у2пткТ)

Булардан фойдаланиб, (1) ни кбайта ёзамиз:

еки

1 <2петкТ^
ЗЛ /̂2

' 2петкТ
гN /1

к .

Бундан, микро^олатлар сони температура Т ва зич- 
Jшк п га борлик, эканлиги келиб чик^ади.

4 .1 0 -§ .  Т Е Р М О Д И Н А М И К  Ф У Н КЦ И ЯЛ АР

Таксимот функцияси ва энтропия учун 

П Е )  = ^ е - ^ \ (173)

(174)5 ' = y + l n Z = Д Í / + l n Z

ифодага эгамиз.
Статистик интеграл Z ни  куйидагича алмаштирамиз:

+  (175)
Бундан:

l nZ= -13Е
еки

Е =  - 01nZ

тенгликни топамиз. (176) ни (174) га куйсак:

8 = р и - р Р

(176)

еки

12— А. Бойдедаев

Р =  и - в  Б. (177)
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и -  TkS
ёки

F =  и -  TŜ , (178)

бунда 5  = kS. (178) даги / ’нинг ифодасини — термодина- 
микадаги эркип энергия {Гельмгольц потенциали) дейилади. 

в  = и /улан  фойдаланиб, (177) ни

F = U ( \ - S / y )  (179)
ёки

f  + f  = l (180)

куринишда ёзиш мумкин.
Яккаланган тизимда к,айтмас жараёнлар содир булаётган 

булса, термодинамиканинг иккинчи конунига асосан, унинг 
энтропияси S  мувозанат \олатига келгунга кадар ортиб бо­
ради, яъни максимум кийматига эришгунга кадар ортиб 
боради. Бу холда энергия Е  ва, демак, ички энергия U 
узгармаганлиги ( сакданганлиги) сабабли, (179) дан кури­
надики, эркин энергия / ” камайиб боради ва S  максимум 
киймат кабул килганда у минимум киймат кабул килади.

Статистик термодинамика нуктаи назаридан тартибсиз­
лик даражасининг ортиши (тизимнинг мувозанатга якинла- 
шуви) тартибли \аракатнинг камайишига мос келади. Тар­
тибли харакатнинг камайиши тизимнинг иш бажара олиш 
кобилиятининг камайиши демакдир. Шундай килиб, эр­
кин энергия тизимнинг иш бажара олиш кобилиятини ха- 
рактерлайди. Тизим мувозанатга якинлашиши билан эркин 
энергия камаяди ва, демак, тизимнинг иш бажара олиш 
кобилияти камаяди ва, ни\оят, / ’минимум киймат кабул 
Килганда тизимнинг иш бажара олиш кобилияти йуколади. 

Термодинамикада
ф = Е + Р У  (18*1)

ифодани термодинамик потенциал (ёки Гиббснинг термо- 
динамик потенциали) дейилади;

H = U + P V  (182)
и([)одани энтальпия (ёки uccuigiuK функцияси) дейилади.

А г а р  0|, =  Л Г б у л с а ,
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(181) дай куринадики, яккаланган тизимда жараёнлар 
1Ч)дир булаётган булса, унинг термодинамик потенциали 
камайиб боради.

Энди термодинамик функциялар; ички энергия U, эр- 
|<1П1 энергия F, термодинамик потенциал Ф ва энтальпия Н 
IIIIIH'узгаришларини курайлик.

Термодинамиканинг I ва 11 конунларининг умумий ифо­
даси Гиббс-Дюгем муносабати

OdS = dU + dA -  ß^dy (183)

Пизга маълум. Бунда ß d v  = тенгликдан фойдаланиб, 
(183) ни кайта ёзамиз:

ed S  = d U  + d A -  l i d N , (184)

бунда ¡.i — кимёвий потенциал, N  — тизим зарралари сони.
Тизимга Ябосим ва ундан ташк^ари х,, х ,̂ ... х . ... кучлар 

таъсир килаётган булса, булар таъсирида унинг х;ажми ва 
бошка Х|, х ^ ,  ... X.  ... параметрлари узгариши мумкин. Бу 
\олда тизим томонидан бажарилаётган иш

dA = PdV + Y,Xidx,- (185)
i

ифода билан аникданади.
Фараз килайлик, берк тизимга (яъни d N  =  О булганда) 

(1>акат босим таъсир килаётган булсин. У \олда (183) муно­
сабат

9 d S = d U + P d V  (186)
ёки

d U = e d S - P d V  (187)

куринишни олади. Бундан ички энергия ¿/— термодина­
мик функциянинг аргументлари энтропия S  вадажм Кэкан- 
лиги куринади. (187) дан босим Р в а  в  учун

Р = - д и ]

ифодаларни оламиз.

в  =

д <Е>

S

( Ж  
дЗ

(188)

(189)
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Идеал газ учун в к Т .  Бу \олда (189) дан, хусусий 
?^олда абсолют температура Т нинг термодинамик таърифи

Г = д и
dSr

ни оламиз.
(187) тенгликни

d ( U - e S ) =  - S d e - p d V
еки

d F =  - S d e - p d V  

куринишда ёки умумий >^олда

dF = - S d e  - P d V  + n d N  -  ^  Xjdxi

(190)

(191)

(192)

(193)

куринишда ёзиш мумкин. (192) дан куринадики, эркин 
энергия Гх,ажм К ва 0 га нисбатан термодинамик потен- 
циалдир (функциядир). Ундан

^ '1
дв , Р = -

дР^
дУ (194)

ифодаларни оламиз. Агар в  =  const булса, яъни жараён изо- 
термик булса, (192) ифода

- d F = P d V  (195)

куринишга келади. Бундан изотермик жараёнда эркин энер­
гиянинг камайиши тизимнинг босими томонидан ташк^и куч- 
ларга карши бажарилган ишга тенг, деган хулоса чик^ади. 

(193) муносабатни

d{F  + PV) = VdP -  Sde  + i^dN -

ёки
d 0  = V d P - S d e + n d N  ~Y,X idXi  ( 1 9 6)

/
куринишга осонлик билан келтириш мумкин, бунда

ф =  F + P V = U - e S + P V  (197)

(196) муносабатдан

V = ^дф] , 5  = - рФ '!
, д р ) e.N,Xi ' P.N,Xi (198)
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(196) дан Р, в, 7Vдоимий булганда 

- d 0  = d Ä

ифодани оламиз. Демак, босим, температура ва доимий 
булганда тизим томонидан босимдан бошк^а ташк,и кучларга 
|<,арши бажарилган иш термодинамик потенциалнинг ка­
майишига тенгдир.

Яккаланган тизимда кайтмас жараён бораётганда энтро- 
ииянинг усиши туфайли унинг термодинамик потенциали 
Ф камаяди. (187) муносабатни куйидагича куринишда ёзай­
лик:

d H = 6 d S +  VdP, (199)
бунда

H = U + P V .  (200)

Я  — энтальпия ёки иссикдик функцияси. Умумий холда 

d H  = e d S  + Vdp + ß d N  Xjdxi (201)

Бундан куйидагини оламиз:

, V  =
dS J { д Р S,N.Xi (202)

Ш унингдек (201) дан куринадики, Р, N  ва. х  доимий 
булганда

d H = ( e d S ) , , ^ = d Q p , ^ , (203)

тенгликни оламиз.
Шундай килиб, берк тизимда ташки шароит узгарма- 

ганда изобарик жараёнда тизимга берилаётган и с с и к / i h k  
микдори тизим энтальпиясининг узгаришига тенгдир.

Энди бир нечта термодинамик муносабатларни келти- 
райлик: (188) ва (189) дан:

' д Р ' '

V [ з у )

(193) дан
' д р ^

30 у V [ д У )

(204)

(205) 
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( d V / d e ) s  = - ( d S / d P ) g .  (206)

(202) дан
( d V / d S ) p = ( d e / d P ) s .  (207)

олинган (204)—(207) тенгликларни Максвелл мупосабат-  
ла/)н дейилади.

Берк тизим учун v = const булгани туфайли (180) да S  
нинг урнига (194) дан унинг кийматини келтириб куйиб,

(198) дан:

F _

и
дР

V У

= I
V . N . X ,

тенгликни оламиз. (184), (193), (196) ва (201) ифодалардан, 
яъни

d U  = e d S  -  PdV + ludN -  ^

dF = -S d e  -  PdV  + n d N  -  ^  X/i/x,-

d 0  = - S d e  + VdP + ^idN -  ^  Xidxj
i ’

dH  = GdS + VdP + n d N  -  ^  X^dx,
i

тенгликлардан, тегишли параметрлар узгармай колганда,

(dU) , , ,  = (dF)^,, = (d0)p^,  = (dN) , , ,  (208)

тенгликларни оламиз.
4.24-масала. dU, dF, d 0 ,  i / / / ларни вириал коэффици­

ентлар орк,али ифодаланг.
К у р с а т м а: тизимнинг идеалликдан четланишлари учун 

?̂ ам (208) тенгламалар уринли булсин, деб )^исобланг.
Еч иш . Холат тенгламасини вириал коэффициентлар 

В(Т),  С (Г), ..., оркали ёзайлик:

P V ^  NkT\\ +  пВ(Т) + rfC(T) + ...) (1)
ёки

P V - N k T = n N k T [ B ( T )  + nC(T) + ...\ (2)
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I
Оуида (PУ) ,̂g = МкТ— Клапейрон \олат тенгламаси. Курсат- 
мага асосан, (208) даги узгариш

и -  = МпкТ{В{Т)  + пС{Т)  + ...) (3)

(208) ифодага асосан:

МпкЦВ{Т) + пС{7) +  ...). (4)

Ф ва Яларга нисбатан \ам шу каби тенгликларни ёзилади.
2.25-масала. Умумий \олда босим учун

Р = дР
Э К вSN (5)

ифода маълум. Аввалги масаладаги (4) ифодадан фойдала- 
пиб, (5) дан вириал коэффициентлар оркали \олат тенг­
ламасини келтириб чи^аринг.

Е ч и ш . (5) даги Рнинг урнига унинг ифодаси

Ш сД В (1) + яС(7) + ...]
пи куямиз:

'д г)Р = - дУ

N'

дУ
э г МпкТ(В{Т) + пС(Т) + ...) ж

= Р,,̂  + ^ к Т В { Т )  + ... = Р„̂  + п^кТВ(Т)  + ... = Р„ {̂\ + пВ(Т)  +. . . )

бунда = п к Т эканлигини эътиборга олинса, уни вириал 
коэффициентлар орксши ёзилган \олат тенгламаси эканлиги 
маълум булади. ' •

4.26-масала. Берк тизим учун статистик интеграл

г = С { у , У , Х ^ ) и ^  (6)

куринишга эга эканлигини курсатинг.
Е ч и ш . Берк тизим учун зарралар сони ТУва, демак,, к 

узгармайди. Шу сабабли

í/5' = í / lп Z  = ^ í / Z

Бизга (189) дан маълумки,
'ди'в  =

Э5 VNX¡
= и / V

(7)

(8)
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(7) ни эътиборга олиб, (8) ни ёзайлик:
(диЛ^  = Z

V dZ

ёки бундан
dZ,

VNXi

dUvNX:
z  и

тенгликни ёзамиз. Бу тенгликни интеграллаб, изланаётган 
(6) ифодани топамиз. Бунда C(v, V, Х̂ ) — интеграллаш дои­
мийси V, V ва X, ларга боглик, булиб, в  га боглик. эмас. 

4.27-масала. Умумий \олат тенгламаси

a ß P V i P  + P„){V - К , )  = ( С р - С у У

исбот К.ИЛИНСИН, бунда

Р„ =

Е ч и ш . Бизга маълумки,
(диЛ

p i / "
, к  =

( д н \
[ э к , > п

Т у д р ]

( 1 )

(2)

/к = ЭК

ЗИЛ

р  _  С р - С у

Va

ЭК
-  У  =  С у - С р

P ß

(2) белгилашларга асосан (3) ва (4) ни ёзамиз: 

{ P  + P „ ) V  =  U C p - C y ) ,

( V - K ) P  =  - U C p - C y ) .

(3)

(4)

(5)

(6)

К < Кэканлиги Ĉ , > С^дан келиб чик.ади. (5) ва (6) ни 
бир-бирига купайтириб, изланаётган \олат тенгламаси (1)ни 
оламиз:

i P  +  P J ( V - V „ ) P V  =
aß

(Cp -  C y f . (7)

Тарихий маълумот.  Термодинамик функцияларнинг 
номлари \ак>ида (к.. [4]). "Энергия" атамаси "эн" (Inhalt 
= capacity) сигим, микдорни билдиради; эрг (e'pyov — иш) 
иш сузидан келиб чик.к,ан. Тизим энергияси атамаси Арис- 
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готель асарларида учрайди; "ички энергия" атамасини Том­
сон (1852 й.), Клаузиус (1876 й.) киритган, "энтропия” ата­
масини Клаузиус (1865 й.) киритган; юнонча узгариш, 
узгарувчан катталик сузидан олинган. "Энтальпия” (Камер- 
линг-Оннес, 1909 й.) юнонча иссикдик микдори суздан 
олинган (Гиббс шу функцияни босим доимий булганда ис­
сикдик функцияси деган). ”Эркин энергия" атамасини Гельм­
гольц (1882 й.) киритган. Термодинамик потенциал Ф ни 
(Гиббснинг эркин энергияси) Гиббс киритган.

4 .11-§ . КИМЁВИЙ ПОТЕНЦИАЛ

Ички энергия П, энтропия б", эркин энергия Р, термо­
динамик потенциал Ф ва энтальпия Н  ушбу Р ва Т  пара­
метрлар доимий булганда аддитив катталикдирлар. Бу эса 
тизимнинг модда микдори, шу билан бирга эркинлик дара­
жалари сони ва, демак, зарралар сони неча марта ошса, бу 
функциялар х.ам шунча марта ортади демакдир.

Аддитивлик хоссасига асосан куйидагиларни ёзиш мум­
кин;

5и  = Nf
N ' N

0  = N f [ P , T ) ,

бунда/битта заррага тугри келган функциядир. 
Куйидаги дифференциалларни ёзайлик:

d U  = e d S  -  P d V X , d x ,  + lif^dN, 

dF- = - S d e  -  P d V - Y , + ^ N d N , 

d O  = - S d e  + V dP-'^X ;^dx,  + i.i^dN , 

dH  = e d S  + VdP -  ^  X^dXk + fi^^dN .

(209)

(210)

(211)

(212)

(213)

(214)

(215)

(216) 
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(2 1 3 )  — (2 1 6 )  д и ф ф е р е н ц и а л л а р д а н

(дU^
дN

К .
дN

(дФ

вУХ. дМ вРХк
(дН\

дЫ ЗРХк (217)

эканлиги келиб чик^ади, яъни кимёвий потенциал ¡л ни II, 
Р, Ф, Ятермодинамик функциялардан зарралар сони буйи­
ча \осила олиб аникдаш мумкин. Аммо буларнинг х.ар би- 
ридан ¡.I аникданганида унинг узгарувчи параметрлари \ар  
хил булиши (217) дан куринади. (212) ва (217) дан аёнки,

Ф = N ^ ( в , P ) .  (218)

Демак, бир хил зарралардан иборат тизимнинг кимёвий 
потенциали бир заррага тугри келган термодинамик потен- 
циалдан иборат.

х̂ , параметрлар булмаганда с1Ф учун

с1Ф = -5с1в + УёР + =

= -8с1в + Ус1Р + с!{^И) -  N(1^ .

Бундан, (218) ни назарга олиб, ёзамиз: 

с11л = -зс1в + рс1Р ,

(219)

(220)

бунда 5 ва I» битта заррага тугри келган энтропия ва \ажм. 
Дифференциат с!Рии ёзамиз:

ёР  = - З ё е  -  Рс1У + ^с1Ы = -Зс19 -  Рс1У + (/(цМ) -  Иёц

еки
с1{Г -  цМ) = -5с1в -  Рс1У -  Мс1^

Бунда
F ~ | . l N = F - Ф =  - Р У  

(221) ва (222) дан:

-с1(РУ) = -5с1в -  Рс1У -

(221)

(222)

еки
N  =  У К

ОУ
(223)
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4.28-масала. Термодинамик функция Ф ифодасидан фой­
даланиб,

N = v ( дР'^ , S  =v
т )

тенгликларни исбот дилинг.

Е ч и ш . Гиббс-Дюгем муносабатини ёзамиз:

TclS = d U  + PdV -  f.ulN,  ̂ (1)

I.1N  = 0  = U + P V - s T .  (2)

(1) ва (2) лардан:

TdS = dU + PdV + Ndn -  d{Npi) =
= dU + PdV + Nd/j - d U -  PdV -  VdP + TdS + SdT

ёки
SdT + Nd^ - V d P  = 0 .  (3)

(3) дан изланаётган ифодаларни оламиз.

4.12-§.П Л С Т  ТЕМПЕРАТУРЛАРНИ 
ОЛИШ УСУЛЛАРИ

1. Жоул-Томсон эффекти.
Яккаланган тизимни курайлик. Бундай тизимда ички 

энергия узгармайди. Газ молекулалари орасида узаро таъ­
сир кучлари ва, демак, потенциал энергия мавжуд булса, 
газ кенгайишида молекулалар орасидаги масофа узгариши 
туфайли потенциал энергияси узгариши керак. Газташ ^а- 
ридан адиабатик ажратилгани учун бу энергия узгариши 
молекулаларнинг кинетик энергиялари )^исобига булади. 
Бошкача айтганда, агар молекулаларнинг узаро таъсир по­
тенциали мавжуд булса, газ кенгайганда унинг температу- 
раси узгариши зарур. Ана шу масалани \ал к,илиш учун 
1852—1862 йилларда Жоул ва Томсон тажрибалар утказди- 
лар. Бу тажрибаларда газнинг температураси ортиши, ка­
майиши ва хатто маълум температурада газ кенгайганда унинг 
температураси узгармай колиши хам мумкинлиги аникдан-
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ди. Бу \одисани Жоул-Томсон эффекти аталади. Бунда 
температура пасайиши (газ совуши) мусбат эффект,  тем­
пература кутарилиши (газ к.изиши) манфий эффект деб 
атала бошланди.

Фараз к,илайлик, 4.4-расмда цилиндрдаги поршенлар ос­
тидаги газларнинг босимлари Р, > булсин. Бу \олда, агар 
жумрак очик, булса, пахта куйилгани сабабли газ секинлик 
билан кенгаяди. Ташк^аридан адиабатик ажратилган бундай 
жараён учун термодинамиканинг биринчи к;онуни

=  (224)
булади бунда:

^ U = U ^ - U , ,  (225)

1 моль газ чап томондан унг томонга утганда унинг ба- 
жарган иши куйидагига тенг:

Унг томондаги газнинг бажарган иши = ^ 2^2 “  ^ = 
= Р̂ У̂ . Умумий бажарилган иш:

ДЛ = А/1, + = Р^У^-Р,У,.  (226)

(225) ва (226) ни (224) га куямиз:

и , - и , + р , у , - р , у , =
= и, + р,у,-(и,+р,у,) = н , - н , = о . (227)

Бу \олда тизимнинг энтальпияси Н доимий колади, яъни 
сШ =  0. Тизимнинг х,олатини (Р, 7) га нисбатан аникланган 
деб,

(228)ё Н  = (дН^ й Т  + ^эя'! с1Р = 0
р дР)т

тенгламадан
ГОЯ'' Г ЭЯ''

д р  т̂ _ дР т

1 (1Р Н ( д Н С р (229)
д Т  р̂

нисбатни оламиз; ё Р < 0 ,  С„> О эканлигидан с1Тнинг ишо-
{ дН \раси га боглик, булади, яъни Жоул-Томсон эффек-
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тини ифодаловчи коэф­
фициент X нинг ишора-

( дН  __си -^ 1  нингишораси-
га боглик.. Гиббс-Дюгем 
муносабати

Тс18= с1и+ Рс1У 

ни куйидагича ёзиш мумкин:

Тс13 =

I 
I

V.*

1 й Р Л

4.4-расм .

ГЭЯ" í /г  + ( д н ' ^ с1Р -  У(1Р[ э г , р \ ^др Jт
(230)

Бунда <У5тулик дифференциал булгани учун

ЭР
(д Н

дТ дТ
(дН

др
- V

тенглик бажарилади. Бундан

(дН^ = У - Т ^дУ\
т ^дТ ) = К(1 -  Та) (231)

тенгликни топамиз. Демак, Жоул-Томсон эффекти учун

Ж =
эг
дР

_  У (Т а - \ )  _  ТУ(а-ао)  
Ср Ср (232)

нисбатни оламиз, бунда о;,, = 1/Г.
(232) ифодани та>у1ил этайлик. 1. сс = а,, = 1 /Г  булса, 

яъни газ идеал булса, унинг \аж ми кенгайганда температу­
раси, кутилгандек, узгармайди, яъни эффект X = О булади.

2. а  > шарт бажарилса, ё Р < 0  булганлиги учун с1Т<0  
булади, яъни бундай шарт бажарилгандаги кенгайишда газ 
совийди (¿/Г< 0).

3. а  < «ц шарт бажарилганда газ кенгайганда у кизийди 
(¿/Г>0).

4. Юкоридагилардан куринадики, берилган босим Рда

а{Р, Т )  = 1/Г. (233)

тенглик каноатлантириладиган температура Г  да газ кен­
гайганда Х =  ̂ булади ва, демак, газнинг температураси
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т,1тт 2т ах Т!

р  А
' узгармайди. Бу Г.температу­

ра инверсия температураси
дейилади.

5. (233) тенгламада босим Р  
нинг узгариши билан инвер­
сия температураси узгаради, 
(к.. 4.5-расм) инверсия чизиги 
пайдо булиш ини таж риба 
курсатади. Бу инверсия чизи- 
гидан босимнинг бир к;ийма- 

тига инверсия температурасининг икки киймати тугри ке­
лиши ва минимал хамда максимал инверсия температур^ша- 
ри мавжудлиги куринади . И нверсия чизиги мусбат 
Жоул-Томсон эффекти сохасини (яъни газ кенгайганда со- 
вийдиган сохрани), манфий эффект со\асидан (газ кенгай­
ганда кизийдиган со)^адан) ажратиб туради.

Куйидаги жадвалда бунга мисоллар келтирилган:

4.5-расм .

газ г , атм Т .. , ,К

СО, 1 8 -1 0 0 2050 249

Аг 50 723 125

?^аво 150 553 140

Шундай килиб, Ж оул-Томсон эффекти ёрдамида паст 
температура олиш учун газнинг температураси Гинверсия 
температураси Г,̂ ,̂  дан кичик, яъни Т < булиши шарт.

Идеал газ ва Ван-дер-Ваальс гази учун инверсия темпе- 
ратурасини аникдайлик. Жоул-Томсон эффекти коэффи­
циенти ифодаси бизга маълум:

(с1Т'^ У(Та~\ )
а  =  1 ГдУ'\

У^>Р) и Ср ’ V \^дТ ) (234)

1) Идеал газ учун х,олат тенгламаси РУ =  ЛГдан а  = 1/Т 
келиб чикади. Демак, (ЭГ / д Р ) ц  = 0 . Идеал газ кенгай­
ганда унинг энергияси ва демак температураси узгармайди.

2) Умумий холда У{Т.а{Т.) — 1 = 0 дан Г. ни топиш ло­
зим. Бу тенгликни
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:дт\, - к  = о

еки

дан

ГдУ^
U г J [ д Р ; [ э у )

= -1

07'
ог

о к

эканлигини назарда тутиб, (235) ни

- Т дт - V о к =  0

куринишга келтирамиз.
Ван-дер-Ваальс тенгламаси

Р = У-Ь

Демак, бундан:

( д р ' ' КТ  1 2«
^дТ !к У-Ь ’ [ о к  Jт (У~Ь)^ У^

(238) ни (237) га куйсак:
КТ КТУ
У-Ь ' (У-Ь)^ у^

2а 2а 
= ----- ^ +

ЯТЬ
У̂  ' У^(\-Ь/У)^ = 0

еки
КЬТ/

( \ -Ь / У)^
= 2о

‘ ЯЬ^ у ’ ■

(235)

(236)

(237)

(238)

Зичлик катта булмаганда Ь/У < <  1 булади. Бу холда

(239)
Гр _ 2 г/

‘ ~ Ть •

Т < т. да. газ совийди, Т >  Т. да. газ кизийди.
И зох;. (239) дан куринадики, инверсия температураси 

Т. итариш кучларини (молекула "х,ажм"ини) характерловчи 
Ь га тескари пропорционал ва тортишиш кучларини харак­
терловчи тузатма а га тугри пропорционал.
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2. Газни адиабатик кенгайтириб паст температураларии 
олиш усули.

П.Л. Капица газни кайтувчан адиабатик жараён билан 
кенгайтириб паст температураларии олиш уеулини ишлаб 
чиеди ва амалда уни курсатди.

Гиббс-Дюгем муносабатини кайтувчан адиабатик жара- | 
ён учун куйидагича ёзайлик:

Тс15 = с1Н- Ус1Р = СрёТ +
др

- V

Бизга маълумки,

ЭЯ
дР

= У - У Т а

с1Р = 0 .  (240)

(241)

(241) дан фойдаланиб, (240) тенгликни куйидагича ёза­
миз:

(1Т
с1Р

УТа > 0
я« (242)

Бундан, ¿¡Р<0  булгани учун, газ к,айтувчан адиабатик 
жараён билан кенгайганда \ар  доим совийди, яъни с1Т<0 
булади.

3. Парамагнитларни адиабатик магнитсизлантириш йули 
билан паст температураларии олиш усули.

Суюк.водороднинг температураси 14°А' -н 20°ЛГни, суюк, 
гелий температура со\аси Г К  -^-4,2°А' ни ташкил этади. 
Хозирги замонда мазкур гелий температурасини, одатда, 
паст температураяар coдfacн дейилади; ГА'дан паст тем- 
пературани эса ута паст температура сол;аси дейилади.

У̂ та паст температура к,ийматларини олиш учун 1926 йилда 
Дебай мутлакянги услубни яратди, у магнито-калорик эф- 
фектдан фойдаланиб парамагнитларни адиабатик магнит­
сизлантириш оркали ута паст температура олиш уеулини 
таклиф этди.

Магнито-калорик эффектни — жисмнинг температураси 
билан ундаги магнит майдони орасида богланишни тушун- 
тирайлик. Бунинг учун жисмнинг энтропияси ни темпе­
ратураси Т ва магнит майдони Я га  боглик. деб к.арайл\к, 
яъни 3{Т,  Я) булсин. Магнит майдони Яжисмдаги (пара- 
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магнитдаги) тартибсизликка таъсир этиб, унда тартибли- 
ликни х,осил к;илмок,чи булгани учун Як,анча катта булса 
тартибсизлик даражасини курсатувчи энтропия 6’ шунча 
кичик булади (к;. 4.6-расм).

Температура камайиши билан, табиийки, 8(Т, Н) хам 
камаяди. Парамагнит аввал Г, температурада ва (ёки 
Я, = 0) магнит майдонда Н) \олатда булсин. Парамаг- 
нитдаги магнит майдонни изотермик к,айтувчан жараён би­
лан к,ийматгача оширамиз (4.6-расм, АВчтш<).  Бу \олда 
ташки кучлар парамагнитдатартиблилик\осил к,илиш учун 
(1Рга. (эркин энергия ортишига) тенг иш бажаради. Бу холатда 
энтропия 52(Т ,̂ Н̂ ) кийматни кабул килади. Бу холдажисм 
(парамагнит) томонидан термостатга берилган иссиклик 
микдори

(243)

ифода билан аникланади. Энди кайтувчан адиабатик жара­
ён билан магнит майдонни камайтириб (парамагнитни маг- 
нитсизлантириб) аввалги Я, кийматга туширамиз. Бунда 
парамагнит \олати энтропияси Я,) дан иборат була­
ди. Бу жараён 4.6-расмда ВС чизик билан берилган. Бу 
адиабатик жараёнда температура Г, лан гача пасаяди. 
Адиабатик жараёнда (10 = 0 булгани учун биринчи конун

д { /+  д4 = О (244)

куринишда булади. Парамагнитда .магнит майдон олинган- 
да тартибли магнетиклар (ионлар) тартибсизликка келиши 
учун уларнинг узаро таъсирларини енгиш учун иш бажара- 
дилар. (244) дан куринадики бу иш ички энергия хисобига, 
яъни температуранинг па- 
сайиши хисобига булади.
Демак, температура пасая­
ди. Яна шу температурада 
парамагнитни изотермик 
магнитлаб, сунг уни адиа­
батик магнитсизлантириб, 
температурани пасайтириш 
мумкин. Бу усулни кайта- 
Кайта куллаб, маълум чега- 
равий ута паст температу-
13— А, Бойдедаев 193



рани олиш мумкин. (4.6-расмда пунктир чизик, билан курса­
тилган). Бу чегара парамагнитни ташкил килган магнетик- 
ларнинг узаро таъсир энергияси билан аникданади. Бундай 
узаро таъсир энергияси жуда кичик булган тизимларда, ма­
салан, электронлар спинлари ёки ядро спинлари узаро таъ- 
сири билан боглик, тизимларда температуранинг чегаравий 
к,ийматлари >та паст булади. Демак, бу усул билан ана шу 
чегарадан пастга (уни хусусий абсолют температура деб ата- 
ди к) туш и б булмайди.

4.6-расмдан куринадики, температура камайиши билан 
5{Т, Н) \ам  камайиб боради ва Я  нинг барча кийматларида 
у маълум лимитга (уни нолга тенглаштирилади) интилади. 
Аввал ГА"даги парамагнитни изотермик жараён билан маг- 
нитлаб, сунг адиабатик жараён билан магнитсизлантириб 
ва бу усулни бир неча марта такрорлаб, ута паст температу- 
рани олиш мумкин. Масалан, 0,001°ЛГхатто ундан х,ам паст 
температура к,ийматини олиш мумкин (к.. [13, 14]).

Ута пасттемпературани олишдаги чегаравий киймат па- 
рамагнитнинг магнитчалари орасидаги узаро таъсир потен- 
циíUIигa богликдигини ва бу узаро таъсир потенциали к,ан- 
ча кичик булса, температура кийматининг чегараси шунча 
паст булишлигини шу уринда яна бир бор такрорлаймиз. 
Паст температурани олишнинг бу усули кайтувчан адиаба­
тик жараёнга асосланади. Бу х,олда 8  = 8{Т,  Н) ни ёзиши­
миз мумкин:

ёН  = 0 .с15 = (1Т + ( Э5Л
н

Бунда

Бизга маълумки Максвелл муносабати

1 ГГЭ5^ _ с„
и т 1 )и т

(245)

(246)

ГсЖ^
\ д р , т

Магнито-калорик х,одисаларни к,араш учун (Р, V) жуфт- 
дан (Я, М) жуфтга утиш керак. Бунда (V, Р) лардан бири- 
нинг ортишига иккинчисининг камайиши мос келади. 
(М, Я) да эса бирининг ортишига иккинчисининг ортиши 
мос келади. Шунинг учун Максвелл муносабати 
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Г 35] (дМ'\
[ дН)г [ э г  ] (247)

куринишда ёзилади. (246), (247) ни эътиборга олиб, (245) 
пи кайта ёзамиз:

^ с 1 Т  + (дМ\
зт

с1Н = 0, (248)

бунда Я  — магнит майдон кучланганлиги, М — магнитла­
ниш вектори. Бундан

тГ д М '^

с 1 Т ^ [ II

с1Н
(249)

Магнито-калорик эффект ( д М / д Т ) ц  )^осилага боглик.. 

Парамагнит учун
М = Х Н .  . (250)

Кюри конуни
С

Х = у , (251)

бунда С — доимийдир. (250) ва (251) ифодалар асосида уш­
буни оламиз:

'дМ]
. эг  )/,

СИ
Т’2 • (252)

Паст температурс1ларда каттик. жисмлар иссикдик сигими 
учун Дебай к,онуни

С „ ^ А Т ^  (253)

ифода билан аникданади. А — доимий микдор. (252) ва (253) 
ни (249) га к^'йиб, магнито-калорик эффект учун ушбу 
тенгликни топамиз:

( з т л
дИ - ^  = 4 я > о , (254)

бунда В = С/А. Адиабатик магнитсизлантирилганда, яъни 
ё Н < 0  булганда, (254) дан куринадики, температуранинг
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камайиши d T <  О, яъни температуранинг \ / Т  к,онун буйи­
ча пасайиши содир булади.

1-и ЗОЛ- "Магнетиклар" нинг узаро таъсир потенциали 
(энергияси) билан аникданадиган температуранинг энг паст 
чегаравий к,иймати T̂  ̂ ни тажрибада олиш мумкин. Аммо 
Г = О кийматни олиш мумкин эмаслиги мантик^ан келиб 
чикади. (Бу хулоса Г =  О температурани олиб булмаслик 
хак,идаги термодинамиканинг III конунидир).

2-и 3 ох;. Биринчи изох хулосасидан аёнки, 4.6 расмда 
Я, ва Я  ̂булгандаги эгри чизик^ар, адабиётда айтилгандай 
Г = О да эмас, Г = 7̂ , 5̂ О да узаро кесишади.

4.13-§. ЛЕ ШАТЕЛЬЕ-БРАУИ ТАМОЙИЛИ

1. Ле-Шателье тамойили. Мувозанатдаги тизимга Хтаъ- 
сир курсатилаётган булса, тизимнинг тугри реакцияси (жа- 
воби) шу таъсирни камайтиришга каратилган булади (Анри 
Луи Ле-Ш ателье (1850—1936 й.) француз олими).

М и С ОЛ .  Гтемпературали 1 -ва 2-тизимлар мувозанатда 
булсин (к. 4.7-расм). Фараз килайлик, 1-тизимга иссикдик 
бериш (Хтаъсир) билан 1- ва 2-тизимлар орасида мувозанат 
бузилади. Бу холда иссикдик 1-тизимдан 2-тизимга ута бош- 
лайди (тизим реакцияси л:). Тизимнинг бу реакцияси тем- 
пературалар фаркини камайтиришга олиб келади. Л е-Ш а­
телье тамойили тизимнинг уз температурасининг ортишига 
карши реакциясига асосланган. Бунда иссикдик окими са­
бабли 1-тизимнинг энтропияси камаяди:

бундан

Д Г  = ГЛ5

дТ

ДО < о, AQ < О, AS < 0.

aQ

исси
2

:лик^

Т’+дГ Т

4.7-расм .

2. Ле Шателье-Браун та­
мойили. Агар мувозанатда­
ги тизимга X  таъсир була­
ётган булса, бу таъсирга 
тизимнинг билвосита реак­
цияси у  шу таъсир X ни ка­
м айтириш га каратилган  
булади.
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AQ

%
силжти

М и С О  Л.  Модда исси^лик 
У'гказадиган цилиндр ичига жой- 
лаштирилган булиб, (к.. 4.8-расм), 
у мувозанатда булсин. Мувоза­
нат \олатда ички ва ташк^и бо- 
симлар бир-бирига микдор жи- 
\атидан тенг булади; поршень 
\аракатсиз булади. Моддага АО 
исси1<у1ик берилсин {X  таъсир
курсатилсин). У )^олда мувозанат бузилади; модданинг тем­
ператураси Гортади. Бу модданинг тугри реакцияси. Бун­
дан ташкари поршень остидаги модданинг босими, \ажми 
ортиши мумкин. Бу — тизимнинг билвосита реакцияси (жа- 
воби). Бунда поршень силжиши мумкин. Бу \олда, аёнки.

4 .8-расм .

( Д 7 ) , > ( А 7 ) р-

Шундай килиб, х,ажм узгармас булгандаги температура 
узгариши (А7)^ босим узгармас булгандаги (AT)^,дaн (яъни 
поршень узгарадиган \олдагидан) катта. Бу иккинчи \олда 
поршеннинг \аракати тизимнинг билвосита реакцияси X  
таъсирни камайтиришга каратилган.

4 .14-§ . НЕРНСТ ТЕОРЕМАСИ. 
ТЕРМОДИНАМИКАНИНГ УЧИНЧИ КОНУНИ

Бизга маълумки иссиклик сигими

дТ > 0 (255)

С^нинг х.ар доим мусбатлигидан температуранинг узга­
риши билан ички энергиянинг монотон узгариши келиб 
чикади.

Агар тизимнинг температураси нолга интилса, у имко- 
нияти булган энг кичик энергия га эга \олатда булади.

Иккинчи томондан, мувозанат \олатда микро\олатлар 
э\тимолликлари тацсимоти функцияси
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билан аникданади. в = (\ /  ¡ 5 ) О булганда бу функция 
/р .̂Ш Диракнинг дельта-функциясига утиши бизга маълум, 
яъни

/р , (Е)  = 5 (Е  -  Е , ) . (256)

Бундан энг кичик энергияли микроскопик холат ягона- 
дир деган маъно чик^ади. Гайзенберг ноаник/1ик доирасида- 
ги энергия кийматларига мос келадиган динамик \олатлар- 
ни квант механикаси нуктаи назаридан хам кузатиш мум­
кин эмас. Шу сабабли кузатиш мумкин булмаган д^холатлар, 
амалда статистик физикада ягона холат деб каралиши мум­
кин.

Яккаланган тизимда энергия Е  таърифга кура, ягона 
киймат £■„ ни кабул килади; унинг таксимот функцияси — 
микроканоник таксимот, яъни Диракнинг дельта-функцияси 
5 { Е -  £■,) дан иборатдир. Аммо энергияли яккаланган 
тизимдаги зарраларнинг харакати туфайли микрохолатлар 
сони чегараланган булса-да, жуда куп булади.

Шу сабабли энг кичик энергияли тизимнинг микрохо- 
латлари яккаланган тизимнинг микрохолатларидан тубдан 
фаркпи.

Хакикатан, бу каралаётган холда энергия температура­
нинг кaмaйиuJи билан квант флуктуацион фонгача камай­
иб боради. Масалан, каттикжисмнинг осциллятор модели­
да хар бир осцилляторнинг энергияси Тш /  2 гача камайиб 
боради. Иккинчи томондан, энергиянинг кийматини аник- 
лашдаги ноаникдик Гейзенберг ноаникпик муносабатига 
кура Ьса /  2 тартибида.

Демак, энергия кийматинингузи ноаниклик сохаси Тш /  2 
да ётади. Хозирги замон физикаси тасаввурига асосан битта 
макрохолатга амалда битта микрохолат мос келади.

Бундай холда статистик йигинди

2  = . (257)
/

Бу холда энтропия тенгламасидан

5 = у + 1 п г =  0 (258)
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)1<;111лиги келиб чик^ади. Демак, куйидаги теорема уринли:
0 О да б" О булади. (259)

Бу теоремани Нерпстпипг кенгайтирилгап (ёки умум-  
лашгап) теоремаси леб атаймиз.

Тажриба натижалари шуни курсатдики (W. Nernst — 
П. Нернст, 1906 й.) бир жинсли тизимнинг температураси Т 
полга интилганда унинг энтропияси босимга, зичликка ёки
(1)азага боглик, булмаган лимит (доимий к,иймат)га интила- 
ди. м. Планк (1911 й.) бу доимий кийматни нолга тенг, 
яъни

lim б” = Jo = О (260)

деб кабул килишни таклиф этди.
(260) ифодани Нернст (ёки Нернст-Плаик) теоремаси

дейилади. Тажрибалар натижаси булган бу (260) ифода тер­
модинамиканинг биринчи ва иккинчи конунлари билан 
биргаликда термодинамиканинг асосини ташкил этади ва 
уни термодипамикапипгучипчи цопупил^б аталади.

Статистик физика нуктаи назаридан термодинамиканинг 
учинчи конуни тизимни ташкил этган зарраларнинг бир- 
бирига нисбатан (кузатиладиган) харакатларинингтухтага- 
нини ифодс1лайди (асосий \олатдаги зарра \аракати статис­
тик физикада каралмайди!), яъни бу х,олда ягона динамик 
микро^олат ва, демак, ягона статистик микро^олатга эга 
булинади. Бундай вокеа мукаррар вокеа булиб, унинг эх.ти- 
моллиги бирга тенгдир (термодинамик э\тимоллик \ам бирга 
тенг). Бундай холдаги тизимнинг энтропияси нолга тенг 
булади (яъни бунда W .=  1, = О, 5 =  0). Нернстнинг уму­
мий теоремаси (259) дан = ЛГбулганда, Нернст теорема- 
сининг ифодаси келиб чикади.

Энергия 0 =  U/v идеал (кинетик энергияга боглик) 
ва потенциал 0̂ , (потенциал энергияга боглик) кисмлардан 
иборат, яъни

О = 00 + ■

Фараз килайлик, 0^ < О булсин. Бу х,олда 0 = 0„ -  \ви 
Нернстнинг умумий теоремасига асосан, 0 = 0„ - |0 „ j  ^  О 
булганда, 5 ->  О булиши учун
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00 (261)

булиши зарур. Агар \в[,\ = кТ  ̂ деб олсак, (261) ни

т; (262)

куринишда ёзамиз. Демак, х.ар бир модда узининг хусусий 
потенциалга эга эканлигига эътиборни каратсак, х.ар бир 
модда учун узининг хусусий абсолют температураси 7̂  мав­
жуд эканлиги келиб чик;ади.

Бу тасаввурга кура, х,ар бир модда узининг энг паст 
(чегаравий) температурасига эга. Унинг температурасини 
амалда шу 7̂ , температурагача тушириш мумкин. (261) ифо­
дадан куринадики, идеал тизим учун |бя1 = О булганлиги­
дан унинг абсолют паст температураси 7̂ , = О булади.

Термодинамиканинг учинчи к,онунидан, хусусан иссик,- 
лик сигими, термик коэффициентлар (исси^ликдан кен- 
гайиш а,  босимнинг термик коэффициенти /3) ва бошк^а 
шу каби катталиклар температура Т-^  булганда (хусусан, 
7̂ , = О да) нолга интилади.

4.29-масала. Температура Гнолга интилганда иссик^тик 
сигими С нолга интилиши, яъни

lim Су -  О
Г -» 0 (7 ())

эканлигини курсатинг.
Е ч и ш. Таърифга асосан, иссикдик сигими С учун

( 1 )

С = dT = т dT (2)

ифода уринли. Термодинамиканинг учинчи к,онунига асосан:

lim ¿’ = I i m ^ -  lim = И т V + S
Г-.1К7-0) Т [ д Т ) / д Т ] ^ [dTj X

= lim [Q  + б*] = lim S  + lim Q  = 0. 

(3) дан, учинчи конунга кура 

lim = О

эканлиги курсатилади.
20 0

(3)
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4.30-масала. Термик коэффициентлар:

дТ дТ (1)

термодинамиканинг учинчи конунига асосан О да нол­
га интилишини курсатинг.

Е ч и ш .

(2)
ГЭ К '| М 5 '' (дРЛ
[ д Т )р 5т [дTJ V ^дУ)

Максвелл муносабатлари бизга маълум. Учинчи конунга асо­
сан Г —>0 булганда тизимнинг энтропияси 5  босим Р  га, 
зичлик р ~ 1 /К  га боРЛИк булмаган \олда доимийликка 
(доимий катталикка) интилади, демак О булади. Буни 
эътиборга олинса, (2) да

И тг-̂ о др
= о, И т7- Г-̂ 0

Г
дУ

(3)

(2) ва (3) га асосан,

И з о \ .  Иссикдик СИРИМИ с  учун

вс 1 8 = с 1 0 = С с ! Т  

муносабатдан Нернстнинг умумий теоремасига асосан

(4)

То

ифодани оламиз. Бунда булганда ¿ '-> 0  булганлиги
учун, албатга, 7̂ , булганда С ^ О  булиши шарт, акс 
холда интеграл остидаги ифода (С/0) чексиз катта буларди.

Каттик, жисмнинг иссикдик сигими С нинг температу­
рага борланиши характери 4.9-расмда схематик курсатил­
ган, бу ерда С{Т) чизикнинг Дюлонг-Пти конунидан огиш
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4.9-расм.

характери ва унинг чегара- 
си 7̂ , модданинг "каттик,- 
лик", "муртлик" каби хосса­
ларини характерлайди. Агар 
фононларнинг узаро таъси- 
ри эътиборга олинса, уму­
ман, Дебай конуни

С ^ А { Т - Т ^ У

куринишда булиши лозим. Бу ерда келтирилган асосга кура, 
электронлар тизими учун потенциал энергия (спин узаро 
таъсир бундан мустасно) итаришиш характерига эга булга­
ни сабабли > 0. Бу х,олда

0 = 0,1 + 0„

ифодадан 0->О  булганда 0,, < О эканлиги келиб чикади. 
Демак, Г = О да электронлар тизимининг иссикдик сигими 
С нолга тенг эмас (4.9-расм).

7" = О даги С̂  = а электронлар узаро итаришиш кучи би­
лан боглик. Назариянингбу хулосасини тажрибада текши- 
риш мумкин.

Бизнингча, каттикжисм иссикдик сигиминингДюлонг- 
Пти конунидан четланишига хамда эгри чизик характерига 
Караб, унинг каттиклик кайишкоклик ва бошка хоссалари 
хакида маълумот олиш мумкин. Унинг хусусий абсолют 
температураси T̂  ̂ ни аникиаш потенциал энергия \акида 
маълумот беради.

4.31-масала. Характеристик функциядан фойдаланиб, 
гамма-таксимот^Д£) нинг 0 - ^ 0  булганда дельта-функци- 
яга утишини исботланг.

Е ч и ш .  Характеристик функция (р таърифга кура 
куйидагича аникданади:

( 1 )

бунда

/’(V )
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Р''

Демак,

Г(.).
О

Узгарувчини куйидагича алмаштирайлик;

Е ( Р - Ю  = у .

Бунда интеграл куйидаги куринишга келади:

(Р-1^У П у)

ёки бундан:
Р'’

{р-1^у ( \-!^/ру ( \ - т "

Бунда эса:

(2)

(3)

Демак, характеристик функция таърифи (1) га асосан 

/  = ? ^

тизим холати ягона Е = О кийматли (ёки асосий Е = кий- 
матли) \олатда булади. Демак, таксимот функцияси

Е{Е)  = I  / ,ЛЕ)с1Е
о

битта нуктагатупланган. Шундай к,илиб, гамма-зичликдель- 
та-функцияга утади(к. Феллер [15] 573-бет), бошкача айт­
ганда, (1) даги гамма-таксимот дельта-функциядан иборат 
булади:

\ \т /^ , (Е )  = 5 { Е ) .
/3->оо ^

1 -и 3 о \.  Р оо (ёки 0 ^ 0 )  булганда статистик интег­
рал (йигинди) Z нинг

(4)
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ифодаси, \олат битта булганлиги учун

куринишга келади. Энтропия тенгламаси

^  = V + lnZ
асосида

^ = 0

келиб чик,ади. Бу натижани, яъни Нернстнинг умумий тео- 
ремасини юк,орида курдик.

2 -и 3 ОХ- Идеал газ учун -> оо булганда

1 _
2  АГ(\>+{)

ифодадан

(5)

эканлиги ва, демак, 3  -  V +  ln Z асосида

5  - о о  ( у  <  ° ° )  ( 6 )

келиб чикади. Худди шунингдек, идеал газ энтропияси

5  = = С >  Т  + 1Мп V + (7)

ифодасидан хам Г  ^  О булганда (6) ифода келиб чикади.
Биринчидан, тартибсизлик даражасини аникдовчи ста­

тистик катталик 5  манфий булиши, бизнингча, маънога эга 
эмас. Чунки тартибсизлик даражаси нолга тенг булиши, бу 
тула тартиблилик демакдир.

Иккинчидан, умумий ифодалар (4) ва (5) бу оо 
чегаравий холда бир-биридан фарц киладилар. Чегаравий 
холда бундай бир-бирига мос келмасликтаажжубланарли- 
дир.

(7) ифодадан Г  О да -оо эканлиги келиб чик,- 
канлиги сабабли адабиётда энтропия ифодаси (7) учун Нернст 
теоремаси уринсиз дейилади. Идеал газ учун бу чегаравий 
холда олинган зиддиятни куйидагича тушунтирилади: паст 
температурада газларда айниш, жумладан суюклик ва кат- 
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тик агрегат \олатларга утиш юз беради. Бундай \олатлар 
учун идеал газ энтропияси ифодасининг (7) куриниши урин- 
сиз булади. (Масалан, К- [14] 194-бет).

Аслида масалани чукуррок каралса, термодинамик усул 
билан Нернст теоремаси орасида тафовут булмаслилига ишонч 
\осил килиш мумкин ва, демак, адабиётдаги кушимча ту- 
шунтиришларга \ам  э\тиёж  булмаслиги мумкин.

Хакикатан \ам , ß ёки 0 -> О ё\уд U О (идеал 
газ учун 0) булиши, энергия кийматининг узлуксиз 
узгаради дейилишига олиб келади. Бу эса физикадаги уму­
мий тамойил /г -> О булгандаги лимитини аникяаш лозим 
булади:

A r ( v + \ )  ■ ®

Бу ноаникликни топиш учун (4) ва (5) ларни эквива­
лент деб караб, (4) ни ß  булгандаги лимитига тенг- 
лаштириш максадга мувофикдир. Бу \олда:

lim — = = е" /о-)
ß ™ L o Z  A r ( v + \ )  •

Бундай чегаравий >^олда

• (^0)

N  та заррадан иборат идеал газ учун 

s = 3N,v== 3N/2, g = т .

Буларни эътиборга олсак, (10) дан:

lim /г̂ /3 = ^ ^  (11)

ёки ß  = 1/А;7̂ , эканлигидан, бу чегаравий х,олда:

lim = (12)' 2пек т  ̂ '

Бу (12) шарт бажарилганда, Сакур-Тетрод тенгламаси 
(144) дан \ам  Нернст теоремаси келиб чикади. Одатдаги



умумий фикр: идеал газ учун Нернст теоремаси ёки термо­
динамиканинг учинчи конуни бажарилмайди, дейишга урин 
Колмайди. Аксинча, бизнинг к,арашимизда, идеал тизим 
учун, яъни вд =  О учун Нернст теоремасининг \озирги за­
мон таърифи тула бажарилади. Термодинамика усули билан 
олинган (7) ни идеал газ учун Сакур-Тетрод тенгламаси 
(144) билан солиштириб,

= 1п /  1 2петк^
2 / 3 '

и  / ,2

эканлигини курамиз; бунда е — натурал логариф асоси. Буни 
хисобга олсак, (7) да Гиббс парадокси хам пайдо булмайди. 
Умумий холда эса, бизнингча, Нернст умумий теоремаси 
уринли булади.

4.32-масала. Термодинамик усул билан олинган энтропия

5 =  С„1п7’+ /?1п1^+ 

ифодаси билан Сакур-Тетрод тенгламаси

5  = ^  + ^ 1 п 1 "2пткТ^
1 Л' у

( 1)

(2)

ни солиштириб, ифодасини топинг.

Е ч и ш. 5  = эканлигини эътиборга оламиз. Идеал газ 
учун Су = ЪМк/1, К = УУЛ:, к8  ̂эканлигидан:

ЗУУ= 1пГ + 7У1пК + 5о . (3)

(2) ни ёзамиз:

5  = ^  1п Г  + УУ 1п К + 1п 2п тк

Бу ифодани (3) га тенглаштирсак:

-  1п =
1птк
~1Р~

З/У
1п 2птке -  1п =  1п

1 2 п т к ''
3 /2 “

Л
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¿■о =  1 п
2летк чЗ/2

(4)

И 30)^. Битта заррага тугри келган 5̂  = 5,/Л^ни топай- 
лик:

= 1п
N

3 / 2

(5)

Шундай килиб, интеграл доимийси зарралар сони N  
нинг х^амда зарра массаси т нинг функцияси экан.

УБОБ
ФАЗАЛАР МУВОЗАИАТИ ВА ФАЗАВИЙ УТИШЛАР

5 .1 -§ . ТЕРМОДИИАМИК МУВОЗАНАТ ШАРТЛАРИ

Термодинамиканинг иккинчи конунига асосан х.ар к,ан- 
дай тизим мувозанат х^олатга келади. Бу мувозанат х^олатда 
уни характерлайдиган термодинамик потенциал (функция), 
масалан /(х) экстремумга эришади, яъни мувозанат х^олат- 
да J{x) нинг биринчи тартибли \осиласи нолга тенг булади:

г а д !
дх

=  0 . т

Параметр х нинг мувозанатдаги кийматида (масалан, 
х = Х|,да) J{x) функция максимум булиши учун ./(х) нинг 
иккинчи тартибли х^осиласи манфий ишорали, яъни

<0, (2)

булиши зарур, минимумга эга булиши учун эса мусбат ишо­
рали булиши керак:

^ v ) ^  
Э.х-

> 0, (3)
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Термодинамик тасаввурга кура, тизимга ташки таъсир 
булмаса, у узок вакт шу мувозанат х^олатда булади, яъни 
термодинамик мувозанат \олат баркарордир. Холатнинг бу 
баркарорлик мезони (критерияси) термодинамик потенци­
алнинг экстремумга эришганлигидир. Тизимнинг термоди­
намик потенциали J, босим Р, \ажм К, температура Т  ва 
зарралар сони Л^га нисбатан аникланган, яъни / {Р,  V, Т, 
/V) булсин. К^уйидаги бир неча \олни курайлик.

1. Тизим яккаланган булсин; таърифга кура

¿/£ =  0, ^/Л^=0, (4)

бу \олда, таъриф буйича, ички энергия узгармайди, яъни 
с!и=0.

Бизга

с1и =  Тс18 -  Рс!¥ +/1с1Ы (5)

экани маълум. Тизимнинг \ажми уз-узидан кенгайиши мум­
кин. Бу \олда ¿/5 > О булади ва, демак, 5  максимумга ин­
тилади. Агар \ажм доимий булса, бундай тизим баркарор 
мувозанатда булиши учун

¿/5 =  0, (6)

< 0  (7)

булиши талаб этилади.
2. Тизим учун доимий температура Т, доимий хажм Ува 

доимий зарралар сони булсин. Бу \олда бизга маълумки,

с]р =  -8с1Т - Р с /У  (8)

Бу берк тизимда энергия узгариши мумкин, зарралар 
сони узгармайди, хажм ^х,ам узгармайди. Тизимда жара­
ёнлар уз-узидан бораётган булса, бу \олда температура (ёки 
\ажм) ортиши мумкин, бу >^олда <У^<0 эканлиги талаб 
этилади. Мувозанат \олатда бундай берк тизимда с1Т =  0, 
с1У =  0, с1М— О булгани учун /^минимум киймат кабул кила­
ди, яъни с1Р= О,

> 0 .  (9)
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3. Тизим Р, Т, УУларга нисбатан аниьутанган булса, бизга 
маълумки,

ёФ =  - 8 с 1 Т -  УёР + / Ш .  ( 10)
Тизимда жараён уз-узидан кечаётган булса, Ф =  Р + РУ  

дан Гминимумга интилишидан Ф \ ш  минимумга интили- 
ши келиб чик.ади, яъни

(¡Ф<0.  (И)

Мувозанат холатда с1Т =  0, ё Р  =  0, с1Ы= О булганидан

(/ф = 0 , ( ^ 1  > 0  (12)
и

булади, яъни термодинамик потенциал минимум к^иймат 
кабул килади. Тизимнинг термодинамик функциясининг, 
масалан, энтропиясининг бир неча максимумлари мавжуд 
булиши мумкин. Тизимнинг энг катта максимумга тугри 
келган \олати стабиль (абсолют тургун), мувозанатли \олат 
нисбатан кичик кийматли максимумларга тугри келган \олат- 
ларни эса метастабиль \олатлар дейилади. Тизим метаста- 
биль )^олатда булса, флуктуациялар туфайли метастабиль 
^олатлардан чикиб абсолют стабиль \олатга — термодина­
мик мувозанат \олатга келиши мумкин. Аммо баъзан ти­
зимнинг метастабиль х^олатидан узининг асосий термодина­
мик мувозанат х^олатига келиши учун шунчалик катта вакт 
кетадики (яъни флуктуация туфайли утиши э\тимоли шун­
чалик кичик буладики) бу метастабиль \олатни стабиль 
(термодинамик мувозанатдаги холат) деб \исобланиши ама^ 
Л И Й  жих,атдан мумкин булади. Масалан, одатдаги шиша ме­
тастабиль (аморф) х^олатда булади, у асосий термодинамик 
мувозанат \олатига утиб кристалланиши учун жуда куп 
йиллар керак булади. Фараз килайлик, тизим Т, Р, V, 8, V 
параметрли (кийматли) мувозанат х^олатдан унга жуда якин 
\олатга Р, Гдоимий булганда кайтмас жараён билан утсин. 
Бу мувозанат \олатга келганда С/,, 51, К, кийматлар кабул 
килган булсин. Бу >^олда, термодинамиканинг II конунига 
мувофик, тизимнинг термодинамик потенциали Ф камая­
ди, яъни:

АФ = { / - { / , - 71:5-5,) + Д К - К , ) < 0 .  (13)
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Фараз килайлик, тизим /*,, Г,, б",. К, мувозанат 
\олатдан Р,, Г, доимий булганда кайтмас жараён билан Р,, 
Гр ¿7, 5', Кмувозанат х^олатга утсин. Бу \олда ;^ам термоди­
намик потенциал Ф камаяди, яъни:

АФ = (/ , - 6 / - + (^< 0 . (14)

(13) ва (14) ларни кушиб, (5, -  5) ( Г -  Г,) + {Р̂  -  Р) (К, -
-  К) < О ёки

( 5 , - ^ ( 7 ’, - 7 ) - ( Р , - Р ) ( К , - Ю > 0  (15)

тенгсизликни оламиз. Икки мувозанат х,олатнинг параметрла­
ри кийматларинингфаркини ифодаловчи тенгсизлик (15) ни

Д5А7’-Д Р Д К > 0  (16)

куринишда ёзайлик. (15) ёки (16) муносабат тизим муво- 
занати баркарорлигининг етарли шартидир.

Бир мувозанат х^олатдан иккинчи мувозанат \олатга \ар  
хил утишлардатуррунликнингмуайян критерийларини (шарт- 
л;1рини) аникпаш мумкин. Масалан, тизим изохорик жара­
ён билан утса, (16) дан

А 5 , Л Т > 0  (17)

шарт келиб чикади. Бунда Д5^ > О эканлигидан А Т  > О 
эканлиги келиб чикади.

А5у = - ^ С у А Т > 0

ифодадан
С, = (§ 7 1  "О  <>*)

шарт бажарилиши келиб чикади, яъни бундай \олда тизим 
.\олатининг баркарорлик шарти (18) дан иборатдир.

Агар тизим бир мувозанат \олатдан иккинчи мувозанат 
х^олатга изотермик жараён билан утган булса (яъни А Т  =  О 
булса) (16) дан мувозанатнинг баркарорлиги учун

- А Р ^ А У > 0  (19)

шарт келиб чикади. Холатлар бир-бирига жуда якин булганда
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1и |)о д а д а н  ф о й д ^ ш а н и б ,  (16 )  н и  ё з а м и з :

дР
[ЗУ/

(ДК)^ >0.

Бунда ( АУУ> О булганлиги учун мувозанатнинг барка- 
рор булиши

ЗР < О (20)
т\ЗУ}

шарт бажарилишини талаб этади.

5.2-§. ГОМОГЕН ТИЗИМ НИНГ МУВОЗАНАТ ШАРТИ

Аввал фаза ва компонент тушунчалари билан танишай- 
лик.

1. Компонент тушунчаси. Тизим п хил молекуладан таш­
кил топган булсин. Агар молекулалар орасида кимёвий ре- 
акциялар булмаса, бундай тизимни п компонентли дейила­
ди, яъни хиллар сонига компонентлар сони тенг булади. 
Агар тизимни ташкил этган \ар  хил молекулалар орасида 
кимёвий реакциялар, масалан, т та реакция мавжуд булса, 
компонентлар сони хиллар сонидан т тача кам булади. Ма- 
с;тан,

J, + =  и н ,

+ О, =  2 Н р ,

180^ + О, =  2 5 О3.

Бунда сув ва О лардан ташкил топганига карамай 
битта компонент. Агар тизим Я^, ва Я^О аралашмадан 
иборат деб к.аралса, хиллар сони 3 та, реакция битта деб 
каралса (масалан, 2Я^ + 0^-> 2Н^0), унда 2 та компонентли 
тизим (Я^О ва ёки Я^) х^осил булади. Бошка реакциялар- 
га нисбатан \ам шундай фикр айтилади. Компонент тизим­
нинг шундай кисмики, унинг микдори бошк^а компонент­
лар микдорининг узгаришига боглик, булмайди. Масалан,
1 кг сув ва 1 кг спиртдан ташкил топган тизимнинг сув 
компонентининг микдори х,ар к,анча узгартирилмасин, шу 
тизимда 1 кг спирт микдори узгармайди (реакция мавжуд 
эмас деб к,аралади).

( .



Тизим п та компонентдан ташкил топган булиб, к ком- 
понентнинг массаси /и* га тенг булсин. Бу \олда

СЮ =  да(«/л/ (21)

к компонентнинг концентрацияси булади; М — тизимнинг 
массаси; к =  1,2,  ..., п эркин концентрациялар сони ком- 
понентлар сонидан битта кам булади, яъни и — 1 га тенг 
булади.

2. Ф аза тушунчаси. Физик хоссалари \амма ну^таларда 
бир хил булган тизим гомогеп тизим дейилади; бир нечта 
гомоген тизимдан ташкил топган тизим гетероген тизим 
дейилади. Физик бир жинсли жисмни дейилади. Гете­
роген тизим икки ва ундан куп фазадан ташкил топган 
булиши мумкин.

М и с о л. Сув ва спирт тула аралашиб бир жинсли му)^ит 
\осил килган булса, уни бир фазали тизим дейилади, бир 
нечта компонентдан иборат газ аралашма \ам  бир фазали 
булиши мумкин; тизим сув ва муздан иборат булса, бундай 
тизимни икки фазали гетерогеп тизим л е й ш а т .  Фазанинг 
характерли томони (белгиси) шундан иборатки, у бошк,а 
фазалардан аник, чегара билан ажралиб туради: Бир компо- 
нентанинг, масалан, сувнингафегат х,олатлари каттик,, суюк, 
ва буг фазаларни ташкил этади. Аммо агрегат \олатлари 3 та 
(плазма \олатни ало)^ида деб к,аралмаса), фазалар-сони эса 
куп булиши мумкин; масалан, музнинг 6 хил модифика- 
циялари — фазалари мавжуд; магнит кристалл каттик^жисм- 
нинг ферромагнит, парамагнит фазалари мавжуд; металл — 
Каттик, жисмнинг нормал ва ута утказувчанлик х^олатлари 
(фазалари) мавжуд.

Гомоген тизимнинг мувозанат шартини курайлик. Ти­
зим физик бир жинсли п та компонентдан иборат булсин. 
Бу гомоген тизимнинг термодинамик потенциали

Ф = Ф(Р, Т- УУ,,..., М)

компонентлар зарралари сонлари УУ,, Л'дрГа боглик,
булади. Температура ва босим доимий булганда термодина­
мик потенциалнинг узгариши мувозанат х,олатда нолга тенг, 
яъни:

с1Ф = ^с1Т + Щс1Р + ̂ с1М, +^с1М2+... + ̂ с1М,+... = 0
дТ дР дНх ' ЭЛ̂2
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¡ ц щ ш и  Ш Ш » 1

еки

бунда

X и . d N  ;= О 
/

ЭФ
и,- = дN,■

(22)

(23)

/ компонентнинг кимёвий потенциали. Тизимда кимёвий 
реакциялар, шу жумладан диссоциациялар ва полимериза- 
циялар булса, зарралар сони N. узгаради ва ф О булади. 
Кимёвий реакцияларда зарралар сонининг узгариши сШ. (ёки 
компонента массасининг узгариши ёт)  стехиометрик ко­
эффициент V. га мутаносиб булади. Масалан,

J, +  =  и н

реакцияда /  ва Я  молекулалар сони (ёки унинг узгариши) 
= 2 га, ва Я  ̂ молекулалар сонлари эса =  1 ва'JH
= 1 га мутаносибдир. Шундай килиб,

ёМ.~г,

ни назарда тутиб, гомоген тизимнинг мувозанати шарти 
(22) ни

(24)

куринишда ёзамиз.
Идеал газлар учун (24) ифодани курайлик. Ички энер­

гия ва энтропия аддитивлигидан эркин энергияни

Р  = и - Т 8  = = X « / -  щ  =
I / / /

куринишда ёзиш мумкин; бунда и. ва -  / компонентли 
газнинг бир молининг ички энергияси ва энтропияси (ара- 
лашиб К\ажмни эгаллагандан сунг):

и г С , Т , 8 г С , \ х л Т  + К\пУ/пЛ8,

Маълумки,
л

Эл,-
= и, -  Т8  + РУ = - Р Т 1 п  ^  + и, + К Т - т а  1п т -

-Т8„; = ЯТ  1п «, -  К Т \п  V; + ¿7, + Я Т -  ТСу. \ п Т  -  75„,. = 

= /?7’1 п С ,+ /(П ,
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бундс! п. -  C.N эканлиги назарда тутилди. (24) мувозанат 
шартини ёзамиз:

Бундан

X ^ ', v , - / ? r X v , l n C ,+ / ( 7 ’) X v ,= 0  
' ' i '

еки

Y { c ^ ‘ = К  { Т, Р) . (25)

(25) ифодани массаларпипг таъсир у^он /̂ш дейилади; К{Р, 7) 
ни кимёвий реакциянипг копстантаси дейилади. Умумий 
х^олда К босимга \ам  боглик,.

5.3-§. ГЕТЕРОГЕИ ТИЗИМНИНГ МУВОЗАНАТ 
ШАРТИ. ФАЗАЛАР КОИДАСИ

п та компонента ва г  та фазали яккаланган гетероген 
гизим берилган булсин, шу тизимнинг мувозанат шартини 
аникдайлик. Кулайлик учун тизим икки к,исмдан (фаза- 
дан) иборат булсин. Уларнинг >̂ ар бири мувозанатда булиб, 
умумий тизим эса мувозанатда булмасин. Бу к.исмлар (фа­
залар) мувозанатга келиши учун улар иш бажариши, ис­
сикдик алмашиниши руй бериши ва зарралар бир фазадан 
иккинчи фазага утишлари мумкин.

Бу фазалардаги мувозанатдаги жараёнлар учун термоди­
намиканинг асосий муносабатини ёзамиз:

T^dS=dU^+P^6V-^c^dN,

T^dS, =  dU  ̂+ -  ̂ i d̂N̂ . (26)

Умумий тизим яккаланган булгани учун

-i/i/, =  i/Ц , dV̂  =  ~dV^, d N  =  -dN^,  (27)
чунки

U =  Û + Û  =  const, V = V + V =  const, N. +  К ■ const.
214

Фазалар мувозанати (яккаланган тула тизимнинг муво- 
'шнати) унинг энтропияси максимум к,ийматга эришганда, 
Я'ЬНИ

dS=dS^ + dS  ̂=  0 (28)

булганда содир булади. (27) ва (28) ни назарда тутиб, (26) 
дан

Г Л P2^
71 r-

dV, + Ml _ в . dN, = О (29)

тенгликни оламиз. Бунда dU ,̂ dV ,̂ dN  ̂ ихтиёрий узгариши 
мумкин булганлиги сабабли (29) тенгликдан фазалар му- 
иозанатда булиши учун уларнингтемпературалари, босим- 
лари \амда кимёвий потенциаллари бир-бирига тенг були­
ши келиб чик,ади:

Р, = Р,, 

=^ч-

(30)

Фазалар температуралари тенглиги 7, =  да иссикдик  
алмашиниши булмайди, термик мувозанат юзага келади; 
босимлар тенглиги Р, =  да механик мувозанат юзага ке­
лади, механик иш бажарилмайди; кимёвий потенциаллар  
тенглиги/(| =  да дифф узия жараёни тухтайди, зарралар­
нинг бир фазадан иккинчи фазага устун равишда утиши
тухтайди. _

Агар фазалар температур1шари ва босимлари тенг (Г, = 
ва Р  = Pj) булсаю, аммо кимёвий потенциаллари тенг 
булмаса, яъни /i, fij булса, тизимнинг фазалари орасида 
биридан иккинчисига устун равишда зарралар утиши юз 
беради. Бу холда мувозанат к,арор топгунга к,адар тизим­
нинг энтропияси ортиб боради, яъни (28) ва (29) дан:

dS = % ^ d N , > 0 .  
11

(31)

Агар/tj > булса, биринчи фаза зарралари сони ортиб 
боради: t/yV| > 0. Демак, зарралар кимёвий потенциали ки­
чик булган фаза томон утадилар.

Агар икки фазали тизим фак,ат битта компонентдан иборат 
булса, кимёвий потенциал (термодинамик потенциал) фа-
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кат босим Р ва температура Т  нинг функцияси булади ва 
фазалар мувозанати

ц^{Р, Т) = ц^^Р, Т)

тенгликдаги (Р, 7) лардан бирининг узгариши функция си­
фатида иккинчисининг узгаришига мослаштирилади, яъни 
фазалар мувозанатида Т, Р  ларни ихтиёрий узгартириб 
булмайди.

Гетероген тизим учун умумий \олда фазалар орасида ме­
ханик ва термик мувозанат булганда

Р = Р  = = Р
'  ̂ (32)

Г, = 7’,=  ... = 7;

тенгликлар бажарилади. Фазалар орасида зарралар утиши 
тухтаб, мувозанатга келган булса, уларнинг кимёвий по- 
тенциаллари бир-бирига тенг булади:

=М2 = -  = ;и*, А = I,..,«  (33)

Бунда кимёвий потенциал температура Т, босим Р ва 
концентрациялар С/ нинг функциясидир; пастки индекс
I = \, г  фазан и курсатади.

п та компонента ва /-та фазадан иборат гетероген ти­
зимни тавсифлайди ган термодинамик параметрлар сонини 
аниклайлик. Тизимнинг )^ар бир фазасини характерлайди- 
ган параметрлар — б у п — 1 та концентрация ва Р, Т  пара- 
метрлардан иборат. Рва Т параметрлар \амма фазалар учун 
умумийдир. Демак, /-та фазалардаги узгарувчилар сони

2 + { п -  \)г  (34)

ифода билан аникданади. г  та фаза мувозанатда булиши 
учун уларнинг \ар  бир компонентасининг кимёвий потен- 
циаллари, (33) га асосан, бир-бирига тенг, яъни

= И2=  ... =

= ^"2 = ... = II';

М: = = ... = и:  (35)
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булиши керак. Бундаги тенгламалар сони я ( г -  1) та. Де­
мак, каралаётган гетероген тизимнинг мувозанатдаги \ола- 
тини аникповчи эркин параметрлар сони

N  = 2  + { п - \ ) г - { г - \ ) п  -  п + 2 -  г  (36)

булади. тизимнинг термодипамик эркинлик даражалари
сонн дейилади. ^^зининг маъносига кура N > 0 ,  демак,

г < п  + 2. (37)

Демак, п та компонентдан иборат тизимнинг п + 2 тадан 
ортик, булмаган фазалари мувозанатда булиши мумкин. Бу 
(37) ифодани Гиббснинг фазалар ^foидяcи дейилади.

5.4-§. ИККИ ФАЗАНИНГ МУВОЗАНАТИ.
УЧЛАНМА НУКТА

Бир компонентли тизимни курайлик. Агар бу тизим бир 
фазада булса, унинг мувозанатдаги \олатини тавсифлайди- 
ган параметрлар сони N =  п + 2 -  г дан п =  \ , г =  1 булга­
ни учун N  = 2  булади. Бу \олда тизимнинг термодинамик 
эркинлик даражалари 2 та, яъни босим ва температурадир. 
Буларни маълум ораликда ихтиёрий узгартирилса \ам  фаза 
узгармайди. Тизим икки фазада мувозанат \олатда булсин 
(масалан, сув ва муз). Бу \олда тизимнинг термодинамик 
эркинлик даражалари сони N  =  I булади. Табиийки, фаза­
ларнинг температуралари Т̂ , ва босимлари Р,, Р^узаро 
тенг, яъни

Г, = 7;, Р, = Р, (38)

булиши шарт. Булардан таш^ари бундай гетероген тизим 
мувозанатда булиши учун бу икки фазанинг кимёвий п о - . 
тенциаллари тенг, яъни

^1,(Р, 7 )= /< ,(Р , 7) (39)

булиши керак. Бу тенгламадан икки фаза мувозанатда булган­
да температура Т ва босим Р орасидаги богланиш аникда- 
ниши мумкин. Бошкача айтганда, икки фаза температура 
ва босимнинг ихтиёрий кийматларида мувозанатда була ол- 
майди, балки (39) тенгламани каноатлантирадиган темпе­
ратура ва босим кийматларидагина мувозанатда була олади,
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5.1-раем .

ЯЪНИ Т ва Рлардан биттаси 
эркин узгарувчи, иккин- 
чиси унинг функцияси си- 
фатида узгаради.

Худди икки фаза муво- 
занатидаги каби, уч фаза­
нинг мувозанати учун

N = 2  + n - г = 0  ва 

Т = Т = Т Р = Р = Р

М, (Р Г ) = ц 1 Р ,  7), 

ц^{Р, 7) =^1^{Р, 7)
(40)

(41)

шартлар бажарилиши зарур. Демак, учта фаза мувозанатда 
булганда тизимнинг термодинамик эркинлик даражалари 
сони УУ нолга тенг, яъни эркин узгарувчилар булмайди. Учта 
фазанинг мувозанати (40) ва (41) алгебраик тенгламалар- 
ни каноатлантирадиган Рва Г нинг к;ийматлари билан аник,- 
ланадиган битта \олатда содир булади. Бу нуктани учланма 

дейилади. Икки фаза ва учта фазанинг мувозанатла- 
рини (39), (40), (41) тенгламалар асосида графикда тав- 
сифлайлик (к.. 5.1-раем). Бу мувозанат чизиги (39) асосида 
(агар унинг ошкор куриниши маълум булса) олинади, 3 та 
фазанинг мувозанати 5.1-расмда координаталари (40) ва 
(41) асосида аник/1анадиган учланма С нук^та билан курса­
тилган. Нуктанинг координаталари ва Р  ̂ни (40) ва (41) 
тенгламс1ларни ечиб (унинг ошкор куриниши маълум булса) 
аник/1анади.

5.5-§. ФАЗАВИЙ >^ИШЛАР

Куп фазали (гетероген) тизим номувозанат \олатда булса, 
моддалар бир фазадан иккинчи фазага утишлари мумкин. 
Масалан, модда суюк, )^олатдан газ ёки каттик, х;олатга ути­
ши, модданинг ферромагнит фазадан парамагнит фазага 
утиши, металлнинг нормал \олатдан ^аа утказувчанлик хола­
тига утиши, гелий I нинг гелий И га айланиши фазавий 
утишларга мисол булади.
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Фазавий утишлар икки турли булади: биринчи тур фа­
завий утишда яширин иссикдик ажралади (ёки ютилади) 
х^амда солиштирма х,ажм (зичлик) узгаради; масалан, буг- 
нинг сую^ликка айланиши, суюк/1икнинг каттик, х^олатга 
утиши биринчи тур фазавий утишлардир.

Иккинчи тур фазавий утишда яширин иссикдик ажрал- 
майди ёки ютилмайди \амда солиштирма х,ажм узгармайди. 
Аммо бошк^а х;оссалар, масалан, иссиклик сигими узгаради 
(масалан, каттикжисм ферромагнетикнинг Кюри темпера- 
турасидан юкорида парамагнетикка айланиши, гелий 1 нинг 
2,2°К т  гелий И га айланиши ва бошкалар).

Икки фазали гетероген тизим мувозанат холатда булсин. 
Бу х,олда фазаларнинг кимёвий потенциаллари ёки солиш­
тирма термодинамик потенциаллари (р {̂Р, 7) ва <р̂ (Р, Т) 
бир-бирига тенг булади (фазаларнинг мувозанат шарти):

<р̂ {Р, Т) =  <р,{Р, Т). (42)

Фазалар мувозанатини бузмасдан термодинамик потен- 
циалларни узгартирайлик:

99,(Л  7) + d ^ ,(Л  7) = ip îP, 7) + d у),(Л 7)

ёки бунда температуранинг узгаришига мос равишда бо- 
симни (42) асосида узгартирилса, фазалар мувозанати бу­
зилмайди, яъни:

сМ (Л Г ) д<р,(Р,Т) , ,р _  д<Р2{Р,Т) Э<Р2(Р,Г) ,1р
дТ  дР с!Т д Т  дР с1Т'  ̂ ’

Буларда

эканлигини назарда тутиб, (43) ни

с1Т &2-^1  ^

куринишга келтирамиз; бунда ва &̂ , -д̂  мос равишда
фазаларнинг солиштирма энтропи5Ц1ари ва солиштирма х,ажм- 
ларидир.
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М и с о л .  Идишда сув ва сув устидаги идиш к,опк.оги 
остида (поршень тагида) бур мувозанат \олатда булсин. Агар 
босимни оширсак, бугнинг бир к,исми сувга айланиши, шу 
билан босим ошишига тескари жараён — босим камайиши 
содир булади. Бошкача айтганда, Ле-Ш ателье тамойилига 
мувофик, босим ошишига тескари йуналишда жараён кеча- 
ди. Фазалар мувозанати бузилмаслиги учун температурани 
босимга мос равишда ошириш зарур.

5.6-§. БИРИНЧИ ТУР ФАЗАВИЙ УТИШ.
КЛАПЕЙРОН -  КЛАУЗИУС ТЕНГЛАМАСИ

Биринчи тур фазавий утишда энтропия 5, солиштирма 
\ажм К'узгаради. Улар фазалар чегарасида сакраб узгаради, 
яъни:

5̂  -  5, ^  О, 0. (45)

Шу тур фазавий утишда яширин иссикдик д ажралиб 
чик,ади ёки ютилади, яъни:

T { S ^ - S , )  = T ^ S  = ^ Q ^ q .  (46)

(46) ни назарда тутиб, (44) ни

Т = -- .3---- /лп\
(¡Т §2-9^

куринишда ёзамиз. Биринчи тур фазавий утиш учун ёзил­
ган (47) ни Клапейрон-Клаузиус тенгламаси леШпаш-  Бу 
тенгламада солиштирма х,ажм Ува фазавий утишдаги яш и­
рин иссикдик q температура ва босимга боглик,. Шундай 
к,илиб, биринчи тур фазавий утишларда фазалар термоди­
намик потенциаллари узлуксиз ((42) тенглик), аммо улар­
нинг температура ва босим б р и ч а  биринчи тартибли хоси- 
лалари узилишга эга ((45) ифодага к,аранг)..Жуда куп кат- 
тик, жисмлар эриганда ^ > О булади ва уларнинг солиштирма 
\ажмлари ортади, яъни > К, булади.

Шу сабабли {с1Р/сП) > О, яъни босим ортиши билан эриш 
температураси ортади. Бундай молекулалар икки фазасининг 
мувозанатида температура ортиши билан босим х.ам ортади, 
яъни Л7’> О да ДР > О булади. Аммо сув ва муз бу к.оидадан 
истисно, яъни ^ > О, аммо музнинг солиштирма ?(ажми сув- 
никидан кичик: К2 < У у Ш унинг учун температура ортиши
2 2 0



5.2-расм .

билан босим камаяди (к..
5.2-расм), яъни босим ор­
тиши билан музнинг эриш 
температураси пасаяди 5.2- 
расмда (47) тенглама би­
лан тавсифланувчи муз ва 
сув фазалари мувозанати 
чизиги, сув ва буг фазала­
ри мувозанати чизиги, муз 
ва бук фазалари мувозана­
ти чизиги \амда учта фа­
занинг мувозанатини тавсифловчи учланма нук.та тар\ий 
(схематик) равишда келтирилган. Сув ва буг мувозанати 
чизиги^ нуктадан критик нук^та Лгачадавом этади. Учлан­
ма А нуктадан пастда сув фазаси мавжуд эмас. Сув учун 
учланма нук,та координаталари:

Гу = 0,0078°С,Р = 0,006 атм.

Модда паст температурали фазадан юк^ори температура­
ли фазага утганда яширин иссикдик д ни ютади. Тизим 
(муз) JE'нyк,тaдa бар^арор (тургун) (5.2 раем). Агар шу нук- 
тада муз-сув тизим булса, у нотургун булади ва сув музга 
айланади. Агар босимни узгартирмай иссикдик берилса, 
унинг (музнинг) температураси орта бориб, мувозанат чи- 
зигига борганда (О нуктада) температура ортиши тухтай- 
ди, сув фазаси пайдо булади. Иссикдик микдорининг бу О 
нуктада берилиши сув массасининг (мивдорининг) орти­
шига олиб боради. Агар бу нуцтада босим ортса, унга мос 
равишда температура узгарса (муз учун температура пасая­
ди), икки фаза мувозанати сакданади. Босимни узгартир- 
масдан бу нуктада температура ошса, модда бир фазага — 
сувга айланади ва унинг температураси £ '/’чизиги буйича 
ортиб боради.

5.7-§. КРИТИК ХОЛАТ

Учланма ну^тадан бошланган каттик^жисм — суюкдик 
фазалар мувозанати чизиги, каттик. жисм — газ фазалар 
мувозанати чизиги юк^ори босим, температура ва паст бо­
сим, температура томонларидан чегараланмаган. Бу чизик,-

221



ларни давом эттириш мум­
кин. Аммо суюк^ик — газ 
фазалари мувозанати чи­
зиги А^нуктада тухтайди (к,.
5 .1-расм). Бу нуктани ( \о-  
л а т н и )  кр и т и к  п уц т а  
Цолат) дейилади.

Сую1>у1ик — газ тизими­
нинг фазалар мувозанати ва 
фазавий утишларини та\лил 

килиш учун Р, Кдиаграммада тажриба натижасида олинган 
изотермалар (5.3-расм) ва Ван-дер-Ваальс изотермаларини 
келтирамиз (5.4-расм).

5.3-расмдаги ЛА'5со\ада модда гетероген \олатда булган­
да суюк^ик ва буг фазалар биргаликда мавжуд. АК  чизик,- 
нинг чап томонида фак.ат сую^лик фазаси, ¿АТчизик^нинг 
унг томонида фак;ат буг фазаси мавжуддир. Юк,ори темпе- 
ратурали изотермаларда икки фазанинг мавжудлик со?^аси 
кискариб боради ва 7̂  изотермада (критик температурадаги 
изотермада) х,ар икки фаза бир фазали долатга — критик 
\олатга айланади. Бу х;олатда модда суюкутик \ам , буг \ам  
эмас. Бу \олат параметрларининг махсус к.ийматлари Т̂ , Р̂ , 

да содир булади. Р, Кдиаграммадаги изотермаларда со­
лиштирма х,ажмлар > F ф ар \и  температура ортиши би­
лан камайиб бориб, критик нуктада бу фарк. нолга тенг, 
яъни К =  К, =  Vi, булади.

Критик нук,та А'даги утишда солиштирма \ажм узгар­
майди, ИССИК/1ИК ютилмайди (чик^арилмайди), аммо иссик,- 
лик сигими, \ажмий кенгайиш коэффициенти, сик^илув- 
чанлик сакраб узгаради (узилишга эга). 5.4-расмда Ван-дер- 
Ваальс тенгламаси

^  ^  (48)

асосида олинган изотермалар келтирилган. Бунда Т < 7"̂, 
булганда Р нинг х;ар бир кийматига V нинг учта киймати 
тугри келади. P{V) чизик, — изотерма максимум ва мини- 
мумдан утади. Температура орта бориши билан Рнинг  мак­
симум ва минимум кийматлари бир-бирига якинлашиб бо­
ради ва, них;оят, 7’= Г .̂да максимум ва минимумлар бирла­
шиб бурилиш нуктасига айланади. Бу нукта К критик пуцта
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дейилади. Реад изотермалар 
билан Ван-дер-Ваальс изо- 
термадарини солиштирилса,
>^ажмнинг камайишига бо­
симнинг камайиши тугри 
келадиган Ван-дер-Ваальс 
изотермасининг О С к^исми 
модданинг нотургун \ола- 
тига тугри келади. У таж­
рибада кузатилмайди, яъни 
у реал эмас. Унинг урнига
тажрибада горизонтал (изобара) чизик,/4Й кузатилади. Бу 
ерда шуни айтиш керакки, реал изотермада хам К ну^тага 
бурилиш пуцтаси деб царалади.

Тажриба курсатадики, суюкдик — газ тизимида газ фа- 
заси в Ь  метастабил \олатда — ута туйинган буг \олатида, 
суюкдик фазаси АС  метастабил х,олатда — ута 1<;изиган су­
юкдик холатида булишлари мумкин. 5.4-расмдан куринади­
ки, критик изотерма Г^дан юк^оридаги изотермалар, яъни 
Т  > 7  ̂даги изотермаларда Р{У) монотон узгарувчи ва бир 
фaзí'lли тизим (газсимон \олат)ни тавси(1)лайди; Т], дан паст- 
даги изотермаларда Р{У) минимум ва максимум к^ийматлар 
кабул килади. Бу максимум ва минимум орасида Ван-дер- 
Ваальс изотермасида ( ЭР/ЭК) , ^>0  кийматли со \а  реал 
тизимларда мавжуд булмайди. Реал тизимларда бу со,\ада 
{ д Р / д У \  = 0 , яъни горизонтал кисмдан иборат булади. 
Умуман, изотермадаги А"нуктада бурилиш нуктаси мав­
жуд.

Статистик физика нуктаи назаридан кристалл к^ттик 
жисмларда уларни ташкил килган зарралар орасида маълум 
тартиблилик (узок тартиб) мавжуд. Температура ортиши 
билан кристалл панжара тугунларидаги зарраларнинг (атом­
ларнинг, ионларнинг) тебраниши кучая бориши ва окибат 
натижада тартиблиликнинг бузилиши юз бериши туфайли 
каттик жисм эрийди ва суюк агрегат \олат пайдо булади. 
Суюкфазада тартибсизлик даражаси устун булади. Моадада 
кескин сифат узгариши содир булади; каттик жисмда деяр­
ли булмаган илгариланма )^аракат роль уйнай бошлайди. 
Шундай килиб, каттик фаза суюкдик фазасидан кескин 
фаркданади.
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Суюкдик фазасида тартиблилик "колдири" долган булса- 
да (унда ЯК.ИН тартиблилик мавжуд), окувчанлик, шакл 
узгарувчанлик каби мухим хоссалари уни характерлайди.

Суюк, фазанинг температураси ортиши билан молекула­
ларнинг, атомларнинг, уларнинг комплексларининг илга­
риланма х^аракатлари устун равишда ортиб боради; "колдик, 
тартиблилик" даражаси камайиб боради ва ни>^оят бугла- 
ниш температурасида к,аттик,жисмдан долган "колдик, тар­
тиблилик" (як,ин тартиблилик) йуколади, илгариланма \apa- 
кат билан боглик, тартибсизлик устунликка эришади. Тем­
пературанинг яна орттирилиши принципиал янгиликка олиб 
бормайди, тартибсизлик даражасининг ортишига олиб бо­
ради (газсимон фазада). Тартибсизлик даражасида энтропия 
асосида газсимон фазадан суюк/1ик фазасига утиши тахдил 
этилса, илгариланма \аракат билан боглик. энтропия 5,,̂  ̂
температура пасайиши билан камайиб боради. Фазавий утиш­
да унинг тартибсизликдаги устунлик даражаси фазавий утиш­
да йуколади, бу утишда маълум даражада "тартиблилик" 
пайдо булади. Шу сабабли энтропия бу утишда сакраб узга­
ради. Температуранинг камайиши билан газ фазасининг "к;ол- 
дйк, тартибсизлик" даражаси камайиб боради ва у "суюк,- 
лик-1<,аттик.жисм" фазавий утишда, яъни абсолют тартибли 
кристалл к.аттик,жисм фазасига утганда, газнинг "к^олдик. 
тартибсизлик" даражаси нолга тушади, яъни йуколади. '^^зига 
хос "Нернст теоремаси" юз беради, яъни к.отиш (эриш) 
температураси — бу илгариланма харакат билан боглик, эн­
тропия учун "абсолют" ноль температурадир. Шундай к,илиб, 
"суюк/1ик" каттик,жисмнинг "тартиблилиги" к,олдиги, газ­
симон фазанинг "тартибсизлиги" к,олдиги билан характер- 
ланадиган "оралик," фазадир.

Суюкдик — газ гетероген тизим температура ортиши 
билан суюкдик фазасининг тартибсизлик даражаси ортиб 
боради (энтропия ортади), суюк/1ик фазасидаги "к.олдик,тар­
тиблилик" камайиб боради ва ни\оят критик нук,тада бу 
"колдик, тартиблилик" йук,олади, икки фазада бир хил тар­
тибсизлик даражаси )(осил булади, яъни бу нук,тада энтро­
пиянинг сакраб узгариши булмайди. Бу критик )^олатдир\^ 
Критик х,олатга як,инлашишда солиштирма х,ажмлар бир- 
бирига як,инлашади: яширин иссикдик камайиб боради ва 
критик х;олатда ^ = О ва К, =  булади.
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Яширин исси1<у1ик д ни- 
мага сарф булади? Бизнинг- 
ча, суюкликдан газга айла- 
нишда суюкдикдаги "к,ол- 
дик,тартиблилик" ни бузиш, 
йукотиш учун сарф булади.
Температура Т критик тем- 
пературага  к^анча як,ин 
булса, шунча "к^олдик тар- 
тиблилик" кам булгани учун д (яширин иссикдик) кам 
булади. Критик нук^тада эса ^ = О булади.

Газ фазасида температура ва босим ортиши, солиштирма 
\ажмнинг камайиши билан суюьу1икка айланиш учун зарур 
булган ц камайиб боради. Бу эса "тартибсизлик" даражаси 
камайиб боришини, яъни энтропия 8{Т, Р) камайишини 
курсатади. Босим ортиши билан узгармас температурада 5{Р) 
камаяди. Маълум тартибсизликни йук.отиб (камайтириб), 
"колдик^тартиблилик" ни тиклаш учун (буг суюкутикка ай- 
ланганда) кам д зарур булади! Критик х,олатда эса ^ = О 
ва, демак, 5, = 5”̂ булади.

МАСАЛАЛАР

5.1-масала. Ван-дер-Ваальс газининг критик нук;тадаги 
Р̂ ., ни аникланг; критик коэффициент RTJP^У^ ни
)^исобланг ва уни тажриба натижалари билан так,1фсланг.

Е ч и ш. Бизга Ван-дер-Ваальс тенгламаси
К Т  аР = У-Ь ( 1)

маълум. Ван-дер-Ваальс гази изотермалари 5.5-расмда курса- 
тилган. Ван-дер-Ваальс изотермаси максимум ва минимум- 
дан утади. Бу экстремал к^ийматларда

эк = 0 (2),

шарт бажарилади. Критик нук,тада максимум ва минимум 
бирлашиб, бурилиш нук^тасини )(,осил килади. Бу бурилиш 
нуктасида

Г Р = 0

шарт бажарилади.
15— А. Бойдедаев

(3)
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Бу ерда шуни таъкидлаймизки, реал тизимнинг критик 
\олати баркарор булиши учун \ам  (2) ва (3) шартлар ба- 
жарилиши талаб этилади. Энди (1), (2), (3) тенгламалардан 
учта номаълум аник^анади: яъни

р  =
* У,-Ь ’

\ д у )
ЯП ^  = 0,

Гк ^

-  +  __ Л£. = о
{Ук-ь? ■

Булардан:
у   ̂ '11. р -  а т ’ _ 8 о  Ук -  :>о, -

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)Ь -  8 -  8Р̂  •

(7) ва (8) дан критик коэффициентни аник^аймиз:

1 1  = 1 = 2,667. (9)

Критик коэффициент учун тажриба натижалари куйи- 
даги жадвалда келтирилган:

Модда к т у Р Л

Гелий 3,13
Водород 3,03
Азот 3,42
Кислород 3,42
Сув 4,46
Бензин 3,75
Сирка кислота 4,99
Метил спирт 4,56

1 -и 3 о Идеал газ учун ЯТ^/Р^ =  1.
2-и 3 о (7) дан фойдаланиб, Ван-дер-Ваальс тенглама- 

сини келтирилган шаклда ёзамиз:
Р У Т

(10)
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(10) ни (1) га куямиз; бунда (7) ни \исобга оламиз: 

а _  аП

бундан

27/?/;^(Зу-1 ) ^ 7 ? " ’ 

|я  + -^ |(З у -1 )= -8 т

келтирилган Ван-дер-Ваальс тенгламасини оламиз.
5.2-масала. Дитеричи \олаттенгламасидан критик нуь;та- 

даги ни аник/1анг. Критик коэффициент
ни х^исобланг; келтирилган \олат тенгламасини аник/1анг. 

Е ч и ш .  Дитеричи тенгламаси

Критик \олатда

М  = 0,
\дУ)т

(д^р) 
[ ^ 1

= 0

шартлар к^аноатлантирилади. 
(1) дан топамиз:

(— 1\ЭК/г _Л Г И  У-Ь_

т г -
а I + р г ,

ЛТУ^ У-Ь_ 1 1
(К -6)' ЯТУ-'

(2) ва (3) шартларга асосан (4) ва (5) ни ёзамиз:

ва

У̂  =: _ а _ _  
У - Ь  R T ’

_  2а

(6) ва (7) дан
_

Ук-ь
= 2; К  = 2Ь.

( 1 )

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8) 
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(6) дан 

(1) дан

,2„2 ■АЬ̂ е

Критик коэффициент

^  „ 3 55

Дитеричи тенгламаси келтирилган шаклда

л  = 2у- -ехр
Н )

(9)

( 10)

(П)

( 12)

куринишда езилади.
И 3 о х- Дитеричи холат тенгламасидан келиб чи 1<;адиган

^  = 3 65

критик коэффициент Ван-дер-Ваальс тенгламасидан олин­
ган натижа

Шл- = 1  = 2 67 
ЯЛ 3

га нисбатан тажриба натижаларига як;инрок. (жадвалга к,.). 
5.3-масала. Биз

РУ = К Т
у [ ' ^  к т)

\олат тенгламасини олган эдик. Шу тенгламанинг чап то- 
монига ¿тузатмани киритиб, унгтомонигатенглаштирай- 
лик:

Р { У - Ь )  = КТйхр '  1 (ь "  )1у ят) (I)

Шу ?(олат тенгламасининг критик параметрлари У̂ , 
Т̂  аниклансин ва КТ^Р^^У  ̂ \исобланиб, Ван-дер-Ваальс 
\амда, Дитеричи тенгламалари натижалари билан так;к.ос- 
лансин.
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Е ч И ш.

, дУ1т ^

+ .^ 1 ^ ех р■ {У-Ь) 

-
-  {У-Ь)  

= р

(У-ьУ

ехр
\" г 1 1 // \а '■[И'’  ят)_ У-Ь г  V̂  КТ^ _

У-Ь У̂ г

(2) дан
У к _ -  

ЯП

(2) ни назарда тутиб куйидагича оламиз;

' ’"'■г)\эк^ !т

(4) дан;

(3) ва (5) дан:

{У-Ь)

Ук
{Ук-ь) ЯП

^  =  2 ; П = 2 ^ .

(2)

(3)

Ук-ь
(6) ни (3) га к^уйиб, ни топамиз;

гр С1
‘к ~ Ш '

(6) ва (7) ни (1) га куйиб, Р, ни оламиз;

П __ ^

Бизнинг цолат тмгламам»знинг келтирилган шакли
т Г 1 М

куринишда булади.

(4)

(5)

(6) 

(7)

(8)
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Критик коэффициентни \исоблаймиз: 
КТ, _

2 ■ (9)

Куйидаги жадвалда Ван-дер-Ваальс, Дитеричи ва (1) 
тенглама натижалари так,к,осланган.

Т̂ Н̂Ь/а КТк/Р̂ ,
Ван-дер-Ваальс
т-си 1/27 8/27 8 /3 =  2,7

Дитеричи
теигламаси 1/4е̂ 1/4 е^/2 =  3,65

(1) тенглама 1/5е̂ 1/5 е^/2 =  3,65

5.8-§. ЯНГИ ФАЗАНИНГ ПАЙДО БУЛИШИ

Янги фаза маълум шароитда эски фазадаги моддаиинг 
флуктуацияси туфайли содир булади. Бунда, масалан, суюк,- 
ликда кайнаш чогида буг фазасининг куртаклари — пуфак- 
лар, туйинган бугда суюкдик фазасининг "вакиллари" — том- 
чилар пайдо буладилар. Буларнинг пайдо булишига модда 
зичлигининг флуктуацияси сабабчи булади. Аммо янги фа- 
зага утиш руёбга чик;иши учун янги фазанинг куртаклари 
берилган маълум шароитда усиш, ривожланиш имконияти- 
га эга булиши зарур. Киск^аси, янги фаза куртагининг уси- 
ши, ривожланиши бир к,анча омилларга боглик,, жумладан, 
х,осил булган янги фаза куртагининг улчамига боглик,. Агар 
куртак кичик булса, янги фаза зарралар (молекулалари) 
ининг анчагина к 1̂сми янги ва эски фазалар орасидаги сирт- 
да булади. Шу сабабли янги фаза куртагини та)у1ил этил- 
ганда сирт билан боглик, \одисаларни х,ам назарда тутмок, 
лозим.

Маълумки, сирт юзининг узгариши с!1 туфайли бажа- 
рилган иш dA = -¿я/Х(бунда а  — сирт таранглик коэффи- 
циенти). Доимий температурада бажарилган иш эркин энер­
гиянинг камайишига тенг, яъни ёР  = o■dI. Шу сабабли, янги 
ва эски фазаларнинг тургунлик шартини аник;лаш учун, 
сирт хоссаларини назарда тутган \олда, эркин энергия узга- 
ришидан фойдаланмок, лозим.
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Тизимнинг температураси Г, \аж ми К ва зарралар сони 
/V доимий булсин. Бу \олда эркин энерги’янинг узгариши: 
куйидагидек булади:

dF =  -P,dV^ -  P,dV^ + + î d̂N̂  + odZ.  (49)

Шартимизга асосан:

V =  V̂ +  V^-  const, yv =  iV| + jYj =  const.

Бундан:
-dV^ = dV ,̂ dN̂  =  -dN^. (50)

(50) ни назарда тутиб, (49) ни

dF = P , - i l 4 - a f £ d V , + { n , - ^ , ) d N ,  (51)

куринишда ёзамиз, бунда

r f s  = | i r f ) 5 .

Икки фаза мувозанатда булганда dF =  0 ва/<, =  Бу 
\олда (51) дан

(52)

ифодани оламиз. \осила сирт эгрилигига ва, де­
мак, эгрилик радиуси R га боглик,. Сфера учун:

Э 2  _ 2.
ЭК R

(53)

Бундай сфера куринишида \осил булган янги фаза бар- 
к,арор булиши учун

Р, = Р , - 2(7 (54)

ЭЕтенгликни оламиз. (52) даги < ^ у р - с и р т  б о с и м и  дейи­
лади. Бу босим сиртнинг кабарик, томонидан ботик, томони- 
га йуналган. Бу босим фазалар чегараси текис булганда нолга 
тенг булади. Ш унингдек, катта сиртли жисмлар (фазалар) 
учун )^ам у \исобга олмаслик даражасида кичик. Кичик 
куртакка эга булган янги фазалар (масалан, томчилар) учун
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бу босим сезиларли ва унинг радиуси к^анча кичик булса, 
шунча катта булади.

Масалан, сувда бур фазаси (пуфаклар)нинг пайдо були­
шини курайлик. Агар ташк,и босим ва сирт босими \осил 
булган пуфакнинг ичидаги туйинган бур босимидан катта, 
яъни

(55)

булса, у )^олда пуфак сик^илади ва янги фаза сув кизиган 
пайтда \осил булмай, йук,олади. Температура ортиши ёки 
босим камайиши билан янги фаза (бур)нинг бундай кур­
таклари (пуфаклари) купаяди, барцарор булади, сув к,ай- 
найди, яъни бунда

с̂уюк + ^  Рьу, (56)
булади.

Туйинган бурда конденсация \одисаси (томчилар) пай­
до булади ва барк^арорли булиши учун

Р щ Л  ^СРТ ^  (57)
булиши ЛОЗИМ. Акс х;олда бурланиб, томчи йук,олади (бо­
сим катталашади, температура ортади ва бурланади).

5.9-§. ИККИНЧИ ТУР ФАЗАВИЙ >ПГИШЛАР

Тажрибадан маълумки, айрим фазавий утишларда иссик,- 
лик ажралиши ёки ютилиши содир булмайди, солиштирма 
х,ажм узгармайди. Масалан, Кюри нук;тасида ферромагнит- 
нинг парамагнитга айланиши, суюк, гелийнинг 2 ,18°А'да ге­
лий II суюк^икка айланиши иккинчи тур фазавий утишга 
мисолдир.

Бу фазавий утишда (44) ифодадаги сурат \ам , махраж 
\ам  (яъни 3  ̂-  5, ва К,) нолга тенгдир. Шу сабабли бу 
касрнинг лимитини олиш учун Лопиталь к^оидасига асосан 
сурат ва махражнинг лосилаларини олиб, уларнинг нисба- 
тини аникдамок, керак:

д (Ж )  \
С/Р _  _  \ 3 T l p  
с1Т М

[дт1р
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Ьунда:
= 1 £ к Л Л .  = £ ± t  

\ d T j p  U T j p  U t I p Т  г

_  Ср^ -С/)| _  ДС/, (59)

А _
\ д Т 1 р \ д т ) р дТ/р (60)

Демак, иккинчи тур фазавий утишлардау?, = булар- 
пмиг биринчи тартибли >^осилалари — S\, — К, j^sapo 
гсиг булиб, термодинамик потенциалнинг иккинчи тартибли 

)^осилалари ва к.лар узилишга (сак-

рашга) эгадир. 5.6-расм- 
да Hel  нинг Hel l  га ай- ( 
ланишида иссик/1ик си­
гимининг температура 
буйича узгариши келти­
рилган.

Унда С нинг 2,18°АГ 
да сакрашга эга эканли­
ги курсатилган.

(59) ва (60) ни назар­
да тутиб, (58) ни кбайта 
ёзамиз:

2,18
5.б-расм .

Т, К

(IP ^  i^Cp 
d T  T Vä a (61)

(58) ифодада А 5 у л К = 0 / 0  ноаник,ликми Л опиталь 
к,оидаси б р и ч а  лимитини аниклашда босим буйича ^зга- 
ришини олайлик (лимит ишорсшари ёзилмади)

бунда:

с!Р _  А5 
c i f  ^ V

Mil
■ ‘ ( i l

U P I

]  = - i
Ö‘S'2'\

/г \ й Р  I t  \ ЙР h
I^VA _ (ОКЛ

'/7- \ д Р  I t [ ^ Р  1

= М а ,

=^AXr-

(62)

(63)

(64)

233



Демак,
(1Р _ Аа
с1Т КХг

(61) ва (65) лар Эрпфест тенгламаларил^ншащл- Уларни 
бир-бирига купайтириб,

^ С р = А Х т [ ^ ] т У  (66) I

тенгликни оламиз.

VI БОБ
КЛАССИК СТАТИСТИКА. ИДЕАЛ ГАЗ

6.1-§. КИРИШ

Статистик усулнинг асослари ва унинг статистик термо- 
динамикадаги муносабатлари билан умумий ;<;олда таниш- 
дик. Бу бобда статистик усулнинг идеал газга татбик^и би­
лан танишамиз. Идеал газ учун статистик физика усули 
буйича \исоблашни охирига етказиш мумкин. Бундан таш- 
Кари эмпирик усул ёки элементар кинетик назария асосида 
олинган муносабатларни, парадоксларни статистик физи­
канинг фундаментал усул асосида олиш бу усулнинг сама- 
радорлигини курсатади, шу билан бирга уни узлаштиришга 
ёрдам беради. Статистик физика усулини фак^ат физик \оди- 
саларгагина эмас, балки табиий фанлар урганадиган со\а- 
ларнинг куп >^одисаларига куллаш мумкинлигига \ам  ишонч 
\осил к^илинади.

Газ хоссаларини урганишда статистик физика усулини 
як,к,ол тасаввур этиш ва уни узлаштириш кулайдир.

Зарралар орасидаги узаро таъсир нисбатан заиф (кучсиз) 
булганда газ хоссаларини куп х;олларда ало^ида зарра ёки 
жуфт зарралар хоссалари асосида урганилади. Газ хоссалари­
ни урганилаётганда унинг зарралари орасида узаро таъсир 
йук, деб к^аралса, бундай газларни и д е а л  г а з  дейилади.

Турри, газ номувозанат х;олатда булса, мувозанат х;олат- 
га келиши учун зарралар (молекулалар, атомлар) о р а с и д ^  
узаро таъсир, албатта, булиши шарт. Аммо мувозанат х^олат- 
даги газнинг хоссаларини баъзан унинг зарралари орасида 
узаро таъсир йукдеб фараз килиб урганиш мумкин.
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Умуман, тизим заррасининг \олати унинг атрофидаги 
•¡аррсшар билан булган узаро таъсирга боглик,. Бу узаро таъ­
сир принципиал жи\атдан икки турга: зарядлар (масалан, 
олектр, ранг, \и д ') билан боглик, узаро таъсир ва зарядлар 
билан боглик, булмаган (спин билан боглик, булган) узаро 
таъсирларга булинади. Спин \ам  заряд каби зарранинг ин­
дивидуал хоссасидир ва у бошк,а зарралар билан муносабат- 
да таъсир курсатади.

Зарралар \аракатини корреляция к,илувчи бундай квант 
хосса газ зарралари бир-бирларига де Бройль тулк,ин узун- 
лиги Я = /г / Р  масофасида ёки бундан як,инрок, масофада 
булганларида намоён булади; бунда ~р — зарранинг уртача 
импульси: 'р _ Равшанки, температура пасайиши би­
лан де Бройль тулк,ин узунлиги. ортиб боради ва, демак, 
квант корреляция намоён буладиган масофа хам ортиб бо­
ради!

Шундай к,илиб, квант корреляция иафак,ат зарранинг 
Харакат к,онунининг к,айта к;аралишига сабаб булмай, бал­
ки статистик физиканинг хам мухим узгаришига — квант 
статистик физиканинг яратилишига олиб келди. Уз навба- 
тида эса квант статистикасининг бозонлар статистикаси ва 
фермионлар статистикасига булинишига олиб келди.

Демак, квант статистикаси паст 7’ < 7̂ , {Т^~ 
айниш температураси) температураларда квант газларга 
кулланилади. Фотонлар, фононлар, ок,митти юлдузлар, нейт­
рон юлдузлар ва бошк,алар квант газларга мисоллардир.

Бу ерда шуни алохида таъкидлаш лозимки, аксарият газ­
ларнинг айниш температураси шунчалик пастки, унинг 
квант хоссалари намоён булишга улгурмай, улар суюкутик, 
хатто к,аттик,жисм холатига утади.

Таъриф буйича, молекулалари орасида узаро таъсир йук, 
булган газни идеал газ дейилади. Демак, газ молекулалари 
орасида узаро таъсир шунчалик заиф булсаки, уларни хисоб- 
га олинмаса, бундай газларни идеал газ дейиш мумкин. 
Амалда реал газ етарли даражада сийраклашган булса, бун­
дай холларда молекулаларнинг узаро таъсирини хисобга ол­
маслик мумкин.

' Бу ерда ранг ва \и д  кучли ва заиф (кучсиз) узаро таъсирлариинг 
мапбаи булган зарядларнинг момлари.
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Зарралар орасида узаро таъсир йукди- 
ги ёки уни ^исобга олмаслик даражаси- 
да заиф (кичик)лиги, куп зарралар фи- 
зикаси масалаларини бир заррали усул 
масаласига келтиришга имкон беради. 
Яъни к^'п зарралардан иборат булган

6 1-расм тизим масаласини битта зарра учун ма­
салани назарий жи)^атдан ечиб, олинган 

натижани зарралар тизимига к^^ллаш имконини беради 
(квант статистикага к,аранг). Бу ерда шуни таъкидлаймиз­
ки, нормал шароитдаги температура \амда босимдаги реал 
газни деярли идеал газ деб к,араш мумкин. Аммо жуда паст 
температура ва юкори босимдаги газларни квант механика- 
си асосида караш лозим булади.

Сийрак газни так^рибан идеал газ деб караш мумкин. 
Шу муносабат билан "сийрак газ" тушунчасини ойдинлаш- 
тирайлик.

Нейтрал атом ва молекулаларнинг таъсир радиуси тах- 
минан 10'̂  — Ю'** см тартибда булади. Газ сийрак булган \олда 
зарраларнинг умумий х;ажми шу Мта зарра \аракат к;илаёт- 
ган идиш х,ажми Кдан жуда кичик, яъни

т  < <  V (1)

деб )^исобланади. Вошк^ача айтганда, идишда зарралар деяр­
ли эркин >^аракатлаиади. Бу ерда Ь радиуси 2/'„ га тенг булган 
шарнингх^ажми (6.1-расм), яъни:

Ь = (4я/3)(2г„)1

Газнинг сийраклик шарти (мезони) (1) ни к^уйидагича ёзиш 
мумкин:

10/;;’« «  1, (2)

бунда п = {М/У) зарралар зичлиги; (2) дан куринадики, 
газ сийрак деб >^исобланиши учун унинг зичлиги

п «  102"- 1021 см-з (3)^

шартни каноатлантириши керак.
(2) шартни куйидагича ёзиш мумкин:

< <  А, (4)
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1)упда K/yV = бу ерда А — молекулаларнинг Уртача эр­
кин югуриш йули. Демак, сийрак газда уртача эркин югу- 
|)иш йули А узаро таъсир радиусидан жуда катта булади; 
Пош^ача айтганда, зарралар куп вак,т эркин х^аракагда була- 
лмлар. Масалан, зарранинг эркин югуриш вак,ти га нис­
батан икки зарранинг тукнашиш \олатида б$^лиш ва1̂ ти т.,, 
жуда кичик булади, яъни сийрак газ учун ёзилган (4) 
шартга

г,  »  т./. (5)

шарт тенг кучлидир. Бошк,ача айтганда, икки зарранинг 
тукнашиш вак,ти жуда кичик б^'либ, бу вакт давомида 
учта зарранинг биргаликда т^к^нашиши амалда (деярли) 
булмайди. Зич газлар ва суюк/тиклар учун \Oi-q > 1 ёки » А  
шарт бажарилади. Бу >^олда тук^нашишлар тушунчаси ^з 
кучини йук^отиши мумкин, чунки молекула >̂ ар доим узи- 
пинг атрофидаги кушни молекулаларнинг таъсири доира- 
сида б^^лади.

6.2-§. КЛАССИК СТАТИСТИКА

Берк тизим микрох^олатлари э\тимолликлари таксимоти:

dW(E) =J[E)dn. (6)

Бу ифодада так;симот функцияси

Л £) = (1/2)) ехр (-/3£) (7)

куринишга эга. Классик )^олда энергия Е =  Е{р, q) ни ки­
нетик энергия Е{р) ва потенциал энергия E{q) лар йи­
гиндиси куринишида куйидагича ёзилади:

Е{р, q) =  Е{р) + E{q). (8)

Бу \олда классик статистикадаги так,симот функциясиУ(£) 
ни

г&Ш
(9)

куринишда ёзиш мумкин. Бундаги Zp ва Zq ни нормалаш 
шартларидан топилади;

( 10)
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бунда

' ’’ ĥ g !fg

Идеал газ учун E{q) = 0. Бу холда классик статистиканинг 
так^симот функцияси (9)

Z ^ = Q =  ( П )

куринишга эга булади. (11) дан куринадики,

0 =  Р ,

бунда F — тизимнинг хажми; yV— зарралар сони. Шундай 
1<;илиб, идеал классик газ учун э\тимоллик

= ( 12) 

куринишга, э^тимолликлар зичлиги так^симот функцияси 

АЕ(р))  = (1 /Z  • п  ехр 1-рЕ(р)] (13)

куринишга эга. Биз нинг ифодасини аввал аник^аган 
эди к:

2ятв I
|б = 1/0.  (14)

6.3-§. КЛАССИК ТИЗИМДА ЭНЕРГИЯИИИГ ЭРКИНЛИК 
ДАРАЖАЛАРИ БУЙИЧА ТЕНГ ТАК.СИМЛАНИШИ

Классик тизим учун энергия

Е(р, q) =  Е{р) + E{q) (15)
бунда

Е{р)  = ^ Р } Ц т  (16)
/■

ТИЗИМ зарраларнинг кинетик энергияси;

E{q) =  E {̂q ,̂ q̂ , q )  (17)

2 3 8



т.чимнинг потенциал энергияси, 2 у — умумлашган им- 
пульслар ва умумлашган координаталар сони. Энергия к,ий- 
млтлари £учун  юк^орида гамма-та1«;симот уринли эканли- 
т н и  курдик.

Энди ва Е  тасодифий микдорлар к^ийматлари учун 
так^симот (функцияларини оламиз.

Энергетик тасаввур узгарувчилар сони координата ва 
импульслар сонига нисбатан 2 марта кам булади. Энерге­
тик тасаввурда узгарувчилар сони

V =  V +  V ,п П' (18)

бунда V ва V — кинетик ва потенциал энергияларни энер- 
гетик тасаввурда аникдайдиган узгарувчилар сони. 

Таърифга кура бета-функция

Е̂  ва £  кийматларининг э\тимолликлари так^симотини 
аниклаилик. (19) га асосан куйидаги тенглик уринли:

( 20)

Куйидаги айниятни ёзайлик:

л .  ( £ )  -  [Э ' /  /-(V)]

Бунингунгтомонини £  = ¿'(‘орк^али узгартириб ёзайлик. У 
\олда

р̂-1

; )
V ,;-!

Р'’р /г”" - ' л  Р'’“ ( г  Е

е к и
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= (2 1 )'
о

Буидан йирма \ак,идаги теоремага асосан:

= (22)
бунда

=  (23)

(2 2 ) тенгликдан берк тизимнинг кинетик ва потенциал 
энергиялари кийматлари э>^тимолликлари гамма-так,симот 
билан берилиши (аник^аниши) келиб чик,ади. (23) ифо­
дани ёзайлик:

у ^ _IJL  ̂^
<

ёки

О

<Ё> <Е/,> <£'(/>

V V,, V,

Бундан классик тизим учун ички энергиянинг эркинлик 
даражалари буйича тенг так,симланиш к,онуни келиб чи- 
кади (к. 4.1-масала). Классик идеал тизим учун

Е , = 0 , Е  =  Е̂ , (25)

Бу \олда/3,^ =  У^<Е>  дан < Е >  -> О булгани учун -> сю. Бу 
шарт бажарилганда

^ у 1 Е д ) = ^ Ъ т  =  К Е - Е )  (26)

тенглик ^^ринли бyлиuiини курсатиш мумкин (IV бобга 
каранг),
Буни назарда тутиб, дельта-функция хоссасига асосан (21) 
дан:

т Е )  = ^ , у , { Е )  = # 1̂ / £ ) .  (27)ч

Шундай килиб, классик тизим учун энергиянинг эр ­
кинлик даражалари буйича тенгта 1̂ симланишини умумий 
х;олда исбот к,илдик.
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6.1-масала. Гамма-таксимот учун йигма х,ак,идаги теоре­
ма уринли эканлигини исбот дилинг.

Е ч и ш . Гамма-таксимот учун куйидаги ифодалар маъ­
лум:

со
Г ( у ) =  х'"'е~-'с1х, 1-. ( 1 )

о

Р = у /  < Е > ,  Е [ х,,Х2,...,Х2,)

Классик \олда

Е = Е { Р , , Р „ . . . ,  Р )  +  Е(д„ д,,..., д ) .  (2)

Йигма теоремасига асосан:

//5г (^ )  = /ррур {^р)' fp,|Vq ( ^ 9 ) ,

(3) ифодани исбот килиш учун унинг унг томонини кура- 
миз:

л , , ,

Е̂  =  алмаштириш утказиб, охирги ифодани ёзамиз:

/ V ,  ( ^ . ) ■ Л ., ( Е , ) -  (1 -  </, =

бу ердаги  интеграл  б е та -ф у н к ц и я  д ей и л ад и  ва у 

^ {̂ р>'̂ ’ч) ” г (у )' куринишга эга. Буни эътиборга ол­
сак гамма-таксимот учун (йигма) теоремаси исбот килин- 
ган булади.
16— А. Бойдедаев , 241



6.4-§. МАКСВЕЛЛ ТАКСИМОТИ КОНУНИ 
ВА УНИНГ ТАТБИКИ

Берк ТИЗИМ учун так^симот функциялари маълум:

/ {Е )с1п  = ^е-^Ы п,

Ы E ) d n  = ^ ^ E -^ e -^ ^ d E .

(2 8 )

(29)

Буларда I — статистик интеграл (йигинди), /3 =  у/и,  Д г) — 
гамма-функция: идеал газ учун/в =  \/кТ. Умумий ифодалар
(28) ва (29) ни N  та ички структурага эга булмаган, яъни 
бир атомли молекулалар (зарралар)дан иборат классик иде­
ал газ учун ёзилганда

\3/2
V \ 2 л т к Т ,

Р = ^ , 2 у = ЗМ

(31)

(32)

ифодалар назарда тутилади.

Т а р и х и й  м а ъ л у м о т . С т о к с  с а в о л и . Инглизоли- 
ми Стокс имтихон вак,тида талабаларга битта кушимча са- 
вол берар, саволнинг жавобини узи хам билмаслиги ва бу 
савол талабанинг имтихондаги ба\осига таъсир этмаслиги- 
ни айтар экан.

Бир куни (1859) талабалардан биттаси Стокснинг бу 
саволига жавоб топибди. Бу Максвелл эди.

Куйида шу саволни ва унга жавобнинг асосий мазмуни- 
ни келтирамиз. Тартибсиз (хаотик) ^аракатдаги газ моле- 
кулалари бир-бири билан узлуксиз тук,нашиб туради. Шу 
туфайли уларнинг тезликлари \ар  хил булади. Табиийки, 
термодинамик мувозанат холатидаги газда жуда кичик 
(ноль) ва жуда катта (чексиз катта) тезликли молекула­
ларнинг сони нисбатан кам (нолга як.ин) булади. Демак, 
газ молекулалари тезлик к^ийматлари буйича та^симланади. 
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С а в о л : Молекулаларнинг

с11̂-ъ
(1'̂ -X

(ниобий сонининг) тезликлар 
(>уйича шу так^симоти к,андай 
1ч,()иунга буйсинади?

Ж а в о б. Идиш ичида му- 
иозанатдаги идеал газ моле- /  ' ‘'х
кулалари учун барча йуна- 
лишлар баб-баравар (тенг куч­
ли), яъни тенг ЭХ.ТИМОЛЛИ.
Лгар Декарт координаталари ' 6 .2-расм.
1'изими к^улланилса х, у, г
Г|уналишлар буйича молекулаларнинг )^аракати баравар (6 .2 - 
расм). Масалан, ОХуку\ буйича х,ар икки томонга \аракат- 
ланаётган молекулалар тенг кучли (акс \олда зарралар бир 
томонда купрок^тупланиб к.олар эди). Айтилганларга кура, 
масалан, + с1д̂  ораликда О Хук, буича \аракатланаётган 
молекулалар сони с111{д )  ва ОХук,к,а тескари йуналишда )^ара- 
катланаётган молекулалар сони с{п{-Ь) узаро тенг, яъни:

с1п{х)) = > 0 . (1)

Бош^ача айтганда, (1п(д) катталик тезликнинг (яъни 
нинг) жуфт функциясидир:

с1п{д,) = Дд1)с1§,. (2 )

Албатта с1п{д  ̂ оралик,#^., оралик; (катталик)ка му­
таносиб эканлиги равшандир. Худди шунингдек,

с1ф^,) = Дд1)с1д^, (3)

с1п{д^) = /{д\)с1Ь, (4)

ифодалар уринли. (2), (3) ва (4) ифодаларда

сШ^) ^п(Ьу) г1^1\ с!п{д,) fls^2\
'г

тезликнинг бирлик оралику1аридаги молекулалар сони зич- 
ликларидир. Тезликлар фазосида томонлари с!д̂ , 
булган парсшлелопипеднинг с10̂  с/д̂ , <У&.\ажмдаги (6 .2 -расм- 
га к^аранг) молекулалар сони ни, яъни

^ ^ , д +  с1д (5)л ’ л* л- у ’ у  у  1 1   ̂ '
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оралик^ардаги зарралар сонини топиш учун (2), (3), (4) 
ни узаро купайтириш лозим (к,. 6.3-расм):

с1п( ^ , ) = с 1 п ) с{п{&^,)с1п{^.) =

еки

бунда
^ (7)

^ ( « , л л ) “ / ( » ; ) / К ) / ( в ; ) .  (8)

(8 ) да унг томон жуфт функция булгани учун чап томон- 
даги \ам  жуфт функциядир:

Бу тезликлар фазосидаги "бирлик \ажм" га тугри келган 
молекулалар сони барча йуналишлар тенг кучли булганли­
ги учун г)̂ , {>_ ларнинг алохида к,ийматларига боглик, 
булмай, "бирлик )(;ажм" нинг к,андай "масофада" (яъни 

=-д1+д^+'&1 да) олкш ганлигига боглик, (6 .2 -расм га 
Каранг), яъни вектор д  га эмас, балки га
боглик,. Демак,

= (9)

Шундай к,илиб,

^ ( » ¿ + в ; + й ; ) = / ( « ; ) / ( » ; ) / ( 9 ? )  (Ю)

эканлиги аник,ланди.
( 1 0 )нингх,ар икки томонидан ■д] буйича х,осилаолай-

лик:

^ • / К ) / К ) >  ( 12)

буларни тенглаштириб, сунгра >̂ ар 
икки томонини ( 1 0) ифодага булиб,
уш буни  топамиз:
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7 Щ Щ 'Fd8
(13)

Х у д д и  шунингдек, бошк^а проекциялар учун хам
(13) каби ифодаларни ёзиш мумкин. Сунгра уларнинг хар 
доим бир-бирларига тенглигидан улар бирор доимий сон 
Р > О га тенг эканлиги келиб чик^ади, яъни:

v K l  _ _ ! _ 'V K )  _ ,im
f  S8 '  / (» ;)  i»5 /(»;,) M i  /(« !) <iii 

Бундан

F{ b )  = A e-^ ^\ f{d :) =B e~' ' '^  (15)

так;симот к^онунини топамиз. /3 нинг мусбат 1<;илиб олинга- 
ни термодинамикадаги муносабатларга мос келади. (8 ) ва 
(15) муносабатлардан Л =  5  ̂эканлиги келиб чик^ади.

А (ёки В) ни нормалаш шарти

В {  dQ i= \  (16)

дан аник^анади: В = Демак,

= (17)

(17) ва (18) ифодаларни Максвелл тацсимот дейи­
лади. Бу к^онунни, юкорида айтганимиздек, 1859 йилда 
Максвелл кашф этган.

Максвелл так.симот к^онуни — бирлик "хажмга" тугри 
келган эхтимоллик

d n {^ ^ ,b ^ ,d , ) /d d ^ ,d 9 ^ ,d b =  F {d)  (19)

■& нинг камайиши билан ортиб боради ва д нинг энг кичик 
киймати ^ = О да энг катта к.ийматга эришади. Бу эса Мак­
свелл (ёки М аксвелл-Больцман) тацсимот функциясининг 
одатдаги тушунтирилишига зиддир. Бу зиддият айни^са бир

245



улчовли )^олни каралаётганда як,к;ол намоён булади. Х^кикат- 
дан }<,ам, узгармас узунликка эга булган оралик,#^., + dd  ̂
га турри келган молекулалар (ниобий) оони

dn(i)) . (20)

(17) га асосан камайиши билан/(^ J  ва, демак, dn{d)  
ортиб боради ва = О да (аниги = О ни уз ичига олган 
ораликда) Д^ .̂) ва, демак, dn(&J энг катта кийматга эга 
булади. Худди шунингдек, dn(d^), dn{d) га нисбатан )^ам 
юк.оридагиларни айтиш мумкин. Демак, яна д нинг камай­
иши билан F{^) нинг ортишини тушунишга келамиз. (Эс- 
латамиз: dd ,̂ dd ,̂ dd^jiap узгармас катталиклар деб х,исобла- 
нади). Хосил булган бу зиддиятни (парадоксни) бартараф 
этиш учун эх^тимоллик d W ни одатдаги^ушунтиришга ту- 
затиш киритиш лозим: Хак.ик,атда d J V мураккаб вок,еа- 
нинг э\тимоллиги: у §  векторнинг учи d§ ,̂

+ d&̂ ,, ■д̂ , + d&̂  ораликдарда булиш э\тимоллиги (одатда 
шу иборани айтиш билан чекланилади). Бу э\тимоллик — 
ансамбль элементлари э\тимолликларининг текис (тенг) 
тацсимланиши \ак.идаги бизнинг поотулатимизга асосан 
i/3̂  i/^j,i/ .̂x;a>KMra пропорционал ва V векторнинг к^иймат- 
лари ораликда булмаслик э?^тимоллиги (буэх^тимол- 
ликехр  га тенг) купайтмасидан иборат. Бунда (О,#
ораликда д  к^ийматининг булмаслик э?^тимоллиги ехр ( -  
/3#̂ ) оралик; узунлиги 9 камайгани сари ортиб боради ва у 
НОЛ узунликка эга ораликда (О, 0) мук^аррар вок^еанинг 
эх^тимоллигигатенглашади, яъни ехр -  1 булади.

6.1-мисол, Молекуляр-кинетика асосида идиш деворига 
босимни аник^аш.

Молекуляр-кинетик тасаввурга асосан, идиш деворига 
идеал газ молекулаларининг босими: бу бирлик юзага б и р \  
лик вак^тда (масалан, = 1 см^, Д? = 1 с) молекулалар то­
монидан берилаётган импульоларгатенг. ОХ ук.к.а тик булган 
идиш деворига фак^ат тезлик проекцияларидан > О булган- 
ларигина импульс беради (к,. 6.4-расм), молекула деворга
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урилиб кайтганда унинг тезли- 
1'и — га тенг булади. Демак, 
(арранинг (м олекулан инг) 
идиш деворига бераётган им­
пульси

-  { - т д )  =  1тд^ ( 1)

булади. й'^^ораликдаги
бундай тезликли молекулалар 
сони

(1п[д^) = п ^

6.4-расм.

(2)

Демак, бу молекулаларнинг идиш деворига бераётган им- 
пульслари

2тд ̂ -с1п{р ̂ ) = 2тп{^^ (3)

дан иборат. Бирлик вак^тда (масалан, 1 секундда) идиш де­
ворига етиб бориб уриладиган тезликли молекулалар со­
нини топиш учун (3) ифодани цилиндр \ажми га купай­
тириш зарур (6.5-расм), яъни

2тд\ ■ с Ы ) = 2отл I (4)

Юк,оридаги босим таърифига асосан, босим Р ни топиш 
учун ( 4)  ни (О, оо) ораликда интеграллаш керак (манфий 
йуналишдаги молекулалар деворга урилмайди!)

(5)

/  \  
\ '

3 / 2  ~

\  / 0

х 'е - ' ёх  = _1 4п
рУ2 4

/н и н г  бу кийматини (5) га куйиб, Р  ни топамиз:

\\/2 1 /—1__у/я _ тпР = 2 т л  £(!) 3 / 2  4 2)3 (6)
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6.5-расм,

6.5-расмдан куринадики, бирлик 
юзага эга булган, ясовчиси К. га 
тенг цилиндр ичидаги К тезлик­
ли \амма молекулалар I секундда 
идиш деворига бориб урилади.

И з о \ .  Максвелл так^симоти- 
даги номаълум /3 ни аник^лаш 
учун Клапейрон тенгламаси:

Р =  пкТ (7)

дан фойдаланамиз. (7) ни ^ - ё и л а н  солиштириб, идеал 
газ учун мухим ифодани а11ик 1̂аймиз:

2 к Т ' ( 8 )

6.2-мисол. Молекулаларнинг тезликнинг абсолют к,ий- 
матлари буйича так,симланишини аникдаш.

Бунда биз д, д +  с1д ораликдаги молекулаларнинг нис- 
бий сони с1п{д) ни (¿/1Я!^)э\тимолликни) аникдайлик. (Битта 
зарра учун Гиббс ансамбли — бу идеал газдир!) Умумий 
холда:

с1ЩЕ) (1)
Идеал газ учун

Е =
2т 2 (2)

с1Е = т Ш ,  V  = 3/2.

(2 ) ни назарда тутиб ( 1) дан к^^йидагини оламиз:
, л / 2  /  \ 3 / 2

/ ( « ) ' ' ( » )  = <3)

бунда Г (3 /  2) = л/^ /  2, Р = \ /  к Т  эканлиги эътиборга олин- 
ди. Демак, ■&, § +с1д ораликдаги молекулаларнинг нисбий 
сони с1п(У)/п ёки с{Щ'д) э\тимоллик куйидаги тацсимот 
к^онуни билан аникланади:

/ ( ^ )  = 4я

М ^ )  = п/ф)сЮ,
3 / 2

\ 2 п к Т
2кТ

(4)

(5)

(5) ифода \ам  Максвелл тацсимоти аталади.
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(5) муносабатнинг гео- 
мстрик ифодасини курай­
лик (к.. 6 .6 -расм). 6 .6 -расм- 
дан куринадики, эгри чи- 
чик. (буни Максвелл эгри 
чизиги дейилади) тезлик- 
иинг маълум к^иймати- 
да максимумдан утади,
яъни & тезликли молеку- , ,э „ 6.6-расм.лалар сони энг куп була­
ди ва дан кичик ва ундан катта тезликли молекулалар-
иинг нисбий сони кичик булади. (5) дан куринадики, бу 
(])ункцияД^) нинг максимум к^иймати = ^ 2 ^  (3.14- 
масалага царанг) булганлигидан температура ортиши билан 
унг томонга силжиб боради. Масалан, Т^< Т^< ГзЛарда6.7- 
расмда Максвелл эгри чизику1ари келтирилган'.

Молекулаларнинг тезликлар буйича таксимоти к,онуни — 
Максвелл тезликлар таксимоти тажрибаларда бир неча мар­
та синаб курилган ва уз тасдигини топтан. Шундай тажри- 
балардан бири — Штерн тажрибаси. Бу тажрибанингтар>^и 
куйида келтирилган (6.9-расм). Бу тажрибада металл бугла- 
ри булган печь атрофида 
икки коаксиал цилиндр ай- 
ланади. Печь ичидаги ме­
талл буги молекулалари му­
возанат холатда. Молекула­
лар печнинг /["тирк^иши ва 

ва 8̂  тирк^ишларидан чи- 
к,иб, бу тирк,ишлар билан 
ички цилиндр тиркиши о  
бир тугри чизикда ётганда б.7-расм.

' (3) ифодада =  с1У(д) бор. Зарраиинг (ски зарраларнинг 6,
ё  +  с1{) ораликда булиш э?<,тимоллиги, албатта радиуслари г  ва г  + с!г 
булган сферик сиртлар орасидаги \ажм с/У(-д) =  4лд-с1д га мутаносиб. 
Иккинчи томондан, О ва д те'^ликлар орасидаги заррашшг (зарралар-_ол2/2
нинг) тезлиги булмаслик э^тимоллиги е  мутаносибдир. Демак,
мураккаб вок,еанииг, яъни (О, д) да булмаслик ва д, д  +с10 да булиш- 
лик э)^тимоллиги улар э^тимолликлари (3) дан иборатдир (к- 6.8 раем).
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6.8-расм.

молекулалар В  тиркишдан 
^ и б  ташки цилиндр сиртга 
бориб утирадилар (ёпиша- 
дилар). Агар молекулалар­
нинг тезлиги жуда катта ва 
бир хил булса, улар тирк- 
иш О нинг рупарасига та­
шки цилиндр ички сирти- 
нинг бир жойига бориб т̂-и- 
рар (ёпишар) эдилар. Аммо 
молекуланинг тезликлари 
Максвелл тезликлар такси- 
мотига буйсунса, улар та­

шки цилиндр сиртига маълум х,ар хил калинликда утиради.
тезликка мос келган ташки цилиндр жойига энг куп 

молекулалар бориб утирганлиги учун у жойда нисбатан калин 
катлам х,осил булади. Х,осил булган катламни текшириш 
молекулаларнинг тезликлар буйича таксимоти — Максвелл 
таксимоти конунининг уринли эканлигини курсатди.

Максвелл таксимоти татбикига оид масалалар курайлик.
6.3-масала. Идеал зарраларнинг таксимот функцияси ва 

статистик интефали Z| аник^ансин.
Е ч и ш .  Умумий х,олда:

I _
г  АГ{г + 1)'

Ш унинг учун куйидагини ёзишимиз мумкин:

( 1)

(2)

Е =_ тГ _ р _
2т 2т {р1 ^ р ] + р 1)- (3)

2г — энергия Е  ни (гамильтонианни) 
аникдайдиган узгарувчилар сони. Бу 
каралаётган х^олда 8 = Ъ , Ъ  =  Ъ булади. 
У холда

АГ
¥ '

(4)
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г  = с1хс1ус11 с1Р,с1Р,ёР^ { 2 т Е ^ ^  = А - Е ^ ' \V J ■ ^

К ’’"

А = У^[2т)"^^-,

/■ ( | + | ) = 3 / - ( 3 / 2 )  = | 1 / ' ( 1 ) = 5 ^  . / ¡ = 1 Д Г ,

Демак, идеал газ статистик интеграли 7, учун ушбу ифо­
дани оламиз;

.2 ^V2

V
1 _____ V

, 2яткТ  I (5)

Идеал газнинг так^симоти функцияси

( 6)

куринишда аникланди.
6.4-масала. Идеал газ молекулаларининг тезликнинг аб­

солют кийматлари буйича так^симоти аникдансин.
Е ч и ш .  Идеал газ — битта зарра учун статистик ан- 

самбл эканлигини назарда тутиб,

Е  = ( 1 )

ифодани ёзамиз. Бу холда 2у = 3 . Демак, так^симот функ­
цияси

с1Ц^{Е) = Е'^^е-^‘̂ с1Е, (2 )Г(3/2)

dE  = т&с1д, Г (3 /2 )  = л/л/2. (3)

Демак, изланаётган таксимот функцияси ифодасини то­
памиз; ,

ч З / 2

с11¥(Щ = /{Ь)с1д= 4я 

бунда э\тимолликлар зичлиги

т
2 п к Т

Г е

т )  = Ап
3 / 2

2п0

Бу Максвелл так^симот функциясидир.

(4)

(5)
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I -и 3 о Идеал газ учун тажриба курсатадики, в  =  кТ. ;
2-и 3 о Идеал газ — Гиббс ансамбли. Ансамбл элементи

— бу битта зарра. ^
6.5-масала. Тизим УУта классик идеал заррадан иборат _

булсин. Куйидаги э\тимолликлар аниклансин; |
а) р  импульс кийматининг р, р + ё р  ораликда буди-  ̂

ши; бунда |
Е = р'^/2т, р  ̂ = р1: + р] + р ] ^ \  ( 1)

б) р^,..., импульслар кийматларининг

Р^Рх + , 
р^, р^ +  ,

(2)

PiN^PгN^dp^N

ораликдарда булиши;
в) Р|, Р̂ , ... импульслар кийматларининг (2 ) ора- 

ликпарда булиши, умумлашган 9 ,, координата-
лар кийматларининг

Я, + dq ,̂
.................... (3)

ораликдарда булиши.
Е ч и ш .  (1) дан курамизки, гамильтониан (энергия Е) 

ни аниклайдиган узгарувчилар сони ЗУУ га тенг, яъни 
2у = ЗУУ.

а) 2у =  ЗМ ва (1) ни назарда тутиб, энергия ва, демак, 
импульс кийматлари учун изланаётган эх,тимоллик с11¥(р) 
ни ёзамиз;

с11¥{Е) = с1\¥(р) = Е^''е<^‘̂ с1Е =

=  ( д з / у / 2 / ^ ^ ( З У У / 2 ) ) 1 ( ^ ) 2  р ^ ^ - 1 ^ - р е ^ р  ( 4 )

Агар N  — жуфт булса, ДЗЛ^ /  2) = ( ^ - -  1)! Агар ТУ ток, 
булса,  ̂ ’
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= р 1 + р 1 + ■■■ +
ЗМ улчамли импульслар фазосидаги шар тенгламасидир. 
Бу шарнинг \ажми:

Радиуслари р  т  р  + с1р булган гиперсфералар орасидаги 
х,ажм

<1¥,^(р) =  ЪЫС^^^-Чр (5)

булади. Аёнки, И —\ да С3 =4л:/3. (5) ифодани назарда 
тутиб, (4) э>^тимолликни кбайта ёзамиз:

б )  (1 )  д а г и

\2т)

бунда Р  ва, демак, У̂ {̂р) х^ажм (О, оо) ораликда узгаради.
Гиперсфермар орасидаги элементар х,ажм буйи­

ча интеграллаш урнига, табиийки, гиперкуб элементар 
?^ажми с1р̂ с1р̂ ...(1р̂  ̂буйича интеграллаш мумкин, яъни:

+00 +00

-  Ф |Ф 2 --Фзл'- (7)

киыо/^^{р)с1У^^{р)ъа/^^{р^,р^,...,р^^) ф , ф 2...фзд, лардаги 
э\тимолликлар зичликлари /^^{р) ва ]{р^,р^,..., р^^ ларни 
тенглаштириш учунр  нинг>^ар бир кийматинир^,р^,..., 
лардан неча хил усуллар билан олиниш сонини х^исобга олиш 
зарур.

Хар бир зарранингр ,̂ р ,̂ р.  ларининг алмаштириш зар­
ранинг янги энергиясига олиб келмайди. Шу сабабли усул­
лар сонини х,исоблаганда бундай алмаштиришларни эъти­
борга олмаймиз. Бу х^олда

Е =  Е̂  + Е ,+  ... + Е ,

булганлигидан р  (ёки Е) к^ийматни ("сузни") \осил к,илув- 
чи элементлар ("х^арфлар") сони УУга тенг булади. Бу элемент-
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лар N  та хоналарда (зарраларда) жойлашади. Маълумки, УУ] 
элементларни 7  =  УУ(ячейкаларда) хоналарда жойлаштириш ■ 
усуллари сони 2^ =  га тенг.

с/1¥(р) =Лр)с1р даги э\тимолликлар зичлиги ДР) ни ку- 
йидагича ёзишимиз мумкин:

=АЕ)с1р„ с!р с̂1р .̂./{Е_ )̂с1р^ р̂ /̂1р.  ̂ (8)

Унгтомондаги купайтмаларнинг\ар бищЛЕ)с1р^.с1р^^р^. 
бир заррага тегишли э\тимоллик. Зарралар классик идеал 
зарралар эканлигини эътиборда тутамиз. Энергияси ёки 
импульси Е, Е + (¡Е ёки р, р +  с{р да булган ва )^амда ги- 
перкублардан бирида (яъни (2 ) ораликда) булиш эх,ти- 
моллиги с!]У̂ {р̂ , р^,..., Рзд,) =/,,{р^, р^,..., /?зд^)ф|ф2...ф з^ ни 
топиш учун (8 ) ни усуллар сони га купайтириш ло­
зим, яъни:

= Л  {Pl̂ ■■■’P¡N)dPiĈ P2■■■Ĉ P¡N = Л ^^/(Р)Ф 1Ф 2-Ф зл  =

рЗ^/2±
^  у у Л ' т

зл/

2 т
гмСу^г(ъм/2)

ЪN / 2

с1р.
(9)

Изланаётган (2) ораликдаги <И¥{р, ..., р^ )̂ эхтимоллик 
(9) ифода оркали аникланади. Юк,оридагиларни солиш-
тиришдан

с1У^М =  М̂ с1р,с1р̂ ...с1р.3;У ( 10)

экани келиб чик;ади.
Бу ерда шуни таъкидлаш лозимки, (9) ни р ,̂ р ,̂ ...р^  ̂

лар буйича (—м, +оо) ораликда интегралланганда, Др) 
нинг <УК буйича (О, =») ораликдаги интеграли билан бир 
хил булиши учун уни га булиш керак'.

' Бу масаланинг статистик физикадаги баёиида (9) интегрални 
.... лариинг урин алмаштиришлари сопи /V! га буладилар. Бу 

эса, УУ*' усуллар соиииимг бир кисмидир.
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Энди (9) ифодадаги Сз^ ни аник^айлик. Бунинг учун 
куйидаги интегрални икки хил усул билан х^исоблаймиз:

с/у  =  п С / - Ч х

эканлигини кузда тутиб, ёзамиз:

с1х̂ е с1х„е~’‘ =
Г-

(И)

' г̂-’̂ ")с1х,,(1х2...с1х„ = I  =

= пС,]е-^\"-^(1х = С„ 1 1  = С , / ( |  + 1). (12)
О о

(1 1 ) ва ( 1 2 ) дан:

С „ - я > ” ” / г ( Ж  + 1),

(13) ни назарда тутиб, (9) ни бундай ёзамиз:

(13)

, \ЪЫ/2 ЪМ/2
( л .Л - Л /у )  = я- с1рф2-с1Рш =

Ж
(14)

в) Ташк,и майдон булмаганда идеал классик зарралар идиш 
\ажми Кда текис так.симланади. Шу сабабли умумлашган 
координаталарнинг (3) ораликда булиш э\тим оллиги  
¿/Ж(^1, ...^зд,) куйидагича аникданади:

{д,, А л ; . , ( 1 5 )

Умумлашган импульслар ва умумлашган координаталар­
нинг бир вактда (2) ва (3) ораликдарда булиш э^тимол- 
лиги (14) ва (15) эх,тимолликларнинг купайтмасига тенг, 
яъни:

^С{ру,Р2...р^^\Я\,Ь-Ч1ы) =

X Ф з ... ф з д , , СГ̂ Здг.

N

и . \ 2 n m l

ЗУУ
2

(16 )
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Бу ифодада

[энергия вак.т] '̂'' улчамликка эга ва, демак, э^тимоллик? 
лар зичлиги хам [энергия вак.т]^'^улчамликка эгадир. Аммо 
математик нук.таи назардан эхтимолликлар зичлиги улчам- 
сиз микдор булгани маъкул.

Шу сабабли, (16) ни уЛчамлиги [эрг • сек] булган /г^^га 
булиб, га купайтирамиз, яъни:

2пт
, -Р Е  (1Г _= 1 { Е ) с!п

Бунда:

/Г/?

2пп1

г
з/у/г

(17)

(18)| 

(19);

бу ерда N  та идеал заррадан таи1кил топган газнинг 
статистик интеграли.-

6 .6 -м а с а л а . Идеал газ зарраларииинг бир-бирига боглик; 
эмаслигидан фойдаланиб, аввалги масаладаги с/Щр, д) э\ти- 
молликни аник^анг.

Е ч и ш.  Умумлашган импульсларнинг (2) ораликда, умум­
лашган координаталарнинг эса (3) ораликда булиш э\ти - 
моллиги с1]¥(р, д) куйидаги э^тимолликларнинг купайтма­
сидан иборат:

с11¥,{Р,,Р^„Р,-, д,,д^„д^) = ^ е -^ Ч п г ,  / = 1, 2 ,...Л^,

с1п̂  = с1Р^Р^с1Р, с1д_,с1д,с1д  ̂И\ 2,

,  \ 3 / 2  

1п (20)

Зарралар бир-бирига боглик. булмагани учуй изланаёт­
ган с!]¥(р), д) ЭХ.ТИМОЛЛИК (УЖ э\тимолликларнинг узаро 
купайтмасига мутаносиб, яъни:

(¡\У{р„р^,...р^^-,д„...д^^)~\{(1\¥, . \  (2 1 )
/

Бу ерда Е  нинг к^ийматини Е̂ , лардан та усул 
билан Х.0 СИЛ К.ИЛИШ мумкинлигини (\олатнинг айниш кар­
рали гин и) хисобга олсак, изланаётган ифодаларни оламиз: 
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с 1 \ ¥ { р , д ) =  =

/  т \
1

и , ; 1пт\  /

З Л / / 2

(23)

(22)

1 - и з о \ .  (9) ва (22) ларни солиштириб,

тЗЛ'/г

Г -+1

эканлигини курамиз.
2-и 3 о Аввалги массшани бошк^а усул билан ечиш мум­

кин. Бизга статистик интеграл ифодаси маълум:

I _
2^ AГ{v^\)

Бунда:

= + + (25)

(24)

Бу \олда 2у =  ЗЛ^^ёки
у = Ж ,  5 = 3/У. (26)

Е ни \осил к,илувчи усуллар сони ^  =  N’̂ . Энди Г(у + \) в&А 
ни \исоблаш лозим.

Агар N  жуфт булса, Г  (^  + 11 = ^ !.

Агар А^то1̂  булса, Г ( ^  + 1) = _ 1) . . . |  Г(Х ).
Фазавий фазо хажми

Г=ЛЕ'' =  АЕ?^/\ (27)
Иккинчи томондан,

с!р = У'  ̂ ■С,^{2тЕ)''''- =Г = \с1дс{р=У^

= У^С,^{2тУ^^' Е ^^'\

17—’ А. Бойдедаев

(28)
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(27) ва (28) дан:

Бунда:

А  =  \^ С ,Л 2 т У ^ /\ (29)

Сзуу = 713 / ^ / 2

(30)

(29) ва (30) ни назарда тутиб, (24) дан яна аввалги нати- 
жа (23) ни оламиз.

6.7-масала. т массали зарра бир улчовли фазода (кути- 
да) (О, /) ораликда )^аракатланаётир (6 .10 раем). Шу зарра­
нинг квант \олатлари сонини аникданг ва уни фазавий фазо 
билан солиштиринг.

Е ч и ш. Бу ход учун Шредингер тенгламаси куйидаги- 
дек булади:

( 1 )

(2)

Бу тенгламанинг ечими
, 2̂тЕ :>/2ш£..

у/ (х) = Ае + Ве 

Эйлер формуласидан фойдаланиб, буни

у /(х )  = а 81п х + Ьсо?. х ' л ь

куринишда ёзиш мумкин. Идиш деворидах =  0, х = /д а

цг{0) = ¥  (/) = О (3)

булсин. Бу \олда умумий ечим (2)

\1/ { х )  = а?.\п^Щ ^х  (4)

куринишга келади, чунки бу 
чегаравий >^олда \р{1) =  О 
булиши талаб этилади.

у/ ( / )  = = О

6.10-расм. дан
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ж ани келиб чик^ади. Бундан;

Е =
2т!- 8тГ

!)уидан \олатлар сони п ни топамиз;
„  _  V  / _  Ьт/^Е  _  у/8т/-Е _  Г

Бунда фазавий фазо х^ажми

Г = ^8т1^Е = 2 Ш т Е  = АЕ^'^ 

ифода билан аникланади. Бир улчовли фазо учун

Г ~ Е'/^

(5)

( 6 )

(7)

(8)

ва
А=21{2тУ>К

6.8-масала. Бир улчовли \ол  учун статистик интеграл 
Z, каноник тацсимот ва Максвелл тезликлар тацсимоти- 
пи х^олатлар зичлиги ифодасидан фойдаланиб аникданг.

Е ч и ш .  Бир улчовли \ол  учун Е(У) = т '& \/2 ,  демак,

^ =  1/ 2 , л =  1 , 1 .

Бир улчовли \ол учун зарранинг энергияси (6.7-масала- 
га к..).

%т1-

бунда Е — "кути" нинг кенглиги. Бундан;

^  = Е''^[Ь^ / 2 т Е ^ у \
Z нинг ифодаси

1 _  Р'’ р у - \  с!Е
2  Г{у)  ~с1п

дан, (2 ) ни эътиборга олиб, ушбуни топамиз; 

z  I 2лт\  /

( 1)

(2)

(3)

(4)
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Демак, каноник так^симот функцияси; 

Бир улчовли холда:

■) \ 1/2 

2пт (5)

¿п = .
И Л ' 

буйича интегралласак,

с1п = ^  с1&̂И ^
булади. Энди

=Д р, д)с1п 

тенгликдан куйидагини топамиз:

(6 )

Б у н д а б и р  улчамли х.ол учун Максвелл тезликлар так,- 
с и м о т и д и р .

6.9-масала. т массали зарра Ь ёнли куб ичида \аракат- 
ланаётир. Холатлар сони ва фазавий фазони аникданг. 

Е ч и ш .  Бу х,ол учун Ш редингер тенгламаси:

Ащ = Еу/; А = Жу + п-)

Ечимни
1/)(х, у, z) =  Жх) У(у)2(г) (2 )

куринишда излаймиз. (2 ) ни ( 1) га куйиб, ёзамиз:

2т X 2т у  2т г ’ '

у  _  у "  — V "  —

(3)да х,ар бир х,ад л: ёки у  ка, ёки г га боглик. булиб, уларч 
нинг йигиндиси доимий Е  га тенг. Демак, \ар  бир х,ад дои­
мий сонга тенгдир, яъни:

-  =  р С )  _  ^ / 2 /  _  ¡7(2)  _  _  р ( 3 )  /4 4

2т (1х̂  ’ 2т ’ 2т (¡1  ̂  ̂ '
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Лшшги масаланинг ечимидан фойдаланиб, куйидагича ёзи- 
шимиз мумкин;

ц/{ x , y , z )  = S ú r \ ! ^ x s m ' ^ y s \ n ! ^ z ,  (5)

E .  = £"> +  £ ' »  + Е « '  -  j ^ ( « ;  + «I + 4 ¡ )^  (6 )  

Дсмак, холатлар сонини белгилаймиз;

S ' =  S  '  от
£;,̂ £ 2 ^ 2  г«г +«;г +rtf — xS 1 ¿ J

Л’ етарли даражада катта булганда;

(8 )

(8 ) ни шар тенгламаси деб караб, бу шарнинг \аж мини 
аникпаймиз;

(9)

/7|, «3 координаталарнинг бутун ва мусбат кийматларига 
тугри келган панжаранинг х,ар бир нуктаси квант -х^олатга 
мос келади. Бундай п̂ , нинг мусбат кийматларига 
мос келган )^ажм F нинг кисми (9) нинг 8 га булинганига 
тенг, яъни;

у„ _ \ Лп l%mÚ 
T “ ( 10)

Демак, \олатлар сони;

= р “ ’ (И)Е„<Е

Г = А Е ^ ' \  Ú  = V, ( 12)

И з о \ .  Классик холда фазавий фазо Г ни  бевосита ку­
йидагича аникланади;

4яd q d p  = V ^ { 2 m E )

2m
Бу ифода (12)га мос келади.

6.10-масала. N  =  1 булганда статистик интефални \исоб- 
ланг.
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Е ч и ш .  Б и р и н ч и  усул .  Бу масаладая= Ь = 3, 2у =3; 
Z ни  \исоблаймиз:

г  = \  
/Р

_к
!?

е 2'"' 'dp^dpydp^ =

/ \ 3 / 2 +«> 3 /  \
2т ■ е-" dx = У 2 лт

• \ /

3 / 2

(13)

И к к и н ч и  у с у л .  Бу \олда шар тенгламаси 

2тЕ = р 1 + р 1 + р 1

ни назарда тутиб,

эканлигини оламиз; / ’ = ( 3 / 2  + 1) = ^ ^ .
Демак, l/Z ^ v  = ¡ 3 ' ' /  А Г { у  + \) ифодадан к.уйидагини

\ 3 / 2

(14)

оламиз:

2 лт

6.11-масала. Мта идеал газ учун статистик интегрални 
х^исобланг.

Е ч и ш . Б и р и н ч и  усул.  Бу\олдаз - З N ,  =  'iN,g =  
ни \исоблаймиз.

=

-¡рг^рг-

e-^^-Чpdq = - ¿ ; ^ le - ^ ^ ■ r d p -

/  \ З Л^ / 2 +00 2N М /  \
2т

1  e - ^ ^ d x 2пт

1  ^  ;  \  У
[ N 1

ЪН/2

И к к и н ч и  у с у л
= dpdq = dp,

2тЕ = + р1 + ... + р1̂

дан шар х,ажми

¡ d p  = C , ,  { 2 , п Е ^ ^ \
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||упд:1

Лгмак,
. чзл'/г

А ‘ {2пт)

\ У
Купи назарда тутиб, Ẑ y ифодани ёзамиз:

, ч/У /  1 \ 3 / У / 2  I /  л Л "  / й 2 д  '

2ят

(19)

(20)

(18)

(15) ва (20) ифодалар бир хил.
6.12-масала. Чизик^и гармоник осцилляторнинг ста­

тистик интегралини \исобланг.
Е ч и ш .  Чизик^и гармоник осциллятор учун

5 =  1 , 2 у =  2 , я  =  1,

статистик интеграл Z  ни \исоблаймиз:

Бунда:

Демак,
2т 2 

\1/2

( 1)

(2)

(3)7 _  — I
к р [к I рпю’

бунда (к/тУ '̂  ̂— со эканлиги назарда тутилди. Энди Z  ни 
иккинчи усул буйича х^исоблайлик:

|  = М ; Д 2 )  = 1. (4)

(2 ) ифода яримук^ари
а =  у[2т Ё, Ь = ^ 2 Е  /  к

булган эллипснинг тенгламаси. Эллипс билан чегаралан- 
ган фазо ("хажм" Г!, =  ЛЕ) куйидагича аникданади:

Д е м а к ,

— жаЬ =  2л Е/О).

А =  2п1т.
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Шундай килиб, Z  учун

ни топамиз. (3) ва (5) ифодалар бир хил. Энди чизикди 
осцилляторнинг энергияси дискрет

(/? + ! )  (б)

Кийматлар кабул килишини хисобга олиб, статистик йигинди

г  = (7)
/I

ни х^исоблайлик. (6 ) ни назарда тутиб (7) ни куйидагича 
ёзиш мумкин:

г  = ( 8 )
л=0

бунда X = Р(,Лсо (8 ) да йиринди камаювчи геометрик про­
грессия. Шунинг учун

(9)
П = ()

(8 ) ва (9) лардан

^  = - ^ - Т 7т- ( 10)

Бизнинг усулимизда^б = у/и. Бу каралаётган х,ол учун уЗ = ¡/¿/; 
бунда и  — чизикди осцилляторнинг уртача энергияси. Бу 
уртача энергия умумий х,олда

‘' - ¥ 5 ^ 5 5 ^ .  ( 11)

эканлигини \исобга олсак, х нинг кичик кийматларида, 
яъни хусусий х^олда (3) ёки (5) дан (10) ифода Z  келиб 
чикади.

И з о \ .  Бу масалада (3) ва(10) ифодаларнинг бир-бири- 
га аник мос келмаслигининг сабаби: (3) интеграл, (10) 
ЙИРИНДИ (дискрет кийматлар учун) усуллар билан аник- 
ланган. х  нинг кичик кийматларида дискрет хоссалар ки­
чик булган х,олларда уларнинг бир-бирига мос келиши та- 
биийдир.

6.13-масала. Чизикди гармоник осцилляторнинг фаза­
вий фазо х^ажми ва х^олатлар сони аниклансин.
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Е ч и ш.  Осциллятор тенгламаси 

1)уни
- А -  + ^  1 (2)
1тЕ 1 Е / к   ̂ ’

куринишда ёзиб, у эллипс тенгламаси эканлигини кура- 
миз. £'энергияли осцилляторнинг фазавий фазоси \ажми 
(у сиртдан иборат булади)

бу ерда а> = фс /  т даврий частота.
ни /; га булиб, \олатлар сонини топамиз:

-  2 л Е  _  , л \
/I 1ю) Ыо ■ ^ ’

Квант механикасида энергиянинг к,ийматлари
Е „=Г т {п  + \ / 1 )  (5)

ифода билан аник^танади. Демак, \олатлар сони

= (6 )
I

Икки эллипс орасидаги сиртни ("хажм"ни) аник/1айлик.
(3) дан

(7)

Энг кичик '\аж м" элементи Л га тенг.
Бу ерда

8  =  АЕ, А = ^  = г ~  дгьр.  (8 )

6.14-масала. Л^та осциллятордан иборат тизимнинг фа­
завий фазо \ажми, холатлар сони, статистик йигиндиси 
аник^ансин.

Е ч и ш .  Бундай тизимнинг гамильтониани

=  (I )
/ V /

( 1) да узгарувчиларни алмаштирайлик:
_  , 4  /«у/ _  2 р ч—  -  А, , - у -  -  X, .
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(2 ) ни эътиборга олиб, (I) ни ёзамиз:
2 N

/=1
(3)

(3) ифода 2N  улчовли шар {Е  узгармас) тенгламаси.

Г (/J,(?) = J dpdq = [ I m E f  ■ (2 Е / к ) ^ =

= { м \ ^  fr r ^ '^ i/x . _ { 2 n E / ( o f
\  со I J A a !  ' fo j r(yV+l) r(yV+i)

Демак,
Г(р, q) =  AE^, (4)

А =  (2я/су)7Г(УУ+ 1).

Холатлар сони

S ( = 7 ^  =
2пЕ

\ш и1  Г(Л' + 1) \tuo) r(Af+l) (5)

Осциллятор учун уртача энергия <е> ва унинг энергияси 
маълум:

< e > = f c t h ^ ,  

е„ =Тт [п + \ / 2 ) .

Статистик йигинди
,-РЕп

е = е , + е  ̂+ ..л е л ... + е , .

Демак, Z  = J^ Z ,-. Хар бир осцилляторнинг статистик
П

йигиндиси маълум:
,-Реп _

2 s h { r , ( o /2 k T )  ■

N tr осциллятордан иборат тизимнинг статистик йигиндиси

Z  = Z,'" = [1 /  2shrio) /  2 k T f  . (6 )

6.15-масала. Кутида идеал газ бор. Шу идеал газ учун 
холат зичлиги dn/dE  ва Z  ни аник^анг.
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Е ч и ш .  Идеал газ — бу битта зарра учун тузилган Г иббс 
ансамбли. Зарранинг энергияси

Бу )(.олда 2у =  3.
( 1) ифода — радиуси ^2тЕ  булган шарнинг тенгла- 

масидир. Импульслар фазасидаги шу шар х^ажми

' (2)

булади. Идеал газли идишнинг х^ажми V булсин. Умумий 
тамойилга асосан, курилаётган \о л  учун "ячейкалар" 
(\олатлар) сони

( =  « ёки ( VdVJh'^) =  ёп (3)

булади; бунда /;̂  — КК "\ажм"нинг энг кичик к^исми ("ячей­
ка") \аж ми (/г — Планк доимийси). (2)дан

ёУ  ̂=  2л{2ту1^Е'/ЧЕ. (4)

у=  3/2 булганда гамма-функция
Г = ( 3 / 2 )  = 7 ^ / 2  (5)

булади. (3) ва (4) лардан х^олатлар зичлигини топамиз;

^^ = у 2 п ( 2 т / Ь ^ ^  Е ' / \  (6 )

Умумий х,олда \олатлар зичлиги

с1Е / ’(V)

ифода билан аникданади.
(6 ) ва (7) ифодалардан фойдаланиб, Z  учун

\ 3 / 2

г
ларни оламиз.

6.16-масала. Томонлари Е̂ , булган кутида микро- 
зарралар булсин. Шу >̂ ол учун х^олатлар зичлиги (с1п/с1Е) ни 
аникланг.

Е ч и ш .  Кутида де Бройль тургун тулк^инлари х^осил були­
ши учун ярим тулк,ин узунлиги (Я/2) томонлар буйича кар- 
рали жойлашиши зарур, яъни
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.V, ( 1 )

п̂ , бутун сонларни кабул килади, (1) ни де Бройл 
формуласидан фойдаланиб куйидагича ёзамиз;

/? ,,2 _ 2 . 
7Г х Рх 5 / Г  , . 2  _  , , 2 .  

- 7Г«,у -  Л ”41 ' * 41 ' 4С

= 1̂  =  1  ̂=  I  булганда энергия

учун (2 ) дан фойдаланиб,

(ЫЬ^ / к-) Е ==п1 + п]+п1

(2 )

(3)

ифодани оламиз. (3) радиуси булган шар­
нинг тенгламаси. Бу шарнинг \аж ми

Т/ _ 4л- 1%т1}

и̂ ., « ,̂ п. ларнинг мусбат кийматларига тугри келган бу 
шар хажмларининг кисми холатлар сонига тенг, яъни:

Бундан холатлар зичлигини оламиз:
С 1 П  _  2 J J ; l 2 m [ } ' f ^  ~

с1Е
£-1 / 2

Р  =  V деб кабул килсак, бу ифода холат зичлиги (6.13- 
масала) билан бир хил булади.

И 3 о X- Томонлари булган кутида битта микро-
зарра булсин. Унинг холатлари ва кабул килиши мумкин 
булган энергия кийматлари £'Ш редингер тенгламаси асо­
сида топилади, бу холда Шредингер тенгламасидан микро- 
зарра энергияси учун куйидаги тенглик олинади:

_  й'Е =
8т1‘■(«.?+«у + «О ■

Бу (3) ифода билан бир хил. Шундай килиб, зарралар та- 
биати классик ёки квант булишидан катъи назар, статис­
тик интефал (йигинди) ни ^  ~  ифода асосида аник- 
лаш мумкин.
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И з о х -  К е й и н г и  и кки  
)^олда, аснки, энергия диск­
рет к^ийматлар кабул килади.
Лммо ¿'учун классик форму­
ла Е  =  тЬЩ дан фойдаланиб,

дан яна Максвелл тезликлар 
так^симотини оламиз;

„ \ 3 / 2

6.17-масала. Куйидаги ифодадан Максвелл так^симот 
КонуниДд) ни келтириб чик^аринг;

( 1) 

(2 )

dW{V^, К,

2кТ'
Е ч и ш .  Декарт координаталар тизимидан сферик коор­

динаталар тизимига утайлик (6.11-расм). Бунда;

= §  sin в cos (р,ду =  д  sin в cos cos в

Якобиан

Демак,,
d d d ú d d  =  sin eddded<p.

X  у  с

Бу холда (1)

dJV{'&,e,(p) = {^^y b^ddsm ededq)  (3)

куринишни олади. Бурчакларни хамма к.ийматлари буйича 
интеграллаймиз.

‘\d W {^ ,0 , (p )  = d W { b )  = f { b ) d ^ =  
в (/)

= d § - ( ^ ]  s in d d p  d(p = 4 n l^ ]  dd  , (4)
U I  \ n j

б у н д а
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/ ( ^ )  = 4я(
2 п к Т 1

чЗ/2
2« '. (5)

АТ
(5) изланаётган таксимот функциясидир.

6.18-масала. Энг катта э)^тимолий тезлик, Ь.^=А2- 
эканлигини курсатинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун Максвелл таксимоти/ (^) дан д буйи­
ча \осила олиб, уни & =  нолга тенглаштириш зарур.
яъни =0. Бундан:

Бу тенгликдан изланаётган

( 1)т V
ифодани аникдаймиз.

6.19-масала. Уртача арифметик тезлик д  ни аникданг. 
Е ч и ш .  Таъриф буйича

д = ¡ § f { 9 ) d & = 4 л i ^ \  =

= ' '” Ы
2 к Т

т

/  =

х^е с1х = 4я ' /

х^е~^\1х = 1 / 2 ,

Бунда

^  = 2 М  = , / 1 1 ,
\ л т  I V я т  

х-"*'е~'^^йх = п \ / 2  дан фойдаландик.

(2 )

6.20-масала. Уртача квадратик тезлик ни аникданг.

•)  ̂ \2лкТI

= 4п / ^
\ 2 n k T j \ т I х^е~^'йх = 3 • к Т

270



н у н д а

jU'.MiiK,

'х^"е clx = дан фойдалаидик.
2 .2”

(I), (2) ва (3) дан эканлиги куринади. (6.5-
расмга к.)

6.21-масала. Молекуланинг уртача энергияси Е нианик,- 
ланг. Олинган натижани изо>утанг.

Е ч и ш .  Бизга = 3  —  экани маълум. Бундан
т

= = ( 1) ‘ 2 2 т  2

Демак, хар бир заррага тугри келган энергия 3 ~  га тенг. 
Бундай эркин харакат килаётган идеал газ молекуласи- 
иинг эркинлик даражалари сони 3 та. Демак, хар бир эр ­
кинлик даражасига тугри келган уртача энергия кТ/2  га 
тенгдейилган конунга мувофик. келади.

6 .2 2 -масала. Нисбий тезлик g.̂ . нинг арифметик уртачаси 
^  ни ва квадратик нисбий тезликнинг уртачаси ^ 2  ни аник,- 
ланг.

Е ч и ш .  1) Аввал уртача квадратик нисбий тезлик g* 
ни аниклайлик.

Иккита ихтиёрий / ва к молекула мос равишда й, ва 
тезликлар билан \аракатланаётган булсин. Уларнинг нисбий 
тезлиги ва унинг модули

Sik ( 1)

булади. Идеал газ молекулалари бир-бирига боглик, эмас ва 
улар Максвелл т а к с и с т  конунига буйсунадилар. Шунинг 
учун нисбий тезлик g" Максвелл таксимот функциялари 
(/{■&),/(-dl) нинг купайтмаси оркали анику1анади:

, (2 ) 
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(3)

Sik = дан:
g i  = Ъ] + d l  - 2 ^ ,d^cos0 -

(3) ни (2) га куямиз (л =  2):

7 = ¡ J / {К + J f {K >% / Щ -
- 2 j J ^ ,^ ,c o s 0 / ( # , ) / ( # , ) i / V ^  =

= ^  -  2 J J COS 0 /  ( ^ , ) /  ( d , ) dW,cir,.

Охирги \адда интегрални \исоблаш учун дк йуналиш- 
га нисбатан ни к;араб, Декарт координаталар тизими- 
дан сферик координаталар тизимига утамиз, бунда /-мо­
лекула х,аракатининг изотропликлигига асосланиб, охир­
ги х^адни куйидагича ёзиш мумкин:

d b ,=  Q.

Л  7Г {)

Чунки бунда [ sin в  cos Ode = sin e d  sin в  = xdx = 0. Де-J J J
0 0 0

мак, зарралар бир хил булса,

^  = ^  + ^  = 2 - 3 ^  = 2 ^  (4)

__2 ) Нисбий тезлик ĝ  ̂ нинг уртача арифметик киймати
Sik ни аникдайлик:

S,k =
m¡Hj !«к К

"‘ W «
Бунда:

к

3 / 2

2пкТ!

( 1)

(2 )

( 1) ни х;исоблаш учун молекулаларнинг ■&,. ва тезлик- 
ларидан уларнинг нисбий тезлиги ва масса маркази 
тезлиги G га утайлик:

С ( « 7 ,  +  nii )̂ =  irii Úi + Ü k  ■ (3)

272



1)нр хил молекулаларни карайлик. У \олда т. =  ва, де­
мак, (3) дан

2 0  = (4)

тенгликни оламиз. Нисбий тезлик, таъриф буйича

(5)

(4) ва (5) лардан да индексларни тушириб ёзамиз)

5 ,=  С + ¡ / 2 ; (6 )

дк = 0 - 1 1 1

Тезликлар фазоси элементлари куйидагича алмаштирилади: 

(}Ь1йЬк = JcГgdG. (7)
Алмаштириш якобиани

/  =
Э&/ дО к 1 1

_
1 1
2 2

д ^ 1  д д к 1 1
дс ас

4 4  = ,. (8 )

(1) ифодани (2), (б), (7) ва (8 ) 1Н1 назарда тутиб, к.айта 
ёзамиз:

2 к Т 2с2+4г-
dGdg. (9)

Бунда интеграл чегаралари узгармайди +°о) да
булади]. (9 ) да сферик координаталар тизимига утамиз; бунда 
бурчаклар буйича интеграллангандан кейин dgdG  нинг 
урнига 4лg^dg^ 4лG'^dG ни ёзиш лозим булади, яъни:

g = 1 6 я M ^  \g'^e ^^ '̂rdg■\G^e '<^ d̂G =
\2як1 ) ^

Акт
т

к Т
3 / 2

т
d x \ у -е  dy;

бунда;

х^е = 1 /2 ,  \ у-е  ̂ dy = ^|л /  4.
о
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Демак,
(10 )

6.23-масала. Водород ва азот молекулаларининг 273°К 
даги уртача тезлигини аникданг!

Ж а в о б; = 1698 м /с, = 454 м /с .
6.24-масала. Нормал шароитда 1 секундда 1 см^ юзага 

урилаётган азот молекулалари сонини ани^ланг.
Е ч и ш .  1 секундда 1 см^ га келиб урилаётган + dд  ̂

ораликдаги молекулалар сони
! п\иТ- ■)

м ( | )  ^-"<</8 , ,  /3 = ^  ( 1)

дан иборат. Буни (О, оо) ораликда интеграллаб, топамиз;

« ( f )  {^у

о 2 1

хе“'- dx =

п(2кТ^.'^ = '”^^2
пт I 4 (2)

л„ = 2,69- 10'’/ с м \  =454 м/с эканлигидан азот моле­
кулаларининг девор билан тукнашишлари сони

3,4-10^-7 сек см '

эканлигини аниклаймиз.
6.25-масала. ^ дан кичик тезликли молекулалар кисми- 

ни аникданг.
Е ч и ш. оралик;даги молекулалар сони;

\ ч / 2 _т '’2
dn{&) = 4л N Г е ( 1)\2nkTl

Бундан тезликли молекулалар сонини топиш учун
уни (О, д) ораликда интеграллаймиз;

/ - \  / \3/2 ^ -mil.

Ч
\ 3 / 2  ,  . 3 / 2  '■ 3 ^ 2

= 4 л И \ - ^ \  \ ^ L \  f А'^е  ̂ Л  =
\ 2 п к Т } \  т / J
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<\k N

4/V

1
\m

1,13

xe.■.’ Л-2

0
i , l3

-) •) Д-2 .x 'e  ox =

1,13

+ 1 / 2  e"' rix: -0,35+ 0(1,13)1 TV.

(2) ла Ф(х) = J e  f/x — хатолар интефали, Ф(1,13) =  0,8900. 
Ьпнобарин, ®

(3)

Демак,

n { 9 < ÿ )  = N  (-0,35 + 0,89) = W • 0,54.

n{û<ù^
N

= 0,54 , яъни 54% ни ташкил этади. ^

молекулалар сони эса 46% ни ташкил этади.
6.26-масала. Энг катта э\тимолли тезликдан катта тез­

ликли молекулалар нисбий сонини аникданг.
Ж а в о б :  (п(д > d J /N )  =  0,57, яъни 57%.
6.27-масала. Тезлиги —  билан 2-&̂ оралигида булган мо- 

лекулаларнинг нисбий сонини аникданг.
Ж а в о б :  ^  = 0,87, яъни 87%.

6.28-масала. j k T  ÿpTawa кинетик энергиядан катта 
:)нергияли молекулаларнинг нисбий сонини аникданг.

Ж а в о б :  ^  = 0,39, яъни 39%.
6.29-масала. Моддий нук.та х = acoswt к.онун билан гар­

моник тебранма харакатланаётир. Унинг x ,x  +  dx ораликда 
булиш э\тимоллигини аникданг.

Е ч и ш. X, X +  i/x ораликда зарранинг булиш эхтимоллиги 
d W (х), шу ораликда булиш вак,ти dt нинг ярим даври Г/2 
га иисбати билан аникданади, яъни

d W { x )  = d t / { T / 2 )  = <^-, d t = ‘Sdx dx
atüsincoi

Демак

б у н д а н

d W  (х) = р [x )d x  = codx _  dx
nawsmiot reasinwi

X̂  = COŜ  Ш = <7̂ (l -  sin^ CD/),

( 1 )

(2)

(3)
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1 -  ^  = 81пш?; 81псо/= I'
/1

-2 . .Т = 8ШШ?; 8Ш(У/ -  ^ —а
(2) ва (3) дан

с1х= = (4,

' ’ М ’ Ж ?  (5)
Демак, X булганда, яъни бурилиш нук,тасида (тез­

лик нолга тенг булганда) зарранинг э)^тимоллиги энг катта 
булади.

6.30-масала. заррадан иборат идеал газнинг х^олат тенг­
ламасини аникданг.

Е ч и ш .  Идеал газнинг статистик интеграли
чЛ

N
г. ( 1)

'л/
х^олат тенгламаси

\ 3 / 2
-  = ± |_ Л 1_

дан Р =  -в\п2^- (3)

р .=  - т\дУ1 
Демак,

Р = п к Т .

6.5-§ . МАКСВЕЛЛ-БОЛЬЦМАН ТАКСИМОТ КОНУНИ

Фараз килайлик, идеал газ (ёки сийрак газ) ташк.и май­
дон таъсирида булсин. У х,олда х,ар бир зарра шу майдон 
таъсирида маълум потенциал энергияга эга булади. Бун­
дай газ х,олати масаласини караш учун бир заррали усулни 
куллаш мумкин.

Юкорида айтилганларга асосан, ихтиёрий бир зарранинг 
тулик, энергияси

Е, = | ^  + í / ( x , г,),  -  р1 + р1 + р\  (33).'

ифода билан аникданади; ¿/(х,.,}^,,^/) — / зарранинг (х, у, г) 
нук.тадаги потенциал энергияси.
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Классик статистикага асосан, зарранинг
Л .Л  +Фл-> Ру,Ру + ^Ру, Р „Р , + с1р, 

X, х +  (¡X, у, у-^ с1у, г, г +  dz 
ораликдарда булиш э\тимоллиги d lV

d W {p ~ r ,)  = ^e-^Ы n, р  = \ / к Т

(34)

(35)

Г)илан аниьутанади; бунда dn = d p d z /  к ; статистик интег­
рал

[е -^Ч п  = 1
-и

¥
dp^dpydp^dxdydz (36)

ифода билан аниьутанади. (35) даги

/ № )  =-  1 (37)

([)ункцияни Максвелл-Больцман таксимоти функцияси де­
йилади. Бу ерда интеграл

'dpJpydp. = {2лткТ)^'^. (38)

Демак,

Z  =
И

3 / 2  и ( х , у л )  , , 3 / 2

2пткТ\ кт 'dxdydz = \^:^^J^\ Оу, (39)

д, = e~^̂ '̂ '̂ d̂xdydz. (40)

Максвелл-Больцман так^симот функцияси (35)ни

Л ) .(41)

dlV  { x , y , z )  = -^ е  '̂r̂ '̂'‘''''^dxdydz (42)

куринишларда езиш мумкин.
Маълумки, (41)ни Максвелл та^симот функцияси де­

йилади; (42) ни эса Больцман та^симот функцияси дейи­
лади. Э\тимоллик dWн]л

d W  {^р,о) = d W  [ p ) d W  ¡̂ о) (43)
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куринишда ёзишимиз мумкин эканлигининг сабаби, зар­
ранинг фазодаги \аракати унинг фазодаги урнига боглик, 
эмаслигидандир.

Юк,оридагилардан, жумладан (43) дан куринадики, зар- 
раларга куч таъсир этишига карамай (х;атто реал газларда 
\ам ), молекулаларнинг тезликлар буйича так^симоти М акс­
велл тезликлар так^симотидан иборат.

6.6-§. ГАЗ ЗАРРАЛАРИНИНГ КУЧ МАЙДОНИДАГИ ТАКСИМОТИ. 
БАРОМЕТРИК ФОРМУЛА

Биз бир заррали усулда зарранинг потенциал майдон 
11{х, у, I) да та^симот функцияси (Больцман так^симоти)- 
ни аввалги § да курдик:

[х , у , г )  = - ^ е  (1х( у̂(̂ 1. (44)

Агар майдон булмаса, яъни и{х, у, 1 ) =  0 булса, 0  =  V ва 

С/И^(х,у,г) = ^ ^  (45)

так,симот уринли булади, яъни зарранинг Кхажмнинг бар- 
ча нукталарида булишлиги тенг э\тимолли.

Фараз килайлик, заррага таъсир этаётган майдон — бу 
Ернинг тортиш майдони и  =  mgz булсин. У холда Больцман 
такси моти (44)

й ]¥ (г )  = Ае '‘Т с11 (46)

куринишни олади. Бунда с/Щг) =  с1п{1)/п эканлигини на­
зарда тутиб, (46) ни кайта ёзамиз:

с{п[1) = пЛе =

ёки чекли I  баландликдаги зарралар зичлиги бу ердан

п(1) =  (47)

ёки г =  О да /?(0) =  булса, зарралар зичлигининг балан.^^ 
лик I  буйича таксимоти

_ пщ
п {г )  = ще "  (48)
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билан аникданади. Идеал газ учун Р  = п к Т эканлигини на- 
чарда тутиб, (47) асосида босимнинг баландлик буйича узга- 
ришини курсатувчи ушбу барометрик формулани оламиз:

к Т  ■ (49)Р { 1 ) - Р , е
бунда г =  0  даги босимни Р̂  га тенг деб олинди.

И 3 о \ .  Реал шароитда г ортиши билан температура дои­
мий булмай, у пасаяди. Шу сабабли, г  баландлик ортиши 
билан босим Д г) янада кучлирок, камаяди! Бундан таш- 
к.ари, реал шароитда газ номувозанат \олатда булганлиги 
учун, босимнинг баландликка цараб узгариши мураккаб 
булиб, барометрик формуладан фарк, килади.

6.7-§. ИДЕАЛ ГАЗ СТАТИСТИК ИНТЕГРАЛИ

Статистик интеграл ва статистик йигинди ифодалари

е
-РЕ;

(49)

(50)

куринишга эга; бунда Д = у / и  ва Е  (ёки Е)  тизимнинг 
гамильтониани (тула энергияси).

1. Бир атомли молекулалар.
Бу \олда зарралар илгариланма >^аракатдагина булади­

лар. Уларнинг кинетик энергиялари = Р  ̂/ 2 т  йигин­
диси тизимнинг энергияси Е  га тенг, яъни

.ЗЛ' ЗЛ'
Е = ^ Е , = ^ р \ / 2 т .  (51)

к=\ к = \

Бу х,олда Л^та заррадан ташкил топган тизимнинг статис­
тик интеграли

Z  = с1п = 1
ghзм

__Ё_у »22т\'к

Ж
2пт

^N/2
; р  = 1 / к Т .

Бунда Е + Е̂  +  Е̂  +  ... + Е̂  ̂нинг \ар  бир кийматига мос 
келувчи усуллар сони g =  эканлигини назарда тутиб, 
аввал олинган
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l,r\N í-
V  - { V  2 л тк Т  /с^ \

~ ITv j 7 1 Г ' ,
еки

Z^ =  {ZJN)^ (53)

Z, =  V{2nmkT/hy/^ (54)

натижаларни аникдаймиз.
2. Икки атомли молекулалар.
Биз юк,оридаги статистик интеграл ифодаларини ёзга- 

нимизда фак,ат зарранинг илгариланма \аракатини \исобга 
олдик. Агар молекуланинг ички тузилишини эътиборга оли- 
надиган булса, ички эркинлик даражаларига тугри келган 
(зарранинг) молекуланинг энергияларини х,исобга олиш 
керак.

Молекуланинг / квант \олатидаги энергиясини е. ва бу 
х^олатнинг айниш каррасини g. билан белгиласак, битта мо­
лекуланинг статистик йигиндиси, умумий таърифга асо­
сан, куйидагича аникданади:

= (55)
i

Яккаланган молекуланинг квант х^олати ундаги 1) элек- 
тронларнинг квант х;олатларига, 2 ) ядронинг квант ^олат- 
ларига, 3) ички тебранма \аракатларига мос \олларга х,амда 
4) молекуланинг айланма )^аракатларига мос \олатларига 
борликдир. Бу )^аракатлар, умумий \олда, бир-бирига бог- 
лик, булгани учун молекуланинг квант \олати бу х^аракат- 
ларнинг узаро таъсирига \ам  боглик, булади. Аммо бу узаро 
таъсирни (корреляцияни) \исобга олиш кийин булганли­
гидан, энг му\ими бу узаро таъсир энергияси юк,орида кел­
тирилган туртта \аракатнинг энергияларига нисбатан жуда 
кичик булгани учун куп \олларда, жумладан статистик йи­
гинди ифодаси (55)ни х,исоблашда эътиборга олинмай таш- 
лаб юборилади. Шу сабабли, молекула квант \олатининг 
энергияси £. ю^оридаги туртта \аракатлар энергиялари- 
нинг йигиндисидан иборат булади, яъни

е. =  £,.(эл) + £(я) + £.(д) + £,(/•), (56)
бунда икки атомли молекула учун тебранма х,аракат энер­
гияси £. (у) ва айланма \аракат энергияси е.(г) куйидагича 
аникданади;
2 8 0



£,(д) = /■ ;«,(«+1/2), « = 0 ,1 ,2 ,... (57)

е, (/-) = | ^ / ( /  + 0 - /  = 0, 1, 2,... (58)

Куп холларда асосий электрон \олати уйгонган )(.олатдан 
старли даражада катта фарк. килади. Шу сабабли одатдаги 
температураларда уйгонган \олатларни эътиборга олмас­
лик мумкин. Бу холда электрон \олатларга тааллук^ли ай- 
пиш карраси (статистик йигинди Z(э))g^= 1 булади. Аммо 
ядро холатлари (\атто бир атомли Не, Ме, Аг булган лол­
ларда \ам) ядро спинининг ориентациялари туфайли — 
каррали айнишга эга буладилар (масалан, битта ядро учун
Я„ =  28„ + 1).

Умумий холда, молекуланинг тебранма харакатига унинг 
айланма харакати таъсир этади. Аммо юкорида айтганимизга 
асосан одатдаги температураларда уларнинг узаро таъсирини 
эътиборга олмай, алохида-алохида караш мумкин.

Юкорида айтганимизга кура, электроннинг асосий холати 
уйгонган холатдан одатдаги температурада жуда катта фарк 
килгани учун

Я ( э ) = 1 ,  2;(э) =  1. (59)

(56) ифодадаги тебранма харакат энергияси 
£,(#) = /■(&),.(«+1 / 2 ) 

эканлигидан унга тегишли статистик йигинди 
7,.(д) = 1 =  [25/гй«/Л7’] х = Ь о ) /к Т  (60)

билан аникланиши маълум (6 . 1 2 -масалага к.)
Ядронинг айниш карраси g(я) уни ташкил этган атом­

лар бир хил булса, яъни гомоядро молекула АА учун
g(я) =  (2Sд+ 1),

агар хар хил булса, яъни гетеядро молекула АВ учун
g(я) =  (2 s^+ 1)(25з+ 1)

ифодалардан иборат булади; 5 ядро спини.
Инерция моменти /  га тенг булган чизик/1и айлангич 

(ротатор)нинг энергияси

/ = 0 , 1, 2 ,..., (61)
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бунга мос статистик й и р и н д и  эса (g(r) =  21 +  1)

Z(/-) = ^ ( 2 /  + l)e  = 2 ^ (2 / + 1 )И '" ')°^ /^
/=о

Sn̂ Jk (62)

Квазиклассик як,инлашишда, 
я ъ н и  «  Т  булганда

(63)

ифода уринли булади (6.31-ма- 
салага к,.)

6.31-масала. Икки атомли 
молекуланинг айланма \олати в, 
(р узгарувчи, бурчаклар билан 
тавсифланади (б.12-расм). Бу 
)^аракатларга мос келувчи им­

пульслар р ,̂ р .̂ Бу \олда айланма \аракат энергияси

и  2J ^  2 J s m 4 '

( 1) асосида айланма ^аракатнинг статистик интеграли 
Z{r) ни \исобланг.

Е ч и ш .
Я Зл’ -Н»

Z ( r )  = ^ J i / 0 |  clcp  ̂dPg ехр
к Т 2J

V У

_  In
' V  J 

_  In

2n^-2JkT

de dxe { i J 0 ■ dxe

1/2

de{2 J k T ) ( 2 J k T 5 m ^ e f \  =

•sin0 ^ 0  = 8? ^ = 2^ .

2S2



3. Куп атомли молекулалар (идеал газ).
Куп х,олларда молекулаларнинг инерция моментлари жуда 

катта булгани учун, яни / / /с Г )«  1 булгани сабабли 
молекуланинг айланма х^аракатини классик механика асо­
сида караш мумкин. Бу х^олда молекуланинг айланма )^ара- 
кати учун статистик интеграл ифодаси ZД7) классик ста- 
гистикадагидан иборат булади.

Молекуланинг ички х^аракати билан боглик; статистик 
йигиндини куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

= я Л э л ) g ( я ) ^ Z ( v ) .  ( 6 4 )

Бунда £(эл) асосий электрон х,олатининг айниш карраси; 
§(я)  я д р о н и н г  с п и н  \ о л а т и н и н г  а й н и ш  ка р р а с и  
^ ( я )  = П  (25, + I); У симметрия сони (у бир хил атомлар-

(̂■/)
дан иборат молекула айланишида \осил буладиган сим- 
метриялар сони).

Юк^ори температурада Z(r) айланма харакат учун ста­
тистик йигинди ифодаси

Z(/•) = 2 ^ /2
1/2

(65)
JArвrC_

/  1^кТ, ¥ ,  = й' /  JekT , Ус = й' /  1скТ.

Бу ерда — молекуланинг бош инерция мо­
ментлари.

Z(v) — тебранма )^аракат учун статистик йигинди

= П , X,. = йш,. / 2 к Т  (6 6 )

бунда О),. (1, 2, ..Зп —6 ) нормал тебранишлар частотаси; 
п — молекуладаги атомлар сони.

6 .8 -§ . МОЛЕКУЛАЛАРНИНГ ТУКНАШИШЛАРИ СОНИ

1. Биз юкорида бирлик вак,тда идиш деворининг бирлик 
юзига келиб урилаётган молекулалар сони (6.5-расмга к,.)

J  ̂ \ 2 п т )

ифода билан аникданишини курдик.
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2. Энди биз битта заррага колган зарраларнинг бирлик 
вак^тда келиб урилишлар сонини аник;лайлик. Бирор зарра 
иккинчи бир зарра билан dt вак^тда тукнашиши учун улар 
6.13-расмдаги цилиндр ичида булишлари зарур. Бир зарра­
ни сочувчи, иккинчи заррани сочилувчи деб к,абул килай­
лик. Сочувчи заррани радиуси зарра диаметрига тенг булган 
шар билан, сочилувчи заррани нукта билан алмаштирайлик 
(6.13-расм). Ш арнинг кесими о =  дан иборат; —
икки зарранинг нисбий тезлиги, яъни сочилувчи зарра­
нинг сочувчи заррага нисбатан тезлиги. Бу холда Л вактда 
ясовчиси gdt булган цилиндр ичидаги хамма зарралар со­
чувчи зарра (марказ) билантук,нашади. Цилиндрнингхажми
о gdt  га тенг. Б ирлик хажмдаги тезлиги (импульси) 
7 , ^  + d'P даги зарралар сони f { P ^ d P  га тенг.

Сочувчи заррага d1 вак.тда келиб урилувчи зарралар сони

a g d t d P f { P ) .  (67)

Сочувчи зарралар (марказлар) сони хам юкоридагидай 
аникланади, яъни ~Р\'Р' + dT'  ораликдаги бирлик хажмда­
ги тукнашишлар сони f [ P '^ d P '  га тенг.

Демак, Л  вактда тезликлари (импульслари)

'P,P + d'P ва J \ J '  + d J '  

ораликутарда булган зарраларнинг узаро тукнашишлари сони 

f ( p ) f ( P ' ) ( r g d t d P d P '

ифода билан аникланади; Бирлик вактда барча тукнашиш- 
лар сони эса

d P j  d P ' f  ( ? )  /  (Р ') g a d P d P ' (68)

(Г

интефал ифода билан аник­
ланади. Бунда о  кесим, уни^ 
урилиш (тукиаш иш )нинг 
эффектив кесими дейила­
ди, умуман у нисбий тез­
лик g  га боглик, яъни a(g).
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Мувозанатдаги \олат учун Максвелл таксимоти уринли. 
Ьу \олда (6 8 ) ни куйидагича узгартириш мумкин:

I с1д\ёде  2̂ (е ) с1&с1Г =

/  \ 3  ,  _  _ " 1 £ 1  .  _  .

= I  (я) е 4 к Т  _

/и С-
= N 4 ^ ] '  (4я)' \clGe а {g ) i^ ' ‘̂ dg =

\2я1с1 / >3 ^

= м
\ 2 n k T t

3 / 2 тС,-

ёСе  2*̂  ■///4Jí/ge ^^^^go{g) =

____ \ 3 / 2 ______________________________________ B ¿

= dge ^ " g o  (g) = I  dge g a  {g)  =

\ 3 / 2

= 4 п М '^ \т ^ ]  I 8^(У (я) =\^пкТI

3 / 2
=

■̂ Ап \к Т
g^G{g)e ‘̂ "dg. (69)

Демак, бирлик вак.тдаги тукнашишлар сони куйида­
ги ифода билан аникланади:

V =  ( - n L ]
ъ!^\кт}

3 / 2

(70)

И 3 о X,. 1. Агар идеал к.аттик, шарлар учун а  = лd'  ̂ = Алг^ 
(бунда /-Д — зарранинг радиуси) к,абул килинса, (70)ни 
куйидаги куринишга келтириш мумкин:

( ш ]
1/2

Гп ■т (71)
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2. Агар Р У =  МкТэканлигидан фойдалансак (Клапейрон 
тенгламаси), у х^олда бирлик \ажмдаги тук,нашишлар сони

\ 1/2
V, =_  ‘’тук

куринишга келади.

6.9-§. КВАНТ ОСЦИЛЛЯТОР

(72)

О

6.14-расм.

-►х Чизикди гармоник осцилля- 
торни батафсил карайлик. Клас­
сик физикага кура О нук,та атро­
фида ОХ ук,и буйича кичик амп­
литуда билан тебранаётган теб- 
рангич — чизикди осциллятор­
нинг тула энергияси (6.14-расм)

Е  =
2 т (73)

ифода билан аникданади; бунда Р — импульс, х эса т мас­
сали тебрангичнинг ОХ ук.и буйича силжиши; к — бикрлик 
коэффициенти. (73)ни

= 1 (74)

куринишда ёзиб, унинг эллипс тенгламаси эканлигини 
курган эдик (6.15-расм). Демак, осцилляторнинг фазавий 
фазосидаги троекторияси эллипсдан иборат.

£энергияли осциллятор эллипсининг юзи (фазавий фазо
\аж ми) 8{Е) ни аникдайлик;

^ ( £ ) . 2пЕ 
.^к /  т

(75)

= к/т  белгилаш кири­
тиб, (75)ни кайта ёзамиз:

5(£) =  1лЕ/ш. (76)

Квант механикасида ос­
цилляторнинг энергияси ка­
бул килиши мумкин булган 
кийматлар (6.16-расм)
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Е„=Тш [п + \ / 2 ) .  (77)

(77)ни (76) га куйиб

5 { Е „ )^ 5 „  =  ̂ = /7 (« + 1 /  2) (78)

ифодани оламиз. Демак, квант механикасида осциллятор- 
иинг фазавий фазоси квантланган булади. Икки эллипс ора­
сидаги фазавий фазо элемен-
тини топамиз (6.15-расмга к..):

(79)

Щх)^

5 „ - 8 „ _ , ^ А 8 = к .

6.32-масала(ы даврий час- 
тотали гармоник осциллятор­
нинг энергияси

е„ = Тт(п + 1 /  2) ( 1)
ифода билан аникланади. Шу 
осцилляторнинг уртача энергияси <£>ни аникутанг.

Е ч и ш .  Битта осциллятор учун Гиббс ансамбли — бу 
осцилляторлардан иборат идеал газдир. Бу ансамбл учун так,- 
симот функцияси

(2)
бунда

бунда X = Д,йй). Гиббс ансамбли буйича осциллятор энер- 
гиясининг уртачаси

\clZo
го а 15<£ >= {£„) = -  

п
(3) ифодадан х^осила олиб, топамиз: 

< е > ^ а ^ с ( И х / 2  

И з о \ л а р 1 .  Осциллятор гамильтониани 

Е = А  + ! ^ .
2т 2

(4)

(5)

Демак, 2у =  2 дан V = 1 , 0 =  ¿//у =  <£>. Бизга маълумки.
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{ E) d E  = ^  E^-'e-‘̂ ‘̂ dE = pe-^‘̂ f d n  = ^e->^^dn. (6 ) 

Бунда
■~ = p ^  = ptu0, Z = < e > / r , t 0 (7)

Бу усул билан олинган статистик йигинди

Z  ( 8 )

2. Агар X << 1 шарт бажарилса,
е'/2 + е--' /̂2 «  2

эканлигидан Z —ZJ, келиб чик.ади.
3. (6 ) даги таксимот функцияси

= (9)

ифодасида ^энергия (5) билан аникланади; р  =  1/<£>. Бун­
дай таксимот функцияси биринчи марта Блох томонидан 
бошкача усул билан олинган (к- [П]).

4. Иссиклик сигими С = a t /  /  Э7 асосида (4) дан фой­
даланиб топилади:

э г  дх d j  •, ( 1 0 )

6.33-масала. Л^та бир-бирига боглик булмаган осцилля- 
торлар тизимининг уртача энергияси <Е >  ва статистик йи- 
риндиси Z ,̂aHHi<yiaHr.

Еч и ш.  Идеал осцилляторлар учун тизимнинг ̂ тач а  энер­
гияси ) а̂р бир осцилляторнинг уртача энергиялари йирин- 
дисига тенг, яъни

< E > = N < e > = N ^ ^ c t h ^ , x  = ^ .  (П
^  Z /с /

Бир-бирига борлик булмаган фаркданувчи осциллятор­
лар учун э^тимолликларни купайтириш теоремасидан фой­
даланиб

= z r  (2 К
эканлигини аниклаш мумкин. Осцилляторлар тизимининг 
энергияси

Ej = Е^+ Е2 +. . .  + Ef  ̂ = t m + у ) , (3 )
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7 =  0 , 1 , 2 ,...

Х,ар бир энергия сат\иу

_ (уЧ7У-1) !
у!(УУ-1)! (4)

каррали айнишга эга. Демак, тизимнинг статистик йигин­
диси

( у  + А  =
У=0 ./=0

Биноминал так,симотдан куйидаги муносабат маълум;

Е
(/' + УУ-1)! / / ,  \- Л '

= ( ' - “ ) • <5)

Бунда а  =  е“'деб  х^исоблаб, ушбуни оламиз;

7 ,- (6)

6.10-§. КВАНТ РОТАТОР

Бир атом атрофида иккинчисининг айланиши туфайли 
\осил буладиган айланма х^аракатланувчи (икки атом ора­
сидаги масофа узгармайдиган) айлангични р о т а т о  р дей­
илади (6.17-расм). Классик механикада бундай ротаторнинг 
кинетик энергияси

тГ пюР'Р' J(0
2 2 

(илгариланма харакатдаги мас­
са т, импульс р  айланма \apa- 
катда инерция моменти /  ва 
х^аракат микдори моменти М  
билан алмашинади).

Квант механикасида дис­
крет кийматлар кабул килади;

(81)

Айланма >^аракатдаги ротатор­
нинг энергияси (81) га асосан

2J (80)
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J -I I

■  ̂ (iir ифода билан аник^ланади, 
/  яъни у дискрет к,ийматлар 

-t=2F-^=—  килади. Аммо осцилля-
' J  ̂ тордан фарк^ти уларок,, рота- 

• i= l .E i= —  ™Р энергиясининг х,ар бир 
к^ийматига магнит квант сон-

( ' 2 )

____________  в_/1 ...с..*.... .ЧиС...!
’ о лари билан фарк,ланувчи

6.18-расм. (2 /+  1)та \ар  хил \олатлар
тугри келади, яъни ротаторнинг х,олати 21 + 1 каррали ай- 
нишга эга.

(82) дан куринадики, Iортиши билан икки энергия сатх;- 
лари орасидаги фарк,х;ам ортиб боради (6.18-расм):

Е, -  г ,- , = (83)

6.11-§. ИДЕАЛ ГАЗЛАРНИНГ ИССИКЛИК СИРИМИ

Классик статистикада исботланган энергиянинг эркин- 
лик даражалари буйича тенг так^симланиш теоремасини идеал 
газнинг иссик;1ик сигимини аник^ашга к^'ллайлик.

УУта куп атомли молекуладан иборат идеал газни курай- 
лик. Хар бир молекула 3 та илгариланма, 3 та айланма ва 5 та 
тебранма эркинлик даражаларига эга булсин. Эркинлик да- 
ражсшари орасидаги узаро таъсир эътиборга олинмасин. Бун- 
дай газнинг ички энергияси и \а р  бир эркинлик даражасига 
кТ/2  энергия тугри келиши \ак,идаги теоремага асосан,

и  = Nu = м { з ^  + 3^ ^  + ^-кТ^= МкТ(3 + з) (84)

ифода билан анику1анади. Бундай газнинг исси1<у1ик сигими

Су = д и / д Т  = Мк{Ъ + з) (85)

ифода билан ани1<у1анади. (85) ифодадан куринадики, куп 
атомли молекулалардан иборат иссикдик сигими С демпе- 
ратурага боглик,эмас. Аммо тажриба натижалари \ар  доим 
\ам  (85) ифодага мос келавермайди. Айник^са, пасттемпе- 
ратураларда (85) ифода билан тажриба натижалари орасида 
кескин фарк. мавжуд.
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Macíuian, икки атомли газ учун назария буйича 3 та илга- 
риланма, 2  та айлаима ва 1 та тебраима эркинлик даражала- 
ри булганлиги туфайли U = N ( З к Т / 2  + к Т  + к Т)  = - ^ к Т \
1 моль учуй эса С^= 1R/2 ~  29,3 Ж /моль • К иссик сигим 
булиши лозим. Хона температурасидаги икки атомли газ 
буидай калта иссик^ик сигимига эга эмаслигини тажриба 
курсатади. Бундам ташк^ари иссик^ик сигими температурага 
богликэканлиги \ам  кузатилади.

1 моль к,аттик. жисмнинг иссикдик сигими, энергия- 
нинг тенг та^симланиш и \ак,идаги теоремага acocan, 
С у= 3R =  25 Ж /моль • К тенг (Дюлонг-Пти к.онуни). Аммо 
паст температураларда к^аттик, жисмнинг иссик^ик сигими 
температурага боглик, ва температура нолга интилганда ис- 
сик^и'к сигими \ам нолга интилади. Классик статистика на- 
тижаси билан тажриба орасидаги бундай тафовут сабаби — 
молекулаларнинг квант табиати эътиборга олинмаган- 
лигидадир ва, демакки, энергиянинг эркинлик даражалари 
буйича тенгтак,симланиши к.онунини паст гемпературали 
тизимлар учун \ам  куллаш ок,ибатидир.

Икки атомли молекулалардам ташкил топган газьш (ма- 
салан, СО ва башк^аларни) ¡^арайлик. Бундай
х,олда \ар  бир м олекулатш г илгариланма, айланма, теб- 
рапма )^аракати мавжуд; булардан ташк^ари электрон ва ядро 
энергиялари \ам  мавжуд. Шу сабабли бундай газнинг ички 
энергияси умумий >^олда юк^оридаги ,\аракат эпергияларига 
боглик,, яъни

и = и  + и .. +  и  , +  и  +U  . (8 6 )11.ЧГ aliji гейр Э.1 ял '■ '

Одатда, амалда кузатиладигаи температураларнинг узга- 
риши атом ва молекулаларнинг электрон ва ядро \олатла- 
рига, яъни унинг узгаришига деярли таъсир этмайди. Шу- 
нинг учун газларнинг иссик/1ик сигимини к.аралганда элек­
трон ва ядро \олатларига тегишли ички энергияни одатда 
\исобга олинмайди. Демак, икки атомли газнинг иссик,- 
лик сигими

С, = (1^)^ = С,,,, + С,,, + (87)

ифода билан аник/1анади.
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1 моль газни к,арайлик. Классик статистика конунига 
асосан, \ар бир илгариланма эркинлик даражасига кТ!1 энер­
гия турри келишини эътиборга олсак,

^ кТ
^ илг

булади ва бундан

= f  (88)

келиб чиь;ади.
Айланма ^аракатга тегишли иссик;лик сигими С,|,ни 

к,арайлик. /\олатдаги ротаторнинг энергияси

Ротаторнинг холати (2/ + 1) каррали айниш сонига тенг 
булгани учун унга тегишли статистик йигинди Z  =  Ẑ

г , = Х (2/ + 1)е-№ =2^(2/ + 1) е - ' ' ^  (90)
1=1) I

ифода билан аник/1анади. Бу ифоданинг икки чегара- 
вий холларини к^арайлик.

а) Температура жуда паст булсин, яъни Г -> 0. Бу холда 
(90) ифодада 2 тах,ад ( / =0 ,  / =  1) билан чегараланамиз, яъни

\1т2^ = \ + Ъв (91)г-̂ о  ̂ '
б) Юк^ори температурали ^ол

булсин. Бу холда ротатор энергияси сатх/гари бир-бирига 
нисбатан як^ин булгани учун, / ни узлуксиз узгаряпти деб 
к.араб, (90) даги йигиндини интеграл ифода билан алмаш- 
тирамиз:

г ,  + + (93)
о о

ёки х =  {ТуТ)1{1 + 1) узгарувчи киритиб, (93) ни куйида- 
гича ёзишимиз мумкин:
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Ички энергия U  ни Cy-h,  
статистик ф изиканинг 
умумий усулига асосан

R
U = N k T ^ ^  (95)

ифода билан аник^анади.
Бу ифодадан Г -» О да ^
Í/, температурага боглик, 6 ,19-расм,
эмаслиги ва демак Г О
да нолга тенг эканлиги келиб чик^ади, яъни

__Л_
Í/,. = conste .

Г  -> О да Í7 -» О ва демак С̂  =  О, яъни температура Г ^  О 
булганда иссик^ик сигими нолга ингилади С -» О (6 .19- 
расм).

Юк,ори температурада, яъни Т »  Г  да

и, = = N^kT  (96)

Бундан 1 моль учун
C = R  (97)

ифодани оламиз (6.19-расмга к,.). Расмда айланма х,ара- 
катга тегишли иссик^ик сигими С нинг температурага 
боглик^ик характери (схематик равишда) берилган. Сим- 
метрик икки атомли молекуланинг 2  та айланма эркинлик 
даражалари мавжуд (2 та бурчак). Классик статистикага асо­
сан х,ар бир эркинлик даражасига уртача кТ/1  энергия тугри 
келганлиги учун 1 моль икки атомли газнинг ички энерги­
яси =  NJcTjXÁn иборат, яъни юк^ори температура (Г  »  Т)  
да квант статистикасининг натижаси (96) классик статис­
тикага мос келади.

Бу ерда шуни таъкидлаймизки, айланма характерис­
тик температура Г молекуланинг инерция моменти J га 
тескари мутаносиб булгани учун ((92) формулага к,.) энг 
енгил молекула да Г, =  95°К. Бошк^а молекулаларда эса 
бундан кичик температураларда квант эффектлар намоён 
була бошлайди.

Тебранма х,аракатга тегишли иссик^ик сигими Су ни 
карайлик. Хар бир икки атомли молекулани квант осцил-
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лятор деб к^араб, унга тугри келган уртача энергия <е> ни 
аник^паймиз:

< е > = Щ - а И - ^ .  (98)

Демак, 1 моль икки атомли газнинг тебранма )^аракатига 
тугри келган ички энергия

¿ //= Л 0 , (99)

Бу тебранма \аракатга тегишли иссик,лик сигими
^/7, _  д<е>

д Т  дх

X =  РЬШ, Р -  \ /  кТ\  

дх _  р . д р ____к д<е> _  * 7  -  '

= УУ/(х2 )2  =  Я {хг)\

Демак, 1 моль учун
С,^„= Щ х2)\  ( 1 0 0 )

Бу иссик;1ик сигимининг чегаравий )^олларини курай- 
лик.

а) X = 1 ^  = -^  «  1 булсин; Т̂ . = характеристик тем­
пература; Т »  Г юк,ори температурали >̂ ол. Бу х,олда

7  _  I ________ I______ __ 1
^ЦТ_-ТГ1 X-

Демак,
С , , - / ? .  ( 1 0 1 )

б) X >> 1 (Т  << Г)  паст температурали х,ол:

^  = = ( 1 0 2 )

( 1 0 2 )ни назарда тутиб, ( 1 0 0 ) ни куйидагича ёзамиз;

= х = м .  (103)

Демак, паст температураларда иссик/1ик сигими (103) 
экспонента туфайли температура камайиши билан камайиб
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боради (6 .2 0 -расм), яъни бу сох^ада квант эффектлар намо- 
сн булади.

Kj/йидаги жадвалда айрим икки атомли газларнинг ха­
рактеристик температурсшари берилган.

Молекула газ
Лйлапма ,\аракат учуи 

характеристик 
температура, "К

Тебранма >^аракат учуй 
характеристик 

•гемпература, "К

Ц.

X;
и а
иг

95
2,85
2,07

15,1
9,0

6000

3340

2280

4140
3300

Жадвалдан куринадики, тебранма характеристик темпе­
ратура бир неча минг градусга тенг булиб, одатда хона тем- 
ператураларида бу эркинлик дapaжílлapи намоён булмайди; 
улар "музлаган" \олатда булиб, энергия алмашинишларида 
иштирок этмайди (ёки деярли иштирок этмайди). Электрон 
^олатларига тегишли характеристик температура бу гемпе- 
ратуралардан х.ам юк,ори булгани учун улар \ам  хона темпе- 
ратураси узгаришларида иштирок этмайди, уларнинг энер­
гия алмашинишида иштироки булмайди ва демак, иссик/1ик 
сигимида иштирок этмайди.

Умуман Т >  Г да классик статистикадан, Т <  Г д а э с а  
квант статистикасидан фoйдílлaниш зарур. Температура паст 
Т <  булганда зарраларнинг уртача энергияси к Т квант 
\олатларини уйготиш учун етарли булмайди; температура 
юк,ори Т > Г булганда эса зарранинг уртача энергияси кТ  
уларнинг квант х,олатларини уйготиш учун етарли булади.

Энг юк^ори температура- 
ларда х^амма эркинлик да- 
ражалари энергия алмаши­
ниш ида иштирок этиши 
мумкин ва демак улар ис- 
СИК/1ИК сигими ифодасида 
иштирок этишлари мумкин.
Аммо температура камайи- 
ши билан эркинлик дара- 
жаларидан аввал тебранма
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э р к и н л и к  да ража ла ри ,  
2ц.. сунг айланма эркинлик да- 

______________ С илг=^  ражалари энергия алмаши-Ж
ниш ида иштирок этмаи 
куядилар, яъни иссик^ик
сигими ифодаларида улар- 
нинг х,иссалари булмайди.
Иссик/1ик сигимининг тем-

■ пература камайиши билан
узгариб, камайиб бориши шу билан изох^1анади (6 .2 1 -раем- 
га к,.)

Куп атомли молекулалардан иборат газ иссикдик  сиги­
мининг температурага боглик^иги худци Ю1<;оридагидай ту- 
шунтирилади.

VII БОБ  
РЕАЛ ГАЗЛАР

7Л -§ . КИРИШ

Реал газларнинг молекулсшари узаро таъсирда булиб, улар 
тез-тез ту^нашиб турганликлари учун уларнинг хоссалари 
идеал газ хоссаларидан фарк/1анади. Молекулаларнинг уза­
ро таъсири уларнинг уйгонган х^олатларига \ам  боглик,. Аммо 
осонлик учун бу эффектни х^исобга олмаймиз. Бу х^олда мо­
лекуланинг ички х^аракати билан боглик, статистик йигин- 
ди доимий колади. Шу сабабли у катталикни к^арамаймиз. 
Бошк,ача айтганда, классик реал газнинг тула энергияси Е  
ни зарраларнинг кинетик энергиялари йигиндиси 2:), ва улар­
нинг узаро потенциал энергияси V  дан иборат, яъни 
Е = +  ¿/деб к^араймиз:

Е ( р ^~Р2,...,Р^, П,Г2,...,Гд, ) = ( 1)

Классик физикада тизимнинг энергиясини кинетик ва по­
тенциал энергияларнинг йигиндисидан иборат деб к^араш 
мумкин булгани сабабли, статистик физикадаги так,симот 
функцияси Д £) ва статистик интеграл Z  ни икки купай- 
тирувчидан иборат деб к.араш мумкин;
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/ (£ ') « '«  = у б  ‘̂̂ с!п =
I  Р , П ' »  -Л /

т г

...'^■\1р„11р„...^р, (2 )

ёки

/{Е )с {п  = /{Е1,)(1р^,с1р2,...,сГр^) [и)сГг\,Ф-г,...,сСгн
Буларда нормалаш шартлари куйидагилар:

'/{Е,)сГр^,(1~р^_,...,с1'р^=\, (3)

' Г{и)с1}„с1}г,->с1''ги =\. (4)

Бу \олда статистик интеграл нормалаш шартидан топи- 
лад и:

7  = е~‘̂ Чп, (5)

7  = Ж е ' с!р^, с1р ,̂ ..., с1р^х

X (6)

Булардан

7 =  (2я/я0 ) ' ' ' ^ ' е ; , , 0  = 1//3 
«

0 ; .= *"6 ... ''^\11\,сГг^,...,с1г^\

( 8 )

(9)

0 Д,— коифигурацион интеграл умумий \олда куп заррали 
так,симотфункцияси / ( п , г г , . • • .''« )  орк^али, хусусий х^олда
— тизим мувозанатда булганда

... /̂у)

функция оркали аник^анади.

( 10)
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7 .2 -§ .  ЖУФТ УЗАРО ТАЪСИР ПОТЕНЦИАЛИ

Реал тизимнинг потенциал энергияси и  ни жуфт яь;ин- 
лашувда к,арайлик. Бу яцинлашувла ихтиёрий /-молекула дол­
ган х,амма молекулалар билан {М — 1 та молекула билан) 
жуфт ^'заро таъсирда турибди деб каралади (7,1 -раем), /-мо- 

лекуланинг потенциал энергияси

= ( 11)

куриниш да кабул килииади. Тизимнинг 
потенциал энергияси (узаро таъсир энер­
гияси) и  шу и. ларнинг йигиндисидан 
иборат булади:

N7 .1 -раем.
( 12)

Ф'ц) — энергия г.. масофадаги икки / ва у зарраларнинг 
узаро таъсир энергияси.

Принцип жи^атидан жуфт узаро таъсир энергиясини на- 
зарий \иcoблaIJJ (аникуташ) мумкин булса-да, аммо кон- 
крет \исоблашларнинг куп \олларида унинг куйидаги по- 
луэмпирик ифодгшаридан фойдсшанилади: 

а) экспоненциал потенциал

(13)

бу ерда а ва а  доимийлар; 
б) Морзе потенциали

и{г)= О -2(г{г-т)
■2е (14)

бу ерда О — урта чукурлиги, /-, -  и{г) нинг минимум к.ий- 
матига мос келувчи /• нинг к;иймати, а  — узгармас сон.

в) Леннард-Ж онс потенциали

бу ерда а, Ь доимийлар.
Доимийлар тажрибадан аник/1анади.

= ^  = 12. «  = 6 (15)
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7 .3 -§ .  ЖУФТ КОРРЕЛЯЦИЯ ВА УИИ11Г ТЕ11ГЛЛМАСИ

Тизимда (сую к^и кёки  газда) зарралар бир-бири билан 
узаро та1>сирда булгани сабабли бир зарранинг жойлаши- 
1иига бошка зарраларнинг жойлашиши таъсир этади, яъни 
улар орасида корреляция (>/заро богланиш) мавжуд булади.

Биз куйида тизимнинг ихтиёрий бир заррасининг 
\ажм элементида булиши э\тимоллигига иккинчи зарра- 
нинг с1г2 да булиш инингтаъсирини, яъни жуфтли корре- 
ляцияни курайлик.

Тизимнинг V, \ажмли макроскопик к;исмида yv, та мо­
лекула булсин. Шу \ажмдаги уртача ва квадратик 
уртача N] нинг ифодсшарини ани1у 1айлик. Бунингучун ёр- 
дамчи п1[г] функция киритайлик:

т
1,агар7-\ажм ичида булса,

О, агар /• >̂ ажм ташк,арисида б ул са .

Агар тизимдаги зарралар сони N га тенг булса, зарралар

N
сони ни

/=|
куринишда ёзиш мумкин.

уУзаррали так^симот функцияси

f { U )  =

ёрдамида уртача к,иймат ни аник^аймиз:
__  /V _

......-ch  ̂ г, =

, r^') dl] ch\... dr^ = jm (/•)dr, ( ' 6 )

Бунда бир заррали та^симот функцияси куйидагича аник,- 
ланади:

N
зичл

/ р )  = — )di{...drf, . (17)

00 булганда, / (/ ') = «  деб ан и м ан ад и ; /? — зарралар 
иги. У \олда (16) дан к^уйидагини оламиз:
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(18)

Квадратик уртача М\ нинг ифодасини аник^айлик:

<■ ] ] 1̂ ]

Бунда от (/•)/?? (а-) = /«(/') экани >^исобга олинди. (16) ва (18)
га асосан

> = М ,= п У , . (20)

(19) даги уртачани куйидагича ёзайлик:

i*J 

1*.1

= N {М - l ) j . . . jm { r , )m {7 ^ ,y r ,  с 1г ,/{г , , г , , . . .г^уг ,  с1г,...сГг, 

= jjm (^ r^ yn {r;¡y{r■ ^ ,r,y ¡r,c lr, = 

= « ^ и / и ( г , ) т ( г з ) я р , , ? 2)г//-, с1г,, ( 2 1 )

бунда икки заррали так,симот функцияси куйидагича аник,- 
ланади:

/ (п ,/ -2) = М{М -  1) уГг,,с11\,...,с1г^ =

= / р 1 ) / р 2 )Е{гх,~Гг) = n^g(r,,r, у  (22 )

Бунда жуфт корреляция функцияси биринчи зар-
ра с1г] элемеитда б^лганда, иккинчи зарранинг сГп элемент- 
да булиши э^тимолини к^^рсатади ёки аксиг 1̂ ча, иккинчи 
зарра с1п да булганда, биринчи зарранинг с1г\ да булиши 
эх^тимолини аник^айди.

Икки зарра бир-биридан етарли даражада узокда булса, 
уларнинг орасидаги узаро таъсир ва, дем ак, корреляция 
\исо6 га олин м аслиги  м ум ки н , яъни  гг-г\ = г о о  
булганда,
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булади ва, дем ак, g (n ,/ '2) - > l  булади.
(20) ва (21) ни назарда тутиб, (19) ни куйидагича ёза- 

миз:

Ñ ¡ = Ñ ; + n^¡g(7„7,)cl7,clr,. (23)

Санок, тизимининг боши учун зарралардаи бири, маса- 
л ан , биринчи зар р а  тур ган  ж ойн и  тан л аб  о л и н са , 
Я (/*1, /"2 ) -> g  (/*) булади; г — икки зарра орасидаги масофа. 
Бу х,олда

'g{t-\,ny~r\,dri = jf/ r ,J g ( r ) í/ r  =

Буни эътиборга олиб, (23) ни ёзамиз;

(18) ва (24) дан куйидаги нисбатни ёзамиз:

Na

(24)

= 1 + « I g  [ry ir -nV^  = 1 + r t j (я  ('■) -  l ) (25)

(25) да 7V|̂ -  = (AN^) — зарралар сони ф луктуацияси- 
дир. Флуктуация назариясига асосан

(A yV j =N^nBxT. (26)

тенглик уринли, ~7 (|^). • Бизга маълумки (4.17- 
масалага к.-)

ва

(27)

(28)

(26), (27) ва (28)лар дан фойдаланиб, (25) ни кбайта ёза­
миз:

l + (/ • ) - !)  (29)

Изотроп тизим учун g  (/■) = Я ('“) булганлигидан
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А/-'= 1+ /г|г/7-(я(/-)-1) (30)

тенглама уринли. (29) ва (30) тенгламалар жуфт корреля­
ция функциялари ва ^(г)  ш п1г/г корреляцион пара­
метр билан богланишини аник^тайди.

Корреляция функциясини, таъриф буйича, баъзан куйи- 
лагича аиик/1айдилар:

§ 7.4-§. КОИФИГУРЛЦИОН ИНТЕГРАЛ

Конфигурацион интеграл

QN = j  (31)

ифодасидаги ^заро таъсир потенциали ¿/ни жуфт як^инла- 
шишга биноан

£ / ( п , 7 * 2 , . . . , 7 - ^ )  = (32)

куринишда ёзамиз. Бу \олда
t>J

е (33)
/.,/

Бу жуфтлар купайтмаси ¿-Р"и ни

в'^"'^=1+Л (34)
каби ^згартириб ёзайлик. Бу \олда (33) к^уйидаги кури- 
нишни олади:

= (| + Л )(1  + Л , ) . . . ( 1 и » ) ( 1  + Л , ) . . . ( 1н - =
=  1 +  / ¡ 2  +  У|.Ч +  +  /¡/V +  / п  +

+- + Л-1^+/пЛ ,+ -/ п/1у А--ь,- (35)
/./(/•) нинг масофага 1̂ араб узгариши тархий равиш да 7.2- 
расмда курсатилган. Бунда í■/тaкJDибaн зарра диаметрига (икки 
радиусга) тенг. Агар атомлар (ёки молекулалар) орасидаги 
масофа г < с/булса, улар электронлар цобигинм деформа- 
|Ц1ялаб бир-бири билан тукнашиш жараёнида буладилар;
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/• > булганда эса зарраларда бир-би- 
рини тортишиш кучи намоён бз^лади.

Одатда нейтрал зарралар (атомлар, 
молекулалар) орасидаги ^'заро таъсир 
/• > р булганда (р эса с/дан 3—4 марта 
катта) амалда нолга якин булади.

Шу сабабли агар г < р булса, 
нолдан фаркли булади, агар /• > р 
булса, унинг ифодасидан куринадики, 
у ам1шда I юл га тенг б у л а д и . к у п а й т -  
ма нолдан сезиларли фаркли булиши учун /-,2 < р ва < р 
булиши лозим , да эса < р , /-,3 < р , < р
булиши зарур ва \. к. Д ем ак , бу \адлар нолдан сезиларли 
фарк^и булиши учун р радиусли сфера ичида бир вактда 
иккита, учта, туртта ва \. к. зарралар б^'лиши талаб этилади.

Фараз к^илайлик, р еа ! газ етарли даражада сийрак булиб, 
бир вак^тда р радиусли сфера ичида учта ва ундан ортик, 
зарралар булиши э\тимолп амалда нолга тенг булсин. У х^олда

так^рибий тенглик уринли булсщи. (36) ифодани 0д, нинг  
ифодаси (31) га куямиз:

1 + Е / ,
Ü

'lr\,clr2...,drN =J c l n , c ! r 2, . . . ,drN ~ J

= Íí/n,í//-2...,í//-,v + ^ \  fijdr\,dr2...,clrN =
и

= + X  ¡  dr\,. . .dri-\ dn*\ d r j - i  drj+\...drN =
a

= ^ Z l l ¡ f , . c l n , d i j .  (37)

Интегрсшни \исоблаш учун с([)ерик координаталар тизими- 
га утайлик. Координата 6 o i u h  учун /-зарра турган жойни 
к,абул к,илайлик. У \олда

f j d l - i d l - j  = I d l ' i j -  i j r -  s 'mOdOdcpdr =



булади. Демак,

+ У^-^2пЫ{М -  1)I -  1) г\!г. (38)
о

К^йидаги белгилаш киритайлик;

Ь = 4п -  \̂ г̂ с1г = I -  \̂ с1г. (39)

(39) ифодани эътиборга олиб (38) ни кайта ёзамиз:

(40)

Реал сийрак газ статистик интеграли 2^ идеал газ статис­
тик интеграли (2 ,/Л0 '^дан

билан ф аркланади, яъни

1 + N{N-1)
IV

(39) интегрални к^/йидагича ёзамиз; 
(/

Ь = Ал „-Щг) -1 /'V/' + Ап - 1

(41)

гЧг . (42)

Бу интеграл ифодаларни ало\ида-ало\ида т а ^ 1ил этайлик.
\) г < d со\ада 1!{г) > О етарли даражада катта (7.2- 

расмга к..) яъни 11{г) »  1. Шу сабабли, берилган /? к,ий- 
матда

е-т,-) << ]_
(43)

Бу х;олда биринчи интеграл

¿1 = Ап -1 г̂ с1г ~ -Ап с!г =

(44)

бу ерда ■̂1) — битта зарранинг \ажми. 
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2) Иккинчи интегрални к,арайлик. Бунда г>  й 'булган­
лиги сабабли и{г) жуда кичик ва манфий к^ийматли, яъни 
и{г) < 0. Бу холда Р и (г) «  1 булса,

^ 1 - р и ( г )  = 1 + 13\и{г) (45)

(45) ни (42) даги иккинчи интегралга куйиб, ушбуни 
оламиз:

4я - I г̂ с1г = 4я/3 и  (г) гс1г.

Д емак,
b = -Si^a+4лp\ и{г)гЧг.

(46) ни куйидагича тушуниш мумкин:

4 я
V

и  (г) и { г ) с 1 У = и
<1

(46)

(47)

(48)

бунда Пт — идиш х,ажми буйича уртачаланган тортиш ку- 
чига тугри келган жуфт узаро таъсир потенциалининг урта­
ча к,иймати (мусбат киймати (модули) олингаи). Буни эъти­
борга олсак,

- 8 у„ + ^ с7г - (49)

7.1-масала. 1) Реал газнинг статистик интеграли ифода- 
си асосида х^олаттенгламаси — босимнинг ифодасини аник;- 
ланг.

2) олинган )<,олат тенгламасини Ван-дер-Ваальс тенгла- 
маси билан так,1<;осланг.

3) Ван-дер-Ваальс тенгламасидаги а ва Ь тузатмалар- 
нинг физик маъноларини аник^анг.

Е ч и ш. Юкорида к^аралган сийрак реал газ учун статис­
тик интеграл

куринишда эди; бунда

2К

\ 3 / 2

, в  = и ! у .

( 1 )

(2)

Эркин энергия /^нинг ифодаси ва босим Р н и н г  ифодаси 
термодинамикадан маълум;
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-в\\л1.ТУ’

р = - -  0  •
\ д У ! 0 2л- ЭК

( 1) дан к^йидагини оламиз:

+ 1п 1 +
IV

М(Ы-\)Ь  ̂ , ,-—2у^~ ' шарт 1Гажарилсин. У \олда.

1п
I V

_  М{М-\)Ь 
2У •

У\олда

(3)

(4) 

(4, а)

Бундан фойдаланиб босим учун ушбуни оламиз:

Р ^ в Э1п(^,//У) 
ЭК

N
+ 0 эк

N{N-\)h
2К

(5)

Бу х,олат тенгламаси п = Л уК эканлигидан ,

2) Ван-дер-Ваальс тенгламаси

(p + -^^^){V-h,) = NkT.

( 6)

(7)

Буни куйидагича ёзамиз:

Д  = NkT а МкТ
У-Ьв К̂  УЦ-Ьц/У) кУ

~  «  I шарт бажарилсин. Бу \олда

р  ~  Л '/с Г  , ^кПц _  а 
-----+ ” 172" '¡7г- ■ (8 )

306



(5) ва ( 8 ) ларни так^к^ослаб ва в = кТ деб к^абул к.илиб, 
ушбуни топамиз:

ёки бундан

* - л Г _ т Ь г 7 - ‘ *)- <»
Д ем ак , (9) тенглик бажарилганда жуфт таъсир \исобга 

олингандаги \олсП тенгламаси (5) билан Ван-дер-Ваальс 
\олат тенгламаси (7) бир-бирига мос келади.

3) Ь учун ((49) га к,.)

Ь==-М„ + и г - Р  ( 10)

ифода олинган эди; бунда р =  \/кТ. (9) ва (10) ларни со- 
лиштирсак,

Ь, = 4^„(Л ^-1), (П )

( 12)

(11) ифодадан куринадики,-Ван-дер-Ваальс тузатмаси 
¿„зарр!:1ларнинг хусусий х,ажми билан боглик,, N га купайт- 
маси эса х^амма зарраларн1н1г хусусий х^ажмлари йигиндиси 
билан боглик,. Д ем ак , зарра эркин >^аракат к,илаётган \ажм 
идиш \ажми Кдан уларнинг \ажми айирмаси билан аник,- 
ланади, яъни

У~ Ьц (идеал газ учун = 0 ).

Ван-дер-Ваальс тенгламасидаги босимга тузатма а эса, (12) 
дан куринадики, тортишиш кучлари билан боглик,. Бунда

+ (13)

десак,
■ (14)

Бунда а/]^ тортишиш кучлари туфайли х^осил буладиган 
ички босим. Ана шу ички босим туфайли реет газнинг идиш 
деворига босими идеал газнинг идиш деворига босимидан 
шу ички босим а/У- га кам булади [(13) ифодадан бу 
равшан куриниб турибди].
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Ван-дер-Ваальс тенгламаси (7) дан куринадики, агар 
газ хажмини камайтириб (яъни газни сик,иб) V ни га 
як;инлаштирсак, газ босими чексиз катталашиб боради.

Виз а ва ларнинг ифодалари маълум шартлар бажа- 
рилганда (газ сийрак ва унинг температураси юк^ори булган­
да) олдик ва физик маъносини талк^ин этдик. Юк^оридаги 
шартлар бажарилмаганда, унинг ифодаси, умуман бош^ача 
булиши мумкин.

7.2-масала. Изотроп тизимда узаро потенциал жуфт по­
тенциал булсин, яъни у фак,ат икки зарра орасидаги масо- 
фага борлик, булсин:

“ ( п  -  П = »('//)•
1) Бундай х^олда узаро таъсир кучи вириалга

а
хисса к^шишини курсатинг.

2 ) Кхажмли идиш девори томонидан Рбосимдаги газга 
таъсир этаётган куч вирисшга (3/2)РКх,исса кушишини курса­
тинг.

3) Ттемпературали # т а  заррадан иборат классик реал 
газ учун

!/
тенглама уринли эканлигини исбот к,илинг.

Э с л а т м а. Эргодик теоремага асосан вак,т буйича урта- 
чалаш билан статистик ансамбль буйича уртачалаш узаро 
тенглиги уринли деб к^аралади.

Е ч и ш .  1) //та заррадан иборат тизимнинг вириали С, 
таъриф буйича,

с  = 4 2 ^ ^ '/
ифодадан ани1у 1анади. Бунда да турган заррага Р; = ^  
куч таъсир этаётир. Я ва Г] даги зарраларнинг узаро таъсир 
кучини ёзайлик (7.3-расм):

У , = - F j  = У .
Бу \олда, таъриф буйича,

= (1)
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Куч р  ни куйидагича ёзайлик
-р- _ П-Г] f   ̂ f

( 1) ва (2 ) дан

Буни йириштириб (/ ва у буйича), сунг ансамбль буйича 
уртачалаб, изланаётган ифодани топамиз;

(2)

(3)

Е С *  = 4 2 - ; , / , .
и и

2) Идиш девори томонидан газнинг б/а сирти элементи- 
га курсатилаётган куч — Рпс1а га тенг ( п — ташк,и нормал- 
нинг бирлик вектори). Ш унга асосан вириалга кушилаётган 
\исса:

пгс1сх = сИу?с1у = -^ -3 с1 У  = ЗР¥/2  (5)L 2

ифодадан иборат.
Бунда Гаусс теоремасидан ва сПуг = 3 эканлигидан фой- 

даландик. Тизим учун куйидаги нормалаш шарти

/с/и = А е ‘̂ с̂1рс1д = 1 (6)

маълум. Бу интегралда Е{р, q) тизимнинг тула энергияси. 
Бу интегрални булаклаб интеграллайлик;

п* -
А с1ре = А с1р е д с!д2,...с1д^ +

О 9,

бундан умумий натижа 

в = < д , ^ >

ни оламиз.
Худци ш унингдек,

+ Р[Я\ Щ-е-^Ч~д с̂1д2...с1д,  ̂\ = Ар\с1р\д^ =
Э?!

(7)

—2
РкО =< Р/, - ^ >  = <

дРк т

(8)

(9)
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еки

< 1 > = |
2 ni 2

(10)

[q̂ . = a,q,  ̂ = b ъа Pi, = a, p̂  = b да улар нолга тенг деб кабул 
к^шинди).
Д ем ак , кинетик энергиянинг уртачаси учун:

Ё, =Y<ll>=^-N = ^-3N. (И)
^  2 т  2  2/

Бинобарин, вириьш С га кушилган xncciuiap (1) ва (2) пункт- 
лардаги ифод1шар \исобга олиниб, вариал теоремани куйи- 
даги куриниш да ёзиш мумкин:

£„„ = C = 3/Vf = (12)
Бундан

Т а р  и х  И Й  м а ъ л у м о т .  Вириал \ак,идаги теорема 
Е[р) = С Клаузиус томонидан 1870 йилда таърифланган. 
Бу теорема энергиянинг эркинлик даражалари буйича тенг 
таксимланиши х,ак,идаги теоремадан келтириб чик^арилиши 
х,ам мумкин (Лотинча: vires — кучлар, vis — куч).

E{p) = -\ Y ^ r,F i
i

вириал дейилади. Агар куч потенциал характерли булса,

^  (Р) = Î  Z  ( '')  булади.
7.3-масала. Реал газнинг х,олат тенгламаси

р к  = / г г ( и |  + ^  + ...) , ( 1)

бу ерда В, С — вириал коэффициентлар. Ван-дер-Ваальс 
гази учун В, С ларни аникланг.

Е ч и Lu. Ван-дер-Ваальс тенгламаси

{ V - b ) = R T .

(2 ) ни куйидаги куриниш да ёзамиз;

PV = -  -ÎL = R t ( - ^  -  - ^ '1  = RT V-h V \v - h  RTv)
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Такрибий ифода (х «  1 булганда)

- ^  = 1 + х + х  ̂ +... \-х

дан фойдаланиб (3) ни ёзамиз;

РУ=КГ (4)

(1) ва (4) нисолиш тириб, изланаётган коэффициентларни 
топам из;

7.4-масала. Реал газ учуй

РУ = ЯТе> ( 1)
\олат тенгламаси мавжуд. Ван-дер-Ваальс гази у ч у н / н и  
аник^анг.

Е ч и ш . (1) тенгламани
РУ = КТ(\ + /  + ^ ^  + ..) (2)

куринишда ёзиш мумкин. Бу (2) тенгламани вириал коэф- 
фициентлар В, Сорк^али ёзилган тенглама (к.. 7.3 масала) 
билан солиштирсак,

" -  '■ (3)

Демак,

(4)

И зо>^./нинг ифодаси (4) \олат тенгламаси (4.68)га мос 
келишини таъкидлаймиз.

7 .5 -§ . КУП ЗАРРАЛИ  ТАКСИ М ОТ ФУНКЦИЯСИ

Умумий \олда бир атомли УУта заррадан иборат тизим­
нинг

Р2^Р2+^Р2. 

я N->я N  ̂ PN■^PN^^^PN

(50)
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орсшик^арда уларнинг ум ум лаш ган  координаталари д ва 
умумлаш ган импульслари р  булишлари э\тимолини

= /[Р\Л>2-~Рм'Л\,д2-~(1ы)ф(^Ч (51)

билан белгилайлик. Умумий (тула) энергия Е(р, о) ни клас­
сик физикада

Е{р, д) = Е(р) + Е{д) (52)

куриниш да ёзиш мум кин  булгани туфайли (51) тенгликни

с1]¥{р)с{1¥{д) =J{p)dpJ[g)dg (53)

куринишда ёзиш мумкин. Бу ифода каноник так,симот ифо- 
даси

= = (54)

дан келиб чик^ади. Идеал газ учун Е̂  =0. Бу \олда (51) ва 
(54) ифодалардан

келиб чик^ади.

2лкТт1
ЗN

Е { р ) = ' ^ р1 / 2 т  ,
/

Нормалаш шарти

f{p ,g)dpdq = ^^

(55)

(56)

(57)

!■ e- ‘̂̂ ‘̂’’“̂ dpdg =

(58)

ифодасида

г , J (59)

нормалаш шартлари бажарилади.
(58) ва (59) дан куринадики, классик статистикада

Z = Z  -7 .
Р ч

(60)
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Бунда зарранинг ички структураси эътиборга олинмади. (59) 
дан коифигурацион интеграл 7  учун куйидаги

= (61) 

ифодани оламиз. Так^симот ф ункциялариДр, с[) ва

/  (<7) = /  ( ^ 1 ,9 2 , - . ? ^ )  = ^  (62)

ларни куп заррали так^симот функциялари дейилади.
Агар зарралар орасидаги потенциал жуфт узаро потен­

циал деб к^аралса, яъни

= (63)
'■<У

куп заррали таксимот ф ункцияси Дд) ни куйидагича 

/{с1)с1ц = (64)
V

куринишда ёзиш мумкин. Бунда

(65)
и

7 .6 -§ . КОНФ И ГУРАЦ И ОИ  ИНТЕГРАЛНИ Г У РУ Х ЛА РГА  
АЖ РАТИ Ш

Биз 7 .3-§ функция киритиб

коифигурацион ифода (65) даги  купайтмани ёзган эдик:

= П (1 + Л )  = (1 + /12)(1 + ^ з ) + -  =
(/■ У

=  1 +  ( / ¡ 2  + / ¡ 3  +  • • • ) +  ( - / 12/13 +  / 12/14 +  ■••) +

Л и п / и ^ - ) -  (66 )

Энди бу (6 6 ) Ш1 кара йлик.
(6 6 ) ифодадаги х.ар бир х,адни диаграм ма (граф) ку ­

ринишда тасаввур этиш мумкин. М асалан,/!^/;, ни (1К1),

©-<!) ёки ^ -Л з ни (З Х ^  куриниш да. Ш унингдек,у;2/;4Х 

© -©  ®X 4 4  4  ни куриниш да ва >̂. к-
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Гуру\ интегралларни, таъриф буйича, куйидагича аник,- 
ланади (М асалан, /гурухди интеграл Ь)\

й/ = (/гуру^ 1и \амма \адлар йигиндиси).

Массшан:

с! г  = 1 ;

*2 = ¿-[(СИ З)] = -^¡(1ги1г2/п  =

г  и с о  С1 
С23 Г31-  У!КI -"(2̂  (̂25Чз) +ОНз) 

~^у\с1пс1псГп [/ ¡2/ „  + / ¡з/ а  + /п/п + / п Ы гг

(67)

Юк^оридаги ифода йигиндисидаги интегр^итлар куйидаги 
куриниш га эга:

V

2̂ = 4?2У

6У

Cír^dr,f^2(r,2) = ¡ f { r ) c l r ,  

с1г\с1Г2с1п/ 2̂А̂ 23  ̂

С1ПС1Г2С1Г}С1Г4 X

^ (3/12/14/23/14 + 6 / 2/ 3/ 4/23/34 + / 2/ 3/ 4/23/24/ 4 )-

/3 |,Д2 ва\ . к н и к е л т и р и л м а й д и г а н  и н т е г р а л -  
л а р  дейилади. Умумий \олда гуру\ интеграллар Ь билан 
келтирилмайдиган интегрсшлар орасида

н * '
богланиш борлигини курсатиш мумкин (к,. [16]).

/), = 1,

^2 =-^ А ,

(68)

2

Ь,=\Р^+\Р2-
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Келтирилмайдиган иитеграллар /3 орк^али холат теигла- 
маси (босим ифодаси) куйидагича ёзилади;

Р = пв = 110 (69)

Иккинчи томондан босим ифодасини зичлик п буйича так- 
рор ёйиб, куйидагини ёзиш мумкин :

Р= пв{\ + пВ{Т) + п^С(Т) + 11-0(Т) + ... ] 

(69) ва (70) ларни солиштирсак;

В{Т) = -\Р^,

С{Т) = - \ Р , ,

(70)

(71)

(72)

(73)

Буларда В{Т), С (7), Д 7 )  
ва X.. к. ни иккинчи, учинчи, И(г̂  
туртинчи ва X,. к. виригш ко- 
эффициентлар дейилади.

Т а р и х и й  м а ъ л у м  о т.
1927 йилда Урселл узининг 
диссертациясида ноидеал газ 
статистик интефалини гурух,- 
ларга ажратиб, Ван-дер-Ваьшьс 
тенгламасини келтириб чин;а- 
ришни курсатди. Кейинрок,,
1937 йилда Майер, Кан, Улен- 
бек ва бошк,алар Урселл наза- 
риясини умумлаштирдилар ва 7.5-расм.
ривожлантирдилар. Хозирги
пайтда суюцлик ва к^аттик, жисмлар назариясини тах^ил 
этишда бу гурух^шрга ажратишдан кенг фойдаланилади.

7.5-масала. М олекулалар орасида жуфтли узаро таъсир 
булганда реал газ босими Ручун

Р = пв 1 . | 1 - е с1г

ифода уринли эканлигини курсатинг.'

( 1)
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Е ч и ш. Масала шартига кура

U = (2)
<̂J

Вириал теоремага асосан

РУ = (3)■5 о /'/

ёки (2 ) га асосан

РУ = икТ  - 1  < >= М сГ < г ^  > . (4)
и "

Бунда

с1}\,сГп,-,сГгц
< ,-а £ 7 М / э ,> = —

clri,dr2,...,clrN (5)

(М ахражда и  ~ О деб к.абул к,илинди). Бу х,олда (5) 
ифода

< г ^ > =  ' Эг \dndi2e-^^^n, ^  = 1 Г ^  (6 )Эг >/ дг

Г = 1’2 -  Г\ ■ Сферик кoopдинaтíu^ap тизимига утилса, (6 )
ифодани куйидагича ёзиш мумкин:

с!г V .

V

" /  ^
<м

0 •0
ч

4лО
V

4п0

,ъе-!̂ и

с1г

■3гdr
)

+ ЗÍre-^^^dr

-3|г^  {l-e-^^')dr

(7) дан фойдаланиб, Р учун  охирги ифодани оламиз:

Р = пкТ
()

(7)

(8 )

УУ~ /V— 1 деб х^исобланди. 
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7.6-масала. Газ молекулалари 
а)и{г)=аг'' а >0 , п >3 ,

б) и { г ) ^
оо г  < а ,

~и„ = const< 0  а  < г < Ь, 
О г> Ь

Конунлар буйича узаро таъсирда булсинлар. Иккинчи вири- 
ал коэффициент 5 (7 ) ни ва Ж оуль-Томсон коэффициен- 
тини топинг.

Е ч и ш. Иккинчи вириал коэффициент учун

в ( т )  = - \ р ,
ифода маълум. Бунда

( 1) ва (2 ) дан

5 (7 )  ни булаклаб интеграллайлик:

( 1)

(2)

(3)

с1г

3 J  с1го
а) ^ ‘ - ^ . В ( Т )  

алмаштирайлик:

_  2лРап
3“ ' узгарувчини

У\олда

В (Т) = -2  ̂(а/3)'^" I  хК-'^с1х = Ц- {ар^ "  Г .
о

Гамма функция
и - 3 1

3 }

\ ”±3-1 
X  ̂ в̂ '̂ с1х.
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б) Массша шартидан фойдсшаниб, ушбуни ёзамиз
и I/
'4пг^с1г + 1(1 -  )4пгс1г + |0

=  + 1 т ( '  “  ) (^ ' “ ^ т ( ^ '  ~ ■

Жоул-Томсон э(1)фектини курсатайлик:
Холат тенгламаси иккинчи вири^ш коэффициент оросит

Я К -  Ж Г(1 +пВ(Т)) 

куринишда ёзилади. Бундан Кни куйидагича ёзамиз:
I /  _  N/<7 . А'кГМ р ^ т \

Р УР °  У  ’ ■

Бунда иккинчи )^адда Ы к Т =  РКдеб к,абул к^илайлик.

Ш
Р

Бундан
1дУ\ = м  , дг дЦ Т )  
\ д т } р  Р дТ  •

Жоул-Томсон эффекти

(ЭХ\ = 1 т и - НдР 1 а C/J ''3 т)г

( 1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(3) ва (4) дан фойдаланиб, (5) ни ёзамиз:

( к \
и я / , /

N Т
Ср

NkT
д Т

Т ^ Ш - В ( Т ) (й

В( Т) нинг урнига унинг ифодаларини куйиб. Жоул-Томсои 
эффекти аник^анади.

7.7-масала. Гурух^и интеграл нинг келтирилмайдиган 
и н тегр ал л ар ва/ ?^  орк^али ифодасини аник^анг, бунда

А  =

Е ч и ш. Умумий ифода 
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1̂ П Л С1Г](1Г2...С1П,

6К П л (1Г\С1Г1С1Г-!. =

6У 

/ = 3 да

_У|2/|3 +У12У2З +У|зЛз +/|2/|зЛз г2с1гг.

Ф -О )
в

Интеграллар остидаги /4 диаграм мага мос 3 та (графа- 
лар) \адлар бир хил кийматни беради, яъни

эканлигидан ;^ар бир х̂ ад бунда с1г2 ва ,буйича интег- 
ралланганда ва улар 3 та булгани учун 3 ифодага 
тенг.

Демак,
•/¡2-/|зЛз ‘4  -̂АгЛзЛз 

6з = 1 (ЗА^ + 2 ^ )  = 1 а ^ + 1 А ,

^ *= 7сТ к1 -|  Xк + \г/>Л1 у

Ь ва Р орасидаги богланишни аввал (исботсиз) келти- 
рилган.

7.8-масала. Жуфт узаро таъсир булганда иккинчи вири­
ал коэффициент В{Т) нинг ифодасини аникланг.

Е ч и ш. Вириал теорема асосида босимнинг ифодаси

Р = пкТ 1 + 2п лг^ (
•< \ / ( 1)
0

эканлиги анику1анган (7.5-мacíUlaгa к,.). Иккинчи томондан 
босимнинг вириал коэ(1)фициен глар орк^али ифодаси

Р = пкТ{\+пВ{Г) + п'’-С{Т) + ...) (2)

куринишга эга. (1) ва (2) ни солиштириб, 5 (7 ) ни топамиз:
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= 4 f/ .2^ - j A -

7 .9 -м а с а л а . Ван-дер-ВасШьс тенгламаси учун иккинчи ви­
риал коэффициент 5 (7 ) ни аник^танг. Тенгламадаги тузат- 
малар а ва Ь ни та)у1ил к,илинг.

Е ч и ш. Ван-дер-Ваальс тенгламаси

О

Р = м т
ТГ-V -b  К"

Ь << V шарт бажарилсин. У х^олда

( 1)

Р = МкГ NkT
V{\-b/V) W  У 

Иккинчи томондан

PV^ NkT(l + / 7 5 (7 ) ) .  

(2) ва (3) ни солиш тирсак;

« 8 (Г )  = А _
NkTV ’ 

В{Т) = 2л]г^

(3)

(4)

(5)

U(rk

Молекулалар орасидаги потенциал характери 7.6-расмда 
курсатилган. Бунда л, — зарра радиуси. — потенциалнинг 

минимум к,иймати.
7.6 расмдан куринадики, кичик ма- 

софаларда г камайиш и билан U{r) кес- 
кин ортиб боради, яъни итариш кучи бу 
сох^ада (0 ,2 /-„) да устунлик к.илади; (0 ,2 г„) 
ор^шикда эгри ЧИЗИК, деярли вер гикал 
куриниш га эга булади. Шу сабабли бу ■ 
ни атомларнинг "радиуси" дейиш мум­
кин.

Катта масофаларда оралик, (а гомлар 
орасидаги масофа) /'ортиши билап U{r) 

7.6-расм. нисбатан секин ортиб боради; бу со\а гор-
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1ИШИШ кучларининг устунлиги со^асидир ва /• ^оо булган­
да и{г) ^  0  булади.

— миним^ш 1<иймат а т о м л а р т т г  "баркарор" х^олатига 
мос келади. Одатда, бунда 7|,,^даралаётган модда-
нинг критик температураси. Юк^орида айтилганларга ь;араб 
(5) интегрални икки со\ада к^аралгани маък^'л, яъни

В { Т )^ 2п
2й

1 -  е
2'||

í//• . (6)

г нинг (0,2гц) ораликдаги к,ийматида ¿/(/') > О ж уда кат­
та булгани туфайли ,

\ -  е~рт

ифодада бирга нисбатан ж уда кйчйк буЛгЙни-учун, 
уни хисобга олмаслик мумкин:

2г+а

2л
2'й

г| с1г^ 2л г'^с1г==4-^к1= 4-д„=а

а = 4и„, г̂ ц — зарранинг \ажми, а — туртланган \ажмга тенг 
микдор.

(2г,|, оо) со\ада потенциал нисбатан кичик (одатда бу 
со)^ада кТ > и  (/•) ва у  манфий ишоралидир. Бу (2г„, оо) 
со^ада ри{г) булгани учун ни к^аторга ёйиб; иккита 
\ад билан чегараланамиз (чекланамиз), яъни '■ ‘ -

= 1 +

Бу х,олда
оо <м

2л [ =  -2 л  г  V ¡5с1г = -(5а, 

а  = 2л\  и  (г) с1г.
2/1)

2/-0

(8)

(9)

( 10)
О: .

(И)
(8 ), (9) ва (10) ифодаларни назарда тутиб, (5) ни

куринишда ёзамиз.
(4) ва (11) ифодаларни солиштириб, ушбуни топамиз:

кТ NkT
21— А, Бойдедаев

( 12)
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ёки  бундан со
Ь = а = М-а = 2пМ^  ̂ г-\и{г)\ с1г. (13)

2'!!
(13) ни Ван-дер-Ваальс тенгламаларига куямиз:

{Р + п^а)( V -  N0) = КТ, п=М/У. (14)

о — итариш кучи, а  — тортиш кучи билан боклик, мус- 
бат тузатмалар.

V -  На = V
И ДИ Ш  эрк. хажм.

(11) дан куринадики, Т = Т. булганда, В(Т) = О булади, 
яъни шу температурада 5 (7 ) уз ишорасини узгартади, бунда

(15)

(11) ифодадан куринадики, Т> Г. булганда В(Т) ифодаси­
да итаришиш кучлари устунлик к,илади; Т < Т. булганда, 
тортишиш кучлари устунлик килади. Т. температурани — 
и н в е р с и я  т е м  п е р а т у р а с и  дейилади.

7 .10-масала. Аввалги масаладаги инверсия температура- 
си Ж оуль-Томсон эффектидаги инверсия температурасига 
тенг эканлиги исбот к.илинсин.

Е ч и ш. Жоул-Томсон эффекти учун

( - 1\ дР )
Т М.

дТ
- в ) (I)

эканлиги аникданган эди.
Жоуль-Томсон эффекти нолга тенг булган температура Т.

-В{Т,)  = 0
т=т,ат (2)

тенгламани каноатлантиради. Аввалги масалада
В = а  -

кТ (3)
эканлигини назарда тутиб, (2 ) тенгламани к,айта ёзамиз:

Т,
кТ, кТ: кТ,

= 0
2а = О Г  = 2“ 
кТ  ̂ ' ' к а  ■
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VIH БОБ
КУ^ШИ УЗАРО ТАЪСИРЛИ ТИЗИМЛАР

8 .1 -§ .  КИРИШ

Биз юкорида сийрак газлар \олатини бир заррали усул 
(бир заррали так^симот ф уикцияси) билан тавсифлаш етар- 
ли эканлигини курдик. К,аттик,жисмдаги кристалл панжара 
тугунлари харакатини нормал координатсшар билан тавсиф- 
лаилда, умуман квазизарраларни деярли эркин деб к^араш 
мумкин булган х,олларда уларнинг \олатини бир заррали 
усул асосида к^аралади. Шу билан бирга кучсиз (заиф) уз­
аро таъсир мавжуд булган \олларда (жуфт узаро таъсир асо­
сида) тизим \олатини вириал коэффициентлар орк^сши тав­
сифлаш холини курдик.

Реал тизим зарр^шари орасида узаро таъсир кучли булганда 
ю^оридагидай соддалаштиришлар ярок^сиз булади. Кучли уза­
ро таъсир мавжуд булган \олларни таджик, к^илиш учун ма- 
салан, ферромагнетизм х,одисасини, фазавий 5̂ ишлс\рни тав­
сифлаш учун бир к^анча такрибий усуллар ишлаб чик,илган. 
Биз куйида шулардан айримларигатухт11ламиз. Аввал таш - 
к,и магнит майдондаги парамагнит кристалларнинг магнит- 
ланишини курайлик.

8 .2 -§ . П ЛРАМ АГН ЕТИ ЗМ И И Н Г ЛАНЖ ЕВЕН ИАЗАРИЯСИ

Ташк^и мапп1т майдон Я  таъсирида парамагнит крис- 
Тсшлнинг магнитланиш вектори

М =
ифода билан аник/1анади, бундах  > магнит к^абул к^илув- 
чанлик.

Парамагнит модд^шарнингатомлари, молекулалари таш- 
к,и магнит майдон булмаганда х,ам хусусий магнит момент- 
ларга эга буладилар. Ш ундай атомлар жумласига ток, сонда- 
ги электронларга эга булган ва дем ак  тула спинлари нолга 
тенг булмаган атомлар, х,амда Ъс1, Ad, 5d ва 4/, 5/электрон 
х,олатлари тулмаган атомлар, жумладан ишк,орий металлар 
атомлари киради. Купгина магнитларнинг кабул к,илувчан- 
лиги температурага боглик, булади. 1895 йилда П. Кюри шун­
дай парамагнитларнинг к,абул к,илувчанлиги
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конунга буйсунишини кашф этди, бунда С — Кюри дои- 
мийси (константаси), 1905 йилда Ланжевен статистик фи­
зика усули асосида парамагнитнинг классик назариясини 
яратди.

Термодинамикадан маълумки магнит модданинг эркин 
энергияси билан унинг магнитланиши М орасидаги бог- 
ланиш куйидагича:

(И-\

Х  = у  (1)

[дн1т •
М = -

\дН /г

К^йидаги борланиш х.ам мавжуд:

F = - N k T l n Z ,  (3)

бунда статистик йигинди

Z = (4)
/

булиб, Е,— / нчи сат^нинг энергияси. Ташки майдон Я  
даги ¡и магнит моментли зарранинг потенциал энергияси

и  = -¡.iH C0S9, (5)

бу ерда в — магнит майдон Н билан магнит момент Ji 
орасидаги бурчак. Е. нинг урнига потенциал энергия U 
куям из ва бурчаклар узлуксиз узгаради деб ^исоблаб, (4) 
даги йигинди урнига бурчаклар буйича интегралларни ёза­
миз:

п  Н cos в

Z = с1(р с1ве s in 0 i/0 . (6)
О О

Белгилашлар киритайлик:

а  = ^ , л: = cos 0, с1х = d cos 9, (7)
-I ^1

Z = -2 л  e‘"d cos 9 = -2 л  e"'V/x = ^  (e'‘ -  e~“) = — sha. (8 )

(8 ) ни (3) га куямиз:

F = - N k T \ n ^ s h a  (9)

Энди (2) га асосан магнитланиш  М ни топамиз:
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м  = - dF ^ N k T - ^ 4 -j  sha da
 ̂ 0£^_/V 

, а I SH sha а
Ctha -  -а .

( 11)

(12)

(10)

UH I 

= N^L{a),  

бунда L{a) — Ланжевен ф ункцияси 

L (а) = ctha -  i .

Ш ундай килиб, магнитланиш вектори учун

М = NfAL(a)

натижани оламиз. Хусусий х,олларни к.арайлик.

а) а = ^  оо, яъни Я ни\оятда катта булсин. Бу х,олда

¿(о о ) 1, {ctha 1 , \/а ^  0)

Д ем ак, бу х,олда

Х амма атомларнинг магнит 
моментлари магнит майдонга 
параллел йуналиб, туйиниш 
к^ийматини к,абул к,илади; бу 
\одиса осон тушунилади (8 . 1- 
расм).

б) я = цН/кТ«  1 булсин — 
майдон унча катта эмас (куч- 
сиз магнит майдон) ва етарли 
даражада катта температурали 
парамагнит.

Бу )^олда ctha ни даторга ёйиб, Я  нинг биринчи дараж а- 
си катнаш ган \ад билан чекланамиз:

(13)

ctha =

2 +

= — + • а
¥
2 + ^-

а  3
(14)
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Демак,

 ̂  ̂ а  3 а  3 3/с/

М = ^ ^ ^ Н  = хН- (15)

Бунда магнит к^абул килувчанлик

=  =  С /|5)/С у, ,  ии;

С Ц £ .  (17)

(16) ифодани Кюри конуии дейилади, ундаги С — К ю р и  
д о и м и й с и д  и р.

Паст температураларда парамагнитнинг магнитлаииши
(12) ифода билан тавсифланади. Бир моль парамагнитнинг 
магнит кабул килувчанлигини бах^олайлик. N ~ 10̂  ̂моль; 
^ - 10-20 эр гэ -1; т ~  300 К; х ~  Ю”" смУмоль.

8 .3 -§ . П АРАМ АГН ЕТИ ЗМ Н И ПГ БРИ ЛЛЮ ЭН  НАЗАРИЯСИ

Зарра (атом, молекуланинг тула магнит моменти (орбитал 
магнит ва спин (хусусий) магнит моментлари йигиндиси) 
фазода магнит квантсонлар т .  = - ] - { / -  1),...0 , 1,
улар билан аник/1анувчи 2]+  1 квантланган ориентациялар- 
ни (вазиятларни) кабул килади (/' — тула квант сон). М аг­
нит м о м е н т н и н г  таш ки магнит майдон Яйуналиш идаги 
(9Zyкигa проекцияси

= (18)
ифода билан аникланади; б у н д а — Ланде фактори (купайт­
маси), = ей 12/п̂ .с — Бор магнетони. Ланжевен назария- 
сида магнит моменти йуналиш ларининг бу квантлангани
назаргаолинмаган эди. __

Потенциал энергия и  = учун ёзамиз:

U,„J = - м Я cosвJ = . (19)

Бу }^олда статистик йигинди

^  ¡5 = \/кТ (20)
/»у =-7

ифода билан аникланади.
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Белгилаш киритайлик:
а  = ^¡р11вН. (21 )

Бу холда геометрик проф ессия йигиндиси 2  куйидагича 
аникланади:

е'"'“ = (22)

(2 2 ) да биринчи \ад е ва \адлар сони (2у + 1) эканлиги 
назарда тутилди. (2 2 ) ни узгартириб ёзайлик:

.-а/2-]а е(2У̂1)а-1

е“/2_е-«/2 25к а/ 2

1
2.ч1ш12

Л’/;
(23)

(23) ни назарда тутиб, эркин энергия ифодасини ёза­
миз:

Р = -МкТ\п- ^ 4 ' (24)

(24) асосида магнитланиш вектори М ни аник^аймиз:

зн

сН а
д а  .

д а  _  8j^^B

О//’

ЭЯ кТ  •

Д ем ак, М учун  ушбу ифода келиб чик^ади:

М = Ng,̂ .is [ (у  + { ) с!Н (у + } ) «  -  ^ с т  I  

ёки ихчам шаклда

М  = N g , ц J B J  ( я ) , а = ] а  = ;

(25)

(26) 
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бунда ;яи!иил'!К}н;< ииииплля.

я л » )  = 37 « * 1 7  (27)

Бриллюэн функциясидир.
Туйинишдан узок, лолларда х  << 1 деб к,араб,

'В

сг/гх ~ ^ 
X 3

,такрибий кийматдан фойдаланиб,

(28)

ифодани оламиз (8-1-масалага к,.). Буни эътиборга олиб маг­
нитланиш учун

 ̂ м  = М н  = х^Н (29)

ифодани оламиз. Бундан куйидаги ифода келиб чик,ади:

-iV'■ • ^
X;

(16) ва (30) ларни солиштириб курамизки , а «  1 булган­
да (туйиниш дан узокда булган \олда) Ланжевен ва Брил­
люэн назариялари бир хил конунга — Кюри конунига олиб 
келадилар. Бунда магнит момент М тул а  квант сон ва Ланде 
фактори билан куйидагича богланишда булади:

= я;,а4 / (/ + О - (31)
Агар а <<1 шарт бажарилмаса, яъни а катта булса (кучли 
магнит майдон Я  ва температура Т паст булганда), квант 
назарияси формуласи (26) Ланжевен назарияси натижаси- 
дан му\им (1)арккилади. Квант назарияси туйиниш сох,аси- 
га якин со>^аларда тажрибадан олинган натижаларни яхши 
тавсифлайди. М асалан, Я =  5000 Э ва Г=  1,3 А"булганда, 
99,5% га кадар туйиниш кузатилган (Л анжевенцазарияси- 
даги нинг Я  — 22000 Э да ва 1,3 АГда Камерлинг- 
Оннес томонидан 1923 йилда 84% гача киймати олинган. 
Д емак, Ланжевен назариясидаги х,акик,ий (реал) туйи­
нишдан анча фаркди. Тажриба сульфат гадолинит учун утка- 
зилган. Кейинги параграфда бир нечта моделларни кура- 
миз.
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Тизимдаги бирор зарраии дарайлик. Бу заррага унинг 
атрофидаги бошк,а зарр^итар таъсир курсатади. К,аралаётган 
заррага таъсир килаётган зарраларнинг \ар хил х^олатларига 
боглик, булган мураккаб кучни маълум уртача майдон — 
молекуляр майдон билан аппрокеимациялаймиз', яъни сод- 
дарок, майдон билан алмаш тирамиз. Бу \олда к,аралаётган 
(танланган) заррани статистик фи .пка усули билан тав ­
сифлаш мумкин. Уз навбатида, атро(|>идаги к,5'шни зарра- 
ларга таъсир этувчи зарранинг уртача майдонини аникдаш  
мумкин булади. Тизимнинг зарралари бир хил булганда зар­
ранинг бу х,исобланган уртача майдони аввал киритилган 
молекуляр майдон билан бир хил булади. Бу уртача майдон 
(молекуляр майдон) тизимнинг статистик хоесаларини тав- 
сифлайдй ва демак, унинг ёрдамида тизимнинг тёрмодина- 
мик параметрларини аниклаш мумкин булади.

Кучли узаро т^шсирли зарралар тизимини тавсифлаш учун 
яратилган бу умумий усулни квант механикасида Хартри- 
Ф ок усули (як,инлашуви) деб аталади.

8 .5 -§ . ИЗИНГ М О ДЕЛИ

Бу моделга асосан ферромагнит кристалл1н1нг \ар бир 
атоми ,t(„ магнит моментига эга ва у маълум йуналиш га 
нисбатан параллел ёки антипараллел йуналган деб к,абул 
к,илинс1ди (8.2-расм). Атомларнинг бу 
м а г н и т  м о м е н т л а р и н и  И з и н г  " О*  " O '
С П  и н л а р и  дейилади. Изингспинла- q ,  q ,
ри и. узгарувчан :(/■ -  I, 2 ,..., УУ; N — 
атомлар сони) ва +1 ёки - 1  к,иймат- 
ни к,абул к,илади. , 8.2-расм.

Панжарадаги кушни спинларнинг 
узаро таъсири J, агар спинлар параллел булса, "манфий" 
ишорали, антипараллел булса "мусбат" ишорали булсин, 
яъни

8 .4 -§ .  УЗАРО МУВОФ И КЛАШ ГАН  М О Л Е К УД ЯР МАЙДОН

‘ Аппроксимация — лотипча суз — катталикни маълум ски соддарок; 
бошк,а катталик билаи ифодалаш.
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Бу холда спинларнинг узаро таъсир эиергияси куйидаги 
ифода билан аник/1анади;

^„от = (32)
о

бунда бир-бири билан узаро таъсирлашувчи жуфтли кушни- 
лар буйича йигиштирилади.

Агар / > О булса, (32) дан минимум булиши учун 
аа. параллель, яъни кушни спиилар параллел жойлашишга 
интиладилар. Бу лолда ферромагнетизм \одисаси руй бера- 
ди. Агар /< О булса, у \олда кушни спиилар антипараллел 
жойлашишга интиладилар ва натижада антиферромагнетизм 
х;одиеаси содир булади. Бошк^ача айтганда, агар алмашиниш- 
нинг узаро таъсир энергияси / манфий булса, спинларнинг 
антипараллелик \олати баркароррок, булади. Д ем ак , агар 
етарли даражадаги паст температурада спинларнинг навбат- 
ма-навбат \ар хил йуналишлари содир булса, бундай жой- 
лашишлар натижасида кристаллнинг тула магнитланиши 
нолга тенг булади. Бундай кристаллар парамагнитлардир. 
Албатга бундай парамагнетиклар одатдаги парамагнетиклар- 
дан узларининг махсус хоссалари билан фарк^анадилар. 
Маълум критик температура — Неёл температурасида спин­
ларнинг бундай тартиблилиги йук,олади ва бундай парамаг­
нетиклар одатдаги парамагнетикларга айланадилар.

Агар кристаллга ташки магнит майдон киритилса, унинг 
>̂ ар бир атомига шу ташк^и майдон Я \ам да кушни атомлар­
нинг магнит майдони (алмашинув узаро таъсир) таъсир эта- 
дилар. Алмашинув (атомлар спинлари алмаш инуви) узаро 
таъсир майдони флуктацияланувчи майдондир. Пекин бу май- 
донни узаро мувофик^ашган як,инлашишга (моделга) асо­
сан маълум уртача молекуляр майдон (уни Вейсс майдони 
дейилади) Я 'б и лан  алмаштириш мумкин. Бу холда спинга 
таъсир этувчи эффектив майдонни

куринишда ёзиш мумкин.
Агар кристаллдаги спинлар тизими магнитланиш га эга 

булмаса {М -  0), уртача молекуляр майдон Я 'н и  нолга тенг 
деб кабул килинади, яъни Я '=  0. Ш унга асосан, умумий 
\олда молекуляр майдон Я 'н и  магнитланиш Afra пропор- 
ционал деб кабул килиб,
330



Н' = дМ (33) Мпгпит майлоп Н

Пмраллсл

.Лптипараллсл

8 .3 -рас м.

куринишда ёзиш мумкин, бунда 
д — молекуляр майдон доимий- 
сидир.

Статистик физика усули асо­
сида кристаллнинг магнитлани­
ши М ни аник^айлик.

Ф араз килайлик, 1/2 спинга эга булган зарра í̂ магнит 
моментга эга булсин. Бундай зарра магнит майдо)1га кири- 
тилса, унинг энергия сат.\и зарра магнит моментининг май- 
донга параллел ((¿) ёки антипараллел (—и) жойланишлари- 
га караб икки

-иН , +,иН

энергетик сат\га булинадилар (8 .3-раем).
Тизим ТУтазаррадан иборат булсин. Яташк,и майдонда- 

ги бутизимнинг магнитланиши Л/ни аникдайлик. Спинлар 
узаро таъсирда булмаса, \ар бир спинни алох^ида к.араш мум­
кин (идеал ?^ол). Бу \олда битта спин учун статистик йи­
гинди.

=  Е <

ифода билан аникданади. Спинлар узаро таъсирда булмаган 
\олда Мтл спинлар тизимининг статистик йигиндиси, маъ­
лумки,

=[2сИ15^1И]\ (35)

Бундан эркин энергия учун куйидаги!«-! топамиз:

=-МкТ\п[2скр^1Н]. (36)

Л/ = -  {дР / ЭЯ)^. ифодадан фойдаланиб магнитланиш учун 
куйидагини оламиз:

М = ■^\NkT !п (2 с е д (Я ) ]  = ) =дН1
С

1с1фр1Н

= yv̂  ̂-£— ------= М!.ИЬРцН, /3 = 1/ кТ. (37)

(37) да ферромагнитнинг мaгнитлaниuJи учун Я  нинг урнига
Я̂ фф ни куйиб, куйидагини ёзамиз:

М = N ¡л1ИР1.1Н.̂ щ̂  = (// + дМ) (38)
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еки

(38) ёки (39) ифодалар узаро мувофик^ашган майдон Н' 
ёки  магнитлашиш вектори Л/ни аник^ювчи ифодалардир..
(38) ёки (39) ифодалардаги молекуляр майдон доимийси д 
ни аник/1айлик.

Каралаётган спин атрофидаги кушни спинларнинг ум у­
мий сони I  га тенг булсин, бунда юк^орига ва пастга йунал­
ган спинларнинг уртача сонлари мос равишда Ẑ , ва Z_

7
булсин. Бу \олда ва лар юкорига ва пастга йуналган 
спинлар сонининг кисми. Буларнингфар^и кристаллнинг 
магнитланиш  даражасини аниклайди. Тула магнитланиш , 
албатта, М„ = Мц га тенг эканлиги равшан. Шу сабабли

X  _ м  
г  г

ёки

^  = И^ГИР1л{Н + Н'). (39)

■ (40)

(-Ц)
деб ёзишимиз мумкин. ^ магнит моментли х.ар бир спин 
кушни спинлар майдони Я 'д а  узаро таъсир туфайли уртача 

энергияга эга. Иккинчи томондан бу уртача энергия 
J { z + - Z - ^  гатенглигидан

„ Я ' ,  у  ( г . - 7 ) = / Ж  (42 )

ифодани ёзиш мумкин. Бундан Н'-  дМ эканлигини назар- 
да тутиб,

« ‘ ж  («>
ифодани оламиз. (43) ни (38) га куямиз;

Л/, /ЗмЯ + р и м
(44)

Ш ундай к,илиб, узаро мувофиклашган якинлаш ув усули 
асосида кристаллнинг магнитланиши М ни (М/М^нн) аник,- 
ладик. Агар ташк.и майдон Я  = О булса, (44) ифодадан

(45)
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тенгликни оламиз. (45) асосида берилган температурада крис­
таллнинг уз-узидан (спонтан) магнитланиш и М н и  аник,- 
лаш мумкин.

8 .6 -§ . ГЕЙЗЕНБЕРГ М О ДЕЛИ

Гейзенберг модели асосида ферромагнит кристаллни 
Караймиз. Ферромагнит кристаллнинг \ар бир атоми 
магнит моментига эга булсин, бунда = eh f  2т^с — Бор 
магнетони, s — атом спини, g  — Ланде фактори. Хар бир 
атом узининг як,ин кушни атомлари билан -IJs^Sj алмаши­
нув узаро таъсирда булсин, бунда J  мусбат ишорали алм а­
шинув интеграл. Етарлича паст температурада бу узаро таъ­
сир спинларнинг параллел йуналишларини (ориентацияла- 
рини) юзага келтиради деб каралади. Кристаллнинг бундай 
к;фалиши — Гейзенберг моделидир.

5(, спинли атомнингякин кушни атомларининг спинла­
ри ?1, булсин. спинга боглик,энергия К.ИСМИ

и  (46)
т=1

ифода билан аникланади; бунда Н — ташк.и майдон. М о­
лекуляр майдон як^инлашувида (моделида) нинг атро- 
фидаги спинлар ^  ни уларнинг уртачаси < s > билан ал-

т
маштириш мумкин;

и  = -2 J fy -  < s>  -gl îjiHsn = -gj-io + д М у  s,,, (47) 

бунда магнитланиш

М = ngi.is < s >; (48)

11 — кристаллнинг бирлик х^ажмидаги спинлар сони, q 
катталик

Ч = (49)
ng  Н и

молекуляр майдон доимийси.
М агнит майдон // нинг йуналиши C>Zйyиaлишдa деб 

олсак, унинг фак,ат 0 Z компонентаси нолдан фарк^и була­
ди. Бу \олда магнитланиш вектори М  нинг уртача киймати 
учун куйидагини ёзишимиз мумкин;
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М = ng|.l, ■
lntxp[liŝ в̂[Ч+<̂ Щlr̂

>=-.У___________________________________________

+ .У
X  ехр{Д»в,?(Я+(?Л/)н;}

(50)

М = ng¡.lgS даги  ̂ уртача статистик йигинди ифодаси ор- 
кали ёзилди. Бу ифодада, температура етарли даража,аа юк^ори 
булиб,

Pgl-^вf^'« 1

шарт бажарилганда экспоненциал функцияни каторга ёйиб, 
Я 'иш тирок этган биринчи х,ад билан чегараланилса, (50) 
ни куйидагича ёзиш мумкин;

М = n{g^l, f  Р{Н
т = - . \  '

= п {gц,)" ¡5 {Н + дМ ) =

+ С1М) + ...
еки

М I 2 +
3 кТ

Бундан

М = И = ун  •
3 к {Т -Т ,)  ’

^  +2)
^ ЩТ-Тс) ’

(51)

(52)

(53)

(54)„  _  2гЛ(л-+1)
'■ ~Тк ■

(52) ифода парамагнит учун уринли; бундаги х ка1тали к 
Т> Т, булганда уринли (Г , — Кюри темперагураси). (52) 
ифодани Кюри-Вейсс конуни дейилади. (53) дан курина­
дики, 1/% билан Горасида чизикди богланиш мавжуд. Таж- 
рибада купгинареал  крист^итларда Г  атрофидаги киймат- 
ларда бу чизикди конундан четланиш кузатилади. (8.4-расмда 
/V/никель учун тажрибадан олинган натижсшар пунктир чи- 
зикбилан келтирилган; бунда Г , ни  парамагнитнинг Кюри 
тем ператураси, Г  ни ферромагнитнинг Кюри температу- 
раси дейилади (к. [4].)
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А 1’ар
г  _

Ък
деб белгиласак, % нинг ифодаси

сл: = г-Г ,

(55)

(56)

N1
/’ =8.85 г/см 
'Гс<=650 К 
Тс =631 К

куринишни олади; С — Кюри доимийси дейилади.
8 .1-масала. п та магнит моментга эга булган бирлик \ажм- 

даги ферромагнит век­
тори М нинг  умумий 2 
иф одасини ан и кл ан г 
(Бриллюэн назарияси). ^ 2  
Уни като р га ёйиб Л/ -  
1И1НГ ифодаси (29) ни ^  
келтириб чикаринг ва 
изо\ланг.

Ечиш. Атом магнит зоо 
м ом енти н ин г м агнит 
майдон Яйуналиш ида­
ги проекцияси ¿ид/?г дискрет кийматлардан ихтиёрий бирини 
кабул килиши мумкин; бунда т  магнит квант сон у, у -  I, 
...,(/ -  1), — j  кийматлар к^'бул килади.

Бирлик \ажмдаги ферромагнитнинг Я  майдондаги энер­
гияси „

и =-М Н  ( 1)

500 600 Тс< 700 

8.4-расм.

куриниш да аникланади, бунда т .  — /-зарранинг магнит 
квант сони, Л/ эса п та зарранинг тула магнит моменти. 
Бундай тизимнинг статистик йигиндиси

-2 '=  Е  Е  exp{|3^fN )^Yl £  ехр(^?А1дяЯт^.) =
ш,=-у ш„=-У 7=1 ту=-./

5/1 1 М

л'Л
Р = \/кТ.

Бу ерда куйидаги муносаба1дан фойдаланилди:
к=п 2п I . ■* ’ *
V  V" -  -2 ^  X  -  л  2 ^ х  -  Т

к = -п  /=() Ч  х 2 - Х  2

11+ -  -  П + --
X 2 - 1 x 1  2

(2)
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Термодинамик муиосабат

м =
дН

I I э г  
2  дИ (3)

асосида уртача магнитланиш М  ни тОпамиз;'('>-;';!'

()э г  __
дИ дН

зИхН 
Ь̂уН ] .

дН ^кхН
-узЪхН. -сИуН и '.хеЬхН

з!?уН ■ФуН

= 777[-^С/У/>'Я + ХС?/гХ//:] = /íZ ■
■  ̂ Iи! ;■; и ' п : ; -

Щ ^сГ/1хН-^с(ЬуЩ  

(4); ни (3): га куйсак,

п,;:,
'■и; й\

.(и ис! ■ ‘ ;

с1кхН -  сГкуН
’¡■'■'Л

к^йидагича белгилаш киритайлик: ; ¿и

бунда Г!!!;п:-!'тиг л/ и;1 И! I!.
1 '2/+̂  /̂г, 2;/:+1_ ^ _а \.

(6)2/;, ,М :
a = pg^^pjH

Бриллюэн функциясидир.
а << \ булганда, температура юдори ва Я  майдон куч- 

сиз булганда Бриллюэн функцияси 5  ни кзторга ёйиб, Я  
нинг биринчи даражаси билан чекланиш мумкин.

сГЬут агар у  кичик булса, каторга ёйиб куйидаги ифо­
дани оламиз:

(7)
Бу такрибий ифодадан фойдаланиб Бриллюэн функцияси- 
ни ёзамиз:

B{a) = Щ ^ - c л Ц í l a - L c l h f J .

2У +
2j

_ Л _ + 2у + 1 
о(2уЧ1)^  3.2;'

1 ^ 2 ; , а
2У [ а  3 -2 у ]
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1 I (2У+1)~Д
а 3 (2 ; ) - «  3 (2У )'

А 1

т
,(2 У + 1)’ - 1]  = ^ 4 у ( у Ч 1 )  =_  У + 1

ЗУ
■ а. (8)

Бу холда магнитланиш М учун асосий матндаги (29) ифо­
дани оламиз:

М  = Т О -  ■ BJ {а) -  ^  /У.(9)

Бундан
Ш_=у  
дН  ’

С = п
Ък

( 10)

( 11)

(12)

И 3 о\л  ар . 1. Агар у = 1/2 булса,
,2 .\- , ■ л Л - , „ - Л -Т) _ О б <? _

Лх., „^2х _2 _
"¡27372Г-

/2 (« )  =
Бу х.олда

-х  = п Акт

(13)

(14)

2. А гар ;  оо булса, дУ = /(„ деб кабул килсак, 

(а )  = 2^  с/Л ^  й -  ^  с//г =~ V / о, 9 , у, 2 /

-_íL 1+_^+|__^
- а И а - ^  = С//7А -  ^  --- ^  =

= с(И а--^— = с1Ьа~- = ¿ (о ) .
2 ]  а а  ̂ '

22— А. Бойдедаев

(15)
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Бу \олда магнитланиш
,2

м
= = со»

3. Эркин электрон учун g = 2 ,у = 1/2. Умумий \олда фер- 
ромагнитлар учун Н ни Я  = Н + дМ билан алмаштириб
(5) ни кайта ёзамиз:

М = ngЦgS, = 1Щ1л̂ 5В, [PgЦвS ( Я  + ^ М ) ] . ( ¡ 7 )

Э с л а т м а .  Цц = — Бор магнетони, g — Ланде фак­
тори. Эркин электрон учун 5 = 1/2, g ~2\ Цх) — Л анж е­
вен функцияси.

8 .7 -§ . АН ТИ Ф ЕРРО М АГН ЕТИ ЗМ

Антиферромагнит кристаллнинг х,ар бир атоми ¿"спинга 
эга булсин. Ферромагнетиюшнг Гейзенберг моделидан анти- 
ферромагнетикнингфарки шундаки, бу ^олда 2 |У|̂ ,5  ̂ га тенг 
булган алмашинув узаро таъсир кушни спинларнинг анти­
параллел йуналишларидажойлашишини осонлаштиради.

Фараз килайлик, кристаллнинг панжарасини бир-бирига 
узаро киришган 2 та а ва Ь панжарачсшарга ажратиш мумкин 
булсин. Бир панжарачанинг спинлари пapíulлeл йyнíulиш тен- 
денциясига, иккинчи панжарача спинлари эса антипараллел 
йyнíulишгa интилсинлар. Кристаллнинг бу моделини Ван 
Ф л е к н и н г а н т и ф е р р о м а г н  ИТ м о д е л  и дейилади. а пан­
жарачанинг молекуляр майдони Ь панжара­
чанинг молекуляр майдони га тенг булсин; 
бунда М  ва М,лар а ва Ь панжарачаларнинг магнитланиш- 
лари, ва уларнинг магнитланиш доимийлари. Бу \олда 
магнитланишлар учун

M|,=^ngЦgS, (57 )

ифодаларни ёзиш мумкин.
Бунда п — бирлик \ажмдаги атомлар сони. Крист11лл пан- 

жарачаларидаги молекуляр майдонни куйидагича ёзамиз:

я ;  = Я  -  д,М„ -  д,М„ Щ = Н -  д,М„ -  д,М, . (58)
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Панжарачалар магнитланишлари учуй к^уйидагича ифода­
ларни ёзиш мумкин

= (59)

= (60) 

С = (61)

(5 9 ) ва (60) асосида кристаллнинг тула магнитланн1и век- 
тори

м = м„ + м„
ифодасини аникдаймиз, яъни 

М  = f  Я  ^ [q, + q,)[M„ + Л/,) = f  Я  -  §^{q, +q,)M.  

Бундан

I + (C/27’)(<7| + î/2) (62)

бунда куйидаги белгилашлар киритилган:

Z,, Zj биринчи ва иккинчи панжарачалардаги як,ин куш ни- 
лар сони; /, ва лар а ваЛ панжарачаларнинг алмаш инув 
энергиялари. Олинган натижа С/{Т + в) ни Кюри-Вейссiçoiiynu 
дейилади. Уни С/Гбилан солиштириш курсатдики, анти- 
ферромапштгшнг кабул килувчанлигих Кюри конуни С/Т 
га нисбатан кичик; бунда спинлар антипараллел йуналишга 
интиладилар.

Тарихий маълумот: Антиферромапштлар панжарачала- 
ридаги атомлариинг сгпп1лари шундай тартибда йуналган- 
ки, унинг  магнитланиш вектори булмайди (у нолга тенг). 
Кристаллнинг шундай тартибли )^олат булиши мумкинли- 
гини, яъни анти{1)ерромагнетизм мавжуддигини назарий жи-
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\атдан биринчи булиб Нёел (1932 йил) ва Л андау (1933 
йил) айтган эдилар.

8.2-масала. Антиферромагнитнинг Ван Флек модели асо­
сида Нёел температурасини аник^анг.

Е ч и ш.  Бизга маълумки, критик температура Г^дан ки­
чик температурада антиферромагнит кристалл икки панжа- 
рачага эга булиб, улар уз-узидан  (спонтан) магнитланиш - 
лар ва га эга буладилар. Бу магнитланишлар мос 
равишда молекуляр майдон Я ' ва Н1 га парсшлел йуналган-
дирлар М„ я ; ,  , Л/* Я ' :

я; = Я  -  Щ = Н -  ( 1)

Магнитланишлар учуй

Я ,  = у  ng¡ЛвSB  ̂ i^|Зgfi^SЩy, (2)

м ,= \ n g ц ,s в ,( p g ^ ,s щ y ,

муносабатлар уринли. Агар таш ки майдон булмаса (яъни 
Я  = 0), магнитланишлар ва антипарстлел булади ва 
куйидаги кийматларни кабул килади:

М,, = -^ng|.lsSB^. [ | З g | . l ¡ ¡ S + д2М,) (3)

(3) ифодада магнитланиш М ни етарлича кичик деб (яъни 
X ни кичик деб кабул килиб) В(х) функцияларни каторга 
ёямиз;

М/, = + Ч2М„) + у , (4)

бундаС в а у  мусбат доимийлар (к- [4] V боб, 2-масала).
Ташки магнит майдон булмаганда антиферромагнитлар 

учун
М.. = -Л/„ = М' (5)
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I  I (Агар - Л/,^булса, бундай кристалларни ф е р р и т л а р  
дейилади). (5) ни (4) га куйсак,

М'

Агар

(6)

(7)

шарт бажарилса, (6 ) тенгламадан унинг \ар икки томони- 
даги М  нинголдидаги коэффициентлар манфий ишорали 
булсалар, М  х,ак.ик,ий ечимга эга булади, яъни

-^Уг) <0
шарт бажарилганда М  \ак,ик,ий кийматлар кабул килиши 
мумкин. Бу эса Т < шарт бажарилганда содир булади; 
бунда

' (8)
Нёел температурасидир.

И зох.. (/| < ^2 булса, Т < да тартибли спинлар х,ола- 
ти, яъни антиферромагнетизм булмайди.

8 .8 -§ . БРЭГГ -  ВИ ЛЬЯ М С  УС УЛИ

Статистик физика усули асосида молекуляр майдон моде- 
липи карайлик. Фараз килайлик, тизим1П4нгзарралс1ри сони 
М, спинлари юкорига ва пастга караган атомлар сони N_̂  
\амда М_ булсин (УУ= + М_). Агар бу мусбат ва манфий 
спинлар арсшашмасини идеал аралашма деб кapílлca, у \олда 
тизим ни х,осил килувчи конфигурациялар (усуллар) сони

(64)Л'+!Л'_!
ифода билан аникланади. Стирлинг формуласи Л̂ ! ~ 
дан  фойдаланиб, (64) ни

/V'
(65)

куринишда ёзиш мумкин. Бундай тизимнинг энтропияси 5' 
ни (65) асосида

5  = + 1п = -

(66)
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куринишда ёзамиз. Бунда

(67)

Кристаллда ^ZN  жуфтли куш}П'1 спинлар мавжуд. Булар
ичида жуфт М__ жуфт "----- " ва жуфт "+
типдаги жуфтлар мавжуд. Бу холда узаро таъсир энергияси 
(к,. Изинг модели, (32) ифода)

^  (Л '.. + -  Л '.-) • (68 )

Умуман , Л^__, Л''̂ _ берилган Л/̂  ва УУ_ ларда х.ар хил 
кийматлар к.абул килиши мумкин. Уларнинг уртача кийма- 
тини к^уйидагича аник^айлик:

= ^  = I  7УУ(1 + х)' ■

= Z N , P = Z N ^ f ^ ^ Z N ( \ ~ x ^ ) ■ ,

N 2 '' N 2

N.

М.

Р. = N.

= lZN_P_ =^^ZN

Л',

Л'-'\
N (69)

,  Р_ -  - д г  ифодалар кристалл тугунларининг мус- 
бат ёки манфий спин билан банд булиш э\тимолини курса-
тади; 1/2 коэффициент эса ”++" ва "-----” ZN^P  ̂ ни хисоб-
лаганда х,ар бир спин 2  мартадан \исоблангани учун 2 га 
булинади. (69) ни (6 8 ) га куйиб (\ак,ик.ий кийматлар , 

М_ _ нинг урнига уларнинг уртача кийматларини 
куйиб), тула энергия учун

E = - J гм {\+2х + х̂  + \-  2х -¥х  ̂ -  2 + 2х^^

ифодани оламиз.
(6 6 ) ва (70) ни эътиборга олиб эркин энергия Р  ни 

аникдаймиз:

Р = Е - Т 5  = -̂ ~ ZJNx  ̂ + Мс Г  {1  (1 + х ) 1п 1  (1 + х ) +

+ |{1 - х ) 1п 1 (1 - х ) (71)

М увозанат )^олат (эн г катта эх,тимолли х^олат) даги х  ни 
{дР / дХ) = 0 шартдан топилади;

,М2



ZШ x^^N kT

= | М с Г 1п ^ ^ - .
2 1 - х

Буни

р и х  = ^\п
2 1- х

(72)

(73)

куринишда ёзамиз. Буни яна
2í¡ZJ, _  .

~ \ - х ’

куринишда ёзиш мумкин. Бундан

X -  t h { P z J x ) . (74)

Ш ундай килиб, Брэгг-Вильямс усули билан олинган бу 
ифода молекуляр майдон учун олинган (45) ифода билан 
бир хил.

Хулосалар. Ферромагнетизм, тизимдаги узаро таъсир мав- 
жудлиги туфайли, унда маълум тартиблилик булишини 
курсатувчи типик мисоллардандир. Бунда температура па- 
сая боргани сари тартиблилик даражаси кучая боради. Тем­
пература нолга тенг булганда тартиблилик максимумга эри- 
шади. Температура ортиши билан тартиблилик даражаси ис- 
СИК/1ИК харакати (тартибсизлик) туфайли камайиб боради 
ва Кюри температурасидан юкори температурада тартибли­
лик даражаси нолга тенглашиб тула тартибсизликка (пара- 
магнит х^олатга) утади (8 .5-расм ). Критик температура Г  
дан юкори температурада иссиклик }<;ара кати нинг кучлили- 
ги (интенсивлиги) туфайли ти­
зимнинг уз-узини тартибга солиб 
туриш кобидияти йуколади. Тер­
модинамика нуктаи назаридан бу 
тартиблилик (сакпаниш) кобили- 
ятининг йукотилиши сабабини 
эркин энергия ифодасидаги эн ­
тропия билан боглик, \ад — TS 
нинг энергия билан боглик, \ад

М/Мф̂

0,5-■

О - I -
I0 ,5

8 ,5 -р асм .

ТУТс
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¿7дан устунлиги билан тушунтирилади. Паст температура- 
лар Т < Г  да энергия ¿7устунлик к,илгани туфайли тартиб- 
лилик кобилияти таъминланади. Бу фазавцй утиш тартиб- 
лйлик-тартибсизлик утишдан иборат.

Паст температураларда кристалл тартибли булади. Икки 
хил атомларнинг тартибли \олатида атомлар тартибли жой- 
лашадилар (идеал кристалл панжарачаларидагидай). Бу х,олда 
тартиблилик параметри х  куйидагича аникланади (Умумий 
х;олда тартиблилик параметрини танлаш, аниклаш  мух,им 
мастита!).

Абсолют НОЛ температурадаги тартибли икки панжара- 
чалар ава  Ь ларни карайлик. Температура нолдан фаркли 
булганда а панжарачадаги атомлар Ь га ва аксинча Ь панжа- 
рачадаги атомлар а га утиши мумкин ва абсолют тартибли­
лик бузилади. Бу х,олда А ва В атомларнинг панжарачаларда- 
ги таксимотини куйидагича тавсифлаш мумкин:

К
A (75)

-  À  а то м ларн и н г <7 п ан ж ар ач адаги  сони;- п ан ж ар а-

даги тугунлар сони; N/1 панжарачадаги тугунлар сони. 
X -  1 ёки х  = - 1  булганда. идеал тартиблилик юз беради; 
X -О  эса туда тартибсизликка мос келади.

Умуман айтганда, куп х^олларда фазавий утишларни кан- 
дайдир тартибли-тартибсиз утишлар деб караш мумкин. Аммо 
тизимнинг тартибли х,олатини тавсифлаш учун кандай па- 
раметрни олиш ёки танлаш  осон ечиладиган масалалардан 
эмас. ■ , , , . : . ' ■

8 .9 -§ . ДЕБАЙ -  ХЮ ККЕЛЬ НАЗАРИЯСИ

Кулон узаро таъсирли зарралардан иборат тизимнинг ха- 
рактерли томони, унинг узаро таъсир радиуси катталигй, 
майдоннинг (кучнинг) узокКа таъсир этувчанлигидир. Бунда 
майдон потенциали масофа буйича 1//- конун асосиДа Сё- 
кин узгариб боради. Аммо бундай масалсшарни карашда \ам 
уртача молекуляр майдон тушунчасини киритиш мумкин 
булади.
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К лассиктизим  учун ф азоиинггнуктасидаги  заряд зич-
ЛИГИ ) 0 ' ( г ' ) 1 н й  ■ ■ ' ■ '

‘  .V .

куриниш да ёзиш м ум кин ; бунда  ̂ — зарранинг сортини 
курсатади; — майдон ^ = О булгандаги 5 сортли зарралар 
сони

>\ (/•) = «(),■ ехр [-е,(р (/•)/ кТ] (77)

— Больцман так,симоти; иДг) сон Гтемпературадаги, гнук,- 
тадаги 5 сортли зарралар сони. (р{г) потенциал Пуассон тен­
гламаси асосида аникланади;

Дф ( г )  = -4тгр (Я). (78)

(76) ва (78) асосида зарралар сони, <Р(г) потенциал аник,- 
ланиб, сунг термодинамик параметрлар аник/1анилади.

Бу назарияни Дебай ва Хюккель ионли эритмага татбик. 
этдилар.

Эритмадаги маълум а  сортли ион атрофидаги уртача по­
тенциал Т  ( г )  ни (76) ва ;(78) асосида аникданади:

= : / .(79)
/

Ф араз к,илайлик, тизим электрнейтрал булсин:

^  п̂ е, = О (80)
/

ва в1р{г) «  кТ шарт бажарилсин. Бу \олда ехр( — ни 
каторга ёй11б ва (е1р1кТ) нинг биринчи даражаси билан чек- 
ланиб \амда (80) ни назарда тутиб, (79) ни куйидаги кури­
нишга келтирамиз

АЦ>{г) = х^^{г)-,Х^ т
/

00 лг  /̂>(оо) = О шартни каноатлантирувчи (81) тенг- 
ламанингечими

(̂/•) = Ае~̂ -''/г (82)

ифодадан иборат.
X = 0 булганда, (82) ифодадан нуктавий электр заряд- 

нинг Кулон майдонини оламиз. Эритмада маълум ион атро-
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фида бошк,а ионларнинг булиши (одатда манфий ион атро- 
фида мусбат ионлар ва мусбат ион атрофида манфий ион- 
лар тупланиш и) шу ионнинг майдонини "экранлайди". Бу 
омилни у)(г) нинг ифодасида (?“>;^нинг мавжудлиги курса- 
тади. Потенциал (82) ни

(83)

куриниш да ёзамиз, бунда

Го=\/х- (84)

Кулон майдонининг экранланиш ини характерловчи бу 
радиус Гд ни Дебай-Хю ккель радиуси дейилади (У 1923 
йилда электролитлар назарияси ишланганда киритилган).

8 .3-м асала. Тизимда мусбат зарядлар ва манфий заряд- 
лар (электронлар) текис та^симланган булсин. Тизим- 
нинг маълум нуктасига заряд киритилса, зарядларнинг 
фазо буйича так,симланиши узгаради. (Буни биз плазмада 
ф луктуация туфайли заряд тупланиши деб талк^ин этиши- 
миз мумкин). Электронлар так.симотини куйидаги икки )^олда 
аникланг: I) Температура жуда юк^ори ва электронлар ай- 
нимаган, 2) Температура ОК га тенг, электронлар тула 
айниган.

И 3 о X.. Масалани чизикди як,инлашувда х.ал этилсин.
Е ч и ш. Нуктавий 7е заряд киритилган нуктани коорди­

ната боши деб кабул килайлик. Бу заряд киритилиши ту­
файли х^осил булган электростатик майдон ва зарраларнинг 
таксимоти, масаланинг шартига асосан, сферик симметрик 
характерга эга булади.

М усбат зарядлар ея,, билан ва манфий зарядлар (эл ек­
тронлар) -\е\п билан аниклансин. Электростатик майдон 
<р{г) Пуассон тенгламасидан аникланади;

д<р( 0  = ^ ( « - ( 1)
ва майдон ^(г)

чегаравии шартларни каноатлантиради.
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1. M ac;uiannnr шартига acocan

n_ = = ще .

Бунда (/) = О да мусбат ва манфий aappíuiap сони Бу \олда 
(I )  тенглама

£•(/1 7.е̂  Л
, к Г (2)

/»о
куриниш га келади. Бу ночизик^и тенгламани, Zг^ << кТ 
шарт бажарилади деб, чизик^и \олга келтирамиз:

= (3)

еки

(4) нинг ечими

А(р{г) = х2(р{г), (4)

(5) 

ср{г) = А ^ : ^  (6) 

'Ъ = ‘А  (7)

эканлигини биламиз. Массша шартидан (0) ~ у  = ~  ва де­
мак

<р(г) = ^ е -'-" \ .. (8)

ифодани оламиз. (1) ва (4) тенгликлардан

ифодани оламиз. Бундан эса электронлар так,симогини то­
памиз

= (9)

2. Электронлар тула айниган, яъни \ар бир \олатда бит- 
тадан (Г =  О К да) жойлашгани учун электрон холатлари 
сони электронлар сонига тенг булади.

Бу \олатлар сони фазавий фазони /г̂  га булиш орк^али 
топилади. Бунда бирлик \ажмдаги \олатлар сони

« (О  = 2 ' ^ / (О- ( 10)
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Бунда 2 сони спинларнинг икки йуналишининг эъти­
борга олинганлиги туфайли киритилди.

Энергиянинг максимал киймати (7 ’= О АГдаги Ферми 
энергияси) доимийдир, яъни,

(П)
л(оо) даги кийматни л,, деб кабул к.иламиз. У холда (10)

дан
_ 8л 3. р _ л

С -  2
Зя|) 1/3

( 11) дан

Р ('■) = р1 + 2те(р 

(13) ни (10) га куйсак,

" (О = Г р - + =

2те(р{г)

3/7̂ 1 - “ —  3/7-*

Фараз килайлик.
2теа>(г) ^

1/2

1 + 2те(р{г)
3/2

( 12)

(13)

(14)

(15)

(15) шарт бажарилганда (14) да унг томонни к,аторга ёй- 
сак,

8л „3
2. Р.

= ; (16)

«('') = « о < р ( 0 -  (17)

(17) ни (1) га куйсак ва п_ -  «^ = « (/ • )-«„  эканлигини 
эътиборга олсак,

Дф = (р{г) = х1<р{̂ ) (18)

4пе
И (19)

(18) тенгламадаги (р{г) = ?~е ''''' нинг кийматини (17) 
га куйиб, электронлар таксимоти п(г) ни топамиз:

= СО)
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8.6-расм.

Из о \ - х н и  экранлаш конс- 
тантаси дейилади. Уии Дебай 
томонидан 1923 йил и киритил- 
ган. \! X ни эса Дебай парда- 
лаш радиуси дейилади; 1/ —
Ф ермы-Томас пардалаш дои­
мийси; 1/ Хф “ '■ф “  Ферми- 
Томас пapдíu^aш радиуси.

8 .4 -м асала. Е кучланишли 
таш ци Э лектр м ай д о н д аги  
электр дипол р нинг уртача энергияси О ни аникданг.

Ечиш. Ташк;и электр майдондаги дииолнинг потенциал 
энергияси и  = -PEcos(P,É) = -PEcose (8 .6 -расмга к..).

Иссик/1ик \аракати туфайли р векторнинг йуналишла­
ри узгариб туради. Бу узгариш туфайли фазодаги р вектор­
нинг йунсшишлари так^симоти Больцман функцияси асоси­
да аник^шнади. Больцман так^симотига асосан í/Q фазовий 
бурчак остидаги р векторнинг булиш э\тимоли

dW = c o n s t e ' d a  = conste*‘̂ °̂̂  ̂dQ  (1)

билан аникданади; бунда dQ = sinededip, белгилаш
киритилди.

(1) асосида энергия U = -  РЕ cos в нинг уртача к,ийма-
тини топаилик:

2к
Í COS06'“ ""® sin о./о

dq>
асо%в . ^е m\OdO

sinOí/í? 

= ^

Узгарувчини ¿шмаштирайлик, а cos в = х\у х,олда 
-</

xe'̂ dx
Q _ _ ¡ , j  л _ _______ __ _ /;7 ~ " ~  ̂ =

еМх

= - к Т -1 = k T [\ -a c th a \  = -a k T et h a  -  -  
а

= -akTL[a)  = -PEL{a); L(^a) = c t h a - - .
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