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So‘zboshi

Nazariy fizika bo'limlarini bir butun holda gamrab olgan fan va
texnikaning zamonaviy yutuglarini aks ettiruvchi o'zbek tilida yozilgan
darslik mavjud ernas. Bundan tashqgari, oxirgi o‘n yillarda fizika va u
bilan bog‘lig sohalarning intensiv rivojlanishi mavjud bo'lgan (asosan
rus tilida) va eskirgan o‘quv qo‘llanmalarda o‘z aksini topmagan.

Fizikaning zamonaviy yutuglarining texnika va texnologiyaga, ham-
da fizika bilan bog'langan fanlarga (ekologiya, geofizika, astrofizika,
biologiya, tibbiyot va boshqalar) kirib borishi soha mutaxassislaridan
keng spektrdagi elektrodinamika masalalarini yechish metodlarini egal-
lagan bo'lishini talab giladi. Shu vaqtda elektrodinamikaning o‘zi va
tatbigiy masalalari juda kengayib ketganligi sababli bitta darslikda un-
ing hamma jabhalarini gamrab olish mumkin emas. Bundan tashqari
oliy ta‘'lim tizimida mustagil ravishda ulmiy izlanishlar olib bora oladi-
gan va muhim masalalarni yecha oladigan mutaxassislarni tayyorlashga
katta e’tibor qaratilganligi bois, talabalarning mustagqil saboq olishining
ulishi kundan kunga oshub bormoqgda.

Yuzaga kelgan bu sharoit nazariy fizika bo'yicha yangi tipdagi dars-
liklar majmuasini yaratislmi ta'qazo qiladi. 0 ‘quvchilarga havola qili-
nayotgan ushbu kitob nazariy fizika kursi bo'yicha 4 jildli “Nazariy fizika
kursi” darsligining ikkinchi jildi. hisoblanadi. Klassik o'quv qo‘llanma-
larda va darsliklarda elektrodinamikaning asosiy tenglamalari fenome-
nologik, ya’'ni tajriba natijalarini umumlashtirish yo‘li bilan yoziladi.
Elektrodinamika gonunlarini o‘rganishda bunday yondoshish ushbu fan-
ning rivojlanish tarixi bilan ham ohang bo‘lib, umumiy fizika kursidan
deyarli farq gilmaydi, fagat biroz murakkab matematik apparatdan
foydalaniladi.

Darslikda mavzularni bayon qgilish tartibi muallifning Mirzo Ulug'-
bek nomidagi O ‘zbekiston Milliy universitetida, Buxoro davlat univer-
sitetida va Nizomiy nomidagi pedagogika universitetida leksiyalar o‘qgish
jarayonida to‘plagan ko‘p yillik tajribasiga asoslangan bo‘lib, prinsipial
ravishda odatdagi yondashishdan farq qgiladi.

Asosiy urg'u tabiat gonunlarini aks ettiruvchi fundamental prin-
siplar - fazo va vaqtning bir jinsliligi va izotroplik xossalariga tayangarx
holda, nazariy fizikaning zamonaviy metodlari orgali uzluksiz ravishda
maxsus nisbiylik nazariyasi va elektrodinamika gonunlarini va muhim
effektlarning fizik mohiyatini ochishga garatilgan. Bunda tajribalarning
roli inkor etilmaydi.



Tajribalarga ikki holda tayaniladi: Birinchidan, Galiley zamonidan
Eynshteyn davrigacha olib borilgan izlanishlar natijasida vaqt va fazon-
ing xossalari to:g‘risidagi fundamental prinsiplarning garor topishida
tajribalar muhim rol o'ynagan. lkkinchidan, nazariy yo‘l bilan aniglan-
gan gonunlarning to‘g‘ri ekanligini tasdiglashda tajribalar muhim aha-
miyat kasb etadi. Ushbu darslikda tanlagan yo'l tajribalarda kashf gilin-
gan tabiat gonunlarining fizik mohiyatini ochib berish va tushunturish
bilan bir gatorda yangi qonunlarni kashf etishga zamin yaratadi.

Darsliklar majmuasining ushbu jildi uch gismdan iborat. Birinchi
gism maxsus nisbiylik nazariysiga bag‘ishlangan. Unda maxsus nis-
biylik nazariyasining yaratilishi bilan bog'liq bo!lgan tarixiy ma’lumot-
lar va asosiy tajribalarning mohiyati gisqacha bayon gilingan. Naza-
riyaning yaratilishida tajribalarning roli va o'rni aniq ko'rsatilgan. Aso-
siy prinsiplarga tayangan holda yangi nazariyaning yaratilish bosqich-
lari yoritilgan. Interval, xususiy vaqt, vogea, to'rt o'lchovli fazo kabi
yangi fizik atamalarning ma’nosi ochib berilgan. Ushbu gism relyati-
vistik nazariyaning birinchi tatbig'i sifatida - relyativistik mexanikan-
ing asosiy masalalarini gisgacha yoritish bilan yakunlanadi. Bu yerda
relyativistik nazariyaning 4-o‘lchovli ta’rifini tasavvur qilish va unga
ko'nikma hosil gilish uchun parallel ravishda uch o‘Ichovli ta’'rifdan ham
foydalanilgan.

Ikkinchi gismda relyativistik nazariyaning mantiqiy davomi sifatida
mikroskopik elektrodinamika bayon gilingan. Real sharoitda turli tu-
man xossalari bilan bir-biridan keckin farq giladigan muhitlardagi elek-
trodinamika bilan ish ko‘rishga to!g'ri keladi. Bu holda nazariya juda
murakkablashib ketadi.

Muhitsiz fazodagi elektrodinamika bunday muammolardan holi.
Bunda fagat zaryadlar va ularning harakati tufayli yuzaga keladigan
toklardan iborat bo!lgan fazoda elektrodinamika gonunlari ko‘rib chiqil-
gan. Shu bilan birga elektrodinamikaning asosiy matematik apparati
ishlab chigilgan. Mikroskopik elektrodinamikaning asosiy tenglamalari
- Maksvell-Lorentz tengalamalari eng gisga ta’sir prinsipiga asoslangan
Lagranj formalizmi orgali Kkeltirib chiqariladi. Bu tenglamalar yor-
damida elektrodinamikaning xususiy masalalari ko‘rib chigilgan.

Uchinchi gismda elektrodinamikaning eng murakkab gismi shu bi-
lan birga amaliy ahamiyatga ega bollgan, muhitdagi elektrodinamika
- makroskopik elektrodinamika bayon qilingan. Bunda xossalari bilan
farg qgiluvchi turli tuman - muhitlar o'rniga izotrop va bir jinsli, fer-



romagnit va ferroelektrik xossalarga ega bo‘lmagan ideal muhit uchun
elektrodinamika gonunlarini aks ettiruvchi - Maksvell tenglamalari kel-
tirib chigarilgan.

Muhitning real xossalarini hisobga olgan elektrodinamikaning max-
sus masalalari fan sohalarining mustaqil yo'nalishlari bo‘lib alohida
o'rganiladi. Shu bilan birga imkoniyat darajasida masalani murakkab-
lashtirmaydigan hollarda muhitning ayrim xossalarini inobatga olish
nazariyada qanday o'zgarishlarga olib kelishi ko‘rib chigilgan.

Darslikda asosiy e’'tibor maydon tabiatiga garatilgan bo‘lib, elek-
trostatika, magnitostatika, kvazistatsionar va yuqori chastotali may-
donlar nazariyasi mukammal ko'rib chigilgan.

Nihoyat, yangi tipdagi aloga va axborot uzatish tizimlarini, hamda
kelajakda elektronikaning o‘rnini bosa oladigan mantiqiy elementlarni
yaratish prinsiplarini beruvchi elektrodinamikaning zamonaviy masala-
laridan biri bo‘lgan - nochizigli optikaning asosiy prinsiplari bayon
gilingan.1

Kitobning oxirida foydalanilgan asosiy matematik formulalar ilova
sifatida keltirilgan.

Darslikda bayon gilingan mavzularni o'zlashtirish darajasini ko‘ta-
rish va mustaqil saboq olishning samaradorligini oshirish maqgsadida
har bir bobning oxirida masalalar va tekshirish savollari keltirilgan.
Tipik va ayrim murakkab masalalarning yechimlari berilgan. Bundan
tashqgari, ko'p hollarda mavzularni yoritishda rasm va chizmalardan
foydalanilgan.

Darslik universitetlarning iizika fakultetlari talabalari hamda bosh-
ga oliy ta’lim muassasalarining fizika bilan bog'lig bo‘lgan yo‘nalishlar-
dagi talabalarga mo(ljallangan. Shu bilan birga nazariy fizika mutaxas-
sisligida tahsil oluvchi magistr va aspirantlar uchun ham foydali bo‘ladi.

Ushbu darslik 0 ‘zbekisto Respublikasi Vazirlar Mahkamasi qoshi-
dagi Fan va texnologiyalarni rivojlantirishni mufofiglashtirish qo‘mitasi-
ning "OM/i-3-9” - sonli innovatsion loihasi doirasida yozilgan.

'Ushbu bob prof. F.Kh.Abdullaev ishtirokida yozildi.
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1-bob

Maxsus nisbiylik nazariyasi asoslari

1.1 Nisbiylik prinsiplari

Klassik mexanika kursidan ma’lurnki, Nyutonning birinchi qonuni-
ga asosan jismga kuch ta’sir gilmasa, yoki ta’sir gilayotgan kuchlar-
ning yig'indisi nolga teng bo'lsa, inersial sanoq sistemalarda u o'zining
tinch holatini yoki to‘g‘ri chizigli tekis harakatini saglaydi. Ikkinchi
tomondan bu gonun bajariladigan sanoq sistemalar inersial deyiladi.
Bu gonunning to‘g‘riligiga hech ganday shubha yo‘q.

Tabiiyki savol tug‘iladi, inersial sanoq sistemalarida faqat to‘g'ri
chizigli tekis harakat bir xil ifodalanadimi? Bunga Galileyning nisbiylik
prinsipi aniq javob beradi. Barcha inersial sanoq sistemalarda
mexanika gonunlari birday o‘rinli bo'‘ladi.

Galiley nisbiylik prinsipiga ko'ra birorta inersial sanoq sistemada
gandaydir mexanika qonuni aniglangan bo‘lsa, bu qonun barcha inersial
sanoq sistemalarda o'rinli bo‘lib, bir xil ifodalanadi. Bu prinsipning
matematik ifodasini Galiley almashtirishlari aniqglaydi:

r=r/+V'il, t—t", (1.1)

bu yerda V o'zgarmas bo'‘lib, K' sanoq sistemaning K sanoq sistemaga
nisbatan harakat tezligi. Ifoda (1.1) bir inersial sanoq sistemasidan
ikkinchisiga o‘tishda koordinata va vaqtni almashtirish formulalarini
beradi (1.1-rasm ).
Klassik mexanikada (1.1) y
almashtirish formulalaridat —t'
yozilmaydi, klassik fizika nug-
tai nazaridan barcha inersial
sanoq sistemalarda vaqt birday @)
ogishini ta’kidlash uchun wuni
keltirildi. Vagtning bunday xos-
sasi klassik mexanikada signal
yoki o‘zaro ta’sir cheksiz tezlik
bilan uzatiladi degan g'oyaga



asoslangan. Birorta K inersial sanoq sistemada gandaydir qurilma
har tomonga izotrop holda cheksiz tezlik bilan targaluvchi signal
chigarayotgan bo‘lsin. Bu sanoq sistemadagi ixtiyoriy boshga
nugtalardagi signalni gabul giluvchi qurilmalar bu sugnalni oniy vagtda
gayd giladi. Bundan tashgari K sanoq sistemaga nisbatan chekli tezlik
bilan harakatlanayotgan sanoqg sistemadagi signalni gabul qiluvchi
girilmalar ham bu signalni shu vagtda qayd qiladi. Bunday signallar
barcha soatlarni sinxronlash imkonini beradi. Boshgacha qilib gapirsak,
bu holat barcha sistemalarda birday o'tadigan (t1 —t” = ... —t),
absolyut vaqgtni kiritish mumkinligini ko'rsatadi.

Galiley almashtirishi (1.1) dan vaqt bo'yicha birinchi tartibli hosila
olsak, klassik mexanikadagi tezliklarni go'shish formulasini olamiz:

vV—vVv'+ V, (1.2)

Bu tenglamadan yana bir marta hosila olib moddiy nuqtaning tezlanishi
har ikkala sanoq sistemada teng ekanligini aniglaymiz:

a=a', yoki F —ma—mal= F1 (1.3)

Bundan ko‘rilayotgan moddiy nuqtaga ta’sir etuvchi kuch barcha iner-
sial sanoqg sistemalarda birday ekanligi kelib chigadi (Nyuton ikkinchi
gonuni). Shunga o'xshash mexanikaning boshga qonunlarini tekshirib
ko'rish mumkin. Demak, umumiy holda klassik mexanika qonunlari Ga-
liley almashtirishlari (1.1) ga nisbatan ko'rinisini o'zgartirmaydi, ya'ni
invariantdir.

XI1X asr oxiriga kelib elektr va magnetizm qonunlari to'liq shakl-
lanib, Maksvell tenglamalarida bir butun holda o‘z aksini topdi. Maks-
vell tenglamalariga asoslangan klassik elektrodinamika, maydonlar ha-
gidagi birinchi jiddiy nazariya bo'lib, kuzatilgan barcha elektromagnit
hodisalarini tushuntiribgina golmay, keyinchalik tajribalarda kuzatil-
gan va keng tatbig'ni topgan elektromagnit to‘lginlarining mavjudligini
bashorat gildi. Bu gonunlarda doimiy bo'lgan yorug'lik tezligining
(c = 2,997925 «108m/s) ishtirok etishi bilan Nyuton mexanikasi qo-
nunlaridan tubdan farq qiladi.

Maksvell nazariyasining rivojlanishi bilan ba’zi giyinchiliklar paydo
bo‘la boshladi. Bu nazariya birinchi garashda Galiley nisbiylik prinsipi
bilan jiddiy ziddiyatda edi. K sanoq sistemada tinch turgan zaryadni
ko'ramiz. Bu sanoq sistemada zaryad tinch turganligi uchun fagat
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elektrostatik maydon hosil giladi. K' sanoq sistemadagi kuzatuvchiga
nisbatan zaryad V tezlik bilan harakat giladi. Shuning uchun bu sanoq
sistemada zaryad elektr maydon bilan bir gatorda magnit maydonni
ham hosil giladi. Shunga o'xshash K sanoq sistemada tinch turgan
0'zgarmas magnit o‘z atrofida fagat magnit maydon hosil giladi. Uni K"
sanoq sistemada turib kuzatsak berk konturda hosil bo'ladigan elektr
yurutuvchi kuch magnit maydondan tashgari elektr maydon mavjud
ekanligidan dalolat beradi. Ko'‘rilgan har ikkala misol elektr va magnit
maydon kuchlanganliklari Galiley almashtirishlariga nisbatan invari-
ant emasligini ko‘rsatadi. Boshga tomondan elektrodinamika qgonunlari
laboratoriya va harakatdagi inersial sanoq sistemalarda birday o!rinli
bo'lishi tajribalarda aniglangan.

Bu yerda bir-biri bilan uzviy bog‘langan ikkita muammo paydo
bo‘ladi. Birinchisi, yorug'lik tezligi bilan bog‘liq bo‘lib, uning targalish
tezligi izotropmi, bir inersial sanoq sistemadan ikkinchisiga o'tganda
ganday ol!zgaradi? Ikkinchisi, Maksvell tenglamalari Galiley almashti-
rishlariga nisbatan invariantmi? Ikkila muammoni birlashtirib, mex-
anika qonunlari uchun o'rinli bo‘lgan Galiley nisbiylik prinsipini elektro-
magnit qonunlariga tatbiq gilisli mumkinmi degan savol paydo bo'ladi?

Aniglangan holat o‘ta jiddiy bol!lib, X1X asr oxirlarida fiziklar ol-
diga muhim savol go'ydi. Bu savolga javob ko‘p jihatdan XX asi-
da fizikaning rivojlanish yo‘nalishini aniglab berdi. Hagigatan ham
guyidagilardan birini tanlash kerak edi:

1. Maksvell tenglamalari Galiley almashtirishlariga nisbatan invari-
ant ernas deb tan olish kerak. U holda barcha inersial sanoq siste-
malardan farq ailadigan sanoq sistema mavjud bo'‘lib. fagat unga
nisbatan Maksvell tenglamalari standart ko'rinishga ega bo'ladi.

2. Maksvell tenglamalari barcha inersial sanoq sistemalarda birday
o‘rinli bo'ladi (ko'rinishga ega) deb gabul qgilish kerak. Bu holda
Galiley almashtirishlari noto!g‘ri bo‘lib chigadi va barcha inersial
sanoq sistemalarning ekvivalentligini boshgacha tushinish kerak.

Birinchi yo'l efir nazariyasini paydo bo'lishiga olib keldi. Bu nazari-
yaga ko‘ra tanlangan inersial sanoq sistema gipotetik materiya - efir
bilan bog‘langan. Bu materiyaning na rangi, na hidi va na massasi bor.
U butun fasoni to'ldirgan bo'lib, o!zini hech ganday holatda namoj'on
gilmaydi. Uning birdan bir gismati elektromagnit ta’sirni uzatishdir.
Efirning bunday g'ayrioddiy xossasi efir nazariyasini o‘ta sun’iy qilib
go'ydi. Shuning uchun bu nazariya uzoq yashamadi.
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Ikkinchi yo‘l keskin bo'lib, Galiley almashtirishidan voz kechishni
tagozo gilardi. Bu 0‘z navbatida Nyuton ta’rifiagan klassik mexanika-
dan voz kechishga olib kelardi. Bunga garamasdan fanning rivojlanishi
aynan shu yo'ldan bordi.

Efir nazariyasiga - yorug'likning tarqalish tezligi bilan bog'liq bo‘l-
gan masalaga Maykelson va Morli tajribalari oydinlik Kiritdi, anig-
rog‘i efir nazariyasi asossiz ekanligini ko'rsatdi. Ma’lumki, havo tinch
turganda tovush tezligi hamma yo'nalishlarda bir xil bo'ladi. Agar
shamol esayotgan bo‘lsa, shamol yo‘nalishida tovush tezligi unga garshi
yo'nalishdagidan katta bo‘ladi, shu bilan birga har ikkala yo‘nalishdagi
tezliklar ko‘ndalang yo‘nalishdagidan farq qiladi. Bunday hulosa har
ganday to‘lgin uchun o'rinlidir, fagat yormg4rk uchun ernas. Bizn-
ing dadilligimiz juda katta aniglikda bajarilgan Maykelson va Mor-
lining o‘ta nozik tajribalariga (1880 yilda boshlangan va 1887 yilda
e‘lon gilinganl) asoslangan. Tajribalarda harakatdagi sanoq sistema
sifatida Yer olingan. (Lokal tajribalar uchun Yer amalda juda yuqori
aniglikda inersial sanoq sistema bo‘la oladi.) Yer o'z orbitasi bo‘ylab
Quyosh atrofida 30 krn/s tezlik bilan harakat qiladi. Maykelson va
Morli Yerning harakat yo'nalishida harnda unga ko‘ndalang yo‘nalish-
larda yorug'lik tezligini uning berk traektoriyada bosib o‘tgan yo'li
orqali taggoslashgan. Bu tajribalar yilning turli davrlarida gayta -
gayta o'tkazilgan. Tajribalarda yorug'lik tezligining o‘zaro perpendikul-
yar yo'nalishlardagi nisbatiga Yerning harakati ta’sir gilmasligi aniglan-
gan. Tajribalar yorug'lik tezligini o‘zaro perpendikular yo‘nalishlardagi
fargi 5 km/s aniglikda o'lchash imkonini bergan. Bu tajriba yanada
takoinillashtirilganda, aniglik Yer tezligining 3% ni tashkil gilgan, bu
0,9 km/s ga to!g'ri keladi. Bu tajribalaridan kelib cliigadigan asosiy
hulosa:

Yorug ‘lik tezligi inersial sanoq sistemalarining harakat yo I-
nalishiga va tezligiga bog‘lig emas.

A.Eynshteyn “Harakatdagi jismlar elektrodinamikasiga doir”2 ma-
golasida Maksvell elektrodinamikasini harakatdagi jismlarga tatbiq qi-
lish bu hodisalarga xos bo‘lmagan asimmetriyaga olib kelishi va “yorug’-
lik tashuvchi” muhitga nisbatan Yerning harakatini aniglash yo‘lidagi
urinishlarning zoye ketishi kabi holatlarni tahlil gilib, maxsus nisbiy-
lik nazariyasini yarat.ilishiga olib kelgan muhim fikrlarni ilgari surgan.

XA. A. Michelson, E. W. Morley, American Journal of Science, 34, 333 (1887).
2A. DiHWTelH, CobpaHne Hayu4HbIX Tpyaos, Tom |, 7-33 c., (1905)
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Nafagat mexanikada, balki elektrodinamikada ham hodisalarning hech
ganday xossasi absolyut tinchlik tushinchasiga to‘g‘ri kelmaydi. Buri-
dan tashqari, inersial sanoq sistemalarda mexanika gonunlari invariant
bo‘lgani kabi elektrodinamika va optika qonunlari ham invariant bo'lishi
kerak degan g'oyani ilgari suradi. Yorug'lik targaluvchi gipotetik muhit
- tushunchasiz harakatdagi jismlax elektrodinamikasini yaratdi.

A. Eynshteyn bu g'oyani asos qilib Galiley nisbiylik prinsipiga yangi
ma’'no beradi.

Barcha inersial sanoq sistemalarda tabiat gqonunlari bir-
day o‘rinli bo‘ladi va yorug ‘lik bo‘shligda manbaning harakat
tezligiga bog‘lig bo‘Imagan aniq “c” tezlik bilan targaladi.

Ushbu ikkita fundamental g'oya ichki garama-qarshilikdan holi bo‘l-
gan harakatdagi jismlar elektrodinamikasini yaratish imkoniyatini be-
radi. Bunda “efir’ tushunchasini kiritishga hojat golmaydi, chunki
yangi nazariyada mutlog tinch turgan alohida xossalarga ega bo'lgan
fazo tushunchasi kiritilmaydi hamda bo'sh fazoning hech qaysi nuqtasi
gandaydir tezlik vektori bilan bog‘lanmaydi. Shu bilan fazoning bir
jinslli va izotroplik xossalari saglanishi ta’kidlanadi.

Maykelson va Morli tajribalaridan gariyib 50 yildan keyin Kennedi
va Torndayk 3 yorug'lik tezligini o'lchagh bo'yicha o‘z tajribalarini
o'tkazishdi. Bu tajribalarda ham harakatdagi sanoq sistema sifatida
Yer tanlab olingan. Tajribadan magsad, yilning turli davrlarida Yer
Quyoshga nisbatan turli yo'nalishda harakat gilishidan foydalanib, yo-
rug'lik tezligiga uning ta’sirini aniglash bo'lgan. Bu holda sanoq siste-
malarning nisbiy tezligi 60 km/s ga teng bo'ladi. Maykelson va Morli
tajriba natijalarini bir-biri bilan tagqoslash uchun bir kun yetarli bo'l-
gan bollsa, Kennedi va Torndayk tajribalari uchun bir necha oylab bir
xil sharoitni ushlab turish kerak bo‘lgan. Shu bilan bu tajribalar bir-
biridan farq gilgan. Kennedi va Torndayk tajribalarida yilning turli
davrlarida o'lchanganda yorug'lik tezligining fargi taxminan 2 m/s ni
tashkil gilgan. Bu tajribalardan kelib chigadigan asosiy xulosa:

Yorug'lik tezligi barcha inersial sanoq sistemalarda bir xil
son giymatni gabul giladi.

Bu natija A. Eynshteyn nisbiylik prinsipidagi birinchi va asosiy
aksioma - yorug'lik targalish tezligi mutlog ekanligini va manbaning
xossalariga bog‘lig emasligini juda yuqori aniglikda isbotladi.

3R. J. Kennedy, E. M. Thorndike, Phys.Rev., 42, 400 (1932).
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1.2 Nisbiylik nazariyasida interval

Ba’'zan klassik fizikada interval tushunchasi ikki ma’noda qo'llanila-
di. Birinchisi, uch o‘Ichovli fazoda ikki nugta orasidagi metrlarda o‘lcha-
nadigan interval - masofa bo‘lsa, ikkinchisi, fazoda ketma-ket sodir
bo'lgan ikki vogea orasidagi sekundlarda o‘lchanadigan vaqgt interva-
lidir. Uch o!lchovli fazoda ikki nugta orasidagi masofa shu nuqtalarning
koordinatalari orgali aniglanadi:

Al = \J(x2- Xi)2+ (y2~yi)2+ (z2- 2i)2, (1.4)

bu yerda Xj, yi, Z {i —1,2) birinchi va ikkinchi nuqtalarning bir vaqt-
da o'Ichangan dekart koordinatalari. Klassik fizika nuqgtai nazaridan
bunday ta’riflangan interval koordinatalarni ixtiyoriy chizigli almashtirish-
lariga nisbatan invariant kattaliklardir4. Vaqt intervali, vogealar sodir
bo‘lgan vagt momentlari orqali aniglanadi:

At=t2-ii, (1.5)

bu yerda ti, ¢2 birinchi va ikkinchi vogealar sodir boigan vagt moment-
lari. 1

Klassik fizika nuqtai nazaridan yuqorida ta'rifiangan fazoviy va
vaqt intervallari fazoda berilgan ikki nugta hamda vogea uchun sonoq
sistemaga bog‘lig bo'Imagan, invariant kattaliklardir. Ya’'ni kuzatuvchi
turgan sanoq sistemaga bog'liq emas.

Nisbiylik nazariyasida interval yangi ma'no kacb etadi. “ Vogea”
tushunchasini kiritamiz. Voqgea - moddiy nuqgta bilan sodir bo'ladigan
ixtiyoriy hodisa bo'lib, sodir bo'lish joyi (uch o'lchovli fazoviy koor-
dinatalar) va vaqti bilan aniglanadi. Tasavvur etish qulay bo‘lishi
uchun o‘glariga fazoviy koordinatalar va vaqt qo'yilgan faraziy to'rt
o'lchovli fazo tushunchasini kiritamiz. Bu fazoda har ganclay vogea -
dunyo nugqtasi bilan tasvirlanadi. Moddiy nuqtaga bu fazoda gandaydir
chizigni - dunyo chizig‘ini mos keltiramiz. Masalan, tinch holatdagi
moddiy nuqtaga to‘rt o‘lchovli fazoda to'g'ri chiziq mos keladi. To‘g!ri
chizigli tekis harakat va tinch holat xossalari jihatdan bir-biridan farg
gilmaganligi uchun bu fazoda unga ham to‘g‘ri chiziq mos keladi.

Laboratoriya bilan bog'liq bo'lgan K va unga nisbatan o‘zgarmas
tezlik bilan harakatlanayotgan K' inersial sanoq sistemalarda turib vo-
gealarni kuzatamiz. Laboratoriya sanoq sistemada ii vaqtda yi, 2\

4Masshtabni o'zgartiradigan almashtirishlar bundan istesno.
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uugtada lampaning yonishi (yoki chagmoq chagishi) birinchi vogea,
lampadan chiggan yorug‘lik signalini t2 vaqtda Xz, y;, nuqgtada gabul
gilish ikkinchi vogea bo'lsin. Shu ikki vogea sodir bo‘lgan nuqtalar
orasidagi masofa (fazoviy interval)

12 = \f[x2- -ED2+ (i2- yi)2+ (z2- ZI)2

ifoda bilan aniglanadi. Ikkinchi tomonda c tezlik bilan targalayotgan
yorug'lik signali ikki voqea orasida o‘tgan vaqt ichida

2 = c(i2- h)

masofani bosib o'tadi. Ravshanki, har ikkala masofalar bir-biriga teng.
Shu sababli ko'rilayotgan ikki vogeaning to'rt o'lchovli fazodagi koor-
dinatalaridan quyidagi tenglikni hosil gilish mumkin:

Q(i2- i2- (X2- Xif - (y2- yi)2- @2- 21)2= 0. (1.6)

Shu ikki vogeani laboratoriya sanoq sistemaga nisbatan o‘zgarmas te-
zlik bilan harakatlanayotgan (K') sanoq sistemada turib kuzatamiz.
Yorug'lik barcha inersial sanoq sistemalarda bir xil tezlik bilan tarqali-
shini hisobga olib yuqorida ko‘rilgan ikki vogea uchun (1.6) ko'rinishda-
gi ifodani hosil gilsak, u nolga teng bo'ladi. Bu ikki vogeani (K) va
(K") sanoq sistemaga nisbatan o'zgarmas tezliklar bilan harakatlana-
yotga K" sanoq sistemada turib kuzatsak, (1.6) ko‘rinishdagi ifoda yana
nolga teng ekanligini ko'ramiz. Bu faraziy tajribani istagancha davom
ettirish mumkin. Yorug'lik signali bilan bog'langan ikki vogea uchun
(1.6) sanoq sistemaga bog'lig bo‘lmagan kattalik bo'lib, doimo nolga
teng, ya'ni u invariant kattalik ekan. U holda (1.6) ifodani yorug'lik
tezligining invariantligining matematik ifodasi deb gabul gilish mumkin.

Endi yuqorida ko'rib chigilgan masalani yorug'lik signali bilan bog'-
lanmagan ikki vogeaga tatbiq gilamiz. Bu holda (1.6) ko'rinishdagi
ifoda endi nolga teng bo‘Imaydi:

S2= \Jc2{t2- ti)2- (x2- xi)2- (2~ V)2~ [22- zi)2. (1.7)

Bu yerda 6'i2 ikki vogea orasidagi interval deyiladi. Interval berilgan
ikki vogea uchun invariant kattalik bo‘ladi.

Bu tasdiq yorug'‘lik signali bilan bogflangan vogealar uchun oz is-
botini topdi. Umimiy holda intervalning invariantligini avval geometrik
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yo‘l bilan isbotlaymiz. Laboratoriya sanoq sistemasiga nisbatan o'zgar-
mas tezlik bilan harakatlanayotgan raketada sodir bo‘layotgan ikki vo-
geani ko'rib chigamiz. Bu vogealardan birinchisi, raketadagi lampaning
chagnashi (A nuqtada) bo'lsa, ikkinchisi, lampadan chiggan yorug'lik
nurining raketa harakatiga perpendikular yo‘nalishda | masofadagi ko‘z-
gu (C) dan gaytib lampa bilan bir nugtada (B) joylashgan foto ele-
mentda gayd gilish bo‘lsin. Raketadagi kuzatuvchi uchun bu ikki vogea
orasidagi interval (1.2b-rasm)

laboratoriyadagi kuzatuvchi uchun(l.2a-rasm)

S'ab =Hc2{tB - tA)2 — (x'B - xA)2

birinchi raketadan tezroq harakatlanayotgan ikkinchi raketadagi kuza-
tuvchi uchun (1.2c-rasm)

Bu yerda {tA,xA; tAX'A, tA, XAN {tB,xB\ tB,x'B> tB,x"B} mos ra-
vishda birinchi va ikkinchi vogealarning birinchi raketa, laboratoriya va
ikkinchi raketa bilan bog'langan sanoq sistemalarga nisbatan koordina-
talari. Birinchi va ikkinchi vogealar orasida o‘tgan vaqt ichida birinchi
raketadagi kuzatuvchi uchun foto elementning ko'chishi xr —x/\ —0,
laboratoriya sistemasida xXB —X'A < 0, va ikkinchi raketada esa XB —
XA > 0. Bunday bo'lishiga gqaramasdan uchchala holda kolrila,yotgan
ikki vogea uchun interval 21 ga teng ekanligi 1.2-rasmdagi AA'C'B' va
A A"C"B" teng yonli uchburchaklardan ko‘rish murnkin.

Shunday qilib, nisbiylik prinsipiga asosan yorug'lik tezligi labora-
toriya va raketa sanoq sistemalarda bir xil bo‘lishi quyidagi muhim
hulosalarga olib keldi:

1. Sanoq sistemaning harakatiga perpendikulyar yo ‘nalishda masofa
o'zgarmas ekan. Aks holda birorta sanoq sistemada turib uning to‘g‘ri
chizigli tekis harakat tezligini aniglash mumkin bo‘lardi. Boshgacha qilib
gapirsak, sanoqg sisterrialarni bir-biridan farglash rnumkun bo‘lardi.

2. Ikki vogea orasidagi vaqt turli (raketa va laboratoriya) sanoq
sistemalarda turlicha bo‘lib, nisbiy tezlik kattalashgan sari ularning nis-
bati ham ortib boradi (AtAB > Aiab)- Demak, turli inersial sanoq
sistemalarda vaqt turlicha o‘tar ekan.
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X Y/ — > V2

1.2-rasm:

3. Raketa va laboratoriya sanoq sistemalarda ikki vogea orasidagi
vagt hamda fazoviy masofa turlicha bo'lishiga garamasdan ikkala sanoq
sistemada bir xil bo‘ladigan kattalik mavjud ekan. Bu kattalik nisbiylik
nazariyasida interval deyiladi,

Endi intervalning invariant ekanligini fazo va vaqtning bir jinslli
hamda fazoning izotroplik xossalaridan foydalanib isbotlaymiz. Birorta
sanog sistemada bir-biriga cheksiz yagin bo'lgan ikki vogea uchun in-
tervalni yozamiz:

dS = \jc2 dt2 —dx2 —dy2 —d.z2 (2-8)

Shu ikki vogea uchun interval boshga sanoq sistemada dS' ga teng
bo‘lsin. Matematik nuqtai nazardan dS va dS' lar bir xil tartibdagi
cheksiz kichik migdorlar bo‘lganligi uchun ular bir-biriga proporsional
bo‘ladi:

dsS = adSs'. 1.9
Bu yerda proporsionallik koeffitsienti a fazo va vaqtning bir jinslilik xos-
sasiga asosan koordinata va vaqtga bog‘lig bo'Imaydi, bundan tashqari
fazo izotrop bo'lganligi uchun sanoq sistemalarning nisbiy harakat tez-
ligining yo‘nalishiga ham bog'lig bo'Imasligi kerak. U fagat tezlikning
moduliga bog'lig bo'lishi mumkin. Endi bu ikki vogeani K, K' va K"
sanoq sistemalaridan kuzatamiz. V va V" mos ravishda K' va K"
sanoq sistemalarning K ga nisbatan harakat tezligi bo'lsin. U holda

dS = al\Vv'VdS dS = a] V"\) dS". (1.10)
Shunga o'xshash

dsS'= a(\V" - V'\) dS" (1.11)

2 - Elektrodinamika 17



tenglikni yozish mumkin. Bu ifodaga ko‘ra a tezliklarning yo'nalishga
bog'‘lig bo'lib goldi. Bunday natija fazoning izotropligiga zid bo'lganligi
uchun a tezlikning moduliga ham bog'lig bo'masligi kelib chigadi. De-
mak, a o'zgarmas ekan. (1.9)—1.11) tengliklardan

a= 3 (1-12)
tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamadan a = 1 ekanligi ko'rinib turib-
di. Ko'rila,yotgan cheksiz yaqgin ikki vogea orasidagi interval barcha
inersial sanoq sistemalarda teng, ya'ni invariant ekan. Cheksiz kichik
intervalning invariantligidan chekli intervalning ham invariantligi kelib
chigadi.

Shunday qilib, ikki yo‘l bilan intervalning invariant ekanligi isbot-
landi. Intervalning invariantligi nisbiylik prinsipinidan kelib chigadi-
gan yorug'lik tezligining invariantligini, ya'ni barcha inersial sanoq sis-
temalarda o'zgarmasligining matematik ifodasidir.

Ifoda (-1.7) dan ko'rinib turibdiki, interval ikkita ixtiyoriy vogealar
uchun hagqiqgiy yoki mavhum, ya’'ni unung kvadrati musbat yoki manfiy
bo'lishi mumkin. Intervalning bu holat bilan bog'liq xossalarini ko‘rib
chigamiz. Birorta (K) sanoq sistemada ikki vogeaning koordinatalari
hamda sodir bo'lish vaqtlari (xi, y\, zi, ¢i) va (x2, Y% 22, 12) bo'lsin.
Belgilashlar kiritamiz:

li2 ~ (x2 ~ + (22- yi)2+ (z2~ ~i)2, ti2 = t2-ti

Bu belgilashlarda ikki vogea orasidagi intervalning kvadratini quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

n2 _ 22 _ 12

S = - T2

Ikki vogea orasidagi interval haqiqiy bo'‘lsin (5f2 > 0). Bu holda

¢12 vaqt ichida yorug‘likning bosib o'tgan yo'li ikki voqgea orasidagi fa-
zoviy masofadan katta bo‘ladi, ya'ni ikki vogeani yorug'lik signali bilan
bog'lash mumkin. Bu holda shunday (K ') sanoqg sistemani5 ko‘rsatish

mumkinki, unda har ikkala vogea bir nuqtada sodir bo'ladi, ya'ni ikki
vogea orasidagi fazoviy interval nolga teng:

I'"2= 0, 512 = ct'l12

5Bundan keyin alohida ta’'kidlanmasa sanoq sistema deganda inersial sanoq
sistemani tushunamiz

18



Masalan, laboratoriyadagi bitta lampaning yonib crchishi yoki ikki mar-
ta ketma-ket yonishi bunga misol bo‘ladi. Bu inisolda fazoviy ma-
sofa nolga teng va interval fagat ikki vogea orasida o'tgan vaqgt bilan
aniglanadi. Shu sababli haqiqiy intervallar “vaqtsimon” deyiladi. Bir
jism ustida ketma-ket ikki vogea sodir bo‘lsa, ular orasidagi interval
doimo vagtsimon bo‘ladi.

Ikki vogea orasidagi interval mavhum bo'lsin (Si2 < 0). Bu holda
¢12 vaqt ichida yorugTikning bosib o'tgan yo'li ikki vogea orasidagi
fazoviy masofadan kichik bo'ladi. Ikki vogeani yorug'lik signali bilan
bog‘lash mumkin bo'Imaydi. Bu holda shunday (K') sanoq sistemani
ko'rsatish mumkinki unda har ikkala vogea bir vaqtda sodir bo'‘ladi,
ya'ni ikki vogea orasida o‘tgan vaqt nolga teng:

tv12=0, S\2=inml'l2

bu yerda “ i ” mavhum birlik. Masalan, laboratoriyada turli nuqgtalarda
turgan ikki lampaning bir vaqtda yonishi. Bu holda interval vogealar
sodir bo‘layotgan ikki nuqgta orasidagi fazoviy masofa bilan aniglanadi.
Bunday intervallar “fazosimori’ deyiladi.

Interval nolga teng bo'lsa, “yorug‘likpimon" deyiladi. Bunday ikki
vogea yorug'lik signali bilan aniq bog'langan bo'ladi.

Interval invariant bo‘lganligi uchun uni vaqtsimon, fazosimon va
yorug'liksimonligi sanoq sistemaga bog'liq bo'Imaydi.

Yugqoridagi fikrlarni grafik ko‘rinishda tasvirlash intervalni ajratish-
ning mohiyatini yanada ochib beradi. Buning uchun barcha vogealar
uchun z = 0 bo'lsin, ya’'ni vogealar uch o‘lchovli {x, y, /,} fazoda sodir
bo'ladi deb olamiz. Birinchi (A) vogea koordinata boshida, xX\ —0,
yi = 0 nugtada va t\ = 0 momentda, ikkinchi vogea esa ko'‘rilayotgan
fazoning ixtiyoriy nuqtasida sodir bo'lsin. Bunday ikki vogea uchun
quyidagi hollarni bir-biridan farglash kerak:

1. Interval yorug‘liksimon bo'lsin. Bunda ikkinchi voqealar

ct = £ \jx2+ y2 (1-13)

tenglama bilan aniglanuvchi konus sirtida yotadi (1.2-rasm). (1.13)
tenglamada “+” ishoraga to‘g‘ri kelgan B voqgealar A vogeadan keyin
sodir bo'ladi (i > 0). ” ga to‘g'ri kelgan F vogealar esa A vogeadan
avval sodir bo‘ladi (i < 0).
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at 2. Interval vagtsimon bo'lganda i
kinchi vogea konusining ichida sodir
bo‘ladi. Agar t > 0 bo’lsa, konusning

/| B yuqori kovagidagi (C) nuqtalar to'plami
/ * D (™) vogeaga nisbatan mutloq kelajakni
beradi. t < 0 bo'lsa, pastki kovakdagi
nugtalar (E) to'plami mutlog o'tmishga
to'g'ri keladi.
mbox3. Nihoyat konusdan tash-
garidagi (D) nugtalar uchun interval
fazosimon bo'ladi va ular A voqgeaga
nisbatan mutloq uzoglashgan deyiladi.
1.3-rasm: Yorugllik konusi  Chunki, A va D vogealarni yorug!lik
signali bilan bog'lash mumkin emas.
Yugqoridagilarni z ~ 0 hoi uchun ko‘rib chigsak, uch o'lchovli fa-
zodagi konus to'rt o'lchovli fazodagi konusga aylanadi. Bunday konus

Yevklid geometriyasida yo'q. Lekin, Lorentz geometriyasida bunday

sirt mavjud bo'lib, iiyorug‘lik konusi” deb ataladi. Bunday konusni

tasavvur qilish uchun oddiy konus turli vaqgtlarda chizilgan aylanalar
to‘plamidan iborat desak, yoruglik konusini sferalar to'plamidan iborat
deb garash mumkin.

E o

1.3 Nisbiylik nazariyasida vaqt

Sanoq sistemalarning inersiallik chegarasini aniglash tajriba na-
tijalarini talgin qgilishda juda muhimdir. Har bir sanoq sistemasining
inersiallik chegarasi mavjud. Buni ko‘z oldimizga Kkeltirish uchun erkin
tushayotgan raketa bilan bog'lig bo‘lgan sanoq sistemasini ko'rib chiga-
miz. Odatda, bunday raketadagi ixtiyoriy jism bilan bog'langan sanoq
sistema ideal inersial sanoq sistema hisoblanadi.

Raketaning uch gismida turgan jism uning orga gismidagi jismga
nisbatan Yerga kattaroq kuch bilan tortiladi. Raketaning uzunligi gan-
cha katta bo‘lsa, kuchlar fargi shuncha katta bo'ladi. Shuning uchun
raketaning harakati davomida jismlar orasidagi masofa ortib boradi va
kuzatish vaqti gancha katta bo'lsa, ular orasidagi farg shuncha katta
bo'ladi. Demak, birinchi jism bilan bog'langan sanoq sistemani in-
ersial desak, ikkinchisi bilan bog'langan sanoq sistemani inersial deb
bo'Imaydi. Qachon har ikkalasini inersial deyish mumkin? Bu savolga
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javob raketada o'tkaziladigan tajriba anigligi bilan bog'lig. Bunday
noinersiallik natijasida yo‘l qo‘yiladigan xatolik tajriba aniqligidan Ki-
chik bo‘lishi kerak. Demak, har ganday jisrn bilan bog'langan sanoq
sistemani ma’'lum aniglikda inersial deyish mumkin ekan.

Intervalning vaqtsimon, yorug'liksimon va fazosimonlarga bo‘linishi
bir gator muhim natijalarga olib keladi.

Vaqtsimon intervalni “xususiy vaqt” deb atash mumkin. Bunday
deb atashning ma’nosini ochish uchun birorta inersial (K) sanoq sis-
temasida turib ixtiyoriy harakatlanayotgan soatni kuzatamiz. Soat
bilan bog‘langan sanoq sistema (Kr) umuman olganda inersial emas,
lekin yugoridagi ma’'noda har bir oniy vagt momentida uni inersial
deb garash mumkin. Harakatdagi soatning dt' farg bilan ketma-ket
ikkita ko'rsatishi ikkita vogea bo'lsin. Bu vogealar K' sanog sistemada
bir nugtada sodir bo'ladi va ular orasidagi interval vaqtsimon bo‘lib,
quyidagiga teng bolladi:

ds = cdt". (1.14)
Bundan
di/ = - (1.15)

K sistemada tinch turgan soat bo'yicha bu ikki voqgea orasidagi
vaqt dt ga teng. Harakatdagi soat dt vaqt ichida tinch turgan ku-
zatuvchiga nisbatan \J dx24- dy2 + dz2 masofaga ko‘chadi. Bularga
asosan intervalni K sanoq sistemasida yozamiz:

dS = \Jc2 dt? —dx2 —dy2 —dz2. (1.16)

Endi (1.14) - (1.16) ifodalardan foydalanib, K va K' sistemalardagi
soatlarning ko'rsatishlarini bog‘lovchi tenglamani hosil gilamiz:

/ dS dx2+ + dz2
dt == g %Z— (1.17)

c

bu yerda v2= v2+ v2+ v2, v - harakatdagi soatning tezligi.
Ifoda (1.17) ni integrallash natijasida tinch turgan soat bo'yicha
i2—h vaqgt o'tganda, harakatdagi soat bo'yicha o‘tgan vaqtni topamiz:

2 A=JdtJl- (1.18)
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Shunday qilib, tinch turgan soat bo'yicha t2—t\ vaqt o‘tganda, harakat-
dagi soat bo'yicha t2 —t[ vaqt o‘tadi.

Harakatdagi jisrn bilan bog‘langan soat bo'yicha hisoblan-
gan vaqt “xususiy vaqt” deyiladi.

Endi xususiy vaqt masalasini har ikkala sanoq sistema inersial bo‘l-
gan holda ko'rib chigamiz. K inersial sanoq sistemadagi soatga nis-
batan boshga soat to‘g‘ri chizigli tekis harakat gilayotgan bo‘lsin. Bu
holda (1.17) ga asosan K sistemadagi kuzatuvchi uchun K' sistemadagi
soat orgada goladi. Harakat nisbiy bo‘lganligi sababli K' sistemadagi
kuzatuvchi uchun K dagi soat harakatda bo'ladi va u orgada qoladi.
Yuzaki garashda ichki garama-qarshilik bordek ko'rinadi.

Qarama - garshilikning paydo bo'‘lishiga K va K" sanoq sistemala-
rining bir-biridan farglash mumkin emasligidadir. Masalan, harakatda-
gi K' sistemadagi soatning orgada qolishini ko‘rsatish uchun K sis-
temada K' ning harakat yo!nalishida. bir-biridan biror masofada turgan
ikkita soat olamiz. K' dagi soat birinchi soatning yonidan o'tish vaqtida
har ikkala soatning ko:rsatishi bir xil bo'lsin. K' dagi soat ma’lum
vaqtdan keyin K dagi ikkinchi soatning yonidan o'tadi. Bu paytda soat-
larning ko'rsatishi turlicha bo'lib, K' dagi orgada golganini ko'ramiz.
Endi holatni 0‘zgartiramiz, ya'ni K ga bitta, K' ga esa ikkita soat
joylashtiramiz va yuqoridagi faraziy tajribani gaytaramiz. Bu holda K
dagi soat orgada qolganini aniglayrniz.

Shunday gilib, soatlarning yurishini solishtirisli uchun birinchi
sanoq sistemada bir nechta, boshqgasida esa bitta soat kerak bo'lar ekan.
Shuning uchun bu jarayon ikkala sanoqg sistema uchun simmetrik emas.
Xulosa: doimo turli soatlar bilan taggoslanayotgan soat orgada qoladi.

Inersial sanoq sistemadagi ikkita soatdan biri tinch tursin, ikkin-
chisi berk trayektoriya bo'yicha harakat gilib boshlang‘ich holatga gay-
tib kelganda tinch turgan soatga nisbatan harakatdagi soat orgada
golgan bo‘ladi. Berk trayektoriya bo'ylab harakat gilayotgan soat bilan
bog'langan sanoqg sistema inersial bo!laolmaydi. Shu sababli teskari
fikr to‘g'ri bo'Imaydi. Chunki tabiat qonunlari fagat inersial sanoq
sisternalarida bir xil bo'ladi. Bunga “vaqt” yoki “egizaklar” paradoksi
deyiladi.
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1.4 Lorentz almashtirishlari

Yer sirtidan 10-30 km balandlikda kosmik nurlar atmosferadagi
kislorod, azot va boshga elementlarning atomlarini tinimsiz bombardi-
mon qilish natijasida zaryadlangan zarrachalar va neytral # - mezonlar
hosil bo‘ladi. Bunday #-mezonlardan bittasinig Yer tomon harakatini
kuzataylik. U bilan bog'langan sanoq sistemada (raketa sistemasi yoki
r-sistema deb ataymiz) mezonning o‘rtacha yashash vaqti 2.55 «10~8s.
Shu vaqtaa u /i-mezon va neytrinoga p~rchalanadi. r-sistemada mezon-
ning tug'ilish (birinchi vogea) vaqtini va koordinatasini mos ravishda
t' —0, x1—0 deb gabul gilamiz. Uning parchalanish (ikkinchi vogea)
vaqti va koordinatasi t' = tn, x! = 0 ga teng bo'lsin. Yerdagi kuza-
tuvchi (laboratoriya sistemasi yoki I-sistema) uchun 7r-mezon gancha
vagt yashaydi va ganday masofani bosib o'tadi? Bunday savollarni
istalgan boshga bir juft vogea uchun berish mumkin. Bu savolga javob
oddiy bo'lib - masofa va vaqt intervali bilan aniglanadi. Lekin, bun-
day javob real masofalar va real vaqgtlarda berilmaganligi uchun bizni
ganoatlantirmaydi, tajriba natijalari bilan solishtirishning imkoni yo‘q.
Shuning uchun javob sharoitni hisobga oigan holda berilishi kerak.

Birorta vogeaning r-sistemadagi (x1, y\ z', tf) koordinatasi va
vaqgti bilan shu vogeaning /-sisternadagi (ic, vy, t) koordinata va vaqti
orasida bog'lanishni topish, ya’'ni almashtirish formulalarini aniglash
kerak. Bunday almashtirishlarni aniglash juda sodda bo‘lib, quyidagi
to'rtta shartga asoslanadi:

1. Fazo va vagtning xossalari saglanishi uchun almashtirish formu-
lalari chizigli bo‘lishi kerak.

2. Almashtirish koeffitsiyentlari ganday vogea ko'‘rilayotganligiga
bog‘lig bo'Imasligi kerak.

3. Almashtirish koeffitsiyentlari r-sistemaga nisbatan tinch turgan
nugtaning ¢-sistemada x o‘qining musbat yo'nalishida “raketa”
tezligiga teng bo'lgan tezlik bilan harakatlanishini ta’minlashi ke-
rak.

4. Almashtirish intervalning invariantligini saglashi kerak.

Soddalik uchun har ikkala sanoq sistemaning koordinata o'qlari
mos ravishda bir-biriga parallel va r-sistema I-sistemaga nisbatan Ox
0‘gining musbat yo'nalishida V tezlik bilan harakatlanayotgan holni
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ko‘rib chigamiz. Yuqoridagi prinsiplarni avval #-mezonning parcha-
lanish jarayoniga tatbiq gilamiz. Bu holda #-mezon bilan bog'langan
sistema r-sistema vazifasini o'taydi. Ikki voqea orasidagi intervalning
kvadrati

C2t2- x2 = c2t'2- x 2= c2t'2 = c2t2. (1.19)

Bu ifodani sanoqg sistemalarning nisbiy tezligi
V = x —Vt (1.20)
orqali gayta yozamiz:
c2t2- Vat2- ca2t'2= <?t\. (1.21)

Bu tengliklardan | - sistemada * - mezonning yashash vaqtini topamiz:

oy r T vag k22

bu yerda /? = V/c. (1.20) dan foydalanib
X —mmm \/t (1.23)

ni hosil gilamiz. (1.22) - (1.23) ifodalar biz gidirayotgan alrnashtirish-
larning xususiy holini beradi.
Endi®-mezonningtug‘ilishi r-sistemaning koordinata boshiva f =
0 momentda emas, balki ixtiyoriy (x1, t') da sodir bo'lsin. Bu hol
uchun (1.22) - (1.23) almashtirish formulalarini yuqoridagi shartlarning
birinchisiga asosan quyidagi ko‘rinishda yozish kerak:
t! Vil
t= —F/——=—=+ Ax\ Xx ——==== + Bx". (1.24)

Bu almashtirishlar orgali intervalning invariantligining matematik ifo-
dasi quyidagi ko'rinishni oladi:

c2(-/-m + Ar'gz- (-p L -+ SaA2=c2t'2- x'2.
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Yugqoridagi tenglik barcha (x\ t') uchun o‘rinli bodish shartidan, bu
tenglikning o‘ng va chap tomonlarida x12, t'2 va x't"' ishtirok etgan
liadlar mos ravishda bir-biriga teng bodishi kerak. Bu shartlardan
ilomadum koeffitsientlar A va B ni topamiz:

* —_—

1
c\J1- /32’ \J1- 32

Bu ifodalarni (1.24) go'yish natijasida gidirilayotgan almashtirishlarni
aniqglaymiz:

a t'+ Xtx' X'+ Vt'

Ushbu ifodalar vogealarning Z-sistemadagi koordinatalarini r- sistema-
dagi koordinatalari orgali aniglab beradi va Lorenz almashtirishlari deb
ataladi. Bu yerda harakat x o'giga parallel bodganligi uchuny = y' va
z —Z2' bodishini inobatga oldik.

Teskari almashtirish formulalarini olish uchun (1.25) da (t, x) —
(t1, x") va (V — —V) almashtirishlarni bajarish kifoya giladi:

?l = _A:: ===, X —®|... .\./..tl"-, yl =y I, Z —Z. g-tl-gg)\

Sanoq sistemalarning nisbiy harakat tezligi V « ¢ bodganda Lorentz
almashtirishlari Galiley almashtirishlariga o'tishini (1.25) va (1.26) for-
mulalardan ko'rish giyin emas.

I- va r- sistemalarning nisbiy harakati ixtiyoriy yo'nalishda bodgan
hol uchun Lorentz almashtirishlarini umumlashtiramiz. Buning uchun
radius-vektorning harakat va unga perpendikuléar bodgan yo'nalishlarga
proeksiyalarini (ry, rx) kiritamiz. Radius vektorning harakat yo‘nali-
shiga perpendikular bodgan tashkil etuvchisi bir sanoq sistemadan ik-
kinchisiga o‘tganda o‘zgarmaydi. Uning harakat yo‘'nalishiga proek-
siyasi esa x kabi almashadi:

t+ Vr'dc2 ru+ VH
t=— = m= T7..-.-7, rx =rj_. (1-27)

Lorentz almashtirishlarini keltirib chigarishning yugoridagidan farq
giladigan boshqga yodlari harn mavjud. Masalan, xOy tekisligida o‘g-
larni birorta 9 burchakga burib yangi koordinatalarga o‘tish mumkun.
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Eski koordinatalardan yangisiga o‘tish formulalari matematika kurs-
laridan ma’'lum. Bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga o'tish
formulalarini aniqglash uchun, tOx tekisligida o'glarni burish yangi ko-
ordinata sistemasiga o'tishga ekvivalent ekanligidan foydalaniladi. Bu
holda burish burchagi o'qlarni oddiy burishdan fargli ravishda, mavhum
bo!ladi va sanoq sistemalarining nisbiy tezligiga bog'liq bo'ladi. Bunday
yo'l bilan almashtirish formulalarini topsak yana (1.25) natijani olamiz.

Galiley almashtirishlaridan fargli ravishda Loretnz almashtirish-
lari nokommutativlik xossasiga ega, ya'ni ikkita ketma-ket Lorentz al-
mashtirishlarining natijasi ular ganday ketma - ketlikda bajarilishiga
bog‘lig. Sanoq sistemalarining harakat tezliklari parallel bo‘lgan hoi
bundan istisnodir.

1.5 Lorentz almashtirishlaridan kelib
chiqadigan xulosalar

Nisbiylik nazariyasi fazo va vaqt xossalari to‘g‘risidagi odatdagi
tasavvurlardan tubdan farq giluvchi xulosalarga olib keladi. Buni “Nis-
biylik nazariyasida vaqt” mavzusida vaqt misolida ko'rib ehiqdik. Vaqt
va fazo nisbiy ekanligini Lorentz almashtirishlaridan ham ko‘rish mum-
kin. Jismning o‘lchami va ikki fizik hodisa orasidagi vaqt turli sanoq
sistemalarda mutlog xarakterga ega emas.

Birinchi navbatda fazoviy uzunlikni ko‘rib chigamiz. Jism K' sanoq
sistemasida tinch turgan bo‘lsin va K sanoq sisternadagi kuzatuvchiga
nisbatan x o‘gi bo'ylab K' bilan birga V tezlik bilan harakatlanayotgan
bo'lsin. Bu jismni bundan buyon masshtab deb ataymiz. Masshtabni
deformatsiyalovchi hech ganday kuch yo‘q deb garaymiz.

K" sistemada masshtabninig koordinatalari x[ va x2 bo'lsin. x1o‘qi
bo'ylab uning uzunligini Ig= x2—x[ bilan belgilaymiz va masshtabning
xususiy uzunligi deb ataymiz. Uning uzunligini K sanoq sistemaga
nisbatan hisoblashda uchlarining koordinatalarini bir vaqtda o'lchash
kerak. Turli vaqtlarda aniglangan koordinatalar farqi masshtab uzun-
ligini bermaydi. Aniq t vaqtda masshtabning K sistemaga nisbatan
koordinatalari xX\ va x2 bo'lsin. lkkala sanoq sistemasida koordinatalar

orasidagi bog‘lanishni (1.26) almashtirishning ikkinchisidan foydalanib
topamiz:

A = 4 = ELzXI, (1.28)
1 yITA (32
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Bu ifodalarning ikkinchisidan birinchisini ayirib quyidagini hosil gila-
miz:

(1.29)

Bu yerda | = x2 —X\ masshtabning K sistemadagi uzunligi. Natijada
masshtabning K va K' sistemalardagi uzunliklari orasidagi bog‘lanishni
qguyidagi korinishda yozish mumkin:

(1.30)

Bungan V tezlik bilan harakatlanayotgan masshtabning uzunligi uning
xususiy uzunligiga nisbatan |/-y/l —(32 marta gisgarishini ko‘ramiz.
Shunday qilib, ikki nuqta orasidagi masofa sanoq sistemasining tez-
ligiga bog'liq ekan. Masshtabning bunday gisgarishi Lorentz gisqari-
shi deyiladi. Jism fagat x o‘gi bo'ylab harakatlanayotganligi uchun
y ya z o'qlari bo'yicha uning uzunligi o'zgarmaydi. Shuning uchun
harakatdagi jismning hajmi uning tinch turgan holdagi hajmi bilan
(1.30) ko‘rinishda bo'langan bo‘ladi. ya'ni

(1.31)

Shunday qilib, jismning uzunligi va hajmi nisbiy bo'lib, ganday
sanoq sistemaga nisbatan olinayotganligi ko'rsatilishi kerak. Biz yuqori-
da K' sanoq sistema x o‘gi bo'ylab harakat giladi deb oldik. Harakat
istalgan yo'nalishda bo'lganda ham yuqoridagi natijalarni olamiz. K va
K" sanoq sistemalari teng huqugli bo‘lganligi uchun jism K sistemaga
nisbatan tinch turgan bollsa, masshtabning bu sistemadagi uzunligi
xususiy bo'‘ladi.

Harakat yo!nalisliida uzunlikning gisgarishi yoki jismning siqilishi
kinematik xarakterga ega bollib, jismning deformatsiyalanishiga olib ke-
ladigan hech ganday ichki kuchlanishlar paydo bo'Imaydi. Bu ma’noda
nisbiylik nazariyasida deformatsiyalanmaydigan gattiqg jismlar to!g!risi-
da gap yuritish mumkin.

Ikki vogea orasidagi vaqt intervali to'g‘risidagi tasavvur uzunlik sin-
gan fundamental ravishda o'zgarganligini §1.3 da ko‘rib chiggan edilc.

(1.30) va (1.16) formulalarga asosan uzunlikning va vaqt inter-
valining qisqarishi jismning tezligi ¢ ga yaqin bo‘lganda seziladi. Shu
sababli nisbiylik nazariyasi yaratilishidan avval kundalik hayotda va
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fizik tajribalarda kichik tezliklar bilan bog'liq bo‘lgan hodisalar kuzatil-
ganligi uchun Nyuton mexanikasi gonunlari katta aniglikda o‘rinli bo'lib
kelgan. Zaryadlangan zarrachalarni yorug‘lik tezligiga yaqgin tezlik-
largacha tezlatuvchi qurilmalar paydo boigandan keyin katta tezliklar
bilan ish ko'rishga to‘g‘ri kelgan. Bunday tezliklarda Nyuton gonunlari
bajarilmay goladi.

Tinch turgan kuzatuvchiga nisbatan harakatdagi jismlar uzunligi
va vagtning gisgarishi realmi yoki bizning nazarimizda shundaymi? Bu
savolga javob berishdan oldin fazo va vaqt to‘g‘risidagi eski tasavvurlar-
dan holi bo'lish kerak. Sanoq sistemalar teng huqugli bo'lganligi uchun
harakat va tinch holat ganday nisbiy bo'lsa, jism uzunligi gisgargan
deyish shunday nisbiydir.

1.6 Nisbiylik nazariyasida tezliklarni va
burchaklarni almashtirish

Lorentz almashtirishlaridan foydalanib, moddiy nuqgtaning birorta
sanoq sistemasidagi tezligi bilan uning ikkinchi sanoq sistemasidagi
tezligi orasidagi bog'lanishni topamiz. |llgaridek K' sistema K sis-
temaga nisbatan x o‘qi bo‘ylab V tezlik bilan harakatlanayotgan bo'lsin.
Moddiy nuqgtaning K' va K sistemalarga nisbatan tezligini mos ravishda
v', v bilan belgilaymiz. Ularning koordinata o‘qlariga proeksiyalari
guyidagicha aniglanadi:

/ dx' . dy' . dz'

Vi —- VvV'= —r, Vz= —; £(1.32)
X dtl vy dt' dt' )
dx dy dz ,

W= ~dV W= ~dt’ Vz= ~df (L33)

Tezliklar orasidagi bog'lanishni topish uchun (1.25) almashtirish
formulalarini diffensiallaymiz:

n dt' + ~dx' dx' + vdt* J J, J i;
dt= ... =N, dx = o .= -, dy=dy, dz—dz. (1.34)

Bu ifodalarning oxirgi uchtasining birinchisiga nisbatini olamiz va (1.32)
-(1.34) ni hisobga olib, quyidagini hosil gilamiz:

VX + V wyl\ - p vzy /T



Bu formulalar nisbiylik nazariyasida tezliklarning almashtirish qo-
nunini aniglaydi. Ular kichik tezliklarda klassik mexanikadagi tezlik-
larni go‘shish formulalasi (1.2) ga o‘tadi. Hagigatan ham V, v'x -Ce
bo'lganda

v'V [
1+ *1> V1~P2~ i
munosabatlar o'rinli bodadi. Bundan (1.35) ifoda (1.2) ga o‘tishi ko'rish
giyin emas.
Tezliklarni almashtirish formulalarini V/c ning darajalari bo'yicha

gatorga yoyib, uning birinchi tartibli hadlari bilan chegaralansak, al-
mashtirish formulalari quyidagi ko'rinishni oladi:

«, = 4+v (i-", w=«i(i-"™ ) . «,=4(1-"
Bularni birlshtirib vektor ko‘rinishda yozish mumkin:

V=vi+ V- AV (1.36)
C

Bu ifodada tezliklar V va v' nosimmetrik gatnashishi Lorentz almashti-
rishlari nokommutativligining natijasidir.

K" sanoqg sistemada moddiy nuqtaning tezligi x' o‘qiga parallel
bo‘lsa, ya'ni vx = v', Wy = vz = 0. U holda:

V¥ = v = yT+V\y » = W= B /éé%\

1+ c2

Bu ifoda nisbiylik nazariyasida parallel tezliklarni go'shish formulasini
beradi. Eynshteyn nisbiylik prinsipidan kelib chiquvchu yorugdik tez-
ligining maksimal ekanligi (1.35) va (1.37) ifodalardan yaqqol ko'rinib
turibdi. Birorta sanoq sistemada v' —c bo'lsin deb faraz gilamiz. Bu
tezlik ixtiyoriy boshqa sanoq sistemada c ga teng bodadi:

V= - ¢cy =C (1.38)

Agar biror sanoq sistemada v' < ¢ bodsa, uning tezligi ixtiyoriy boshga
sanoq sistemada yorugdik tezligidan Kkichikligicha goladi. Hagigatan
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ham K' sistemada moddiy nugtaning tezligi vl= ¢ —5 va sanoq sis-
temaning tezligi V = ¢ —e (&> 0, e > 0) bo'lsa, (1.37) dan v < ¢
ekanligini ko‘rish mumkin. Shunday qilib, har biri yorug!lik tezligidan
kichik bo'lgan ikkita tezlikning yig'indisi har doim yorug'lik tezligidan
kichik bo'ladi.

Tezlikni almashtirish formuialari (1.35) yordamida burchaklarni al-
mashtirish formulasini topish mumkin. K va K' sistemalarning koordi-
nata o'glari mos ravishda parallel bo‘lsin. K' sanoq sistemada moddiy
nugta xOy tekisligida x' o‘gi bilan 9' burchak hosil qilib v' tezlik bilan
harakatlanayotgan bo'lsin, u holda K sistemada ham harakat xOy
tekisligida sodir bo‘ladi. Tezliklarning poeksiyalarini burchaklar orqali

Vy —vV sinti'; vx = veosti, vy = vsm(
Vy

tgd =
VX

va tezliklarni almashtirish formulalaridan quyidagilarni hosil gilamiz:

C\fI~"K sin9’
Ne = —ceo5b % V- (1-39)

Bu formula nisbiylik nazariyasida burchaklarni almashtirish gonunini
beradi.

Burchaklarni almashtirish formulasini yorug'lik uchun tatbiq qila-
miz. Bu holda v = v' = ¢ ekanligini hisobga olib, (1.35) almashtirish-
larning ikkinchisidan quyidagini hosil gilamiz:

Agar K va K' sanoq sistemalarining nisbiy tezligi V -C ¢ bo!lsa.
ikkala sanoq sistemadagi kuzatuvehi uchun yorug‘lik manbayining ko'ri-
nish burchaklari orasidagi fargq A9 — 9' —9 <C 1 bo'ladi. Bu shartga
ko‘ra (1.40) dan quyidagini topamiz:

A9 = —sin#. (1-41)

Bu ifoda yorug'lik aberratsiyasi burchagini aniglovchi formuladir.®

sYoruf'lik aberratsiyasi - yorug'lik tezligining chekliligi va kuzatuvehining
yoritgichga nisbatan Yer bilan birga harakatlanishi tufayli undan kelayotgan yorig'lik
nuri yo'nalishining o'zgarishi.
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1.7 To‘rt o‘lchovli vektor va tenzorlar

Ushbu paragrafda vektor va tenzorlar hagida gisgacha ma’lumot-
larni aksariyat hollarda isbotsiz keltiramiz. Quyida keltirilgan umumiy
\arakterga ega bo'lgan ba’zi ta'rif. formula va qoidalarni R.X.Mallin
"tVlaydon nazariyasi”7 kitobidan olindi. Kengrogq ma’lumotlarni shu Ki-
tobdan yoki vektor va tenzor analizga bag‘ishlangan boshga kitoblardan
topish mumkin.

N o‘lchamli fazoda ikki koordinatalar sistemasi orasidagi to‘g‘ri va
ieskari almashtirish berilgan bo'lsin:

(1.42)
(1.43)

Bu yerda x,t(x1,x2,*== xN) va xI(x'1,x"'2,-mm x"N) funksiyalar bir
giymatli, uzluksiz, va kerakli marta differensiallanuvehi funksiyalardir.
"To‘g‘ri va teskari almashtirish yakobianlari nolga teng bo:lrnagan funk-
siyalardir.

To'g'ri va teskari almashtirish formulalari (1.42) va (1.43) ning
differensiallarini yozamiz:8

J

To'g'ri almashtirishning dx'i/ gxr koeffitsientlari bilan teskari almashti-
rishning dxJ/ gx' 1 koeffitsientlari orasida quyidagicha bog‘lanish mav-
jud:

axrdxi o_ ] dx'1dxJd _ t

ox's dxk k’ adxJ dx'k k
Agar {x1, x2,---~~"} sistemasida N ta {ai, a2, mem,a”} kattaliklar
berilgan bo‘lib, koordinatalar (1.42) formula bo'yicha almashtirganda
bu kattaliklar {a[, a2, mem aN} kattaliklarga

(1.46)

7P.X.MannvH MaingoH Haszapusicu, T..-YKutysumn. 1963.
®Yozishni soddalashtirish magsadida takrorlanuvchi - s 0 q o v indekslar ishtirok
ctganda yig'indi belgisini yozinaymiz, lekin ular bo'yicha yig‘indi olinadi.
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formula bo'yicha almashtirilsa, shu N ta kattaliklar to'plami kovari-
ant vektor deyiladi, kattaliklarning o‘zi esa uning komponentalari deb
ataladi. N o‘lchovli fazoda aniglangan skalyar funksiyaning xususiy
hosilalarinirxg to‘plami a%= dip/dxl (skalyar funksiyaning gradienti) ko-
variant vektorga misol bo'ladi. Tegishli almashtirishni bajarib, bunga
ishonch hosil gilamiz:

, _dxlI _ dxl dip _ dip j _ dip
dx'i07 dx'i dxJ dx'i 3 dx'i

Agar {x1, x2, === x"} sistemasida N ta {al, a2, me aN) kattalik-
lar berilgan bo'‘lsin, koordinatalarni (1.43) formula bo‘yicha almashti-
rilganda bu kattaliklar {0'1, a'2, mmm a N} kattaliklarga

°i= | (<)
formula bo'yicha almashtirilsa, shu N ta kattaliklar to‘plami kontravari-
ant vektor deyiladi, kattaliklarning o‘zi esa uning komponentalari deb
ataladi. (1.44) va (1.47) dan ko‘ramizki, koordinatalarning differensial-
lari ganday almashtirish gonuniga bo‘ysunsa, kontravariant vektorning
komponentalari ham o‘sha almashtirish qonuniga bo'ysunadi. Demak,
koordinatalarning differensiallari kontravariant vektor bo'lar ekan. Xu-
susiy holda sistema koordinatalarini almashtirish formulalari chizigli
bo'lganda koordinatalar to'plami ularning differensiallarining to'plami
kabi kontravariant vektorni tashkil giladi.

Kovariant va kontravariant vektorlarni bir - biridan indekslarni
yozish usuli bilan fargqlaymiz. Kovariant vektor indekslari 0‘'ng yonining
pastiga yoziladi (masalan a;, b{ va hokazo), kontravariant vektor indek-
slari esa 0'ng yonining tepasiga yoziladi (masalan al, bl va hokazo). Uch
o'Ichovli (Evklid) fazoda dekart koordinatalari sistemasida kontravari-
ant va kovariant vektorlar orasida farqg yo‘q.

Agar {ct, x,y, z} kattaliklarni to‘rt o‘Ichovli sistemada nuqgtaning
(dunyo nugtasi) koordinatalari deb garasak, ularning to‘plami yuqgorida
vektorlarga berilgan ta'riflarga asosan (Lorentz almashtirishlari chizigli
bo!lganligi uchun) kontravariant vektor bo'ladi. Uning komponentala-
rini

X°=ct, Xx1=X%x, X2=y, xXx3=12
ko‘rinishda belgilanadi. Bu kattaliklar to‘plami 4-radius-vektor deb
ataladi. Koordinata boshida va (x°, x1, x2, x3) dunyo nuqtasida sodir
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bo‘lgan ikki vogea orasidagi interval
xDh2= (x0)2- (&1)2—(x2)2—(x3)2 (1-48)

invariant bo‘lib, to'rt o‘Ichovli koordinatalar sistemasining ixtiyoriy chi-
zigqli burishlarida, xususan Lorentz almashtirishlarida, o'zgarmaydi.
Shuning uchun (1-48) ni 4-radius-vektor kvadratining ta'rifi deb gabil
gilingan.

Berilgan to'rtta kattalik (A0, A1, A2, A3) koordinatalar sistemasi
almashtirilganda 4-radius-vektor kabi almashtirilsa, bu kattaliklar to‘p-
lami to'rt o‘lehovli kontravariant vektor yoki gisgacha kontravariant 4-
vektor deyiladi. Kattaliklar esa uning komponentalarini tashkil giladi
va ular uchun Lorentz almashtirishlari quyidagi ko'rinishda yoziladi:

ao= ATORAT  A1=A"F YRR A2=A2 A3= A

(1.49)
Bu qoida bo'yicha almashinadigan vektor - Lorentz almashtirishlariga
nisbatan vektordir. 4-vektorning kvadrati (1.48) singari quyidagicha
aniglanadi:

(A)2= [AD)2- [A1)2- {A2)2- (A3)2. (1.50)

{A1,A2,A3} 4-vektorning fazoviy (uch o‘lchovli) komponentalari deyi-
ladi va uch o'lchovli fazoda koordinata o‘glarini burishga nisbatan 3-
vektordir. AO esa vaqt komponentasi bo‘lib, yuqoridagi burishlarga nis-
batan 3-skalyardir. Shu ma’noda 4-vektorni (A0, A) ko'rinishda yozish
mumkin.

Kontravariant vektor bilan bir gatorda komponentalari 4-skalyar
(1.50) ning hosilalari (Aj —d(A1)2/dA3) bilan aniglangan kovariant
vektor Kiritamiz. Bu vektorning komponentalari kontravariant vektor-
nirxg komponentalari bilan quyidagicha bogiangan:

A0 = Ag A2=-A2 A3=-A3. (1.51)
Bu belgilashlarda 4-vektorning kvadrati
AiAi = A°A0+ A1Ax + A2A2+ A3A3. (1.52)

Bu kattalik interval singari musbat (vagtsimon), manfiy (fazosimon) va
nolga teng (yorug‘liksimon) bo‘lishi mumkin.
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4-vektorning kvadrati singari ikkita 4-vektorning sakalar ko‘payt-
masini aniqglaymiz:

A*Bi = A°B0+ A1B\ + A2B2+ A3B3. (1.53)

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi 4-skalyar bo'lib. Lorentz almashti-
rishlariga nisbatan invariantdir. (1.51) ifodadan kontravariant va Kko-
variant 4-vektorlar orasida sodda bog'lanish borligini ko‘ramiz. Bu
bog'lanishni qoida sifatida ta'riflanadi: Fazoviy indekslarni (1, 2, 3)
yuqoriga ko'tarishda yoki pastga tushirishda 4-vektor komponentalari-
ning ishorasi o‘zgaradi. Bunday amal 0 indeks bilan bog‘lig bo‘lganda
vektor komponentasining ishorasi o!zgarmaydi.
Kovariant vektorlar uchun Lorentz almashtirishlarini quyida kelti-
rainiz:
a<—Y. & Al —¥- A
M= Al = I 7T A~ 0w Al o= A i A3 = A 3- (L5 4)

Tenzor tushunehasini kiritishda kovariant va kontravariant vektor
komponentalarini almashtirish qonunlari asos qilib olinadi. To'rt o‘l-
chovli fazoda T'J ko'rinishda berilgan 16 ta kattaliklar koordinatalar
sistemasi almashtirilganda ikkita kontravariant 4-vektor komponenta-
larining ko‘paytmasi singari almashtirilsa, bu kattaliklar to‘plami 2-
rangli kontravariant 4-tenzor deyiladi, kattaliklarning o!zi esa uning
kornponentalari deb ataladi. Kovariant Tl va aralash Tlj 4-tenzorlarga
kontravariant 4-tenzor kabi ta'rif beriladi. Aralash tenzorlarda Tlj va
Tji larni bir-biridan farglash lozim. Indekslarni yugoriga ko'tarishda
yoki pastga tushirishda vektorlar uchun ta'riflangan qoida bu yerda
ham o‘rinlidir. Masalan:

A0 = Aco, Am = —jsoi, A1R2= A\2, mmm

~geo = ~oo, A°l = -Am, A23——A23 mmm

Tenzor ta'rifiga ko‘ra 1l-rangli tenzor - vektor, O-rangli tenzor esa
skalyar kattalikdir. Yugqori rangli tenzorlarning ta'rifi 2-rangli tenzor-
ning ta'rifiga o‘xshaydi.

Tenzor indekslarining o'rinlarini almashtirish natijasida yana ten-
zor hosil bo‘ladi. Indekslaridan ixtiyoriy ikkitasining o‘rnini almashti-
rish natijasida mos komponentalarining son giymati va ishoralari o‘zgar-
maydigan tenzor shu ikki indeksga nisbatan simmetrik deyiladi. Masa-
lan 3-rangrli tenzor uchun TKk = bo‘lsa, u (j, k) indekslarga
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nisbatan simmetrikdir. 2-rangli tenzor simmetrik bo‘lsa, = TJ
‘hart o'rinli bo‘ladi. Ikkinchi rangli simmetrik 4-tenzorning mustaqil
komponentalarining soni o‘nta bo'ladi.

Indekslaridan ixtiyoriy ikkitasining o‘rnini almashtirish natijasida
trios komponentalarining son giymati o‘zgarmasdan, fagat ishoralari
teskariga olzgarsa, tenzor shu ikki indeksga nisbatan antisimmetrik

deyiladi. Masalan 3-ranrli tenzor uchun fnjk = —TIK] bo'lsa, u (j, k)
indekslarga nisbatan antisimmetrikdir. 2-rangli tenzor antisimmetrik
bo'lsa, T = —TJi shart o'rinli bo'ladi. Bunday tenzorning diagonal

i'lementlari nolga teng bo‘ladi. Sbuning uchun mustagil komponentala-
rining soni oltitadir.

Simmetrik yoki antisimmetrik bo'Imagan tenzor asimmetrik deyi-
ladi. Lekin ikkinchi rangli liar ganday tenzordan simmetrik va antisim-
inetrik tenzor hosil gilish mumkin. Hagigatan ham berilgan ixtiyoriy
Tij tenzordan yangi tenzor tuzamiz:

Si-jNiTii + Tji). (1.55)
Bu tenzor indekslarining o'rnini almashtirishga nisbatan simmetrikdir.
Endi o'sha T{j tenzordan yana boshqa tenzor tuzaylik:

Aij — 2 (Tij —Tjiy. (1.56)

Bu tenzor esa indekslarining o!rnini almashtirishga nisbatan antisim-
metrikdir. (1.55) va (1.56) ifodalardan quyidagini hosil gilamiz:
Tjj —Sij + Aji. (1.57)
Demalk, ikkinchi rangli har ganday tenzorni simmetrik va antisimmetrik
gismlarga ajratish mumkin ekan.
Tenzorlarning simmetriya xossasi invariantlik xususiyatiga ega: bi-

ror koordinatalar sistemasida tenzor simmetrik yoki antisimmetrik bo‘l-
sa, U bunday xossasini har qanday sistemada saglab qoladi.

1.8 To'‘rt o‘lchovli tezlik va tezlanish

Oldingi paragraf natijalariga asoslanib ikkita muhim to‘rt olchovli
vektorlarni - 4-tezlik va 4-tezlanishni aniglaymiz. Klassik fizikada bar-
cha sanoq sistemalar uchun tezlikning ta’rifi bir xil bo!lib, radius-vektor-
dan vaqt bo'yicha olingan hosila ko'rinishida yoziladi. Barcha inersial

35



sanog sistemalarda vaqt birday o'tganligi sababli hech ganday muammo
paydo bo‘lmagan. Nisbiylik nazariyasida vaqt klassik fizikadagidek
invariant emas. Turli sanoq sistemalarda vaqt turlicha o'tadi. Shuning
uchun bu goidani to‘g‘ridan to‘g‘ri tatbiq qgilib bo‘Imaydi. Klassikadagi
tezlik ta'rifini to‘rt o'lchovli tezlik ta'rifi sifatida gabul qilish uchun
4-radius-vektordan hosilani invariant “vaqt” bo'yicha olish kerak. Bu
invariantni shunday tanlashimiz kerakki, v <C ¢ bo‘lganda 4-tezlikning
fazoviy komponentalari oddiy tezlikka o'tishi kerak. Bunday skalyar
sifatida intervalning yorug'lik tezligiga nisbatini olamiz.

Yuqoridagi fikrlarga asosan kontravariant 4-tezlikni quyidagicha
aniqglayrniz:

dx1
n =
dr
bu yerda
ds (dx)2 + (dy)2+ (dz)2 v2
dT=v =v1- m

(1.58)
Natijada kontravariant 4-tezlik komponentalari uchun quyidagilarni ho-
sil gilamiz:

c dt c
u° = N (159)
- 6
dx
ul VX (1.60)
Al ~ 7%t N\ -9
\%
u2 = dy y (161)
\JI —p-dt
dz
ul3= vz (162)

y/l - & dt \J-£
Bu yerda v - moddiy nuqtaning oddiy uch o‘lchovli tezligi. Mod-
diy nuqta tezligi v <Cc bo‘lganda u[ k. vx, u2« vy, u; ~ vz bo'ladi,
ya’'ni yuqoridagi talab bajariladi. Kovariant 4-tezlik vektori indekslarni
pastga tushurish goidasiga asosan topiladi.
4-tezlik kvadrati, ya'ni o0& o‘ziga skalyar ko'paytmasi (1.59)—1.62)
ifodalarga asosan
ur, = c2. (1.63)
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Bu kattalik musbat bo‘lganligi uchun 4-tezlik vagtsimon vektor bo'ladi.
Bu xossa moddiy nuqtalar tezligi yorug'lik tezligidan katta bo‘laolmasli-
gini ko'rsatadi.

To'rt o‘lchovli tezlik singari 4-tezlanishni aniglaymiz:

. daul du
7 53 -« 4>
yoki komponentalarda
! ux X (vV)
w =7—S+ —7— 12 - (1-66)
1- c2(1-
+ (L67)
3 \'74 vz(vv)
V = 7— + — Formees S#- L68
szl_s (L68)

Xususan, V< c¢ bo‘lganda wl—vx, w2= vy va w3 = vz. Bu yerda v
va i; — dv/ di mos ravishda uch ollchovli tezlik va tezlanish.

To'rt o'Icholi fazoda 4-tezlik va 4-tezlanish bir-biriga ortogonal,
ya'ni wlUi —0. Buni (1.63) ifodadan r bo'yicha hosila olib isbotlash
mumkin.

1.9 1-bobga oid masala va savollar

1. Laboratoriya sanoq sistemasida bir joyda sodir bo’lgan ikki vogea orasi-
dagi vaqt 3 s ga teng:

(a) Raketa sanoq sistemasida bu ikki vogea orasidagi vaqt 5 sek bol-
sa, bu sanoq sistemada voqgealar orasidagi fazoviy masofa nimaga
teng?

(b) Laboratoriya sanoq sitemasiga nisbatan raketaning tezligi nimaga
teng?

2. 4-o‘lchovli hajm elementi dil bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga
o‘tganda ganday almashadi?
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10.

11.

12.

13.

Bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga o'tganda 4-o‘lchovli sim-
metrik tenzor Slk ganday qonuniyat bilan alrnashadi?

Bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga o'tganda 4-o‘lchovli anti-
simmetrik tenzor Alk gqanday gonuniyat bilan alrnashadi?

Ixtiyoriy 2-rangli tenzor T Ik ni simmetrik (SIk —Skl) va antisimmetrik
(Atk = —AKI) tenzorlar yig'indisi ko‘rinishida tasvirlang. Bunday tasvir
yagona ekanligiga ishonch hosil giling.

. Simmetrik tenzorning antisimmetrik tenzorga ko‘paytmasi doimo nolga

teng bo'lishini isbotlang.

K' sanog sistema K sanoqg sistemasiga nisbatan Ox o‘gi boylab V
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. K' da (x'0,y'0,Z0) nugtada tinch
turgan soat. tQ vaqtni ko'‘rsatayptganda K dagi (x0,y0,Z0) nuqtada
turgan soatning oldidan o!tadi. Bunda K dagi soat 1q ni ko'rsatayotgan
bo'lsin. Shu hol uchun Lorentz almashtirishlarini yozing.

. Inersial sanoq sistema K ga nisbatan K ' sistema V tezlik bilan harakat-

lanmoqda. Har bir sistemaning koordinata boshida turgan soatlar ust-

ma ust tushganda bir xil t = t' = 0 vaqtni ko'rsat,gan. Keyingi vaqt-

larda har bir sistemada huddu shunday xossali dunyo nuqtalari ganday

koordinatalarga ega bo'ladi, ya'ni har bir sistemaning qaysi nuqtasida

tux-gan soatlar t —t' vaqtni ko;rsatadi? Shu nugqtauing liarakat gqonuni

aniglang.

K" sanoq sistemaning K ga nisrnatan tezligi V ning yoTialishini ix-

tiyoriy deb 4-radius-vektor uchun Lorentz almashtirishlarini yozing.

(1.27) formulani umumlashtiring.)

K' sanoq sistemasining K ga nisbatan tezligi V ning yo'nalishini ix-

tiyoriy deb 4-vektor A1= (AO0,A1,A2,A3) = (ip, A) uchun Lorentz al-

mashtirishlarini yozing.

Inertsial sanoq sistema K ga nisbatan xuddi shunday K' sistema ix-

tiyoriy yo'nalishda V tezlik bilan liarakatlanmoqda. Shu hol uchun

tezliklarni qo!shish formulasini keltirib chigaring.

Vaqtni o'Jchash uchun xususiy uzunligi Jo boigan sterjen uchlariga
o!rnatilgan ikkita ko'zgulardan foydalaniladi (yorug'lik soati). Bunda
bir davr deb birinchi ko'zgulardan chiggan yorug‘lik ikkinchi ko'zgudan

gaytib yana birinchi ko'zguga yetib kelishi uchun ket.gan vaqtga ayti-

ladi. Yorug'lik tezligi to‘g‘risidagi postulatdan foqdalanib, tinch turgan

va harakatdagi yorug'‘lik soatlari bolyicha o‘lchangan davrlar bir-biri

bilan ganday bog‘langanligini aniglang. Soddalik uchun sterjen harakat
yo‘nalishi bolylab joylashgan deb oling.

Tinch turgan sanoq sistemada “Poezd” (A'B') ning uzunligi 10 —8,64 =
108Atto bo'lsin. U shunday uzunlikka ega bo'lgan “platforma” (>1B)

oldidan V  240000/cm/s tezlik bilan o!tmogda. “Poezd"ning boshi

(B') da va oxiri (Al da o‘zaro sinxronlashgan ikkita bir xil soat bor.

“Platforma”ning boshi (B) dava oxiri (A) da ham xuddi shunday soatlar
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

bo!lsin. “Poezd”ning boshi “platforma”’ning oxiri bilan tenglashganda
ustma ust tushgan soatlar 12 soa.t 00 min ko‘rsatsa, quyidagi savol-
larga javob bering:
(a) bu vaqgtda gandaydir sanoq sistemadagi barcha soatlar 12 : 00 ni
ko‘rsatadi deb ta'kidlash mumkinmi;
(b) “poezd”ning oxiri “platforma”ning boshi bilan tenglashganda soat-
lardan har birining ko‘rsatishi nimaga teng?
(c) poezdning boshi platformaning oxiri bilan tenglashganda soatlar-
ning ko‘rsatishi nimaga teng?
Tinch holatdagi uzunliklari lo bo'lgan ikkita chizg'ich bitta umumiy
to'g'ri chizigga parallel holda bir-biriga qarab o‘zgarmas tezlik bilan
harakatlanmoqgda. Ulardan biridagi kuzatuvchi chizg‘ichlarning o‘ng
va chap uchlarining bir-biriga to‘g‘ri kelishi orasida o'tgan vaqt At
ga teng ekanligini anigladi. Bu holda ularning nisbiy tezligi nimaga
teng? Har bir chizgichdagi kuzatuvchiga nisbatan ularning uchlari
ganday tartibda bir-biriga tolg'ri keladi? Laboratoriya sistemasidagi
kuzatuvchi uchun ganday bo!ladi?
14-masalada chizg‘iehlarning har biri boshga sanoq sistemaga nisbatan
bir-biriga qarama-garshi yo'nalishda o‘zgarmas V tezlik bilan harakat-
lanmogda. Bu holda ulardan biridagi kuzatuvchiga nisbatan ikkin-
chisining uzunligi nimaga teng?
Ikkita elektronlar dastasi laboratoriya sistemasiga nisbatan v —0,9 =c
tezliklar bilan bir-biriga garab harakatlanmoqda. a) laboratoriya, b)
elektron dastalaridan biri bilan bog'langan sanoq sitemaga nisbatan
ularning nisbiy tezligi V nimaga teng? Natijani tahlil giling.
Quyidagi tenglikni isbotlang:

| v2 1—vaje? «\J1—Vv2/c2
V c2 1+ Vv'V/c2

bu yerda v va il moddiy nugtaning mos ravishda K va K' sistemalar-
dagi tezliklari. V - K" sistemaning K sistemaga nisbatan tezligi.
Quyidagi tenglikni isbotlang:

1+ v'V/c2

bu yerda v va v' - moddiy nuqgtaning mos ravishda K va K' sistema-
lardagi tezliklari. V - K" sistemaning K sistemaga nisbatan tezligi.
4-tezlanish vektori “fazo” simén ekanligini ko‘rsating.

Yorug'lik dastasi birorta inersial sanoq sistemada dil fazoviy burchak
hosil giladi. Bu burchak boshga sistemada nimaga teng?

Maxsus nisbiylik nazariyasiga gaclion va kim tomonidan asos solingan?
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22.
23.
24.

25.

26.

27.
28.

29.
30.

Evnshteyn nisbiylik prinsipini ta'riflang.

Yorug'lik tezligi ganday xossalarga ega?

Maykelson-Morli va Kennedi-Torndayk tajribalari nima bilan farq qi-
ladi? Bu tajribalardan kelib ehigadigan asosiy xulosalar nimalardan
iborat?

Nisbiylik nazariyasida intervalga ta'rif bering. Uni klassifikatsiyalang.
Birorta sanoq sistemada ikki vogea bir vaqtda sodir bo'‘lsa, interval
ganday bo‘ladi.

Xususiy vaqtga ta'rif bering. U ganday xossalarga ega?

Lorentz alinashtirishlari (x, ict) tekisligida o‘qlarni W>burehakka bu-
rishga ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Lorentz almashtirishlaridan ganday xulosalar kelib chigadi?
4-tezlikning kvadrati c2 teng bolishi, u ganday vektor ekanligini bildi-
radi?



2-bob

Relyativistik mexanika

Oldingi bobda ko‘rib chigilgan nisbiylik nazariyasining umumiy
prinsiplari moddiy nuqta mexanikasiga tatbiq gilindi. Moddiy nuqta
yoki zarracha tushunehalaridan birday foydalanamiz. Yorug'lik tezli-
giga yagin tezliklar bilan harakatlanuvchi zarrachalar mexanikasi rel-
yativistik mexanika deyiladi. Ushbu kitob doirasida nisbiylik nazariyasi
nugtai nazaridan mexanika qgonunlarining barchasini gayta ko‘rib chi-
gishning imkoniyati yo‘'q. Shuning uchun relyativistik zarrachalarga
nisbiylik nazariyasini tatbiq gilish qanday prunsipial o‘zgarishlarga olib
kelishini o‘rganish bilan chegaralanamiz. Masalan, Nyuton inersiya
gonuni nisbiylik nazariyasida ham o'rinli bo‘lib, barcha inersial sanoq
sistemalarda bajariladi. Galiley almashtirishlariga nisbatan invariant
bol!lgan Nyuton ikkinchi gonuni Lorentz almashtirishlariga nisbatan
invariant emas. Mexanikaning bizga ma’lum bo'lgan boshga gonunlari
ham Lorentz almashtirishlariga nisbatan invariant emas. Shu sababli
bizning asosiy magsadimiz mexanika gonunlarini. relyativistik invariant
ko‘rinishda yozish va ba’zi muhim deb hisoblangan masalalarni relyati-
vistik nigtayi nazaridan ko'rib chigishdir.

2.1 Erkin moddiy nuqtaning
Lagranj fnnksiyasi

Relyativistik mexanikani o'rganishda har ganday ko‘rinishdagi ha-
rakat qonunlarini o‘rganishda universal bo‘lgan variatsion prinsip - eng
gisga ta’sir prinsipini asos gilib olinadi. Bu prinsipga asosan:

Har ganday sistema uchun A va B dunyo nuqtalari orasida
olingan shunday integral mavjudki, haqiqiy harakat uchun u
minimumga ega, variatsiyasi esa nolga teng. Bu integral ta’sir
integrali deb ataladi.

Tashqi kuchlar ta’sirida bo‘lmagan erkin moddiy nuqta uchun ta’sir
integralini aniglaymiz. Bunda nisbiylik prinsipidan kelib chigadigan
qguyidagi umumiy goidalarni asos qilib olamiz:
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1. Ta'sir integrali sanoq sistemalarga bog‘'lig bo‘lmagan invariant -
skalyar kattalik bo‘lishi kerak;

2. Birinchi qoidaga asosan integral ostidagi funksiya ham invariant
bo‘lishi kerak;

3. Integral bir karrali bo'lganligi uchun, uning ostida birinchi tar-
tibli differensial turishi kerak.
Bu talablarga javob beruvchi vaqt va fazoning birjinsliligini va fazoning
izotropligi aks ettiruvchi bitta kattalik bizga ma’lum, u ham bo'lsa,
intervalning diffensialidir. Shunday qilib, yuqoridagi fikrlarni hisobga
olib erkin moddiy nuqta uchun ta’sir integralini quyidagi ko‘rinishda
yozish mumkin

b
(2.1)
a

Bu yerda a proporsionallik koeffitsiyenti bo‘lib, uning ma’'nosi keyin
ochiladi. Integral moddiy nuqgtaning t\ va t; vaqt momentidagi ikkita
holatini aniglovchi a va b vogealar orasidagi haqiqiy harakatga mos
keluvchi dunyo chizig'i bo'yicha olinadi. Birinchidan, har ikkala vogea
bir moddiy nugta bilan bog'langanligi uchun ular orasidagi interval
vaqtsimon, ya'ni musbat bo‘ladi. Ikkinchidan, integral 4-fazodagi to‘g'ri
chiziq bo'yicha olinganligi uchun u minimumga ega bo'Imaydi aksincha
maksimal giymatga ega bo'ladi. Shuning uchun integral oldidagi minus
ishorasi ta’sir integralining minimumga ega bo'lishini ta’minlab beradi.

Ta’sir integrali (2.1) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

(2.2)

Bu yerda C lagranj funksiyasi deyiladi. Interval uchun (1.16) ifodadan
foydalanib ta’sir integralini

(2.3)

ko‘rinishda yozamiz. v moddiy nuqtaning tezligi. (2.2) va (2.3) ifo-
dalarni taqgoslab Lagranj funksiyasi uchun quyidagi ifodani olamiz:



Endi proporsionallik koeffitsiyenti a ning ma:nosini ochamiz. Mod-
diy rmqgtaning tezliginni v <C ¢ deb faraz gilamiz. Bu holda (2.4) bilan
Riiiglangan Lagranj funksiyasi klassik mexanikadagi Lagranj funksiyasi-
l.a o'tishi kerak. (2.4) ifodani v2/c2 ning darajalari bo'yicha qgatorga
yoyib v2 ga proporsional had bilan chegaralanamiz:

o’
C« —ac+ (2.5)

2c
Ihi yerda birinchi had o‘zgarmas bodganligi uchun uni mexanika kur-
nidan bizga ma’lum bo‘lgan Lagranj funksiyasining xossasiga binoan
l.ushirib goldiramiz. Ikkinchi hadni klassik mexanikadagi erkin moddiy

nuqtaning Lagranj funksiyasi

mv?2
£kl = -y (2.6)

bilan taqqoslab a = me ekanligini aniglaymiz.
Shunday qilib, relyativistik erkin zarrachaning ta’sir integrali

b 2
S ——meJ ds = —me2J \jl — dt, 2.7)
a AN
ljagranj funksiyasi
C=-mc2\IIl- ~ (2.8)

ifodalar bilan aniglanishmi topdik.

2.2 Erkin moddiy nuqtaning
energiya va impulsi

Ma’'lumki, Lagranj funksiyasidan tezlik komponentalari bo'yicha
olingan hosila impulsning mos komponentalariga teng bo'ladi. Shu
goidaga ko‘ra (2.8) dan tegishli hosilalarni olib, relyativistik zarracha-
ning impulsini topamiz:

rnvx rnvy mvy
Vx= -7 == Py= ,—-f> Py= —=2=f» 12-9)
A3? \ir S
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yoki vektor ko'rinishida

(2-'0)

Lagranj funksiyasi (2.8) va impuls ifodasidan foydalanib erkin mod-
diy nuqgtaning energiyasini aniglaymiz:

mv2 o/, v2 mc2
pv- £=-T== +mcdl--* =-= = | (2.11)

Bu munosabat juda muhim bo'‘lib, relyativistik zarrachaning tezligi
nolga teng bo‘lganda harn uning energiyasi noldan fargli va musbat
bo'lishini ko'rsatadi, ya'ni

£0 = rnc2. (2.12)

Bu kattalik zarrachaning tinch holatdagi energiyasi deyiladi va fun-
damental ma’'noga ega. Demak, (2.11) zarrachaning tinch holatdagi
va harakat bilan bog‘lig bo'lgan kinetik energiyalaridan tashkil topgan
ekan.

Sistemaning harakat gonunlarini o'rganishda Lagranj funksiyasi bi-
lan bir gatorda Gamilton funksiyasidan ham foydalaniladi. Konservativ
sistemalar uchun Gamilton funksiyasi energiyaga teng. Odatda, Gamil-
ton funksiyasi impuls orqali yoziladi. Shuning uchun (2.9) yoki (2.10)
ifodalardan tezlikni impuls orqali ifodalaymiz:

%2

V2= ~ ~ ~ 2- (2-13)
mrcr + pl

Bu ifodani (2.11) ga qo‘yib Gamilton funksiyasi uchun quyidagi ifodani
topamiz:

?i = \Jp2c2+ m2c4. (2.14)
Zarrachaning tezligi yorug'lik tezligidan juda kichik bo'lganda (2.10) va

(2.11) klassik mexanikadagi impuls va energiya ifodasiga o'tishi kerak.
Hagigatan ham ¢ — 00 da bu ifodalar quyidagi ko'rinishni gabul giladi:

p —myv, (2.15)

9 mv2
£=mc +——. (2.16)
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I'ti yerda (2.15) klassik zarrachaning impulsiga teng, (2.16) esa klassik
Miirachaning kinetik energiyasidan me2 bilan farq giladi. Bu yana bir
marta relyativistik zarrachaning energiyasi ikki gismdan iborat ekanli-
r.ini ko'rsatadi.

Shu vagtgacha bitta zarrachani ko‘rish bilan chegaralanib keldik.
Animo uning elementarligi (iehki tuzilishi) tof)‘risida gapirganimiz yo‘q.
Shu sababli yuqoridagi barcha gaplar zarrachalar sistemasi uchun ham
n'rinli bo‘ladi. Faqat buholdatezlik zarrachalar sistemasiningbirbutun
harakat tezligi va massasi esa to‘liq massaga teng deb olishimiz Icerak.
Nisbiylik nazariyasida erkin jism energiyasi, klassik fizikadagidan farqli
iavishda aniq giymatga ega va musbat bo‘ladi. Klassik fizikada energiya
uchun hisob boshi ixtiyoriy bo‘lganligi sababli u musbat yoki manfiy
bo'lishi mumkin edi.

R.elyativistik erkin zarracha impulsi va energiyasi orasidagi bog!'la-
lishni (2.10)—2.11) ifodalarga asosan quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

P - or (2.17)

Zarrachaning tezligi u-+cda (2.10)~(2.11) ga asosan uning impulsi va

energiyasi cheksizga intiladi. Ammo (2.17) bog‘lanish bu holda ham

ma’'noga ega bo'ladi. Masalan, yorug'lik tezligi bilan harakatlanuvchi

massasi nolga teng bo'lgan zarrachalar (fotén) uchun (2.17) quyidagi
ko'rinishga o‘tadi:

p=-~. (2.18)

c »

Massasi noldan fargli bol!lgan jism yorug'lik tézligiga juda yaqin tez-

lik bilan harakatlanayotgan (ultrarelyativistik) zarrachalar uchun ham

(2.18) tagriban to‘g‘ri bo'ladi. Chunki, bu holda uning tinch holatdagi

energiyasi harakat bilan bog!lig bo‘lgan energiyadan juda kichik bo‘ladi.

Variatsion prinsip orgali zarrachaning energiya va impulsini to‘rt

o'lchovli ko'rinishda aniglaymiz. Buning uchun ta’sir integrali (2.7) ni

dx
variatsiyalashda ds = dxi dxi, S(ds) — 6(dxr) hisobga olamiz:
b b b
0S ——nc | —~5(dxi) ——me f ~~~d(5xi) = —m Jj uiS(dxl).
J ds Jcdr J
a a a
(2.19)
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Bu yerda u* 4-tezlik. (2.19) ni bo'‘laklab integrallaymiz:
SS = - muibxi +mj -N6xids=0. (2.20)
ds

Eng gisga ta’sir prinsipiga asosan zarraning boshlang'ich va oxirgi nug-
talardagi holati o'zgarmas bollgan (6xl(a) = 6xl(b) = 0) trayektoriyalar
solishtiriladi. Bunga asosan (2.20) dagi birinchi had nolga teng. Dernak,
variatsiya nolga teng bo'lishi uchun

(2.21)

Bundan erkin zarrachaning tezligi to'rt o'ichovli ko‘rinishda ham o‘zgar-
mas ekanligi kelib chigdi. (2.21) erkin zarrachaning harakat tenglama-
sining to‘rt o!lchovli ko'rinishini beradi.

Energiya va impulsni to'rt o:lchovli ko'rinishda yozish uchun (2.20)
da masalan, yuqori chegarada 6xl nolga teng emas deb olamiz. Bu holda
ta’sir integralining variatsiyasi nolga teng bo'lmasdan koordinataning
funksiyasi bo'lib goladi:

ib
0S = —muitx — —muidxl (2.22)

Bu yerda yuqori chegara o‘zgaruvchi bo'lganligi uchun, natija b nugtaga
tegishli ekanligini yozish shart emas.

Ta'sir integrali singari uning variatsiyasi ham invariant - skalyar
kattalik bo'lganligi uchun (2.22) ifodaning o‘ng tomoni ham skalyar
bo'lishi kerak, ya'ni ikki 4-vektorning skalyar ko‘paytmasiga teng bo;li-
shi kerak. Sx14-vektor bo'lganligi uchun

pl =mul (2.23)

ham to'rt o'ichovli vektor bo'ladi. (1.59)-(1.62) va (2.11) ifodalarni
inobatga olsak, bu vektorning vagt komponentasi energiyani yorug'lik
tezligiga nisbatiga, golgan uchtasi esa uch o'ichovli impulsga teng ekan-
ligini aniglaymiz. pl kontravariant 4-impuls deyiladi:

(2.24)
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Shunday qilib, relyativistik mexanikada zarrachaning energiyasi va
mipulsi bitta 4-vektorning komponentalari ekan. To‘rt o‘lchovli fa-
yoda aniglangan har ganday 4-vektor uchun yozilgan (1.49) Lorentz
nimashtirishlariga asosan energiya va impuls uchun almashtirish for-
iiiulalarini yozamiz:

e _S' + Vp'x _p'X+ %E’ , ,
Px~ sjl - "' pY~~pY Pz PZz' (2-25)

I'lrkin zarracha 4-impulsining kvadrati p’'pi = £ —p2 —m?%? invariant
kattalikdir.

Kuchning oddiy ta'rifiga o'xshash 4-kuch vektorini kiritamiz:

= —— =m—— = mm. (2.26)

Bu yerda wl 4-tezlanish vektori. (1.65) - (1.68) formulalardan foy-
dalanib 4-kuch vektorining koxnponentalarini yozamiz:

= - (227)
a = = (2 28)
N = 2>

F3 = .1 --*%:yr'p - (2.30)

Bu vektorning vaqt komponentasi (2.27) kuchning bajargan ishi bilan
bogllig. F = dp/dt oddiy uch o‘lchovli kuch. 4-kuchning komponen-
talarini birlashtirib yozish rnimkin:

r (2-31)

Kuch masalasi ustida yana to‘xtalib o‘tamiz. Relyativistik impuls
ifodasi (2.10) tezlikning moduliga va yo‘nalishiga bog'liq bo:lganligi
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uchun kuch ham ikki gismdan iborat boladi. Tezlik fagat yo‘nalishi
bo‘yicha o;zgaradi deb faraz gilamiz. Bu holda kuch

dp m dv
(2.32)
Tezlikning fagat kattaligi o‘zgarayotgan bolsa. kuch
dp m dv 533
dt 3 dtt’ (2:33)

Agar tezlikning ham yo'‘nalishi, ham kattaligi vaqtga bogliq bolsa,
kuch quyidagicha aniglanadi:

d mv m dv v d me
/ +

m dv v df
v2 dt c2 dt

Bu yerda (2.11) va (2.27) ifodalarni inobatga oldik. (2.34) ifodadan
foydalanib klassik ma’nodagi tezlanish a = dv/di ni kuch orqali ifo-
dalash mumkin:

dv 1

2.35
dt m ( )

Agar v «c bolsa, fi=f2~F= dp/dt, a= F/m.

2.3 Zarrachalar sistemasining
mexanikasi

Shu vaqtga qadar bitta zarracha masalasini kolrib chigish bilan
cheklandik. 0 ‘zaro ta’sirlashuvchi elementar zarrachalardan tashkil
topgan relyativistik sistema uchun mexanika gonunlarini o‘rganish juda
murakkabdir. Ammo, ba’zi sodda hollarda zarrachalar sistemasi uchun
bir gator umumiy qonunlarni aniglash mumkin.
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Masalan, zarrachalar sistemasida sodir bo'ladigan ichki jarayon-
larni va uning fazoviy o‘lchamlarini e’'tiborga olmasdan bir butun holda-
gi harakatini o'rganish mumkin. Bunda sistemani bitta zarracha bilan
almashtirish kerak bo‘ladi. Bu bolda (2.17) va (2.12) kabi sistemaning
energiyasi £, impulsi P va M massasi orasidagi bog‘lanishlarni yozish
mumkin:

P = £ = Me2. (2.36)

Bu yerda V sistemaning bir butun holdagi harakat tezligi.

Umumiy holda zarrachalar sistemasining energiya va impulsini alo-
hida olingan zarrachalarning mos kattaliklari orqali yoki energiya va
impuls orasidagi umumiy munosabatni aniglab bo‘lmaydi. Bu yerda
asosiy muammo zarrachalarning o‘zaro ta’sir energiyasini hisobga olish
bilan bog!ligdir. Shu sababli ushbu kitobda zarrachalar sistemasining
harakatini:

1. 0 ‘zaro ta’sirlashmaydigan relyativistik zarrachalar sistemasi;

2. Bir biridan yetarlicha katta masofalardagi relyativistik zarracha-
lar sistemasi; .

3. Kuchsiz elektromagnit maydon ta’sirida bo‘lgan zarrachalar sis-
temasi kabi sodda modellar misolida o'rganamiz.

0] ‘zaro ta'sirlashmaydigan zarrachalar sistemasi uchun energiya va
impuls additivlik xossasiga ega:

= (2.37)

P-Ep. = (2.38)
a=1

Bu yerda a-zarrachalarga tegishli indeks, N zarrachalar soni. Zarracha-
lar o‘za.ro va tashgi maydon bilan ta’sirlashmaganligi uchun har bir
zarrachaning tezligi o'zgarmas bo'ladi. Bundan har bir zarracha va
sistemaning energiya va impulsi o‘zgarmas bog'lishi kelib chigadi
Sistema energiyasi va impulsi ifodalaridagi har bir had alohida
olingan zarrachaning energiya va impulsi 4-vektorni tashkil giladi. 4-
vektorlarning yig'indisi yana 4-vektorni hosil qilishini hisobga olsak,
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sistemaning to'liq 4-impulsini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

p'=T.A- (2.39)

Bu yerda pava P | mos ravishda alohida olingan zarracha va zarrachalar
sistemasining 4-impulsi.
Sistema 4-impulsining 0‘z - o0'ziga skalyar ko‘paytiramiz:

PiP;= -5- P2= M2c2. (2.40)

Bu kattalik birinchidan, invariant, ikkirichidan sistema berk bo‘lganligi
uchun uning ichki tarkibiga bog'liq bo'Imaydi. Shuning uchun berk
sistemadagi zarrachalarning o'zaro ta’sirlashishlari bu kattalikka ta’sir
gilmaydi. Ya'ni

(2.41)

Bu yerda £, P va £*, P * mos ravishda sistemada zarrachalarning
to‘gnashishiga gqadar va to'gnashgandan keyingi energiya hamda im-
pulsi.

Relyativistik zarrachalar mexanikasiga xos boigan yana bir masala-
ni ko‘rib chigamiz. Zarrachalar sistemasining gandaydir K sanoq sis-
temasida impulsi P va energiyasi £ bo'lsin. Shunday sanoq sistemasini
ko'rsatish mumkinki, unda zarrachalar sistemasining impulsi nolga teng
bo‘lsin. Buni shartli ravishda “inersiya markazi” yoki gisqacha im~
sanoq sistema deb ataladi. K sanog sistemaga nisbatan uning tezligi
y(i.m) bo'jgjn Soddalik uchun bu tezlikning yo!nalishi K sistemaning
X o‘qgiga parallel deb olinadi. Bu holda 4-impuls komponentalari uchun
Lorentz almashtirishlari quyidagicha yoziladi:

SESVAPX (2.42)
y
A ‘ (2.43)
=Py = 0) p(im) =pz=o0 (2.44)



Bu yerda B = V~'m”/c. Yuqoridagi almashtirish formulalarining ikkin-

chisidan )
y{im) = pxC2/£ (2.45)

kelib chgadi. Agar im-sanoq sistemaning tezligining yo'!nalishi K sis-
temaga nisbatan ixtiyoriy bollsa, (2.45) quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

(2.46)

Nisbiylik nazariyasida klassik mexanikadan farqgli o‘laroq inersiya mar-
kazi tezligini inersiya markazi radius-vektoridan vaqt bo'yicha hosila
ko'rinishida yozish mumkin emas. Hagigatan ham (2.46) ni hech gan-
day kattalikning vaqt bo'yicha hosilasi ko‘rinishida yozib bo:Imaydi.

(2.41) ifodani ¢m-sanoq sistemasida yozib, yana bir muhim xulosaga
kelamiz:

(2.47)

Inersiya markazi sanoq sistemasida to‘lig impuls nolga teng bodganligi

dalarni taqgoslab
(2.48)

hosil gilamiz. Bundan M mai }'a’'ni sistemaning to'lig massasi alo-
hida olingan zarrachalar massalarining yig'indisiga teng emasligi kelib
chigadi. Shunday gilib, massa saglanmaydigan kattalik ekan. Zarracha-
lar sistemasi to‘g‘risida jiddiy farazlar gilmasdan boshga ma’'lumotlarni
olib bo'Imaydi.

Klassik mexanikada yopiq sistemalarda vaqt va fazoning bir jins-
liligini aks ettiruvchi energiya va impulshing saglanish gonuni bilan
bir gatorda fazoning izotropligini aks ettiruvchi impuls momentining
ham saglanish gqonuni mavjud. Impuls momenti vektor kattalik bo‘lib,
quyidagicha aniqlanadi:

(2.49)
a

Bu yerda ra va pa zarrachaning radius-vektori va impulsi. Yig‘indi
sistemani tashkil giluvchi barcha zarrachalar bo‘yicha hisoblanadi.
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Nisbiylik nazariyasida impuls momenti tushunchasini Kiritamiz.
Buning uchun 4-fazoda koordinata o‘qglarini cheksiz kichik burchakka
buramiz. Zarrachalarning 4-fazodagi koordinatasining o'zgarishil

xH- x1 = 5xi = xkOVKki. (2.50)

Bu yerda 5”kz - i va k o'glarning burilish “burchagini” aniglovchi chek-
siz kichik kattaliklar bo‘lib, antisimmetrik tenzorni tashkil giladi. Oxirgi
tasdigni isbotlash uchun 4-radius-vektorning kvadrati o'glarni burishga
nisbatan invariant ekanligidan foydalanamiz:

xIxi = xIX\ — (x* + xkOVh ){xi + x k5tyki) =
x*xi + 2xixkd'yki + xkx ko y kid'&ki. (2.51)

Bu yerda oxirgi had ikkinchi tartibli cheksiz kichik migdor bo‘lganligi
uchun hisobga olmaymiz. Shunday qilib, (2.51) teniik o'rinli bo'lishi
uchun
XiXkSV* = 0 (2.52)

nolga teng bo'lishi kerak. Simmetrik tenzorning antisimmetrik ten-
zorga ko‘paytmasi doimo nolga tengligidan (1.6-masalaga garang) va
XjXk simmetrik tenzor bo‘lganlidan 5~ki = —57ik antisimmetrik ten-
zor ekanligi kelib chigadi. Bu xossasi indekslardan birini ko‘tarishda
ham saglanadi: 5~kj = —S'& k. Shunday qilib, bu tenzorning 6 o‘zaro
bog‘lig bo‘lImagan elementlari bo'lganligi uchun 4-fazoda o'qlarning olti-
ta kombinatsiyasi bilan bog'langan burishlar bo'ladi: {0,1; 0,2; 0,3} -
psevdo burilishlar va {1,2; 1,3; 2,3} - haqiqiy burilishlar2.

0 ‘glarni burishda ta’sir integralining o'zgarishi (2.22) ga asosan
quyidagicha yoziladi:

= =Y I~rx™ K= = s™kiYlIplxk. (2.53)
Bu yerda 6~ sistemadagi barcha zarrachalar uchun bir xil bo'lganligi
sababli yig‘indidan tashqgariga chigardik. Bu tenzorning antisimmetrik-
ligidan foydalansak, (2.53) ni ikkita antisimmetrik tenzorlarning ko!-
paytmasi ko'rinishda yozish mumkin:

(5 = 1 6*ki J2(Pixk ~ Pkxi)e (2.54)

'To'rt o'lchovli kattaliklarda zarrachalarga tegishli indeksiarni yozmaymiz. Bu
indekslarni zarur bo'lganda uch o‘lchovli kattaliklar uchun tiklaymiz.

2Maydonlarning kvant nazariyasida psevdo burilishlar ichki moment (spin)
momenti, hagigiy burulishlar esa orbital moment bilan bog!langanligini ko'rish
mumkin.
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Sistema zarrachalarining 4-radius-vektori va 4-impulsi orgali aniglanuv-
chi antisimmetrik tenzor Kiritamiz:

M ik = ~2{f>ixk - pkxi). (2.55)

Bu 4-impuls momenti tenzori deb ataladi. Bu tenzorni komponenta-
larda yozib chigamiz:

f O Mx My Mz \
-M X 0 Mz -My
-My —Mz O M Xx

\-Mz My —Mx 0 )

Mij = (2.56)

yoki shartli ravishda ikki vektorning to‘plami sifatida yozish mumkin:
M ik = (2.57)

Bu yerda M - (2.49) formula bilan aniglanadi va uch o‘lchovli fazoda
zarrachalar sistemasining impuls momentini beradi. M. esa (2.55) ga
asosan quyidagi ko'rinishni oladi:

M=  (Pa- ~"f) = 79'59)

Bu ifodadan bevosita vaqt bo‘yicha hosila olib, saglanuvchi kattalik
ekanligini ko‘rish mumkin.

Berk sistemalarda to'lig energiya saqlanishidan foydalanib (2.58)
ifodanini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

NN - ¢ 2t™ ]| T = const. (2.59)

Bu yerga birinchi had
(2.60)

Birorta fizik kattalikning markazini aniglash ta’'rifiga asosan (2.60) siste-
maning “energiya” markazini aniglashi kerak, lekin bunday tushuncha-
ning ma’nosi yo‘q. Boshga tomondan zarrachalarning tezliklari yorugkt
lik tezligidan juda kichik bo'lganda £a ~ mac2 bo'lganligi uchun bu
ifoda klassik ma’'noda inersiya markazi radius-vektoriga teng bo'‘ladi.
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Umuman olganda (2.60) ifoda bilan aniglangan kattalik inersiya mar-
kazi radius-vektorining relyativistik ta'rifi bo‘ladi. Bu radius-vektor
bilan aniglangan nugta
N=c2C|a (2.61)
ILj
o'zgarmas tezlik bilan harakat giladi.

Yuqorida (51- betga garang) ta’'kidlaganimizdek (2.60) dan vaqt
bo'yicha olingan hosila sistemaning inersiya markazining tezligiga teng
bo‘lImaydi. Bundan tashgari, R hech ganday 4-vektorning komponen-
talari bo'la olmaydi. Shu sababli bir sanog sistemasidan ikkinchisiga
o‘tganda uning o‘zgarishi Lorentz almashtirishlari bilan aniglanmaydi.

2.4 Relyativistik zarrachalarning
parchalanishi

Zarrachalarning to‘gnashish, sochilish va yemirilish masalalari ele-
mentar zarrachalar fizikasida, qattiq jism fizikasida, plazmada va boshga
bir gator masalalarda muhim ahamiyatga ega. Bu yerda yuqoridagi
masalalarni klassik nuqgtai nazardan o‘rganamiz.

Birinchi navbatda zarrachalarning tashqi ta’sirsiz o‘z-o‘zidan (spon-
tan) parchalanish masalasini ko‘rib chigamiz. Zarrachalarning o'z -
o0‘zidan parchalanishi mikro dunyoga xos bo‘lib klassik fizikada kuza-
tilmaydi. Bu hodisa levant mexanika gonunlari o'rinli bo‘lgan mikro
dunyoda, ya’'ni elementar zarrachalar yadro fizikasida muhim ahamiyat
kasb etadi. Bu masala va keyingi mavzuda ko:rib chigiladigan relyativis-
tik zarrachalarning elastik to‘gnashishi masalasi mikro dunyo qonunlari
asosida levant fizikada to‘la o‘rganiladi. Bu yerda relyativistik zarracha
gandaydir sabab bilan 0‘z- o'zidan parchalanadi deb faraz gilamiz va bu
masalani klassik mexanika doirasida ko'rib chigamiz. Bu o'z navbatida
ushbu masalani kvant mexanikada o;rganishga zamin yaratadi.

Boshlang'ich vaqtda tinch turgan massasi M bo'lgan zarracha o!z-
o!zidan massalari m\ va m2 bo!lgan ikkita zarrachaga parchalansin. Bu
jarayon uchun energiya va impulsning saqlanish gonunlarini yozamiz:

Me2= £\g+ £20, Pio+ P2 = (2.62)

Bu yerda £10, p10 va £20, P20 parchalanish natijasida hosil bo'lgan
zarrachalarning energiya va impulslari. (0 zarrachaning tinch holatdagi
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va kinetik energiyalardan tashkil topganligini va kinetik energiya noldan
katta ekanligini hisobga olsak,

£10 > mie2, £20 > m2c2. , (2.63)
Bu ifoda va energiyaning saglanish gqonunidan
M > mi+ m2 (2-64)

ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, zarracha o0‘z-o‘zidan parchalanishi
uchun (2.64) shart bajarilishi kerak ekan. Aks holda ushbu parcha-
lanishga nisbatan boshlang‘ich zarracha bargaror bo‘ladi. Bu holda
zarracha parchalanishi uchun tashgaridan unga ta’sir gilish kerak. Bu
misolda massa saglanmaydigan kattalik ekanligiga yana bir marta
ishonch yosil qgildik. Bu holat ikki zarrachaning birlashish (sintez reak-
siyasi) jarayonlarida ham o‘rinli bo'ladi.

Hosilaviy zarrachalarning impuls va energiyalari uchun quyidagi
tengliklarni yozamiz:

b = p2 02—f21f4<72 f2124 10
PIO = P20> S1Q= PIQc + mlc . £20- PIOc + ma2c m (2-65)

Ushbu ifodalardan va (2.62) dan hosilaviy zarrachalarning energiyalar-
ini massalar orqali aniglaymiz:

- M3 m2—m22 ¢ 8, 2 m2
£io = 26 "ox ¢2, £20 = c2. &2.66)

2M
Yugorida ta’kidlaganimizdek, zarrachaning parchalanishi yadro”fizi-
kasida muhim ahamiyat kasb etadi. Shuning uchun olingan umumiy
natijalarni yadrolarning bargarorlik shartini klassik nuqtai nazardan
topishga tatbiq gilamiz. Protonlar soni Z, neytronlar soni A —Z (Z
- atom nomeri, A - massa yoki nuklonlar soni) bo‘lgan yadroni ko'rib
chigamiz. Yadroda proton va neytronlar katta kinetik energiyaga ega.
ammo ular orasidagi kuchli tortishish (yadro) kuchlari yadroning bar-
garorligini ta’minlaydi. Shunday yadrolar mavjudki, ular o‘z-o‘zidan
parchalanadi. Bunday yadrolar radioaktiv deyiladi. Yadroning tinch
holatdagi energiyasi (Me2) uni tashkil gilgan zarchalarning tinch ho-
latdagi energiyasi "ilaC2 va ichki harakat energiyalarining yig‘indisi-

dan iborat bo'ladi. Yadro bargaror bo'lishi uchun

Me2<J2m ac2 (2.67)
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shart bajarilishi kerak.
Ame2 —"2 mac2—Me2 (2.68)

bog'lanish energiyasi deyiladi. Agar bog'lanish energiyasi musbat bo!lsa,
yadro bargaror bo‘ladi. Aks holda yadro bargaror bo‘lImaydi va u o‘z-
o‘zidan bo'‘laklarga parchalanib ketadi.
Bog'lanish energiyasi bilan bir gatorda yadroning bargarorlik shar-
tini defekt, massa
(2.69)

orgali harn aniglash mumkin. Defekt massa musbat bo‘lganda yadro
bargaror bo'ladi, manfiy bo‘lsa, yadro bargaror bo‘Imaydi.

Biz yadrolarning bargarorligini klassik fizika nuqtai nazardan ko'rib
chigdik. Umuman olganda, yadroning barqarorligini aniglash uchun
yugorida olingan shartlar yetarli emas. Bu masala ancha murakkab
bo‘lib, kvant fizikada u o'zining yechimini topadi.

Zarrachalarning o'z - oz’idan parchalanishidan tashgari boshqga ja-
rayonlar ham mavjud. Bunday jarayonlarga zarrachalarning ichki hola-
tini o'zgarishiga olib keluvehi noelastik to'gnashishlar misol bo‘la oladi.
Bunday jarayonlarda yangi zarrachalar tug'ilishi (parchalanish reak-
siyasi) yoki bir nechta boshlang'ich zarrachalar qo'shilishi (sintez reak-
siyasi) mumkin.

Laboratoriya sistemasida massasi m\ va energiyasi E\ bo‘lgan bi-
rinchi zarracha tinch turgan massali zarracha bilan to‘gnashish
masalasini ko'rib chigamiz. Zarrachalarning boshlang'ich momentdagi
to'lig energiyasi £ — £\ + £2 — £\ + m2c2. to'lig impulsi esa P =
Pi + P2 = Pi ifodalar bilan aniglanadi. Ikkala zarrachani bir butun
murakkab sistema deb gqaraymiz. Ma’'lumki, bunday sistemaning tezligi
(2.61) ifoda bilan aniglanadi:

Bu kattalik to‘gnashuvchi ikkita zarracha inersiya markazining I- sis-
temaga nisbatan tezligiga teng.
Sistemaning umumiy massasini (2.47) ifoda yordamida topamiz:

2rri2fi
1

= m\+m\- > m2+m2 |

2.71)
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Bu yerda massani gaysi sanoq sistemada turib hisoblashning farqi yo‘g-
ligidan foydalandik. Sistemaning massasi alohida olingan zarrachalar
massalarining yig'indisidan katta ekan. Demak, bunday sistema bar-
garor bo‘lmaydi. Hagigatan ham bu ikkita zarrachani bir butun sis-
tema deb garaganimiz bilan to‘gnashuvdan yetarlicha oldingi va keyingi
vagtlarda ular bir-biri bilan ta’sirlashmaydigan erkin zarraehalardir.

2.5 Relyativistik zarrachalarning elastik
to‘gnashishi

Klassik fizika doirasida ikki zarrachaning elastik to'gnashish ma-
salasini ko:rib chigamiz. Zarrachalarning massalari m\ va mj bo'lsin.
Ularning energiya va impulsini to'qnashishgacha p{, £\, p2, £2 va to‘'g-
nashishdan keyin p[, £[, p2, £¢ bilan belgilaymiz.

Bu jarayon uchun energiya va impulsning saglanish qonunlari to‘rt
o‘lchovli ko‘rinishda quyidagicha yoziladi:

P\+PI=PUPI (2-72)

yoki uch o‘lchovli ko'rinishda quyidagicha yozish mumkin:

P\ + P2 = Pi + P2 (2-73)
Ei+£2=£i + £2- (2.74)

Energiya va impulsning saglanish gonunlari to‘gnashish jarayonini ifo-
dalovchi barcha kattaliklarni topish uchun yetarli.
/-sistemada uchib kelayotgan
birinchi zarracha tinch turgan ik-
kinchi zarracha (p2= 0, £2 —m2c2)
bilan to‘gnashish masalasini ko‘rib Pimi_
chigamiz (2.1-rasm).
Ikkinchi zarrachaning to‘gna-
shishdan keyingi energiyasini ikkala
zarrachaning to‘gnashishgacha bo‘l- 2.1-rasm: Ikki zarrachaning elastik
gan energiyalari va uning to'qnash- to‘gnashish diagrammasi.
gandan keyingi uchish burchagi ®
orgali topamiz. Buning uchun avval yordamchi ifodalarni hosil gilamiz.
Saglanish gonuni (2.72) ni quyidagi ko‘rinishlarda yozib olamiz:

PI=P\+P2+PI (2-75)
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Bu 4-vektorni o'z - o‘ziga skalyar ko'paytiramiz. Bunda

Pi'Pii = PiPii = mIC2, p\p2i = p2P2i = m2c2,

i N2 N £212 /

i,
PIP2i = —J- - P1P2 = ¢(Im2, P2P2i=T, —P2P2="2"2,

‘ i Erg2 i ENE'Y [ .
PIP2 = 72 PIP2= -~T ~PIP2/Sip,
ekanligini inobatga olib quyidagini hosil gilamiz:
—(Ex + T2 Q)(E'2- m2c2) + ¢1P\I>2cos \B=0- (2.76)

Bu yerda impuls modullarini energiya va massalar orqali yozamiz:
Plc= €\jEi -m~c4, p2=\ji£'2- mEé.

Bu ifodalarni (2.76) ga go‘yamiz va hosil bo'lgan tenglamani ££ éa
nisbatan yechib quyidagini olamiz:

AE' = . (2.77)
(E\ + TTI2C2) — (£x2 — TT1Tr”c4) COS2

Bu yerda A£'2 —£2 —rmri2Q ikkinchi zarrachaning to‘gnashish natijasida
oigan energiyasi. Zarrachalarning pesh tol!gnashishida, ya'ni ip = 0 yoki
T bollganda A£'2 maksirnumga erishadi. Bu hol ucliun (2.77) ifodani
birinchi zarrachaning impulsi orqgali yozamiz:

(A£2)max = e m2c2. (2.78)

Shunga 0‘xshash £[ uchun ifodani topish mumkin. Bu ifoda juda
katta bo!lganligi uchun bu yerda keltirmaymiz.

Endi olingan natijalarni xususiy hollarda ko‘rib chigamiz:

1 Uchib kelayotgan birinchi zarracha og'ir, tinch turgan ikkit
zarracha esa yengil bo'lsin. Bundan tashqgari, tushayotgan zarrachaning
tezligi g'oyatda katta bo'lsin. Ya’'ni m\ MRvap\c» m\c2. Bu holda
(2.78) dan quyidagini hosil gilamiz:

(AE'2)max = —z----o- R N2 m” 2- (2.79)
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Tushayotgan zarrachaning impulsi g'oyatda katta ekanligini (2.79) da
m,2c2 mi_ o, L,

mobatga olsak, ya'm p, 3>-------= — _m\c shart bajanisa, ikkinchi
m2c m2

zarrachaga berilgan maksimal energiya birinchi zarrachaning energiyasi-
ga taxminan teng bo!ladi:

(A8'2)max » pic. (2.80)

2. Uchib kelayotgan birinchi zarracha yengil, tinch turgan ikkinchi
zarracha esa og'ir bo'lsin. Bundan tashqari, tushayotgan zarrachaning
tezligi g'oyatda katta bollsin. Ya’'ni m2 » m\ va p\c rm\c2. Bu
holda (2.78) dan quyidagini olamiz:

<81>

Agar p\¢c m2c2 o'rinli ekanligini hisobga olsak:
(AN)mM « Plc. (2.82)

Yugoridagi natijalardan, relyativistik mexajnikada katta impulsga ega
bo‘lgan zarrachalarning elastik sochilish gonunlari norelyativistik me-
xanikadagidan jiddiy farq gilishini ko‘rish mumkin. Tushayotgan zarra-
chaning impulsi juda katta bo'lganda massalar nisbati ganday bo'li-
shidan gat’iy nazar tushayotgan zarrachaning energiyasi boshlang‘ich
vagtda tinch turgan zarrachaga butunlay uzatiladi. Norelyativistik
mexanikada esa bunday jarayonda energiyaning kichik gismi uzatilishini
eslatib o'tamiz.

Yugoridagi kabi boshqa xususiy hollarni ham ko‘rib chigish mum-
kin. Xususan, pic< mic2 va p2c <Cm2c2 bo‘lgan hoi uchun (2.78)
formuladan ikkinchi zarrachaga uzatilgan energiya norelyativistik me-
xanikadagi bilan bir xil ekanligini aniglaymiz:

(A8 2mex « 4 ™ . (2.83)
Bu yerda jj, = m\m-;/(m\ + m2) keltirilgan massa.
3. Olingan natijalarni foton uchun tatbiqg etamiz. Bu holda uchib

kelayotgan zarrachaning rnassasi nolga teng va uning boshlang‘ich ener-
giyasi 8 = pic. lkkinchi zarracha oigan energiyani topish uchun (2.78)
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ifodada m\ = 0 deb olish kifoyadir. Birinchi zarrachaning to‘gnashgan-
dan keyingi energiyasi bu holda sodda kcrrinish oladi:

EL= el —coskly + g M2 (284)

Sochilishning umumiy nazariyasini im-sanoq sistemasida ko'rib chi-
gamiz. Bu holda har ikkala zarrachaning impulslari kattalik jihatidan
teng va garama-garshi yo'nalgan bo'ladi, ya'ni pw = —p2 = Po- Bu
yerda indekc “0” kattaliklar ¢m-sonoq sistemasiga tegishli ekanligini
ko'rsatadi. Energiya va impulsning saqlanish gonunlariga ko'ra zar-
rachalar to'gnashgandan keyin impulslarning modullari o'zgarmaydi,
faqat yo'nalishlari o'zgaradi. To‘gnashgandan keyin impulslarning bu-
rilish burchagi x sochilish burchagi deyiladi. Bu burchak sochilish
nazariyasida muhim rol o‘ynaydi va sochilishni to'lig aniglab beradi.

Inersiya markazi sanoq sistemasida zarrachalarning sochilgandan
keyingi energiyalarini sochilish burchagi orgali topamiz.Buning uchun
saglanish qonuni (2.72) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

Pi= P\+P\ -Pi- (2.85)

Ushbu 4-vektorning kvadratga oshiramiz. Bunda har bir had ikki 4-
vektorlarning skalyar ko'paytmasi bo‘lganligi uchun invariant bo‘ladi.
Shu sababli uni gaysi sanoq sistemada ochining farqi y’'oq. p\p'n ni irri-
sistemada, qolganlarini /-sitemada ochamiz. Bir gator sodda amallarni
bajarib, sochilgandan keyin zarrachalar energiyasining o'zgarishi uchun
quyidagi ifodani olamiz:

ASi -Afj- .m Zt f 14 (2.86)
2 1 mlc2+ m2c2+ 2m2Ei

Bundan ko'rinib turibdiki, shochilishda zarrachalar energiya almashishi
X = # da maksimum bo'ladi:

AE' —-AfL" - ~m2c4)
2 max fiolmm m 2@+ m 2@+ 2m2£i ( '

Birinchi zarrachaning to‘gnashishgacha va undan keyingi kinetik ener-
giyalarining nisbati

£imin-mic2 = (mi - m2)2c2
£i —mie2 m~c2+ m2c2+ 2m2Ei’
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Kinetik energiyalarning nisbati boshlang‘ich energiyaga bog'liq ekan.
Zarrachaning tezligi kichik bo‘lsa, (E\ mie2+ m\v2/2), (2.88) fagat

massalarga bog‘liq bo‘lgan o'zgarmasga intiladi: ( —— — . Bu kat-
g gliq g zg ga intiladi &mi " m2/] u
talik klassik natija bilan mos tushadi.

Zarrachaning energiyasi katta bo‘lganda (E\  m\c2) (2.88) nisbat
nolga Intiladi. Bu holda energiya o'zgarmasga intilishini ko‘rsatish

munkin:
, _ {m2+ m2)c2

1 2m2

Natijalarni xususiy hollarda ko'rilsa, yuqoridagi natijalar tasdigla-
uadi.

2.6 2-bobga oid masala va savollar

Relyativistik zarrachaning impulsini energiyasi orgali ifodalang.

Relyativistik zarrachaning tezligini impulsi orgali ifodalang.

Massasi m bo'lgan zarrachaning energiyasi £ ga teng. Shu zarrachaning

tezligini toping. Norelyativistik va ultrarelyativistik hollarni alohida

ko'rib chiging.

4. Zarrachaning kinetik energiyasini tezlik va impuls orgali mos ravishda
vd/c4 va p4/m 4c4 aniglikda tagribiy ifodalang.

5. Elektronning energiyasi a) elektron lampada 300 eV, b) sinxrotronda
300 MeV, c) protonniki sinxrosiklotronda 680 MeV, d) sinxrofazo-
tronda 1 GeV bo'lsa, bu zarrachalarning tezliklari nimaga teng?

6. K" sanoq sistema K sanoq sistemaga nisbatan V tezlik bilan harakat-
lanmogda. m massali zarracha K' sistemada £' energiyaga ega, uning
tezligi v' esa V bilan 6 1burchak hosil giladi. K sistemada zarrachaning
impulsi va V orasidagi burchak 9 ni toping. K sistemada zarrachaning
energiyasini £', 0’ yoki v', 9' orqali ifodalang. Xususan, ultrarel-
yativistik {£  me2, V « ¢) holni ko'ring. Burchaklar ganday shartni
ganoatlantirganda tg#' « [tg(0/ 2)]/7 tagribiy formuladan foydalanish
mumkin?

7. Ta'sir integrali (2.7) ni variatsiyalab erkin zarrachaning harakat teng-
lamasini keltirib chigaring va natijani (2.20) bilan tagqoslang. Ta'sir
integralida Lagranj funksiyasi (2.8) bilan aniglangan.

8. Uch o:lchovli impulslar fazosida hajm elementi d;p bir inersial sanoq
sistemasidan ikkinchisiga o'tganda d3p£' = d3o '£ . ko'rinishdagi qo-
nuniyat bilan almashishini ko'rsating.

9. Laboratoriya sistemasida V (V][]X) tezlik bilan harkatlanayotgan zarra-

cha ikkita zarrachaga parchalanadi. Hosilaviy zarrachalarning harakat

yo'nalishlari bilan V orasidagi burchaklarni ularning energiyalari orgali
ifodalang.

WN P
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10.
11

14.

15.

16.

17.

18.

24,

25,

9-masalani ikkita 7 kvantga parchalanuvchi 7 mezonga tatbiq giling.
Qandaydirdir zarracha mi, m2 raassali zarrachalargaparchalanadi. Taj-
ribadan hosil bo'lgan zarrachalar impulslarining kattaligi p\. peva ular-
ning harakat yo‘nalishlari orasidagi burchak 9 ma'lum bollsin. Bosh-
lang'ich zarrachaning massasini aniglang. Natijani n —fi + v sxema
bo'yicha parchalangan zaiyadlangan 7r-mezon uchun tatbiq qiling. ir-
mezon parchalanishga gadar tinch turgan va parchalanishdan so'ng (-
mezonning impulsi p —29.8 MeV. = 105,7MeV, m,, = 0.
Masasi m va impulsi p bo‘lgan zarrachaning parchalanishi natijasida
hosil bo'lgan ikki zarrachalardan birining massasi mi, impulsi pi va
uchib chiqgish burchagi A\ ma’lum bo'lsa, ikkinchi zarrachaning massasi
nimaga teng bo'ladi?

Massasi mi va tezligi v bollgan zarracha tinch turgan massasi m;
bollgan ikkinchi zarracha bilan to'gnashish natijasida yutiladi. Hosil
bol!lgan zarrachaning massasini va tezligini toping.

Tinch turgan mo massali zarracha mi va m? massali zarrachalarga par-
chalanadi. Hosil bo‘lgan zarrachalarning kinetik energiyasini hisoblang.
Laboratoriya sanoq sistemasida tinch turgan M massali zarrachaga
energiyasi £ va massasi m bo‘lgan zarracha elastik uriladi. Laboratoriya
sanog sistemaga nisbatan zarrachalar sistemasining inersiya markazi-
ning tezligini toping.

Massasi m va kinetik energiyasi To bo!lgan zarracha tinch turgan xuddi
shunday massali ikkinchi zarrachada sochiladi. Sochilgan zarrachaning
kinetik energiyasi To ni va sochilish burchagi 9i orgali ifodalang.
Laboratoriya sanoq sistemasida m1 massali va £\ energiyali zarracha
tinch turgan m2 massali zarrachada elastik sochiladi. 9 va, tp sochilish
burchaklarini zarrachalarning energiyalari orgali yozing.

Laboratoriya sanog sistemasida mi massali va £\ energiyali zarracha
tinch turgan m2 massali zarrachada elastik sochiladi. Birinchi zarra-
chaning sochilgan keyingi energiyasini toping. (82.5 garang.)

Fazo va vagt, qanday xossalarga ega.

Erkin moddiy nuqgta uchun ta’sir integrali ganday prinsiplarga asoslanib
yoziladi?

. Nisbiylik nazariyasida erkin moddiy nuqgtaning ta’sir integralini yozing.

Nishiylik nazariyasida erkin moddiy nugtaning Lagranj funksiyasini
yozing.

Qanday shart bajarilganda nisbiylik nazariyasidagi erkin moddiy nug-
taning Lagranj funksiyasi klassik mexanikadagi ko'rinishni oladi.
Nisbiylik nazariyasida erkin moddiy nugtaning energiyasi va impulsi
ifodalarini yozing. v «C c bolgan holni analiz qgiliing.

4-impuls vektori bir inersial sanog sistemasidan ikkinchisiga o‘tganda
ganday formula bilan almasadi?



3-bob

Elektromagnit maydondagi zaryad

3.1 Nisbiylik nazariyasida zaryad va
zarrachalar

Zamonaviy tasavvurlarga ko‘ra kichik energiyalarda zarrachalar
ikki turga bo‘linadi. Birinchi turdagilar ichki tarkibi namoyon bo'Imay-
digan elektron, proton - elementar zarrachalar bo‘lsa, ikkinchi turdagi-
lari shu elementar zarrachalardan tashkil topgan murakkab sistemalar

atomlar, ionlar, molekulalar bo'lib, mikroskopik zarrachalar deyiladi.
Har ikkala turdagi zarrachalarni bundan keyin zarrachalar deb ataymiz.
Juda katta sondagi zarrachalar to!plami makroskopik sistema deyiladi.

Zarrachalarning muhim xarakteristikalaridan biri ular orasidagi 0'z-
aro ta’sirdir. Ular masofada turib bir birlari bilan ta’sirlashadi. Hozirgi
vaqgtda zarrachalar orasidagi o‘zaro ta’sirnijag bir necha ko‘rinishlari
ruavjud bo‘lib, ular zarrachalarning ma’lum bir xarakteristikasi bilan
bog‘langan. Ushbu kitobda biz fagat elektromagnit ta'sir bilan bog'liq
bo‘lgan masalalarni o'rganamiz. Bu ta’sir zarrachalarning zaryad deb
ataluvchi xarakteristikasi bilan bog'lig.

Zaryadning ikkita muhim xususiyati bor. Birinchisi, zaryadlan-
gan barcha elementar zarrachalarning zaryadi absolyut giymati birday
bo'lib, ishorasi bilan farqg giladi. CGSE birliklar sistemasida e = 4.77 x
10_10g1U2sm3 2s~1. Ikkinchisi, fundamental ahamiyatga ega bo:lgan
zaryadning barcha hollarda saglanish qonunidir. Bu gonun saglanish
gonunlari ichida eng fundamental! hisoblanadi. Mikroskopik elektro-
dinamikada zaryadlangan zarrachalar soni uncha katta bo‘lmagan sis-
temalarning xossalari o;rganiladi.

Klassik mexanikadan ma’lumki, zarrachalarning ta’sirlashishi oniy
vaqtdagi ular orasidagi masofaga bog‘lig bo'lgan o!zaro ta’sir potensiali
UQNV2 ~ ri]) bilan aniglanadi. Maydon fizik hodisa - o'‘zaro ta’sirni
o'rganishning bir vositasi hisoblangan. 0 ‘zaro ta’sirning uzatilish tezligi
chekli bo‘lganligi sababli nisbiylik nazariyasida holat tubdan o‘zga-
radi. Zarrachaga ta'sir etayotgan kuch uning shu vaqtdagi fazodagi
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o;rni bilan aniglanmaydi, chunki bir zarrachaning fazodagi holatining
o‘zgarishi ikkinchi zarrachada gandaydir chekli vaqtdan so'ng ma’lum
bo‘ladi. Bunga ko‘ra bir-biridan ma’lum masofada turgan zarrachalar
bevosita ta’sirlashmasdan fizik real maydon orqali ta'sirlashadi deb
hisoblashimiz kerak. Maydon fizik reallikka aylanadi. Shunday qilib,
zarrachalarning ta’sirlashishi quyidagicha amalga oshadi: Bir zaryad-
langan zarracha o‘z atrofida maydon hosil giladi va maydon o0‘z nav-
batida ikkinchi zaryadlangan zarracha bilan ta’sirlashadi.

Klassik mexanika har ganday sharoitda deformatsiyalanmaydigan
mutloqg gattiq jism tushunchasini kiritish mumkin edi. Nisbiylik nazari-
yasida bunday tushunchani kiritib bo‘lmaydi. Chunki turli sanoq sis-
temadagi kuzatuvchilar uchun jismning o'lchamlari turlicha bo‘ladi.
Shuning uchun nisbiylik nazariyasida mutloq gattiq jism tushunchasi
fagat ko'rilayotgan sanoq sistema uchun o'rinli bo'ladi. Boshga sanoq
sistemadagi kuzatuvchi uchun bu jism endi boshga gattiq jismga o‘tadi.
Buni quyidagi misolda ko'rish mumkin.

Doiraviy diskning o'z o‘qgi atrofida aylanishini kolrib chigamiz. Uni
mutlog gattiq jism deb faraz gilamiz. Disk bilan bog:langan sanoq
sistema albatta inersial bo!lmaydi. Diskni faraziy kichik bo'laklarga
ajratamiz. Har bir bo'lak uchun u bilan bog'langan sanoq sistemani
kiritish mumkin. Bu sanoq sistemaga nisbatan diskning bo'lagi berilgan
vagt momentida tinch turgan bol!ladi. Bunga ko‘ra diskning har bir
bo‘lagi bilan bog'iangan sanoq sistema inersial bo‘la oladi. Ammo ular
bir-biridan farq giladi. Diskning ma’'lum bir radiusi bo‘ylab joylashgan
bo'laklarni kuzataylik. Bu bo'laklarning radial uzunliklari aylanayot-
gan va tinch turgan disk uchun bir xil bo'ladi. Chunki, bo!laklarning
tezligi radiusga perpendikulyar bo'lganligi uchun radial yo'nalishida
Lorentz gisgarishi bo‘lmaydi. Shu vaqtda disk aylanasi bolylab joy-
lashgan bollaklarning aylana bo'ylab uzunliklari Lorentz gisgarishiga
duchor bo'ladi. Disk markazidan turli masofalardagi aylanalar uzunlik-
larining mos radiuslarga nisbatlari turlicha bo'lib, 2ir ga teng bo'’hnay
goladi. Boshgacha aytganda disk aylanish natijasida deformatsiyalan-
moqda. Klassik mexanika nuqtai nazaridan u deformatsiyanlanmasligi
kerak edi. Yugoridagi kabi bir gator misollarni keltirish mumkin. Bu
misoldan ko'rinih turibdiki, rnaxsus nisbiylik nazariyasida mutloq gat-
tig jism tushunchasini Kiritib bo'Imaydi. Shu sababli klassik nisbiylik
nazariyasida real o‘lchamga ega bo‘lgan jism o‘lchamsiz nuqta bilan
almashtiriladi.
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3.2 Elektromagnit maydondagi zaryad
uchun ta’sir integrali

Tashqi elektromagnit maydonga kiritilgan zaryad uchun ta’sir in-
tegrali ikki gismdan iborat bo‘ladi. Birinchisi, fagat zaryadga tegishli
bo'lib (2.7) ifoda bilan aniglanadi. Ikkinchisi esa maydonning zaryadga
ta’sirini ifodalab, ularning xarakteristikalari bilan aniglanadi. Bu yerda,
zaryad va maydon bir sistemaning ikki tashkil etuvchilari bo'lib, zaryad
hosil giladigan maydon va tashgi maydonni hosil gilgan gandaydir zar-
yadlarning mavjudligi e’'tiborga olinmaydi. Aks holda masala ancha
murakkablashib ketadi. Biz gabul qgilayotgan holat kuchsiz maydonlar
va kichik zaryadlar uchun juda yaxshi yaginlashish hisoblanadi. Buning
to[g'riligini nazariy va tajriba natijalarini umumlashtirish yo'li bilan
olingan tenglamalar bir xil bo'lishini tasdiglaydi.

Tajribalardan ma’lumki, elektromagnit maydonga kiritilgan zana-
cha elektr zaryad deb ataladigan bitta kattalik e bilan tafsifianadi. Bu
kattalik musbat, manfiy va hatto nolga teng bo'lishi mumkin. May-
don vektor xususiyatga ega bo'lganligi uchun koordinata va vaqtning
funksiyasi bo'lgan 4-vektor bilan tafsiflanishi kerak. Bu vektor A% bi-
lan belgilanadi va 4-potensial deb ataladi. Ta'sir integrali skalyar,
demak, integral ostida skalyar kattalik turishi kerak. 4-potensial Ai
va bizga shu vaqtga gadar ma’'lum bo‘lgan yagona - 4-radius-vektor
yordamida Aidx1 ko'rinishdagi yagona skalyar kattalikni hosil gilish
mumkin.1 Yugoridagi fikrlarni e’'tiborga olib ta’'sir integralini quyidagi-
cha yozamiz:

b b

(3.1)

a a

Bu yerda ikkinchi hadda 1/c ko'paytmaning yozilishi yuzaki garaganda
potensialning o‘lchov birligi boshga kattaliklar bilan mutanosib bo‘lishi
uchun kiritilgan deb tushinish mumkin. Bu magsadda boshqa tezlikni
ham yozish mumkin edi. Bu koeffitsient fundamental ma’'noga ega ekan-

ITa’sir integrali bunday ko'rinishda tanlash kuchsiz maydonlar uchun o'rinli
bo‘lib, harakat tenglamalarining chizigli bo'lishini ta’'minlab beradi. Kuchli
maydonlar elektrodinamikasi zamonaviy fizikada mustaqil yo'nalish bo‘lib, alohida
o‘rganishni talab qgiladi. Bu mulohazani maydon uchun ta’sir integralini aniglashda
ham e’tiborga olamiz. Kitobning makroskopik elektrodinamika qisrnida kuchli
maydonlar bilan bog'lig masala ustida gisgacha to'xtalib o'tamiz.
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ligini - elektromagnit ta’sirning uzatilish tezligiga teng ekanligi keyinroq
ochiladi. (3.1) ifodada integral a va b dunyo nugtalaridan o‘tuvchi va
hagiqgiy harakatga mos keluvchi dunyo chizig'i bo'ylab olinadi.

4-potensial Alaniglanishiga ko'ra 4-vektordir. Uning fazoviy tash-
kil etuvchilari A = Ax, Ay, Az maydonning vektor potensiali deyiladi
va oddiy vektorni tashkil giladi. Vaqt tashkil etuvchisi A0 = (p skalyar
potensial deyiladi. Shunday gilib, 4-potensialni

ko'rinishda yozish mumkin. Bunga asosan (3.1) uch o'lchovli ko'rinish-

da yozamiz:
b

S —j me ds -+— A dr —eip dt
a

Bu yerda (2.7) ni hisobga olsak, integral chegaralari a va b dunyo
nuqtalariga mos keluvchi vaqgtlar bilan almashadi:

©/
S=j \—mc2Jl — + —Av —e(p\dt. (3.3)
h \

Integral ostidagi ifoda

(3.4)

eletromagnit maydonda zaryadning harakatini aniglovchi Lagranj funk-

siyasini beradi. (3.4) dagi birinchi had (2.8) bilan mos tushadi. Qolgan

ikkita had esa zaryadning maydon bilan ta’sirlashishini aniglaydi.
Lagranj funksiyasidan tezlik bo'yicha hosila olamiz:

e . e, n
"ty r..—H— A —p F- A —P. (£>.52

Bu yerda P - zarrachaning umumlashgan impulsi, p - zarrachaning
oddiy impulsi. eA/c tolg‘risida keyinroq fikr yuritiladi.
Maydonga kiritilgan zaryadning energiyasini yozamiz:



Maydonga kiritilgan zaryadning Gamilton funksiyasi

H = \JInt2c4 + p2c2+ ey? = y m2c4d+ "P —-- + eip. 3.7)

Yugqorida aniglangan kattaliklarni kichik tezliklar uchun ko‘rib chi-
gamiz. Bu holda Langranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishga o'tadi:

mv2 e . A
£ = —— I----CAv —eip. (3.8)

Bu yerda me2 hadni Langranj funksiyaning xossasiga binoan tushirib
goldirdik.
Impuls

p=mv=P— -A, (3.9
c

Gamilton funksiyasi

H-t ( P- tAT + af- (310>

Bu ifodalar elektromagnit maydonda harakatlanayotgan klassik zarra-
chaning Lagranj funksiyasi, impulsi va Gamilton funksiyasi ifodalari
bilan mos tushadi.

3.3 Elektromagnit maydondagi zaryad
harakat tenglamasi. Lorentz kuchi

Lagranj funksiyasi ma’'lum bo'lgandan keyin elektromagnit may-
donga kiritilgan zaryadning harakat tenglamasini olishga kirishamiz.
Buning uchun birinchi navbatda Lagranj tenglamasini yozamiz:

dtdv _ dr’ 1

bu yerda Lagranj funksiyasi (3.4) ifoda bilan aniglanadi.
Lagranj tenglamasidagi hosilalarni hisoblaymiz:

dC e
— = —grad Av —egradip . (3.12)
or ¢
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Birinchi hadni ilovada keltirilgan (A.101) formula yordamida hisoblab
(3.12) ni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

~ —(WV)A 4—- [t>rot A] —egrad 9. (3.13)

Lagranj tenglamasining chap tomoni umumlashgan impulsdan olingan
vagt bo'yicha to‘lig hosila ekanligini hisobga olsak, (3.11) quyidagi
ko‘rinisimi gabul giladi:

~r? (p-\—-a \ = —(i;V)A + —[urot A] —egrade/? . (3.14)
ali \ c vy c c

Bu yerda A koordinata va vaqtning funksiyasi bo‘lganligi uchun undan
vagt bo'yicha olingan to'liq hosila ikki gismdan iborat bo'ladi (ilovada
keltirilgan (A.73) formulaga garang), ya’'ni

dA  BA L v | (3.15)

Bu ifodani (3.14) ga qo'yish natijasida quyidagini hosil gilamiz:

N

ot c ot m—egrad” + —C[urot Al . (3.16)
Bu aniqglanishi lozim bo'lgan tenglama bo'lib, elektromagnit maydonda
zaryadning harakat tenglamasini beradi. Tenglamaning chap tomonida
impulsdan vaqgt bofyicha hosila turibdi demak, ofiig tomonidagi ifoda
maydon tomonidan zaryadga ta’sir etuvchi kuchni beradi. Tenglama
(3.16) dan ko'rinib turibdiki, maydonga kiritilgan zaryadga ta’sir etuv-
chi kuch tabiati jihatidan ikki xil ekan, birinchisi

dA
Fe = —- - egrady (3-17)
fagat qutb vektorlardan tashkil topgan. lIkkinchisi esa
Fh = —C{WOt Al (3.18)
bir tomondan zaryadning tezligiga bog:lig va unga perpendikulyar bo'l-
sa, ikkinchi tomondan bu kuch ifodasiga psevdo (aksial) vektor rot A

kiradi. Bunday ajralishda chugur ma’'no bo'lib, maydon ikki xil tabi-
atga ega ekanligi ko'rsatadi.
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Hagiqatan ham, (3.17) ni elektr maydon tomonidan zaryadga ta’sir
etuvchi kuch deb garash mumkin. U holda

13A

e a grad ip (3.19)

birlik zaryadga ta’sir etuvchi kuch bo‘lib, elektr maydon kuchlanganligi
deb ataladi.

Bu fikrni davom ettirsak (3.18) magnit maydon tomonidan zaryad-
ga ta’'sir etayotgan kuch bo'ladi

H —rot A (3.20)

csa magnit maydon kuchlanganligi deyiladi.

Endi elektromagnit maydonda zaryadning harakat tenglamasini qu-
yidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

= eE+ -\vH\ . (3.21)
dt c
Bu tenglamaning o'ng tomonidagi ifoda Lorens kuchi deyiladi. Zaryad-
ga elektr maydon tomonidan ta’sir etuvchi kuch maydon kuchlanganligi
bo‘ylab yo‘nalgan. Magnit maydon tomonidan ta’sir etuvchi kuch esa
magnit maydon kuchlanganligi va zaryadning tezligiga perpendikulyar
yo'nalgan.

Magnit maydonda zaryadga ta’sir etuvchi kuch uning harakat yo‘na-
lishiga perpendikulyar bo'lganligi uchun bu maydonda zaryadni ko‘chi-
rishda bajargan ish nolga teng. Demak, zaryadni ko‘chirishda bajaril-
gan ish fagat elektr maydon bilan aniglanadi. Vaqgt birligida bajaril-
gan ish (kinetik energiyaning vaqt birligida o‘zgarishi) tezlikni Lorentz
kuchiga skalyar ko'paytmasi bilan aniglanishidan foydalanamiz va
(d=UH]) = 0 ekanligini hisobga olib, (3.21) dan quyidagini hosil gilamiz:

A = eVE . (3.22)

Klassik mexanikada harakat tenglamalari vaqt inversiyasiga (t —
- 1) nisbatan invariantdir. Ya'ni, kelajak bilan o‘tmish farglanmaydi.
Mexanika qgommlarini klassik nuqgtai nazaridan o‘rganamizmi yoki nis-
biylik nazariyasi yordamida o'rganamizmi fargi yolg. Eng muhimi u
tabiat qonunlarini aks ettirishi kerak. Shu sababli nisbiylik nazariyasida
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ham zaryadning harakat tenglamasi vaqgt inversiyasiga nisbatan invari-
ant bo'lishi kerak. Bu holat ganday xulosalarga olib kelishini ko:rib
chigamiz. Hagigatan ham, t ——t almashtirish natijasida elektromag-
nit maydonda zaryadning harakat tenglamasi (3.21) o'zgarmay goiishi
uchun

i——, E-"E, A-—=mA , H—-H (3.23)
almashtirishlar o‘rinli bo‘lishi kerakligi kelib chigadi. Shunday qilib
elektr maydonda gandaydir harakat o'rinli bo'lsa, unga teskari harakat
ham o'rinli bo'ladi. Magnit maydonda esa teskari harakat mumkin
emas. Teskari harakat bo'lishi uchun magnit maydonning yo‘nalishini
teskariga almashtirish lozim bo'ladi.

Zaryadning harakat tenglamasini norelyativistik hoi uchun yoza-
miz. Buning uchun (3.21) da p ni mv bilan almashtirish yetarlidir.

m— =eE+ _e'[mm, . (3.24)

Bu tenglama norelyativistik nazariyadan ma’lum bo‘lgan elektromagnit
maydonda zaryadning harakat tenglamasidir.

Endi zaryadning harakat tenglamasining to'rt o'lchovli ko'rinishini
hosil gilamiz. Buning uchun ta'sir integralining to'rt o'Ichovli ko‘rinishi
(3.1) ni variatsiyalaymiz:

6S = 6] (—mcds—-Aidxlj=0. (3.25)
Bu yerda ds = Vdx.;dxl ni hisobga olib, uning variatsiyasini
0ds = 8\jdxidxl= — (6dxi dxl+ dxi delp =
Y 2ds V

ds

ko‘rinishda yozamiz. Skalyar ko'paytmada soqov indekslarni bir vaqtda
ko'tarib-tushirishda natija o'’zgarmasligidan foydalandik. (3.25) dagi ik-
kinchi hadining variatsiyasi ko'paytmaning variatsiyasiga teng. Bularni
inobatga olib (3.25) ifodani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

5= - (b - ~ASdxi- - OAidx"] = 0. 3.26
J(a \ ds c c | ] ( )
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Bu yerda dxi/ds = w/c, w, - 4-tezlik. Yugqoridagi ifodaning birinchi

va ikkinchi hadlarini bo‘laklab integrallaymiz va Sxl(a) = oxl(b) = Q

JUT(a) = 6Ar(b) = 0 ekanligin hisobga olib quyidagini hosil gilamiz:
—J (M dui 6xr H- dAioxl—- 0A;dx= 0. (3.27)

Al ning variatsiyasini va differensialini

A dAi _wun i dAi n
5A1 = TrT7OxK, dAi = -w-zdx .
oxK oxK

ko'rinishda yozib olamiz. Bunga asosan (3.27) ni gayta yozamiz:

—J {m dui 6xI1 H— roIx\5xi — —~5xkdxI\ = 0 . (3.28)
a co X coxk J

Birinchi hadda dui — (dui/dr)dT, ukkinchi va uchinchi dxk® = uk'%dr
deb yozamiz, bundan tashgari uchinchi hadda i va k larning o‘rnini
almashtiramiz:

lﬁb duj e /dAk _ X

K dssxi- 0, (3.29)
C dr c Vaoxr  axkJ

bu yerda ds = cdr. Integral chegaralari “a” va ixtiyoriy va bu dunyo
nugtalarida Sxk — 0 boflganligi uchun (3.29) da integral ostidagi ifoda
nolga teng bo'lishi kerak, ya'ni

dui e[dAk dAiI\ k aX
TN =-cbl ~~an"J" e (330)
Belgilash kiritamiz:
- 8§72 ° ﬂ i }31>
Ikkinchi rangli antisimmetrik 4-tenzor elektromagnit maydon 4-

tenzori deyiladi. Bu tenzor orqali zaryadning harakat tenglamasi quyi-
dagi ko'rinishda yoziladi:

m = Fikuk . (3.32)
ar

Bu zaryadning harakat tenglamasining to‘rt o‘lchovli ko'rinishidir.

71



Tenzor Fik ning alohida elementlarining ganday fizik kattaliklarga
to‘g'ri kelishini aniglash uchun Ax — (<p,Ax,Ay,Az) dan va elektr va
magnit maydon kuchlanganliklarining ta'riflari (3.19)-(3.20) dan foy-
dalanamiz. Misol uchun Fik ning bir necha elementlarini hisoblaymiz:

Fal dA\ dAo _ 1dAx dip E —E Fos = E-
Todxe dxi c dt dx x, Fe=Ey 03 =5

dAi A2 dAx dAy o .

Fo ax2  dxa dy T dx Hz Fye=Hy Faz-H
Elektromagnit maydon tenzorining antisimmetrikligidan foydalanib
uning golgan eleméntlarini aniglash mumkin. Endi tenzorni r-indeks
gatorning, /c-indeks esa ustunning tartib ragamini ko'rsatuvchi matritsa
ko'rinishida yozamiz:

/] O Ex Ey Ez \
) —EX 0 -H: Hy
Fik —Ey Hz 0 -H x

\/~EZ -Hy Hx 0 /

(3.33)

Flk ni yozishda indekslarni ko'tarish va tushirish goidasidan foyda-
landik. Bu tenzorni shartli ravishda ikki vektorning to'plami sifatida
yozish mumkin:

Fik= {E,H}, Fik= {-4 H}. (3.34)

Shunday qilib, elektr va magnit maydon kuchlanganliklari bitta 4-
tenzorning komponentalari ekan. Bu tenzorga elektr va magnit maydon
kuchlanganliklari teng huquqli asosda kiradi.

Uch o'ichovli belgilashlarda (3.32) ning uehta fazoviy (r = 1,2,3)
tashkil etuvchilari (3.21) tenglamaga aynan o‘tishiga oson ishonch hosil
gilish mumkin. Uning %= 0 tashkil etuvchisi bajarilgan ish tenglamasi
(3.22) bilan aynandir. Bu tenglama zaryadning harakat tenglamasidan
keltirib chigarish mumkin. (3.32) tenglamaning har ikkala tomonini wr
ko'paytirib to'rtta tenglamadan uchtasi o'zaro bog'liqg emasligini ko'rish
mumkin. Bu masala 69 - betda ko'rilgan. Hagigatan ham,

s L= g P (3.35)
ar
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icuglamaning har ikkala tomoni nolga teng. Chap tomonining nolga
Icngligi 4-tezlikni 4-tezlanishga ko'paytmasi nolga tengligidan, o‘ng to-
moni esa Fik antisimmetrik tenzorni uluk simmetrik tenzorga ko'pavt-
masi nolga tengligidan kelib chigadi.

3.4 Maydon kattaliklari uchun
Lorentz almashtirishlari

Bir inersial sanog sistemasidan ikkinchisiga o‘tganda maydon kat-
laliklari - elektromagnit maydon potensiallari va kuchlanganliklari gan-
day almashishini ko‘rib chigamiz.

Avvalgidek, K va K' sanoq sistemalardagi dekart koordinata o‘qglari
mos ravishda bir-biriga parallel va K' sistema K ga nisbatan x o'qi
lio'ylab Vv tezlik bilan harakatlanayotgan boisin. Bu holda elektro-
magnit maydon potensiallari = (¢, A) 4-vektorni tashkil gilganligi
Habali ular uchun Lorentz almashtirishlari (1.49) ga asosan quyidagicha
yoziladi:

JAY. A A A YN
N=Tr~NF" Tdjfr- A<TA> *— 4.- (»e*>
Elektromagnit maydon kuchlanganliklari uchun almashtirish for-

mulalarini 4-masala natijasidan foydalanib yozamiz. Elektr maydon
uchun:

E' + ¥.ijj> & _ Vo,
F _ F' m - ayA € z ﬁ = Z_C(h \ 1
* o’ " - *x TT™NMr }-37>
va magnit maydon uchun:
H' - ~"E'z HE+ YE>
= r, (3.38)

Shunday qilib, maydon “toza elektr” (H = 0) yoki “toza magnit"
(E= 0) xarakteriga ega deyish nisbiy bo'lib, gaysi sanoq sistemaga
nisbatan ekanligini albatta gapirish kerak. Masalan, biror sanoq sis-
l.emaga nisbatan maydon toza elektr bo‘lsa, (3.38) ga ko'ra bu sistemaga
nisbatan x o‘gi bo'ylab V tezlik bilan harakatlanayotgan sanoq sis-
temada elektr maydon bilan bir gatorda magnit maydon ham namoyon
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bo'ladi. Shunga o'xshash biror sanoq sistemada maydon toza magnit
bo‘lsa, sistemalarda magnit maydon bilan bir gatorda elektr maydon
ham namoyon bo'‘ladi. Shuning uchun fizik reallikni elektr yoki mag-
nit maydonga tegishli deyishning ma’'nosi yo'q. Fizik reallik 4-tenzor
F Ik bilan aniglanadi. (3.37) va (3.38) formulalarda ¢ — oo maydon
birorta sistemaga nisbatan toza elektr (magnit) bo‘lsa, boshga barcha
sistemalarda ham u elektr (magnit) bo‘ladi. Bu fizik reallikka zid.
Demak, elektrodinamikada fagat V -C c¢ deb ko‘rish mumkin, ammo
¢ —>00 mumkin emas.

Bir sonoq sistemaning ikkinchisiga nisbatan tezligi yorug'lik tezligi-
dan juda kichik deb, almashtirish formulalari (3.37)-(3.38) ni gatorga
yoyamiz. Qatorda V/c birinchi darajalari bilan chegaralanib quyidagini
hosil gilamiz:

EX= EX Ey= Ey+ —HZ EZ= EZ- ~H'y, E= E"+ -;H'W
(3.39)
HX= HX  Hy= Hy ——Fz, HZ= HZ+ -E'y H=H "--[E'V\.
a c¢ c c
(3.40)
Bu almashtirish formulalaridah hatto juda kichik tezliklarda ham may-
donni toza elektr (magnit) xususiyatga ega deb bo'Imasligi ko'rinib
turibdi.
(3.37)-(3.38) ga teskari almashtirish formulalarini olish uchun Vv —
—V ga va shtrixning o‘rni almashtiriladi. Maydon kuchlanganliklari
uchun Lorentz almashtirishlarini sanoq sistemalarning nisbiy harakati

ixtiyoriy yo‘nalishda bo'lgan hol uchun (3.37)-(3.38) ni umumishtirib
vektor ko'rinishda yozish mumkin:

p F, p E't + \[H'V\
"— I Az opi : (B41)

H\\-Hp H - . (3.42)

Bu yerda E\\ //y maydon kuchlanganliklarining sanoq sistemalarning
nisbiy harakat tezligi yo'nalishiga parallel va E+, H+ esa perpendikul-
yar tashkil enuvchilari.

Almashtirish formulalari (3.37)-(3.38) dan ya'na bir muhim Xxu-
losa kelib chigadi. Agar birorta sanog sistemada maydon toza elektr
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(magnit) bo'lsa, boshga barcha sanoq sistemalarda elektr va magnit
maydon o'zaro perpendikulyar bo‘ladi. Masalan, E' = 0 bo'lsin, bu
holda almashtirish formulalari quyidagi ko‘rinishga o‘tadi:

—H"
Ex=0, Ev= /c-— Ez= r.c.y_; (3.43)

HX= H' Hv= ..2—=, Hz= ,.\-=. (3.44)

Bu ifodalarning ikkinchisidan Hy va Hz topib birinchisiga qo'yamiz:

Ex=0, Ey= (I:-l z, Ez= -CH y, E = --C[V H]. (3.45)

Huddi shunga o'xshash H' = 0 bo'lgan hol uchun quyidagini yozish
mumkin:

iix=0, Hy=-E z, Hz= —Ey, H=-[VE\. (3.46)
o c c

Shunday qilib, har ikkala holda K* sistemada elektr va magnit maydon

kuchlanganliklari bir-biriga perpendikulyar ekan.

Bu masalani boshga tomondan ko'rib chigamiz. Elektr va magnit
maydon kuchlanganliklari antisimmetrik 4-tenzor F Ik bilan aniglangan-
ligi uchun ulardan bir inersial sanoq sistemadan ikkinchisiga o'tganda
Lorentz almashtirishlariga nisbatan invariant bo'lgan kattaliklarni hosil
gilish mumkin. Bu invariantlar quyidagicha aniglanadi:2

h = FikFik= inv, h = eikimFikFIm= inv. (3.47)

Bu yerda elkim barcha indekslari bo'yicha to'la antisimmetrik birlik
tenzor. Bevosita hisoblashlarga ko'ra

h =2(H2- E2)=inv, 12= -S(EH) = inv. (3.48)
Bu yerda I\ hagiqiy skalyar, /2 psevdo skalyardir. Chunki uch o‘lchovli
fazodagi inversiya operatsiyasiga nisbatan I\ invarant qoladi, /2 ning
ishorasini o‘zgaradi.

2lkkinchi invariantni /2 = \/F*fcF ImFikFim ko'rinishda ham yozish mumkin.
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Bu invariant.lar maydonning mutlocj xarakteristikalari bo‘lib, quyi-
dagi xulosalarga olib keladi:

1. “Elektromagnit maydon nolga teng” (li —12—0) yoki elektr
va magnit maydon kattalik jihatdan bir-biriga teng va o'zaro perpen-
dikulyar (I\ = 12 —0) degan tasdiglar invariantlar maydonning mutloq
xarakteristikasi ekanligiga misol bo‘ladi. Hagigatan ham bu holda bar-
cha inersial sanoq sistemalarda bu tasdiq o'rinli bo'ladi.

2. Agar birorta inersial sanoq sistemada elektr va magnit maydon
o'zaro perpendikulyar, ya'ni (EH) = 0 (/2 = 0) bo‘lsa, ular barcha iner-
sial sanoq sistemalarda perpendikulyar bo'ladi. Bu holat hatto (3.39)-*
(3.40) ga ko'ra V <C c da ham o'rinli bo‘ladi.

3. Agar birorta sanoq sistemada elektr va magnit maydon bir-
biriga teng bo'lsa, yani H~E (/1 =0) bo'lsa, ular barcha inersial
sanog sistemalarda bir-biriga teng bo'ladi.

4. Agar birorta inersial sanoq sitemada /2 = Ova I\ > 0 (\H\ >
|B) bo'lsa, barcha sistemalarda bu tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu holda
shunday sanog sistemani ko‘rsatish mumkinki, unga nisbatan maydon
toza magnit bo‘ladi. Shunga o'xshash /2 = 0 va \ < 0 (\H\ < [|-®l)
bo'lsa, shunday sanoq sistemani ko'rsatish mumkinki, unga nisbatan
maydon toza elektr bo'ladi.

5. Invariantlarning berilgan giymatlarini ganoatlantiruvchi elektr
va magnit maydonning ixtiyoriy boshga giymatiga Lorentz almashti-
rishlari orgali erishish mumkin. Xususan, shunday sanoq sistemani
topish mumkinki unga nisbatan elektr va magnit maydonlar shu nug-
tada bir-biriga parallel bo‘ladi. Bu sistemada EH = EH. Quyidagi
tenglamalardan

H2-E 2= Hi -Eg, EH = EgHq
aniglanishi lozim bo‘lgan maydonni topish mumkin. Bu yerda Eqva
H 0 boshlanglich sistemada maydon kuchlanganliklari.
3.5 Maydonning kalibrovka, invariantligi
Zaryadning harakat tenglamasi (3.21) da ishtirok etayotgan may-
don kuchlanganliklari zaryadga ta’sir etayotgan kuchlar orgali aniglana-

di. Elektomagnit maydon potensiallari (3.19) va (3.20) harakat tengla-
malarda bevosita ishtirok etmaganligi uchun ularni tajribalardan tiklab
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bo'Imaydi. Demak, ular tajribalarda o'lchanmaydigan yordamchi katta-
liklar ekan. Shu sababli maydon kuchlanganliklarining (3.19) va (3.20)
ko'rinishidagi ta'rifida potensiallar uchun ixtiyoriylik mavjud bo'lishi
kerak.

Ixtiyoriylik darajasi ganday ekanligini ko'rib chigamiz. Silliq ix-
uyoriy funksiya d(r,£) yordamida vektor potensialni quyidagicha al-
mashtiramiz:

A" —A + gradip(r, t) . (3.49)

Bu almashtirishni magnit maydon ta'rifi bo'lgan (3.20) tenglamaga
tatbiq gilamiz:

H=rotA = rot A —rotgradw(r,t) = rot A" = H". (3.50)

Bu yerda rotgradar, t) = 0 ekanligini hisobga olidi. (3.50) ga ko‘ra
(3.49) almashtirishga nisbatan magnit maydon kuchlanganligi invariant
ekan.

Endi (3.49) almashtirishni (3.19) ga tatbiq gilamiz:

E 1dA rad 1dA’ H ldgradi~> rad i
= —— - = —_— ] D=
c dt g R c dt c ?dt g b
Id A , | 1dip
c dt - Srad\ 34 +
Agar skalyar potensial
> Id» /9KAN\
v =V -~cTf (3-51)

ko'rinishda almashtirilsa, elektr maydon kuchlanganligi ham o‘zgarnias-
ligi ko'rinadi:

1dA 1dA’ ; ,
E==-- “8rad N = e “8radV = E = (3-52)

Shunday qilib, vektor va skalyar potensiallarning ixtiyoriylik ko‘la-
mi mos Mxr,t) funksiyaning gradiyenti va vaqt bo'yicha olingan-hosi-
lasi belgilanar ekan. 0 ‘zgarmas elektr maydon uchun <dqr, t) funksiya
0'zgarmasga teng bo'ladi. 0 ‘zgarmas magnit maydon uchun esa vektor
potensialga koordinataga bog'liq bo'lmagan o'zgarmas vektorni qo‘shish
mumkin.
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Umumiy holda (3.49) va (3.51) almashtirish formulalari bilan bog'-
langan (A, ip) va (A', ip) potensiallar bilan aniglangan maydon kuch-
langanliklari bir-biriga aynan tengdir.

Almashtirishlar (3.49) va (3.51) ga nisbatan elektr va magnit may-
don kuchlanganliklarining o'zgarmasligi kalibrovka yoki gradient in-
variantlik deyiladi. Yordamchi funksiya ip(r,t) kalibrovkalovchi funlc-
siya deb ataladi. Bu funksiyani tanlash orgali turli kalibrovkalarga
erishiladi. Amalda qanday kalibrovkalardan foydalaniladi degan savolga
keyinroq gaytiladi.

Mavzuning oxirida potensiallarni almashtirish formulalari (3.49) va
(3.51) ni to‘rt ollchovli ko'rinishini keltiramiz:

(3.53)

3.6 Tekis harakatlanayotgan
zaryad maydoni

Maydon uchun almashtirish formulalarining tatbiqi sifatida rel-
yativistik tezlik bilan tekis harakatlanayotgan zaryad maydonini anig-
laymiz. Zaryad bilan harakatlanayotgan K’ sanoq sistemada magnit

formula bilan aniglanadi. Almashtirish formulalari (3.36) ga asosan
laboratoriya sanoq sistemasida

ip ¢ v (3.55)

Endi radius-vektor r ' ni Lorentz almashtirishlari yordamida x, y, z orqa-
li ifodalaymiz:



Hu ifodadagi asimmetriya harakat x o'gi bo‘ylab bo'layotgani bilan
bog'lig. Bunga asosan

AV (X~ vE)2+ i1—R2) (Y2+ z2) noon

Agar x —vt, y = O r = 0 nugta t momentda zaryadning koordi-
nutalarini aniqlasa, zaryaddan kuzatish nuqtasi (x,y,z) ga o‘tkazilgan
iiwlius-vektorni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

r—i(x —vt) + jy + kz (3.58)

r= \|{x —vt)2+ y2+ z2. (3.59)

Endi masalani qutb koordinatalarida ko‘ramiz:

X —vt=rcosch \Iy2+ z2=rsm-p

potensial ifodasi (3.57) ni bu koordinatalarda yozamiz:

ip= — ....... €ereernnn = (3.60)
ry 1—R2sin2d

Endi almashtirish formulalari (3.36) ga asosan laboratoriya sanoq
mstemasida vektor potensialni topamiz:

~ In /-~ ~ [--—-- [ ] i -Ay=0, Az—O0.
VI~ R cryl —R2sin2d

(3.61)
Bu natijani ixtiyoriy yo'nalish uchun umumlashtirib, (3.61) ni vektor
ko'rinishda yozish mumkin:

A=y- . (3.62)

Potentsiallar uchun olingan (3.57) va (3.62) ifodalarga asosan elektr
va magnit maydon kuchlanganliklarini (3.19) va (3.20) formulalar yor-

damida hisoblaymiz. Bunda vaqt bo'yicha hosilani x bo'yicha hosila
bilan almashtirish mumkin, ya'ni

SN B

dt  vdx'
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Hisoblash ishlarini amalga oshirib, quyidagilarni hosil gilamiz:

Hr— —ft2\
(3.63)
[(x- vt)2+ (1 —P2) (y2+ z2) f 2
Ey ey(1- P2) (3.64)
[(x- vE)2+ (1 - p2) (y2+ *2)]3/2
£y ez(1- P2 (3.65)
[(x-mvt)2+ (1 —P2) (y2+ Z2)]32 '
Yoki vektor ko'rinishda
E er(l1- P2) _ er(l- P2)
[(x- vD)2+ (1 - p2)(y2+ z2) f2 r3(1- P2sin2V03/2 '
(3.66)

Bu ifoda va (3.57) dan ko'rinb turibdiki, tinch turgan zaryad may-
donidan fargli ravishda tekis harakatdagi zaryadning elektr maydoni
sferik simmetriyaga ega emas. Zaryaddan kuzatish nuqtasigacha bo!l-
gan masofa r o‘zgarmas bo‘lganda, if, burchak —dan ir gacha o‘zgar-
ganda elektr maydon kuchlanganligi eng kichik giymati ¢4 = 0; —#; #)

5 = -res(l-//\) (3.67)

dan eng katta giymati (tj = —n/2; ir/2)

Ex ~ <3-68>

gacha ortadi. Tezlik ortganda A| kamayadi, Ex esa ortadi.
Olingan natijalarni boshgacha talqin gilish mumkin. Skalyar po-
tensial x o'gi bo'ylab v tezlik bilan harakatlanuvchi ellipsoid

(x- vt)2+ (I - P2 (y2+ 22) const

sirtida o‘zgarmas giymatga ega. Bu sirt zaryad harakati yo‘'nalishida
sferani 1:y/l —f3 marta sigish natijasida hosil bo‘ladi. Zaryadning
tezligi yorug'lik tezligiga yaginlashganda (3.66) ifodaning maxraji ip =
7/2 atrofida burchakning tor intervalida nolga yaqin bo‘ladi. Shu in-
tervalni baholaymiz:

1-/3W (] £7)«0.
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Bundan v —>c da elektr maydon noldan fargli soha kengligi

v 2

ifoda bilan aniglanishini topamiz.
Magnit maydon uchun quyidagi ifodani olainiz:

H= UM =iM . (369)
c[(x —v)2+ (1 —(@) (y2+ z2\1 ¢

Xususan v ¢ bo'lsa,

E =er H=£M (3.70)
ro croé

3.7 Elektr maydonda zaryadning harakati

Zaryadlangan zarrachaning o‘zgarmas bir jinsli elektr maydondagi
harakatini o'rganishdan boshlaymiz. Bu holda uning harakat tengla-
masi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

-1-=¢E. (3.71)

Maydon yo'‘nalishini Ox o‘qgi bilan mos tushadi deb olamiz. Harakat
albatta tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik sifatida xOy tekisligini tan-
laymiz. Bu holda (3.71) tenglamaning o'qlarga proeksiyalarini quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

dPx = eE j _ o0 (3.72)
dt dt

Bu tenglamalarni bir marta integrallaymiz:

px = eEt + pOx, Py —Poy = (3-73)

Bu yerda p g« va p qv zarrachaning boshlang'ich impulsining mos o'qlar-
ga proeksiyalari. Boshlang‘ich vagtda pox —0 va poy = Po deb olamiz.
Bu bilan masalaning umumiyligiga putur yetmaydi, ammo masala an-
cha soddalashadi.
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Harakat tenglamalari (3.73) ni ikkinchi marta integrallash uchun
tezlik, kinetik energiya va impuls orasidagi bog!lanish (2.17) dan foy-
dalanamiz. Bu bog‘lanishga asosan

Px2 o dx ceEt
VW= -7I- yoki ... = . (3.74)
£ dt  \JEg + (ceEt)2

Bu yerda
£ = \Im2c4 c2p2= \JIm2cA+ c?pl + (ceEt)2= \JEq + (ceEt)2
Huddi shunga o'xshash (3.73) dagi ikkinchi tenglamani gayta ypzamiz:

W= h f yokl S ¢ . (3.75)
£ dt Yy~ 2+ (ceEt)2

(3.74) va (3.75) tenglamalarni integrallaymiz:

®= 7e M£° + {ceEt)2 + CI * (3'76)
Poc . ceEt N
y= — Arsh +C2e (3.77)

Integrallash doimiylari C\ va C2 lar boshlang‘ich shartlardan topiladi.
Masalan, boshlang'ich vagtda zaryad koordinata boshida turibdi deb
olsak, C\ — —So/eE va G; — 0, £gq zaryadning boshlang'ich ener-
giyasi. Bularni hisobga olamiz va (3.76) - (3.77) tenglamalardan vaqtni
yo‘qotib, zaryadning harakat trayektoriyasi uchun quyidagini hosil qi-
lamiz:

eE V poc " p 7<)

Bu ifoda ko'ndalang elektr maydonda (E L pQ zaryad zanjir chizig'i
bo‘ylab harakat gilishini ko:rsatadi. Agar zaryadning tezligi « < ¢
bo‘lsa, (3.78) norelyativistik holga o'tadi:



ya'ni zaryad parabola bo‘ylab harakat giladi. Bu bizga nazariy mex-
anika kursidan yaxshi tanish boigan natijadir.

Masala. Bo'‘ylama bir jinsli elektr maydonda zaryadning haraka-
tini o‘rganing.

Yechish: Elektr maydonni x o‘qi bo:ylab yo‘naltiramiz. Bosh-
lang'ich shartlar quyidagi ko'rinishda bo'lsin:

Pox=0, Poy=0, poz=0, £g= me2.
Harakat tenglamasini bir marta integrallaymiz:
px = eEt, py=0, pz=0.

Relyativistik zarrachaning tezligi va impulsi orasidagi bog‘lanish (2.10)
dan foydalanib yuqoridagi tenglamani

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglama relyativistik zarrachaning tekis
tezlanuvchan harakat gonunini beradi. Nisbiylik nazariyasida tekis
tezlanuvchan harakatni tushinish uchun turli vaqtlarda zarracha bi-
lan bog'langan K’, K", K",... sanoq sistemalarini kiritamiz. Har
bir vagt momentida zarracha bilan bog‘langan bu sanoq sisternalarda
uning tezligi nolga teng. Shuning uchun 4-tezlanish uchun wt = 0
va masalaning shartiga ko'ra w' = wx = fx/m = eE/m, wy = wz= 0
((2.25) formulaga garang). 4-tezlanish uchun Lorentz almashtirishlari-
dan foydalansak, tinch turgan sanoq sistemaga nisbatan tezlanishning
x o'giga proeksiyasi

w eE
y/l —v2/c2  m\J\ —v2/c?

Ikkinchi tomondan (1.66) formulaga asosan

v
w 1- v2c2+ c2(1- v2c2)2'

Yugoridagi ikki ifodani solishtirib quyidagi tenglamani topamiz:
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Bu tenglamani ikki marta integrallab, bo'ylama elektr maydonda zar-
yadning tekis tezlanuvchan harakat gonunini aniglaymiz:

me2 (eE 42

*-*° =—jsV + V™
Bu giperbola tenglamasidir. Shuning uchun ko'pincha relyativistik mex-

anikada o‘zgarmas elektr maydonda zaryadning harakati klassikadagi
parabolikdan fargli ravishda giperbolik deyiladi.

3.8 Magnit maydonda zaryadning harakati

0 ‘zgarmas va bir jinsli magnit maydonda zaryadning harakatini
ko‘rib chigamiz. Bu holda zaryadning harakat tenglamasi (3.21) quyida-
gi ko'rinishni oladi:

f = (3.80)

Magnit maydonda zaryadni ko'chirishda bajarilgan ish nolga teng bo'l-
ganligi uchun energiya saglanadi, ya'ni £ = £q—const. Bu holda rel~
yativistik zarrachaning tezligi, impulsi va energiyasi orasidagi

VvEO
P= @~

bog'lanishni inobatga olsak (3.80) tenglamada impulsni tezlik orgali

ifodalash mumkin:
fo dv er _

~"~dt = c[vH]- 73'81N
Magnit maydormi z o‘qi bo‘ylab yo'naltirsak, (3.81) tenglama kompo-
nentalarda quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

cbx_ecH Ny Ny ffcb-n

dt ~ £ y' dt - £ x' dt (3'82)
Birinchi ikki tenglama vx va vy ga nisbatan birinchi tartibli, chizigli
va bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi bo'lib, uning yechimi
quyidagi ko'rinishda yoziladi:

dX(V) | o - voe cosii +
gt - vx(t) = vO cos(uji + a),

dyit) _ _ . : .
gt - vy(t) = —t>oxsin(wi-t-a). (3.83)
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llu yerda vot = yjv2 + v2 tezlikning magnit maydonga perpendikulyar
l.ashkil etuvchisi bo'lib, xy tekisligida kattalik jihatdan o‘zgarmaydi. a
I>oshlang'ich faza.

Harakat trayektoriyasini topish uchun (3.83) tenglamalarni integ-
mllaymiz:

x(t) —xo Rsin(uit + a),
y(t) —yo Rc,os(ujt + a), (3.84)
(x- x02 + (y- yo)2= R2-

Bu yerda
ij = %i =5xN =N (3.85)

p impulsning xy tekisligiga proeksiyasi.

Shunday qilib, zaryad magnit maydonda unga perpendikulyar te-
Icislikda moduli jihatda o‘zgarmas bo‘lgan vq+ tezlik bilan R radiusli
aylana bo'ylab harakat qgilishini anigladik. Aylanish chastotasi

w= A (3.86)

ifoda bilan aniglanadi va siklotron chastota deyiladi. Agar v <C ¢
bo‘lsa, £ « me2 va (3.86) quyidagi ko'rinishga o‘tadi:

W« e (3.87)
Siklotronda zaryadlangan zarrachalarni tezlatish uchun magnit va
elektr maydondan foydalaniladi. Tezlatgich ikki gismdan iborat bo‘ladi.
Birinchi gismida tezlatgich kamerasiga kirgan zaryadlar elektr may-
donda tezlatiladi. Bundan keyin ular siklotronning yarim aylanadan
iborat bo‘lgan gismida magnit maydon ta’sirida tezligini o'zgartirmas-
dan burib beriladi. Burilgan zarracha ikkinchi elektr maydonda tezlati-
ladi. Yana magnit maydonga kiradi va h.k.z. Boshlangich vaqtlarda
zarrachalarning tezligi kichik bo‘lganda elektr maydonning chastotasi
(3.87) bilan aniglanadi. Bunda maydon chastotasi energiyaga bog'liq
bo'lmaydi. Uning tezligi relyativistikka yaginlashganda chastota (3.86)
bilan aniglanadi.3

3Siklotronning ishlash prinsiplari bilan to‘la tanishish ushbu darslik doirasiga
kirmaydi. U bilan kengroq tanishish uchun maxsus adabiyotlarga murojaat qiling.
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Endi (3.82) tenglamalarning uchinchisini integrallaymiz:
z- 20= VvOlli (3.88)

bu yerda ~0] boshlang‘ich tezlikning magnit maydonga parallel tashkil
etuvchisi.

Olingan natijalarni umumlashtirib (3.84) va (3.88) ga ko'ra quyi-
dagi xulosaga kelamiz:

Bir jinsli o'zgarmas magnit maydonda zaryad o‘gi magnit maydon
yo'nalishi bilan mos keluvchi vint chizig'i bo‘ylab harakatlanadi. Husu-
san (vO]= 0) bo'lsa, harakat trayektoriyasi aylanadan iborat bo‘ladi.

3.9 3-bobga oid masala va savollar

1. Zaryadlangan zarrachaning tezlanishini uning tezligi, elektr va magnit
maydon kuchlanganligi orgali ifodalang.

2. Birjinsli elektr maydon uchun gp= - Er tenglik o‘rinli bodishini kolrsa-
ting.

3. Bir jinsli magnit maydon uchun A = [Hr]/2 tenglik o'rinli bo‘lishini
ko'rsating.

4. Berilgan K sanoq sistemada bir jinsli elektromagnit maydon kuch-
langanliklari uchun \EH\ / 0 shart o'rinli bo'lsin. Ular o‘zaro parallel
(B> IH") bo'ladigan barcha inersial (K') sanoq sistemalarni toping.

5. Berilgan K sanoq sistemada bir jinsli elektromagnit maydon quyidagi
xossalardan biriga ega bo'ladigan barcha inersial sanoq sistemalarni
toping:

a) Maydon kuchlanganliklaridan biri nolga teng (E1= 0 yoki H' = 0);
b) Maydon kuchlanganliklari o‘zaro perpendikulyax (E ' Lif");

c) Maydon kuchlanganliklarining absolyut giymatlari teng (E' — H)\
d) Maydon kuchlanganliklarining ikkalasi nolga teng (E* = H' = 0).

6. Ta’'sir integrali (3.3) ni variatsiyalashda integralning yuqori chegarasi
erkin o‘zgaradi deb, umumlashgan 4-impuls

ifoda bilan aniglanishini ko‘rsating.
7. Zaryadlangan zarracha yassi magnit maydonda (Ax = Ay = Ova Az =
Az(x,y)) harakatlanganda

bodishini ko'rsating. Ko‘rsatma: Bu kattalik umumlashgan impulsning
z o'giga proeksiyasi ekanligidan foydalaning.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zaryadlangan zarracha o'q simmetriyasiga ega bo'lgan magnit may-
donda (Ar = Az=0va = A\(r,z)) harakatlanganda

mr2i e
b 4 -rA$ = const
C

bolishini ko‘rsating. Ko'rsatma: Bu kattalik silindrik koordinata sis-

temasida umumlashgan impulsning ip o‘giga proeksiyasi ekanligidan
foydalaning.

0 ‘zgarmas bir jinsli ko‘'ndalang magnit maydonda (H) harakatlanayot-
gan zaryadlangan relyativistik zarrachaga (to, e) go'shimcha qarshilik
kuchi (F ——T)V) ta’sir gilmogda. Zaryadning harakat tryektoriyasini
aniglang.

Zaryadlari e\ va e2 bo‘lgan zarrachalar x o'giga parallel holda o‘zgar-
mas V tezlik bilan harakatlanmoqda. Laboratoriya sanoq sistemasida
zarrachalarning o‘zaro ta’sirlashish kuchini toping. Xususan, ultrarel-
yativistik holni ko‘rib chiging. Topilgan kuch F = -e 2grad ip formula
bilan aniqglanishi mumkinligini ko‘rsating. ip= ei/72r, r — |r2—r4}
r\, V2 zaryadlangan zarrachalarga o'tkazilgan radius-vektorlar.

Zaryadi e va massasi m bo‘lgan zarracha ixtiyoriy tezlik bilan o’zgarmas
bir jinsli elektr maydonda haiakatlanadi. Boshlangich momentda zarra-
chaning impulsi p0 va u koordinata boshida’ bo'lsin. Zarrachaning ko-
ordinatalarini, vagt. t ni va energiyasini laboratoriya sistemasida uning
xususiy vaqti r ning funksiyasi sifatida aniglang. r ni yo!qotib, uch
o'lchovli koordinatalarni vaqt t orqgali yozing.

Massasi rn. zaryadi e va boshlarxg‘ich energiyasi S bo‘lgan relyativistik
zarracha harakatiga qarshilik ko'rsatuvchi bir jinsli elektr maydonga
kiritilganda ganday masofada to!xtaydi?

Zaryadlangan relyativistik zarracha o‘zaro parallel bo‘lgan bir jinsli
elektr (E = (0,0, E)) vamagnit (H = (0,0, H)) maydonda harakatlana-
di. Boshlang‘ich vaqtda uning impulsi pO= (pnx-0,Poz)- Zarracha
impulsining tashkil etuvchilarini va energiyasini uning xususiy vaqti r
ga bog‘lanishini toping. Zarracha traektoriyasining koordinata o‘glariga
proeksiyalarini kompyuter yordamida chizing.

Zaryadi e bo'lgan m massali norelyativistik zarracha skalyar potensiali
P= Kk(x2—y2) bollgan ikki o‘lchamli elektrostatik maydondan o‘tadi,
Kk = const > 0 (zaryadlangan zarrachalarni fokuslovchi linza). Zarracha
boshlang'ich vaqtdagi koordinatasi (X0, yo, za), tezligi WO —v(gz- Zarra-
chaning harakat gonunini aniglang.

Elektromagnit maydondagi zaryadlangan relyativistik zarrachaning ha-
rakat tenglamasini silindrik koordinatalarda yozing.
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32.

Radiuslari R\, R2, (Ri.< R2) bo‘lgan silindrik kondensator goplama-
lari orasidagi potensiallar farqi V. Qoplamalar orasida kuchlanganligi
silindr o‘giga parallel bo‘lgan aksial magnit maydon (H) bor. Katod
vazifasini bajaruvchi ichki goplainadan boshlang'ich tezligi nolga teng
bo'lgan elektronlar chigadi. Magnit maydon ta’sirida elektronlarning
traektoriyasi buriladi. Qoplamalar orasida magnit maydon oqimi 3>
ganday bo'lganda, elektronlax anod vazifasini bajaruvchi ikkinchi go-
plamaga yetib borolmaydi.

Bir jinsli magnit maydonda harakatlanayotgan zaryadlangan zarracha-
ga magnit maydonga perpendikulyar yo‘nalishda nomagnit xususiyatga
ega bo'lgan qo'shimcha F kuch ta’sir giladi. Qo'shimcha kuch ta’sirida
yuzaga kelgan ko'ndalang dreyf tezligini aniglang.

Chiziqgli zichlik x bilan tekis zaryadlangan ip laboratoriya sanoq sis-
temasida o'zining uzunligi bo'ylab Vv tezlik bilan ko‘chmoqgda. Ipdan
r masofada joylashgan nuqgtaviy zaryad aynan shunday tezlik bilan
ipga parallel yo'nalishda harakatlanadi. Zaryadga ip tomonidan ta’sir
etuvchi kuchni toping.

Zaryad ganday xususiyatlarga ega?

Nisbiylik nazariyasida absolyut qattiq jism tushunchasini Kiritib bo‘l-
masligini tushuntiring.

Elektromagnit maydondagi zaryad uchun ta’sir integrali nimalarga aso-
san yozildi?

Elektromagnit maydondagi zaryad uchun ta’sir integralini 3- va 4 - o‘l-
chovli ko'rinishda yozing.

Elektromagnit maydondagi zaryad uchun Lagranj funksiyasini yozing.
Y C holni ko'rib chiqging.

Elektromagnit maydondagi zaryad uchun Gamilton funksiyasini yozing.
P -C me holni ko‘rib chiqging.

Maydonda harakatlanayotgan zaryad harakat tenglamasini yozing.
Zaryadga ta’sir etuvchi Lorentz kuchi ganday gismlaxdan iborat?
Elektr va magnit maydon nazaxiyaga ganday yo'sinda Kiritiladi?
Zaryadni ko'chirishda fagat elektr maydon ish bajaradi. Sababini tu-
shuntiring.

Elektromagnit maydon tenzorini yozing. U ganday xossalarga ega?
Zaryadning harakat tenglamasini 4-o;lchov.li ko'rinishda yozing. Elek-
tromagnit maydon tenzorining kofinishidan foydalanib, uni 3-o‘lchovli
ko‘rinishga o'tkazing.

Maydon potensiallari uchun to!g‘ri va teskari Lorentz almashtirish for-
mulalarini yozing.

Maydon kuchlanganliklari uchun Lorentz almashtirishlarini yozing.



4-bob

Elektrodinamikaning asosiy tenglamalari

4.1 Maksvell-Lorentz tenglamalarining
birinchi jufti

Elektromagnit maydon gonunlarini aniglovchi asosiy tenglamalarni
aniglashga kirishamiz. Vektor analiz kursidan ma’liraki, birorta vektor-
ning divergensiyasi va rotori ma’lum bo'lsa, u aniglangan hisoblanadi.

3.3 paragrafda biz elektr va magnit maydonga matematik ta'rif bergan
edik, ya'ni

1
E=—grad --—-—-- —, H=rotA.
Bu ifodalarning birinchisidan rotor olamiz:

ldrot
rot b= —rotgrad tp----—--—--- - — .
c ot
0 ‘ng tomondagi birinchi had aynan- nolga tengligini hisobga olib elektr
maydonni aniglovchi quyidagi tenglamani olamiz:

\
rtg —— — . (4.1)
c ot

Bu yerda H —rotA ni hisobga oldik. Bu tenglamadan quyidagi xulosa
kelib chigadi:

Vaqt bo'yicha o‘zgaruvchi magnit maydon uyurmali elektr
maydonni yuzaga keltirib chiqaradi.

Endi magnit maydonni aniglovchi birinchi tenglamani hosil gilamiz.
Buning uchun magnit maydon kuchlanganligidan divergensiya olamiz
va div rot A = 0 ekanligini hisobga olib quyidagini hosil gilamiz:

divif = 0. (4.2)

Bu tenglama magnit maydonni hosil qiluvchi manba - magnit
zaryadlari yo‘qligini ko‘rsatadi. (4.1) va (4.2) - Maksvell-Lorentz
tenglamalarining birinchi jufti deyiladi.
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Bu tenglamalar hali elektr va magnit maydonni to'liq aniglamaydi.
Birinchidan, yugorida ta’'kidlaganimizdek divE va rot H larni anig-
lovchi tenglamalar yo'q, ikkinchidan, (4.1) tenglamada magnit may-
donning vaqt bo'yicha o'zgarishi ishtirok etmoqda. Shu vaqgtda elektr
maydonning vaqt bo'yicha o'zgarishi yuqoridagi tenglamalarda yo'q.
Bu masalaga keyinrog gaytamiz.

Endi Maksvell- Lorentz tenglamalarining birinchi juftining integral
ko'rinishi hosil gilamiz. Buning uchun (4.2) tenglamaning har ikkala
tomonini ixtiyoriy V hajm bo'yicha integrallaymiz:

JdivHdV = 0. (4.3)
\"

Bu tenglamaga Ostrogradskiy-Gauss formulasi (A.88) ni tatbiq gilamiz:

AHdS= 0. (4.4)
S

Vektordan birorta sirt bo'yicha integral (3 AdS) shu sirt bo'yicha vek-

torning oqgimi deyiladi. (4.4) tenglamaga asosan istalgan berk sirt
bo‘yicha magnit maydon ogimi nolga tengligi kelib chigadi. Bunday
xo0ssaga ega bo'lgan maydon toza uyurmali deyiladi. Shunday qilib,
magnit maydon uyurmali bo‘lib kuch chiziglari berk chiziq-
lardan iborat va yopiq sirt bo‘yicha uning ogimi nolga teng.

4.1) tenglamaning har ikkala tomonini ixtiyoriy S sirt bo'yich
integrallaymiz:

I iotE dds = - J I f ds - <4 -5 >
S S

Bu tenglamaning chap tomoniga Stoks formulasi (A.88) ni tatbiqg gila-
miz:

i_ Eii--~ 1S Hds’' <«>
1 S

Bu yerda integrallash sirti vagt o‘tishi bilan o‘zgarmaydi deb, vaqt
bo'yicha hosila bilan integralning o‘rni almashtirildi. Chap tomondagi
integral S sirtni tortib turuvchi berk kontur bo'yicha olinadi. Berk
kontur bo'yicha integral shu vektorning sirkulyatsiyasi deyiladi. Elektr
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maydon sirkulyatsiyasi shu konturdagi elektr yurutuvchi kuch (EYuK)
deyiladi. Shunday qilib: Konturdagi elektr yurutuvchi kuch shu
kontur tortib turgan sirtdan o‘tayotgan magnit ogimining vaqt
bo'yicha o‘zgarishiga teskari ishora bilan proporsional ekan.

Bu gonun elektromagnit induksiya yoki Faradey induksiya gonuni
deyiladi. (4.4) va (4.5) Maksvell-Lorentz birinchi juft tenglamalarining
integral ko'rinishini beradi.

Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi jufti (4.1) ni va (4.2)
ni elektromagnit maydon tenzori (3.33) dan foydalanib to‘rt o'lchovli
ko‘rinishda ham yozish mumkin. Misol sifatida (4.1) tenglamaning x
o‘giga proeksiyasini to‘rt o‘lchovli belgilashlarda yozamiz:

1dHx n dEz dEX , 1dHx _n

rota E\------— =0 yoki ——--- =0
c ot oy oz c at

Bu tenglamani Ey = -F;o0, Ez = F03, Hx = F vay = x2, z — X3,
et — X° ekanligini hisobga olib gayta yozamiz:
+ 220 732 =0 47)
dx2 dx3 dx°®

Shunga o'xshash (4.1) tenglamaning y va z o‘giga proeksiyalarini va
(4.2) tenglamani to‘rt o'ichovli belgilashlarda yozamiz:

+ + "o (48)
m * m o Ne =0 49
dx1 X2 dx° ' 1
N =0 4 10)
dx1 dx2 dx3 >

(4.7)-(4.10) tenglamalarni umumlashtirib Maksvell-Lorentz teng-
lamalarining birinchi juftini to‘rt o‘lchovli ko‘rinishda yozish mumkin:

8Fik dFu 3Fki _
+ dx* + dx' “ ° (411)

Bunda har bir had uchinchi rangli antisimmetrik tenzor bo'lganligi
uchun (4.11) ga bitta to'rt o‘lchovli vektomi mos keltirish mumkin

einlin = 0. (4.12)
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4.2 Zaryadning saglanish qonuni

Yugorida ta'kidlaganimizdek (83.1) nisbiylik nazariyasida real o'l
chamlarga ega bo'lgan jism o'lchamsiz nuqgta bilan almashtiriladi. Shu
sababli zaryadni ham o‘lchamsiz deb ko'risirniz kerak. Zaryad fazoda
tabiatan diskret tagsimlangan bo'ladi. Amrno, matematik qulaylik
uchun biz zaryadning fazodagi real uzlukli tagsimlanishini uzluksiz tag-
simot bilan almashtiramiz. Zaryadlar egallagan sohaning cheksiz kichik
dV hajrnida cheksiz kichik de zaryad joylashgan deb, quyidagi ifodani
yozamiz:

de(r, t) = p(r, t)dv.

Bu yerda
p(r, t) = de(r, t)/dV

uzluksiz tagsimlangan zaryadlar zichligi. Agar zaryadlar harakatsiz
bo‘lsa, uning zichligi (p = p(r)) fagat koordinataning funksiyasi bo'ladi.
Zaryadlar harakatda bo'lsa, u yana vaqtga ham bog'lig bo‘ladi (p =
p(r,1)).

Zaryad uzlukli tagsimlanganda, u turgan nuqtada zichligi chek-
sizga, boshga nuqgtalarda esa nolga teng. Berilgan sohadagi to'liq zaryad

e=J de=J pdv=v2ea (4-13)

tenglik bilan ifodalanishini e’'tiborga olib uzlukli tagsimlangan zaryad
zichligini quyidagi ko‘rinishda ta’riflaymiz:

P(r) = Y .eab(r ~ ra)' (4-14)

Bu yerda o(r —r0) uch o‘lchovli delta funksiya ( ilova garang), ra
a- zaryad turgan nugtaga o‘tkazilgan radius-vektor, yigindi ko'rila-
yotgan sohadagi barcha nuqtaviy zaryadlar bo'yicha olinadi. Zaryadlar
uzlukli tagsimlangan hol uchun zaryad zichligi kabi tok zichligini ham
¢-funksiya orqgali kiritamiz:

j=Yjever~r"y» 1=Jj(r)ds, |1=J2eava- (4.15)
Bu yerda | elektr toki, yoki gisqacha tok deyiladi. Shunday qilib,

zaryadlar fazoda ganday (uzluksiz yoki uzlukli) tagsimlanishidan gat’iy
nazar zaryad va tok zichligi tushunchasini kiritish mumkin ekan.
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Harakatdagi zaryadlar joylashgan sohada ixtiyoriy S sirtl bilan
o'ralgan V hajmdagi e(i) = J p(r, t)dV zaryadning vaqt bo'yicha o‘zga-
i

N =] iP(rdv. (4.16)

Bu kattalik manfiy bo‘lsa, S soha ichida zaryadlar kamayashini ko'rsata-
di, musbat bo‘lsa, ortishini bildiradi. Elektr zaryadlar yo'q bo‘lib ket-
maydi yoki yangidan paydo bo‘lmasligini hisobga olsak, ko'rilayotgan
Mohada zaryad miqdorining o'zgarishi S sirtni zaryadlar kesib o'tishini,
ya'ni zaryadlar ogimi - elektr toki mavjudligini ko'rsatadi. Agarda
lo'rilayotgan sohada zaryadlar kamayayotgan bo‘lsa, (zaryadlar S sirt-
dan*tashqariga chigib ketmoqda), tok

] iy ds (4.17)

musbat bo'ladi. Teskari holda tok manfiy bo‘ladi. Bu kattalik sirtdan
vaqt birligida o'tayotgan zaryad miqdoriga teng bo'lganligi uchun (4.16)
va (4.17) ifodalarni ishoralarini inobatga olib tenglashtiramiz:

- Jpintav= - j>| (o ds. (4.18)

Bu tenglama zaryadning saglanish gonunini ifodalaydi: Zaryad bor-
dan yo‘q bo‘Imaydi va yo‘qdan paydo bo‘lmaydi, fagat bir so-
liadan boshga sohaga ko ‘chib o ‘tishi mumkin.

Ostrogradskiy-Gauss teoremasiga (ilova A.88) asosan (4.18) tengla-
maning o‘ng tomonidagi berk sirt bo'yicha integraldan hajm bo'yicha
integralga o'tamiz:

i = - J div3 (r, 1) dV. (4.19)

Bu yerda hajm bo'yicha integral bilan vaqt bo'yicha hosilaning o‘rnini
almashtirdik. Integrallash hajmi ixtiyoriy bo'lganligi uchun (4.19) teng-
lamaning o0‘ng va chap tomonlaridagi integral ostidagi ifodalar bir-biriga
teng bo‘lishi kerak:

+ divj (r> (4-20)

1Hozircha S sirt harakatlarimaydi va vaqt o‘tishi bilan uning shakli o‘zgarmaydi
deb hisoblaymiz. Bu masalaga makroskopik elektrodinamikada gaytamiz.
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Bu tenglama zaryadning saqglanish gonuni (4.18) ning differensial ko'ri
nishi bo'lib, uzluksizlik tenglamasi deyiladi.2

Zarrachaning zaryadi o0‘zining tabiatiga ko'ra invariant kattalik bo'- :
lib, sanoqg sistemaga bog'lig emas. Uning zichligi esa invariant emas,
ammo de = pdV hajm elementi dV dagi zaryad bo!lganligi uchun
invariant boiadi. Bu tenglikning har ikkala tomonini dx1 4-radius-
vektorga ko‘paytiramiz:

dri
dedxl= pdVvdxl= pdVdg—t-. (4.21)

Bu tenglikning chap tomoni 4-vektor, 0‘ng tomonidagi dVvdt invariant
dX/\

bo'lganligi uchun kattalik Py~ 4-vektorni tashkil giladi. Uni j I bilan

belgilab 4-tok zichligi deb ataymiz:

dxl\
f = p-¢ir, T = {cp, pVvxypVy, pvz) = (cp,pv) = (cp.j). (4.22)

4-tok zichligining uchta fazoviy tashkil etuvchisi bizga ma’lum bo‘lgan
uch o‘lchovli tok zichligi j = vp ni beradi, vaqt tashkil etuvchi esa cp
ga teng.

Uzluksizlik tenglamasini 4-tok zichligidan olingan 4-divergensiya
kol!rinishida yozish mumkin:

0 =- e

4.3 Elektromagnit maydon uchun
ta’sir integrali
Nisbiylik nazariyasida erkin zarracha uchun ta’sir integrali Se (2.7)

ifoda bilan aniglanadi. Zarrachalar sistemasi uchun uni quyidagi ko'ri-
nishda yozamiz:

Se——'YZmCJ ds. (4.24)
2Zaryadning saglanish gonunini saglanuvchi dinainik kattaliklar uchun tatbiq
gilish mumkin. Bunda quyidagi “lug‘at’”dan foydalanish kerak bo'ladi: p(r,t)

zaryad zichligi - saglanuvchi kattalik zichligi; j (r, t) tok (zaryadlar ogimi) zichligi -
saqglanuvchi kattalik ogimining zichligi.
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Bit,ta zaryadlangan zarrachaning elektromagnit maydon bilan talsiri
nniglovchi ta’'sir integrali Sef (3.3) bilan aniglanadi. Bu ifodani zaryad-
lar sistemasi uchun yozamiz:

@/ =-~ | AdxK (4.25)

Bu ikkala ifodada yig'indi ko'rilayotgan sohadagi barcha zaryadlar bo'-
yicha olinadi. Qulaylik uchun zaryadlarning tartib ragamini ko'rsatuv-
chi indekslar yozilmadi. (4.25) ifodani uzluksiz tagsimlangan zaryadlar
uchun yozamiz. Bunda oldingi mavzu natijalaridan foydalanamiz:

1r f 1 r dx*
Sef = -~ pdV / Aidxl= -~ p-"AidVvdt (4.26)

yoki 4-tok zichligi orqgali quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin
Sef = J faidvd(et) = -~ J faida. 4.27)

Bu yerda dfl —dVcdt 4-o'Ichovli hajm elementi.

Zaryad va maydondan tashkil topgan sistemani to‘lig aniglash uch-
un yugoridagi ikki ta’'sir integraliga maydonni aniqglovchi ta’'sir integrali
Sf ni qo‘shish kerak. Ya'ni

S = Se+ Sef + Sf. (4.28)

Maydon uchun ta’sir integralini umumiy prinsiplar asosida yozamiz.
Birinchidan, ta'sir integrali ostidagi kattalik fagat elektromagnit may-
donga tegishli bolib, maydonni yagona tarzda aniglanishi, ikkinchidan,
maydon uchun yoziladigan tenglamalarning chizigliligini ta’minlashi va
nihoyat u invariant bo'lishi kerak. Bularning har birini alohida va shu
bilan biga bir-biriga bog'liq holda ko'rib chigamiz.

Agar ta’sir integralini yozishda maydon potensiallari bevosita ish-
tirok etsa, turli kolibrovka bilan aniglangan potensiallar orgali yozil-
gan ta’'sir integrali turlicha bo'lib, maydonni yagona tarzda anigla-
maydi. Bunga asosan ta’sir integrali ifodasida fagat elektomagnit may-
don kuchlaganliklari ishtirok etadi.

Elektromagnit maydonni aniglovchi tenglamalarning chizigli bo'li-
shi, elektromagnit maydon superpozitsiya prinsipiga bo'ysunishini ta’-
minlab beradi. Bu prinsipga ko‘ra, zaryadlar sistemasi hosil gilayotgan
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maydon, alohida olingan zaryadlar hosil gilayotgan maydonlar yig‘indi-
siga teng bolishi kerak:

E=Ei+ B+ ... + Ejy —\ "Ea,

H=H1+ H2+..+HN=Y ,Ha.

Agar zaryadlar uzluksiz tagsimlangan bo'lsa, yig'indi integral bilan al-
mashtiriladi. Bu prinsip o'rinli bo'lishi, maydonni aniglvchi tenglamalar
chiziqgli bo‘lishini ta’'minlab beradi. Hagigatan ham matematikadan
ma’lumki, chizigli differensial tenglamalarning o'zaro bog‘lig bo‘lma-
gan yechimlarining yig'indisi yana shu tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Bu qoida fizikadagi superpozitsiya prinsipining aynan o'zidir. Maydon
uchun tenglamalar ta’sir integralini variatsiyalash yo'li bilan olinadi.
Bunda variatsiyalanayotgan 0°‘zgaruvchining darajasi bittaga kamayadi.
Demak, ta’sir integralida maydon kuchlanganliklarining ikkinchi dara-
jalari ishtirok etishi lozim.

Ta'sir integrali barcha inersial sanoq sistemalarda elektromagnit
gonunlarini birday ifodalanishini ta’minlash uchun integral ostida elek-
tromagnit maydon kuchlanganliklaridan tuzilgan invariant kattalik yo-
tishi kerak.

Yugoridagi talablarni ganoatlantiruvchi invariant kattalik - haqiqgiy
skalyar yagona tarzda F IkFlk korinishda bo'lishi kelib chigadi. Yugo-
ridagi mulohazalarni birlashtirsak elektromagnit maydonni aniglovchi
ta’sir integrali

sf = XJ FikFikdvdt (4.29)

ko'rinishga ega bo'lishi aniq bo'‘lib goladi. Bu yerda hajm bolyicha
integral butun fazo bo'yicha, vagt boyicha integral esa berilgan ikki
vagt momentlari oralig‘ida olinadi. A gandaydir o'zgarmas kattalik.
Integral ostida FIkFik = 2(H2 - E2) turibdi. Elektromagnit maydon
tenzorining ta'rifi (3.31) ga ko'ra E2 ning tarkibida (dA/dt)2 ifoda
ishtirok etadi. Bu kattalik, shu bilan birga, ta’'sir interaliga E 2 musbat
ishora bilan kirishi kerak. Aks holda Sf minimumga ega bo'Imaydi.
Chunki, A ning vaqt bo'yicha o'zgarishini istagancha katta qilib olish
mumkin. Demak, A < 0 bo'lishi kerak. A ning son giymati birliklar
sistemasi tanlashga bog‘lig bo'lib, xususan Gauss birliklar sistemasida
A = /167 Nihoyat, maydonni aniglovchi ta’sir integrali quyidagi
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ko‘rinishda yozamiz:
Sf = \] FikFikdQ. (4.30)

Endi zaryadlar va maydonni bir butun holda aniglaydigan ta’sir
integralini yozishimiz mumkin

S=-Y,mcJds-+ J fAidQ FikFikdtl.  (4.31)

Elektromagnit maydonga Kiritilgan zaryadning harakat tenglama-
sini olishda zaryad tashgi maydonga ta’sir gilmaydigan darajada kichik
bo'lishi talab gilingan edi. Endi ta'sir integrali (4.31) da zaryad bu
ma’noda kichik bo‘lishi shart emas. Shu sababli (4.31) ga kirgan Arva
Fk haqigiy maydonni aks ettiradi.

4.4 Maksvell-Lorentz tenglamalarining
ikkinchi jufti

Elektr va magnit maydon kuchlanganligij.uchun yana ikkita tengla-
mani odatdagidek variatsion prinsip asosida olamiz. Bunda variat-
siyalanuvchi umumlashgan koordinata sifatida ta’sir integrali (4.31) da
maydon potensiallarini olamiz. Ularni zaryadlar zichligi p(r, t) va tok
zichligi j(r,t) bilan to‘'lig aniglangan deb hisoblaymiz. Ta'sir integrali
(4.31) ning birinchi hadida maydon kattaliklari ishtirok etmaydi, shu-
ning uchun uning variatsiyasi nolga teng. lIkkinchi hadda j I(r,t) vari-
atsiyalanmaydi. Bularni hisobga olib, ta’'sir integralining variatsiyasini
yozamiz:

55 - ji5Ai+ ~F ik6Fik dfl = 0, 432
~u ! ot (4,32)

Bu yerda FIk6Fik = Fik5FIlk ekanligi hisobga olindi. Elektromagnit
maydon tenzori potensiallar orqgali (3.31) ifoda bilan aniglanishini hi-
sobga olib quyidagini yozamiz:

1
i A- + F -k S A k' b F-k d“ 4.33
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Ikkinchi hadda {i,k} —{k,i} almashtiramiz va FK — —F Ik hisobga
olib (4.33) ni gqayta yozamiz:

. . 1k 85AiI
5S J 16Ai -F

4.34
- h i 47r dxk ( )

Ikkinchi integralni xk koordinata bo'yicha bo‘laklab integrallaymiz:

1 1 8Fik _ o
5S - SAjdQ _FikbAid.Sk  (4.35)
CJ 4T 8xk e §

Bu yerda
1
/ Fik6AidSk
471C

to'rt o'lchovli fazoda Sk giper sirt bo'yicha integral bo‘lib, uning qiy-
matlari xk bo'yicha chegarada olinadi. Agar xk => x, y, z bo'lsa,
chegara cheksizda yotadi. Maydon cheksizda nolga intiladi. Agar xk =
ct bo'lsa, chegara boshlang‘ich va oxirgi vagt momentlari bo'lib. unda
variatsiya SAi nolga teng. Demak, (4.35) dagi oxirgi had nolga teng
ekan. Natijada quyidagini olamiz:

I I SAJdQ, = 0 . (4.36)

Bu yerda <4j variatsion prinsipga ko'‘ra aynan nolga teng emas, integral
nolga teng bo‘lishi uchun fagat gavs ichidagi ifoda nolga teng bo‘lishi
mumkin, ya’'ni

8Fik 4tr (4.37)
8xk c3 - '
Bu tenglainani kornponentalarda yozamiz. i = L

8FW 8F 12 8Fia
+ (4.38)
8x° 8x2 8x3

Yoki uch o‘lchovli belgilashlarda

18EX 8HZ 8HV att
—£ + -TII+ = -——--- (4.39)
c 8t 8y 8z
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Qolgan ikkita (i = 2, 3) tenglama bilan bu tenglamani birlashtirib bitta
vektor tenglama ko'rinishda yozamiz:

i = 0 hoi uchun quyidagi tenglamani olamiz:
divE = Anp . (4.41)

Tenglamalar (4.40)-(4.41) Maksvell-Lorentz tenglamalarining ik-
Icinchi juftini tashkil giladi, (4.37) esa bu tenglamalarning to‘rt o‘lehovli
ko'rinishini beradi.

Bu tenglamalarni integral ko'‘rinishda yozamiz. Buning uchun av-
wil (4.41)-tenglamani ixtiyoriy hajm bo'‘yicha integrallaymiz va chap
liomoniga Ostrogradskiy-Gauss teoremasini go'llaymiz:

(4.42)

c sirt o‘rab turgan sohadagi to'liq elektr zaryadi. Bu tenglama eletrodi-
namikada Gauss teoremasi deb yuritiladi: Yopiq sirt bo‘yicha elektr
maydon oqirni, shu sirt bilan chegaralangan sohadagi to ‘lig
zaryad miqdoriga proporsional bo‘lib, ularning joylashishiga
hog'liq emas. Proporsionallik koeffitsienti gauss birliklar sistemasida
% ga teng.

Maksvell tajriba natijalarini tartibga solib ularni matematik tengla-
malar ko‘rinishida yozganda (4.40)tenglamada oxirgi had bo‘lmagan.
Shu hoi uchun uni ixtiyoriy sirt bo#&icha integrallaymiz va chap tomoni-
ga Stoks formulasini qo!llaymiz:

(4.43)

liu tenglamaga ko‘ra uyurmali magnit maydonni elektr toki hosil gilishi
va unuig sirkulyatsiyasi kontur tortib turgan sirtdan ogayotgan tok
lcuchi 1 ga proporsionalligi kelib chigadi. Ushbu ta'rif Ersted gonuni
deyiladi. Proporsionallik koeffitsienti gauss birliklar sistemasida At{ c
ga teng.

Maksvellning fikricha tabiat gonunlari, xususan elektr va magni-
Lizm gonunlari simmetriyaga ega bo'lishi va tugallangan shaklda yozili-
shi kerak. Ya'ni, tenglamalarda elektr va magnit maydon teng huquqgli
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asosda ishtirok etishi kerak. Tajriba natijalarini umumlashtirib yozilgan
tenglamalarda magnit maydon kuchlanganligining vaqt bo'yicha hosw
lasi ishtirok etadi (4.1), elektr maydon kuchlanganligining vagt bo'yicha
hosilasi esa ishtirok etmaydi. Bu holat o‘sha davrda (4.40) tenglamaga
oxirgi hadni “goTda go'shib qo'yish bilan hal gilindi. Bu tenglamaning
intégral ko'rinishini yozamiz:

(4.44)

Bu yerda Is siljish toki deyiladi. Uning zichligi

Siljish toki bevosita zaryadlarning harakati bilan bog'liq emas. Bunday
hadning tenglamalarda bo'lishini X1X asrning o'rtalarida tajribalarda
kuzatish mumkin emas edi. Chunki o‘sha davrda elektr maydonning
o'zgarish chastotasi kichik bo'lib, uning o‘zgarishi bilan bog'lig bo'lgan
siljish tokini paygash imkonini bermas edi. Fagat 1888 yilda Gers elek-
tomagnit to‘lginlarning mavjudligini tajribada ko'rsatish bilan siljish
tokining realligini isbotladi.

Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, nisbiylik nazariyasiga va umu-
miy prinsiplarga asoslangan nazariyada siljish toki tenglamalarda o°‘z-
o'zidan paydo bo'ldi.

Shunday qilib, berk kontur bo'yicha magnit maydon sirkulyatsiyasi
shu kontur tortib turgan sirtdan ogayotgan hagiqgiy (zaryadlarning ha-
rakati bilan bog'lig bo'lgan tok) va siljish toklarining yig'indisini Aiv ¢
ga ko'paytmasiga teng. Bu gonun boshqgacha qilib ta'riflanadi: Uyur-
mali magnit maydonni haqiqgiy tok bilan bir vaqgtda o ‘zgaruvchi
elektr maydon vujudga keltiradi.

4.5 Elektromagnit maydon energiyasining
saglanish gonuni

Maksvell-Lorentz tenglamalaridan kelib chigadigan birinchi mu-
him xulosa - elektromagnit maydon energiyaga ega ekanligidir. Elektro-
magnit maydon énergiyasini topish uchun zaryadlar va maydondan ibo-
rat bo'lgan yopiq sistemani ko'ramiz. Zaryadlarga ta’sir etuvchi kuch-
larning V hajmda va vaqt birligida bajargan ishini topamiz. Zaryadlar
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Hluksiz tagsimlangan deb bu ishni yozamiz:
N = J(Fv)dV = J p (e + « dV . (4.46)

llu yerda
= p ("E+N[yH\ (4.47)

hirlik hajmdagi zaryadga ta’'sir etuvchi Lorentz kuchi. Magnit maydon
bnjargan ish nolga teng bo'lganligi uchun

dw r f.
— = [ pvEdV = jJEdV . (4.48)
Maksvell-Lorentz tenglamalaridan foydalanib bajarilgan ish ifodasining

ko'rinishmi o'zgartiramiz. (4.40) tenglamadan tok zichligini maydon
luichlanganliklari orgali ifodalab (4.48) ni quyidagi kolrinishda yozamiz:

rottf-1°f)~" . (4.49)

liu tenglamani elektr va magnit maydon bo‘yicha simmetrik ko‘rinishga
keltiramiz. Bining uchun (4.1) tenglamadan foydalanamiz:

[ JEAV = ¢, /s(rotH-if) dF- ¢ /* (ro,E+ if ) V.

(4.50)
Bu yerda o'xshash hadlarni guruhlarga birlashtiramiz:

4;_J(Ei0tH - HmtE)dV = I div[EH\iV = E[EH{dS ,

4r) v o dt dt) dtJ 8r
Bu ifodalarni hisobga olib (4.50) tenglamani gayta yozamiz:

Olingan tenglamani tahlil gilamiz. Integrallash hajmini cheksizga
intiltiramiz. Bunda o‘ng tomondagi ikkinchi hadda integrallash sirti
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cheksizda yotadi. Agar eletr va magnit maydon kuchlanganliklari chek-
sizda 1/r dan tezroq nolga intilsa integral nolga teng bo'ladi. Shu
integralni baholaymiz:

Jig, g [EHNDS~ N EH § dS ~ ligy,-¢ -1 2~ ligg, 4~ — 0
Natijada quyidagini hosil gilamiz:

d IE2+H2 f ,
dt §7r = f Ne dV . (4.52)

Bu tenglamaning o‘ng tomonida zaryadlar ustida vaqgt birligida
bajargan ish turibdi. Ish energiyaning o'zgarishi hisobiga bajarilishini
inobatga olsak, chap tomonida vaqt birligida energiyaning o‘zgarishi
turishi kerak. (4.52) ning chap tomoni fagat maydon kuchlanganliklar-
iga bog'liq bo‘lganligi uchun zaryadlarning o'zaro joylashishiga bog'‘liq
emas. Shuning uchun u zaryadlarning o'zaro ta'sir potensial energiyasi
bo‘laolmaydi. Fazoning zaryadlardan holi bo'lgan sohasida ham noldan
fagrlidir. Bu iikrlargan

u fFRR7

elektromagnit maydon energiyasi,

esa uning zichligi ekanjigi kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan ma’lumki, zaryadlar ustida bajarilgan ish ular-
ning kinetik energiyasining o‘zgarishiga teng. Bitta zaryad uchun yozil-
gan (3.22) tenglamani zaryadlar sistemasi uchun yozamiz:

JLE £kin= J2evE = Jtj £kindV =1 jJE dV . (4.55)
Bu natijani (4.52) tenglamaga qo'yib, quyidagi ajoyib natijani olamiz:

d f(E2+ H2

N
s o T EKIN\ V=0 (4.56)
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yoki

/ ST " 4 gdn dV = const. (4-57)
87T
Shunday qilib, maydon va zaryadlardan tashkil topgan yopiq
sistemaning to‘lig energiyasi saglanar ekan.

Yana (4.51) tenglamaga gaytamiz. Ko'rilayotgan sohada bajarilgan
ish nolga teng bo‘lsin deb faraz gilamiz. Bu holda (4.51) tenglama
quyidagi ko‘rinishga keladi:

| SN MNV=hi[ms @)
Bu tenglamaning o‘ng tomoniga Ostrogradskiy-Gauss teoremasini qo'l-
laymiz va integrallash hajmi ixtiyoriy ekanligini hisobga olib

8 E2+ H2

C H —
4t 8T + o div[EH\ = 0 (4.59)

tenglamani hosil gilamiz. Belgilash kiritamiz:
S=£[EH\. (4.60)

Bu belgilashda (4.59) uzluksizlik tenglamasi ekanligi yaqqol ko‘rinadi:

du

O, divs=o0. (4.61)
dt

Zaryadning saglanish gonuni mavzusida ta’kidlaganimizdek uzluk-
sizlik tenglamasi saglanish gonunini ifodalaydi. Bu yerda Uq - sagla-
nuvchi kattalikning zichligi - elektromagnit maydon energiyasining zich-
ligi, S- saglanuvchi kattalik ogimining zichligi - elektromagnit maydon
energiyasi oqimining zichligi bo!lib Poynting vektori deyiladi. Shunday
gilib, umumiy holda

du

-\m=-Q-S, (4.62)
elektromagnit maydon energiyasining saglanish qonuni bo‘lib quyidagi-
cha ta'rifanadi: Elektromagnit maydon energiyasining o ‘zgari-
shi zaryadiar ustida bajarilgan ish bilan ko‘rilayotgan hajmni
o‘rab turga,n sirtdan o ‘tayotgan energiya. ogimining yig‘indi-
siga teskari ishora bilan teng.
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Q= J JE dV sistema zaryadlari ustida vaqt birligida bajarilgan

ish, E = j> S dS sistemani o'rab turuvchi yopiq sirtdan vaqt birligida

ogib chigadigan energiya miqdori. Bu qoidani umumiy ko'rinishda
ta'riflangan energiyaning saglanish gonuni bilan taqgoslasak, energiya
ogimi yangi ko'rinishdagi energiyani nurlanish energiyasi ekanligini ko'-
ramiz. Bu masalani ushbu kitobning 8- bobida batafsil muhokama
gilamiz.

Nihoyat elektromagnit maydon energiyasining saglanish gonunini
differensial ko‘rinishini keltiramiz:

= ~jE —divS . (4.63)

Shunday qilib, elektromagnit maydon energiyaga ega ekanligini isbot-
ladik.

4.6 Maydon potensiallari uchun
tenglamalar

Elektromagnit maydon potensiallari uchun tenglamalarni keltirib
chigaramiz. Buning uchun elektr va magnit maydon kuchlanganliklari-
ning potensiallar orqali ifodalarini

H=rotA, E = —grad(p---—--
c ot

Maksvell-Lorentz tenglamalaridan (4.40) ga go'yamiz:
.4t 1d ( 1dAN\
rocxrotA =T j+ --"~ -gradv - -~ j .
Bu yerda rotrot-A = graddivA —AA ni hisobga olib, yuqoridagi
tenglamani gayta.yozamiz:

1 d2A AIr . f 1dip\
= 3+gradr v~ +T7ai) ' (4'64)

Shunday hisoblarrii (4.41) tenglama ustida bajaramiz:

1d
Aip + divA = —AIIp . (4.65)
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(4.64) va (4.65) elektromagnit maydon potensiallari A, ip uchun anig-
lanishi lozim bo;lgan tenglamalar sistemasini beradi.

Bu tenglamalar o'zaro bo‘lganligi uchun ulardan foydalanish no-
qulayliklar tug'diradi. Ma’lumki. potensiallarni tanlashda ma’lum da-
rajada ixtiyoriylik mavjud (maydonning kalibrovka invariantligi). Ixti-
yoriylik ko‘lami (3.49) va (3.51) almashtirishlar bilan aniglanishi bizga
tna'lum. U yerdagi potensiallarni kalibrovkalovchi funksiyani
nhunday tanlaymizki, natijada giyidagi shart bajarilsin:

(4.66)

Maydon potensiallari uchun yozilgan bu differensial munosabat Lorens
sharti, unga mos kelgan kalibrovka esa - Lorens kalibrovkasi deyiladi.
Shu shartga asosan (4.64) va (4.65) tenglamalar

(4.67)

(4.68)

ko'rinishga o'tadi. Bu tenglamalarning har biri Dalamber tenglamasidir.

Elektromagnit maydon potensiallari uchun topilgan tenglamalar
Maksvell-Lorentz tenglamalariga butunlay ekvivalent. Uzluksizlik teng-
lamasini ganoatlantiruvchi zaryad zichligi p(r,t) va tok zichligi j(r,t)
berilganda (4.67) va (4.68) tenglamalarni integrallab vektor va skalyar
potensiallarni aniglash rnumkin. Maydon kuchlanganliklari esa (3.19)
va (3.20) ifodalar bilan aniglanadi.

Ba'zi masalalarni o'rganishda Lorens kalibrovkasidan boshqa kali-
brovkadan foydalanish qulay bo'ladi. Masalan, Lorens shartining o‘r-
niga

divA —0 (4.69)
shartni olish mumkin. Vektor potensial bo‘ysunuvchi bu differensial
munosabat Kulon sharti va bu bilan bog'langan kalibrovka Kulon kali-
brovkasi deyiladi. Bu holda (4.64) va (4.65) tenglamalar quyidagicha
yoziladi:

(4.70)
Aip —Anp . (4.71)
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Ko'ramizki, bu kalibrovkada skalyar potensial elektrostatik maydon po-
tensiali kabi aniglanadi. Lorenz yoki Kulon kalibrovkasiga bolysungan
potensiallar yordamida topilgan maydon kuchlanganliklari E va H bir
xil bo'ladi.

Maydon potensiallarini aniglovchi Dalamber tenglamalarining to‘rt
o'lchovli ko'rinishda yozish uchun Maksvell-Lorentz tenglamalarining
ikkinchi juftining 4-o'lchovli ko'rinishi (4.37) ni potensiallar orgali yoza-

" &(tt' © - N 4 72)

Bu yerda birunchi hadni Lorenz shartining to‘rt o'lchovli shakli

dAk

=0. 4.73
dxk ( )

bilan taqqgoslab, u nolga teng ekanligini ko'ramiz. Natijada quyidagi
tenglama hosil bo‘ladi:

d2A% 4T
dxkdxk= ~ J ' ( n

Bu potensiallar uchun (4.67) va (4.68) tenglamalarning to'rt o‘lchovli
ko'rinishmi beradi.

4.7 4-bobga oid masala va savollar

1 Maksvell-Lorentz tenglamalari (4.1) va (4.40) uchun (4.2) hamda (4.41)
tenglamalar universal boshlang'ich shart deb garash mumkinligini kolr~
sating.

2. Maksvell-Lorentz tenglamalarining ikkinchi juftidan zaryadning sagla-
nish gonunini ifodalovchi uzluksizlik tenglamasini hosil giling.

3. Fagat Maksvell-Lorentz tenglamalaridan foydalanib elektromagnit may-
don energiyasining saglanish gonunini toping.

4. Elektr va magnit maydon kuchlanganliklarining uchta fazoviy Furye
amplitudalari

Ej*t) —d E(r,.e~Wrrdr,  Hicit) = J H(r t)e~%rdr
uchun Maksvell-Lorentz tenglamalarini yozing.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Elektr va magnit maydon kuchlanganliklarining Furye amplitudalari
Eu{r) = \] E(r,t)e~iwidt, Hu(r) = J H{r,t)e~-iutdt

uchun Maksvell-Lorentz tenglamalaxini yozing.

Birlik yuzadan chekli vaqt ichida elektromagnit maydon g‘alayoni oqgib

o'tgan bo‘lsin. Shu maydon energiyasi ogimi S ning spektral zicnligi
ni elektr Eu va magnit Hw maydon Furye garmonikalari orqgali

ifodalang. Sw quyidagi normirovka sharti bilan aniglangan:

(00] f00]
£=J Sudw = £- | [E(Y)H(D)\dt.
0 —0

Saglanish qonunlari (4.62), (4.63) o'‘rinli bo'lishini ta’minlovchi, ammo
(4.60) dan farqg qiluvchi elektromagnit maydon energiyasi oqimining
zichligi S ni yana qanday aniglash mumkin?

. Dalamber tenglamalarini va Lorenz shartini potensiallarning Furye kom-

ponentalari uchun yozing.

Lorenz shartining bajarilishini ta’minlovchi kalibrlovchi funksiya r,t)
bir jinsli Dalamber tenglamasini ganoatlantirishini ko‘rsating.
Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftining differensial va in-
tegral ko!rinishlarini yozing.

Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftiga ta’rif bering.
Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftining 4-o‘lchovli ko'ri-
nishini yozing.

Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftining 4-o‘lchovli ko'ri-
nishidan 3-o‘lchovli ko'rinishga o‘ting.

Nuqtaviy zaryadlar sistemasining zichligi ganday yoziladi?

Nuqtaviy zaryadlarning tok zichligi ganday yoziladi?

Uzluksizlik tenglamasini yozing va ta'riflang.

Uzluksizlik tenglamasining 4-o‘lchovli ko‘rinishini yozing.

4-tok zichligi ganday tashkil etuvchilarga ega?

Maydon bilan zaryadlarning o‘zaro ta’sirini aniqglovchi ta’sir integrali
4-tok zichligi orgali qanday yoziladi?

Elektromagnit maydon uchun ta’sir integralini yozing va bunday yozil-
ishining sababini tushuntiring.

Maksvell-Lorentz tenglamalarining ikkinchi juftining 4-o‘lchovli ko'ri-
nishini yozing.

Maksvell-Lorentz tenglamalarining ikkinchi juftining 4-o‘lchovli ko'ri-
nishidan 3-o‘lchovli ko‘rinishdagi tenglamalarni hosil qiling.
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23.
24.

25.
26.
27.
28.

29.
30.

Gauss teoremasini ta’riflang.

Maksvell elektrodinamikaning asosiy tenglamalarida tajribalarda kuzar
tilinagan ganday had bo'lishini basliorat gilgan?

Elektromagnit maydon energiyasining saqglanish gonunini ta’riflang.
Elektromagnit maydon energiyasi ogimini ganday tushunasiz?
Elektromagnit maydon impulsining saqlanish gonunini ta’riflang.
Elektromagnit maydon impulsining zichligi Poynting vektori bilan gan-
day bog'langan?

Lorenz shartini (kalibrovkasi) yozing.

Elektromagnit maydon potensiallari uchun Dalamber tenglamalarini
yozing.



5-bob

Elektrostatika

5.1 Elektrostatik maydon

Harakatsiz zaryadlar hosil gilayotgan maydonga elektrostatik may-
don deyiladi. Zaryadlar harakatsiz bo'lganligi uchun ko‘rilayotgan sis-
temada tok nolga teng va maydon kuchlanganliklarining vaqt bo'yicha
(*zgarishlari ham nolga teng bo;ladi. Bu holda Maksvell-Lorentz teng-
lamalari quyidagi ko'rinishni oladi:

rotE — o, (5.1)
divH = ¢ (5.2)
rotH = o (5.3)
divE = Amp (5.4)

Ikkinchi va uchinchi tenglamalardan
H= 0, (5.5)

ya’'ni harakatsiz zaryadlar hech ganday magnit maydon hosil gilmasligi
kelib chigadi. Bu holda elektr maydon

E = —grad<t (5.6)

ifoda bilan aniglanadi. Bu ifodani (5.1) tenglamaga qo;ysak u aynan
ganoatlanadi. (5.4) tenglamaga qo'yish natijasida quyidagi tenglamani
olamiz:

Atp = —ATTp (5.7)

Bu tenglamaga P.uasson tenglamasi deyiladi. Zaryadlar yo‘q boigan
fazoda p = 0, ya'ni bo‘shligda (5.7) tenglama Laplas tenglamasiga
o'tadi:

Aip= 0. (5.8)
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Bu tenglamaga asosan elektr maydon na maksimumga, na minimumga
ega. Haqgigatan ham, tp ekstremumga ega bo'lishi uchun uning koordi-
natalar bo'yicha birinchi tartibli hosilalari nolga teng bo‘lishi, ikkinchi
tartibli hosilalari d2ip/dx2, d2ip/dy2 va €®p/dz2 ishoralari bir xil bo'li-
shi kerak. Bunday bo'lishi mumkin emas, aks holda (5.8) tenglama
ganoatlanmaydi.

Tinch turgan zaryadlar hosil gilgan elektr maydon uyurmasiz bo‘-
lib, uning kuch chiziglari zaryadlarda boshlanib zaryadlarda tugaydi.
Ma'lumki, elektr maydon kuch chiziglari musbat zaryadlarda bosh-
lanadi va manfiy zaryadlarda tugaydi deb shartli ravishda gabul gilin-
gan.

Elektrostatikaning asosiy masalasi zaryadlar tagsimoti p(r) beril-
ganda maydon potensiali ip(r) va kuchlanganligi E(r) larni topishdan
iboratdir. Buning uchun Puasson tenglamasini berilgan chegaraviy
shasrtlar bilan yechish kerak. Xususan, cheksiz fazodagi masala uchun
potensial kamida 1/r2 kabi nolga intilishi kerak. Demak. Puassan
tenglamasining yechimi

r —*o0 da ip—0 (5.9)

shartni ganoatlantirishi kerak. Bu shartni ganoatlantiruvchi Puasson
tenglasining yechimini umumiy holda yozish mumkin. Quyida bu yechi-
mini isbotsiz keltiramiz:

i p(rHdv’
vM =J r_r,| = (510)

Bu yerda r va rl mos ravishda koordinata boshidan kuzatish nug-
tasiga va dV' hajm elementidagi zaryadga o'tkazilgan radius-vektorlar,
\r—r'\ zaryaddan kuzatish nuqgtasigacha bo'lgan masofa. Umuman
olganda Puasson tenglamasining (5.10) korinishdagi yechimi uch karrali
integralni hisoblashni talab qgiladi. Bunday integralni hisoblash ko'p
hollarda giyinchliklar tug‘diradi. Ba'zan uni to'g'ridan-to'g'ri hisoblab
bo'Imaydi. Bunday hollarda masalani yechishning taqribiy yo‘llari qi-
diriladi, yoki maxsus metodlar ishlab chigiladi.

Zaryadlar hajm. sirt va chiziq bo'yicha tagsimlangan hol uchun
Puasson tenlamasining yechimini quyida ko'rinishda yoziladi:

pirav t fa(r)dS i fx(r)d



llu yerda p{r"), a(r') va x(r0 mos ravishda zaryadlarning hajmiy,
nirtiy va chizigli zichligi. Zaryadlar ganday tagsimlanganligiga garab
(5.11) ifodada mos had elektr maydonga hissa qo‘shadi.

5.2 Kulon gonuni

Oldingi mavzuda olingan natijalarni nuqtaviy zaryadlar sistemasi
uchun tatbig gilamiz. Shu bilan birga Kulon gonunini aniglaymiz.
N ta nuqtaviy zaryayadlardan tashkil topgan sistemaning maydonini
aniglaymiz. Uning zichligi

N
p(rY) - 5ZeaS(r'- ra) (5-12)

a=1
ko'rinishda yozamiz. Bu yerda razaryad eaturgan nuqgtaga o‘tkazilgan

radius-vektor. Bu ifodani (5.10) ga qo'yib, nuqtaviy zaryadlarning
inaydon potensialini topamiz:

/(\ A\ / r' -~ r‘Ilz V'"oe® fc 10\
m = E «=»/ ir-~]..=E ™ - M s)

»
Bu yerda Ra = \r—ra\zaryad ea dan kuzatish nuqgtasigacha bo‘lgan
rnasofa. Endi potensialni bitta zaryad uchun yozamiz:

<p(r) = (5.14)
r _ r—r0. Maydon kuchlanganligini aniglaymiz:
E{r) = -grad”(r) = -*R. (5.15)

Nugqtaviy zaryad hosil gilayotgan maydonga kiritilgan sinov zaryadi
€0 ga ta’'sir etuvchi kuch

F(r) = eOE(r) = "R . (5.16)

Bu bizga ma‘lim bo'lgan Kulon gonunini beradi.
Zaryadlar sistemasining elektrostatik maydonini aniglash uchun
(5.13) dan gradient olamiz:

(5-17)
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5.3 Multipol momentlar

Zaryadlar soni katta bo'lganda (5.13) va (5.17) ifodalar katta son-
dagi hadlar vig'indisidan iborat bo'ladi va amalda ulardan foydalanib
bo‘Imay goladi. Bunday hollarda masalani tagribiy yechish lozimligini
5.1 - mavzuda ta’kidlagan edik. Zaryadlar soni katta bo‘lgan sistemalar
rnaydonini o‘rganishda kuzatish nugqtasi yetarlicha uzoq masofada deb
garasak, (5.13) va (5.17) ifodalarni soddalashtirish mumkin bo'ladi.

Kuzatish nugqtasi yetarlicha uzoqda joylashgan bo'lsin (Jr] L).
Bu yerda L zaryadlar egallagan sohaning chizigli o‘lchami. Koordi-
nata boshini zaryadlar egallagan sohaga joylashtirsak, max IrJj < L va
yuqoridagi shartga asosasan

> I/t (5.18)

Demak, elektrostatik maydon kuchlanganligi va potensialini aniqlov-
chi (5.13), (5.17) ifodalarda kichik parametr |ra}/r] -C 1 (zaryadlar
uzluksiz tagsimlangan holda |rf |jr] <C 1) istirok etmoqda. Bunday
hollarda masalani tagribiy yechish uchun Kkichik parametrning dara-
jalari bo'yicha ifodalar qatorga yoyiladi. Qatorda talab gilinayotgan
aniglikni ta’minlab beruvchi hadlar saglab qolinadi. Aniglik darajasi
berilmagan bo‘lgan hollarda gatordagi hadlar masala ma’'nosidan kelib
chigib o'rganiladi.

Awval nugtaviy zaryadlar mydonini yetarlicha uzoq masofalarda
o'rganamiz.1 (5.13) ifodadagi bitta hadni gator ko'rinishda yozamiz:

1 1 ~ 5 1 1 ~» 82 1
|]r-ra] r (~'Xaadxar + 2 N Xaadlafbdxadxszr + " ' ' 5

Buyerdaa,(B3=1 2 3, xX\=x, x2=y, X3= 2. (5.19) qgatorni (5.13)
ifodaga qo'yib, quyidagini topamiz:

vV = (X >axaQ® g™ - +
o 3V DY meaxomen g 3 1+
2tp\a )gx<xdxpT

1Zaryadlar uzluksiz tagsimlanganda, ularga tegishli koordinatalarni r' =
{x", y', z'} nugtaviy bo‘lganda ra—{xa, ya, zaj bilan belgilaymiz.



= <O+ <A + €>2+ - (520)

Hosil bo'lgan hadlarni har birini ko'rib chigamiz. Birinchi had -
kichik parametr bo'yicha nolinchi yaqinlashishda maydon potensialini
lioradi:

o= E.ea= ;- (5-21)

Hundan ko'rinib turibdiki, tpo zaryadi sistemaning to‘lig zaryadiga teng
l)o'lgan va koordinata boshiga joylashtirilgan bitta nuqtaviy zaryadning
maydon potensialiga teng ekan. Maydon zaryadlar tagsimotiga bog!liq
ctnas ekan. Shunday qilib, zaryadlar sistemasining elektr maydon kuch-
langanligi bu yaginlashislida bitta nuqtaviy zaryadning maydon kuch-
hmganligiga teng bo'ladi:

JS=-gradQ=". (5.22)

Bu yaginlashishishda maydon potensiali va kuchlanganligi sferik sim-
inetriyaga ega.

Sistema elektroneytral bo'‘lsa, (J2ea = 0), nolinchi yaginlashishda
maydon potensiali va kuchlanganligi nolga teng bo‘ladi va qator (5.20)
ikkinchi haddan boshlanadi.

5.3.1 Dipol momenti

Ifoda (5.20) dagi ikkinchi hadni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

1 rd
= - E fe - (E Smr r3 . (523)

Bu yerda
d= E eara (5-24)

a

zaryadlar sistemasining elektr momenti yoki elektr dipol momenti, qis-
gacha dipol momenti deb ataladi. Zaryadlarning tagsimoti uzluksiz
bo'lganda

d= 1 rp{r)d,Vv (5.25)
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Yetarlicha uzoq masofalarda birinchi yaqinlashishda maydon potensiali
(5.23) zaryadlar sistemasining dipol momenti bilan to‘lig aniglangan-
ligi uchun uni “dipol” yaginlashishi deb ataymiz. Bu yaginlashishda
maydon kuchlanganligi

(dr\ 3r(rd) - dr2 3n(nd) - d . .
(7™ ~ = — = <5'26)

Bu yerda n kuzatish nugtasiga o‘tkazilgan radius-vektor yo!nalishidagi
birlik vektor. (5.26) dan ko'rinib turibdiki, dipol yaginlashishda may-
don asimmetriyaga ega. Agar z o‘gining yo!nalishini dipol momentining
yo‘nalishi bilan mos tushadigan qilib olsak, qutb koordinatalarida

ip = ”2cos0, (5.27)
dip 2d . . .
Er = —— = -~cos0, radial tashkil etuvchi (5.28)
or rd

F9

dp d | . . .
_85 ~ ?g sin 0= tangensial tashkil etuvchi  (5.29)

Dipol momentining xossasini ko'rib chigamiz. Koordinata boshini

O nugtadan O' (00" —I) nuqtaga ko‘chirishda dipol momenti ganday
o‘zgarishini ko'rib chigamiz:

d=Y'leara= E e“(ra+ I) == d'+ lY2ea. (5.30)
a

a a

Bu yerda ra= ra+ I. d' - zaryadlar sistemasining O’ nuqtaga nis-
batan dipol momenti. Shunday qilib, zaryadlar sistemasining dipol
momenti koordinata boshini gayerda olishga bog‘liq ekan. Xususan,
zaryadlar sistemasi elektroneytral bo'lganda uning dipol momenti ko-
ordinata boshini ko‘chirishga bog‘lig bo‘lmaydi. Bu xossa dipol mo-
mentini hisoblashlarda qulayliklar tug'diradi.

Miqdorlari teng ishoralari garama-qgarshi bo'lgan ikkita nuqgtaviy
zaryaddan tashkil topgan sistema elementar dipol yoki gisqacha dipol
deyiladi. Uning momenti

d=ein + e2r2= e\{r\ - r2). (5.31)
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Elektroneytral zaryadlar sistemasiga “ katta” dipol deb garash mum-
kiu. Buning uchun zaryalarni musbar (+) va manfiy (— ga ajratib dipol
momentini hisoblaymiz:

d=§ +E m« =R*§-+ R~|§ez'- 532>

15uyerda A+ musbat va R manfiy zaryadlarning “zaryadlar markaz-
lari” boiib quyidagicha aniglanadi:

E . E
= A- = -2— (5.33)
E Ra E ea
a a
Agar sistema elektroneytral bo:lsa, (E ei = ~ E efi = e}
a a
d=e(R+-R-). (5.34)

Bu ifodani (5.31) bilan taqqoslab, hagigatan ham elektroneytral siste-
man! “katta elementar” dipol deb garash mumkinligiga ishonch hosil
gilamiz.
b
5.3.2 Kvadrupol momenti

Shunday elektroneytral sistamalar borki, ularning dipol momenti
nolga teng bol!ladi. Masalan, dipol momentlari giymat jihatdan bir-
biriga teng va garama-garshi yo‘nalgan ikki sistemani bir-biriga chelc-
siz yaqin joylashtirsak, ularning umumiy dipol momenti nolga teng
bo'ladi. Bu holda zaryadlar sistemasining maydoni (5.20) gatorda
had bilan aniglanadi. Umuman olganda. bu had zaryadlar sistemasining
simmetriya xossalarini o'rganishda muhim ahamiyat kasb etadi. Shu
had bilan bog‘langan maydonni ko'rib chigamiz:

\ g— - (5-35)

= JYRNY oA Gai r

Bu yerda (eaxaaxal) lar ikkinchi rangli tenzor elementlarini beradi.
Ularning to‘plami zaryadlar sistemasining kvadrupol momenti tenzori
deyiladi:

Dal ~ " 1°gXagXal . (5.36)
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Bunda potensial

(5.37)

ko‘rinishga o'tadi. Bu ifodadan foydalanib kvadrupol tenzorining ko'ri-
nishini o'zgartiramiz. Kvadrupol momenti tenzori ifodasidan £ r 2<&jg/3
kattalikni ayiramiz. Buning natijasida potensial ipz o‘garmaydi. Hagqi-
gatan ham, a ¢ B bo'‘lsa, go‘'shimcha had nolga teng bo'ladi. a —R
bo‘lganda esa

chunki 1/r Laplas tenglamasining fundamental yechimidir. Bu go'shim-
cha bilan (5.36) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin ekan:

(5.38)

Bu kattalikni yana kvadrupol momenti tenzori deb ataymiz. Agar
zaryadlar uzluksiz tagsimlangan bo‘lsa, (5.38) da yig'indidan integralga
o'tish kerak, ya'ni

(5.39)

Kvadrupol momenti tenzorining ta'rifilari (5.36)-(5.39) dan ko!ramizki,
u simmetrik ekan:
Dal DRa, (5.40)

Shu tenzorning elementlarini (5.38) ga muvofiq yozamiz:

(5.41)
Bu tenzorning to'qgizta elementidan fagat oltitasi oz’aro bo‘g‘lanma-
gan. Shu bilan birga dioganal elementlarining yig‘indisi nolga teng

Daa —Dxx+ Dyy + Dzz —O0 . (5.42)
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I>dlganligi uchun uning o‘zaro bog‘lanmagan elementlarining soni yana
liittaga kamayadi.

Ma’lumki, har ganday simmetrik tenzorni koordinata o‘glarini bu-
linh bilan dioganal ko'rinishga (asosiy o'glarga) keltirish mumkin. Y a’xii,

DXX= DX = (5-43)
Dy= D2 = (5-44)
Dez= D3 = '£j(S z2arl). (5.45)

Agar zaryadlar tagsimoti sferik simmetriyaga ega bo‘lsin. U vaqtda
D1= D2=D3. (5.46)

demak, (5.42) ga asosan
Dx = D2= D3= 0. (5.47)

Sferik simmetriyaga ega bo‘lgan zaryadlar sistemasining kvadrupol mo-
menti nolga teng ekan.

Zaryadlar sistemasi silindrik simmetriyaga ega bo‘lsin. Ya’ni, biror-
llao‘qga (masalan, z o‘giga) nisbatan zaryadlar sknmetrik tagsimlangan
bo'lsin. U vaqtda

Di= D27~D 3. (5.48)

Endi D3 —D deb belgilasak, (5.48) ga asosan
Di = D2= -D/2 . (5.49)

Shunday qilib, silindrik simmetriyaga ega bo'lgan zaryadlar sistemasi-
ning kvadrupol momenti tenzori bitta kattalik D bilan xarakterlanadi.
Bu kattalikning ishorasi kvadrupol momentining ishorasi deb yuritiladi.

Masalan, kvadrupol momentining ishorasi musbat (D > 0) bo!lsin,
u holda (5.48) ga asosan

2D > D\ + D2.

Bunda zaryadlar z o'gi bo‘ylab cho:zilib tagsimlangan bo’'ladi (rotor).
Agar D < 0Obo'lsa, zaryadlar z o‘qi bo'ylab siqilib tagsimlangan bo'ladi
(disk).
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Bir komponentali momentga ega bo'lgan kvadrupolning potensiali-
ni (5.37) va (5.49) ga muvofiq aniglaymiz:

|2

~dy*+ 2dz2)r 4 (r5 r3\] ' (5,50)

Simmetriya o‘gi (z o‘qi) bilan kuzatish nuqgtasining radius-vektori r
orasidagi burchak o bilan belgilansa: coso —z/r,

~p= " (300520 1) e (55)

Bu formula tatbiqiy ahamiyatga ega, masalan, atom yadrosining shakli
o‘rganilganda uning kvadrupol momentini bilisli g'oyat muhimdir. Atom
yadrosining kvadrupol momentga ega bo‘lishi, uning shakli sferadan
farq qilishini bildiradi.

Yugoridagilarga o'xshash (5.20) ifodadagi keyingi hadlarni ko'rishni
davom ettirsak, yanada yugqori tartib momentlarni hosil gilamiz. Shun-
day qilib ko'rdikki, bir-biriga nisbatan biror masofaga siljitilgan ikkita
garama-qgarshi ishorali zaryadlar sistemasi dipolni hosil giladi. Bir-
biriga nisbatan biror masofaga siljitilgan garama-qarshi yo'nalishga
ega bo'lgan ikkita dipol kvadrupolni hosil giladi. Bir-biriga nisbatan
biror masofaga siljitilgan va mos ravishda qarama-garshi bo‘lgan ikkita
kvadrupol sistema oktupol ni hosil giladi. B\i yerda keltirilgan ayrim
sistemalar n-tartibli multipol deb ataluvchi sistemaning xususiy hol-
laridir. Zaryad - nolinchi tartibli multipol, dipol - birinchi tartinli
multipol, kvadrupol - ilckinchi tartibli multipol va hokazo. Bu fikrlarni
umumlashtirib quyidagi xulosaga kelamiz. Bir-biriga nisbatan biror
masofaga siljitilgan va mos zaryadlari garama-qarshi bo‘lgan ikkita n-
tartibli multipol sistema (n + I)-tartibli multipolni hosil giladi. Bularga
asosan n-tartibli multipolni zaryadlar soni 2n bo‘ladi.

Nolinchi, dipol va kvadrupol yaqginlashishlarda olingan natijalarga
ko‘ra kuzatish nuqgtasi cheksizga intilganda elektrostatik maydon poten-
siali va kuchlanganligi mos ravishda

ipo~ r-1, Eo ~ V 2; (5.52)
<fl ~ r~2, Ei ~r (5.53)
V2 ~ T~\ E2 - r~4; (5.54)
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$Pn~r~n, = En-~r-(n+xl\ (5.55)

tarzda nolga intiladi.

5.4 Elektrostatik maydon energiyasi

Madomiki, tinch turgan zaryadlar atrofida magnit maydon hosil
ho‘lImas ekan, bunday zaryadlar hosil giladigan maydon energiyasi fagat
elektr maydon energiyasiga teng bo‘ladi. Elektrostatik maydon ener-
giyasi (4.53) ga muvofiq quyidagicha yoziladi:

(5.56)

Bu energiyani uch xil talgin gilish mumkin.

Zaryadlar sistemasi bir necha bo'laklardan iborat bo‘lsin deb faraz
gilamiz. Har bir gism hosil gilgan maydonlar yig‘indisi superpozitsiya
prinsipiga asosan umumiy maydonga teng bo‘ladi. Ya'ni,

(5.57)
U vaqtda (5.56) ga muvofiq

(5.58)
yokKi

Ue = Y ,U P\ (5.59)

Bu yerda

(5.60)
Agar i = j bo'lsa,

(5.61)
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Bu energiya i- maydonning xususiy energiyasi deyiladi. i j bo‘lganda

uei) = ¢ E / E‘E-idVm <5 62>
i

Bu i- va j- maydonlarning o‘zaro ta’sir energiyasini aniglaydi. (5.62)
ifodani yozishda EiEj — EjEi ekanligini hisobga oldik.

Yugoridagilardan ayonki xususiy energiya doimo musbat bo'ladi.
0 ‘zaro ta’sir energiyaning ishorasi esa Ei va Ej maydonlar orasidagi
burchakka bog‘lig bo'lib, musbat yoki manfiy bo‘lishi mumkin.

Shunday qilib, (5.56) bilan aniglangan elektrostatik maydon ener-
giyasi. (5.59) ga muvofiq, xususiy va o:zaro ta’sir energiyalarning yig‘in-
disidan iboratdir.

Endi elektrostatik maydon energiyasining boshgacha talginini ko'-
rib chigamiz. Elektrostatik maydon uchun

.E=-grad<¢>. (5.63)
Bunga asosan (5.56) ni quyidagicha yozamiz:
Ue = —J EE dV = — J Egr&dip dV . (5.64)

Ma'lumki.
tpodiv E = —div(<¢>E) + E grad (p.

bunga muvofiq (5.64) ni qayta yozamiz:
Ue = \] ipdivE dV —~ \] div(ipE) dV . (5.65)

Ikkinchi integralga Ostrogradskiy-Gauss teoremasini qo‘llaymiz va hajm
bo'yicha integraldan yopiq sirt bo'yicha integralga o‘tamiz:

J div(<pE) dv = fipE ds.
Bu yerda yopiq sirt bo'yicha integral nolga teng bo'lishini ko‘rsatish
mumkin. Hajm bo'yicha integral butun fazo bo'yicha olinganligi uchun

integrallash sirti cheksizda yotadi. Bunda sirt bo'yicha integral os-
tidagi funksiyalarning cheksizdagi giymatlari olinishi kerak. Ma’lumki,
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i —oc da elektrostatik maydon potensiali va kuchlanganligi quyidagi
lilrzda nolga intiladi:

tp—1, EP——B, Q- 2.
r rz
Itularni e’'tiborga olsak, yopiq sirt boyicha olingan integral hagigatan
Imm nolga tenligiga ishonch hosil qilish mumkin.
Maksvell-Lorentz tenglamalariga (div E — At1g muvofig (5.65) ni
quyidagi kolrinishda yozish mumkin:

UE = | \] v(r)p(r) dV . (5.66)

Bu yerda potensial ¢ ning o'rniga (5.10) ifodani qo'yib, uni gayta
yozamiz:

Utmi_je ~ m ivdV.. (5.67)

llu natijani nuqtaviy zaryadlar sistemasi uchun tatbiq gilamiz. Nug-
laviy zaryadlar uchun p(r) = eas (r —ra) ekanligini inobatga olsak,
(5.66) dagi hajm bo'yicha integrallar oson hisoblanadi. Natijada

UE=\j2eMra = (5-68)

a

Hu yerda <p(ra) barcha nuqtaviy zaryadlarning “a” zaryad turgan nug-
tada hosil gilayotgan maydon potensiali ekanligini inobatga olib, en-
ergiya uchun quyidagini hosil gilamiz:

ue=\£E 77 -« 5-69>
¢ ab Tab

Hu ifoda bilan birga (5.67) zaryadlarning ta’sir energiyasini beradi.
Olingan natijani bitta zaryadlangan zarracha va u hosil qilayot-
gan maydon uchun tatbiq gilsak, zaryadlangan zarracha eps2 ga teng
bo'lgan “xususiy” potensial energiyaga ega bo'lishi kelib chigadi. tp
zaryad turgan nugqtadagi maydon potensiali. Ikkinchi tomondan max-
sus nisbiy nazariyasida zarrachani niqtaviy deb olish kerakligini bilamiz.
Shu bilan birga nuqtaviy zaryad o‘zi turgan nuqtada hosil gilayotgan
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maydon potensiali cheksizga intiladi. Shunday qilib, biz o'rganayotgan
klassik elektrodinamikaga asosan nuqtaviy zaryad cheksiz xususiy en-
ergiyaga va shu bilan birga cheksiz massaga (me2) ega bo'lishi kelib
chigadi. Bunday fizikaga zid bo‘lgan natija klassik elektrodinamikaning
asosiy prinsiplarining tatbiq qilish sohasi chegaralanganligini ko‘rsatadi.
Elementar zarrachalarning bunday fizik ma’nosi bo‘Imagan chek-
siz xususiy energiyaga ega bo'lishi, zarrachaning nuqgtaviy deb ko'rish
bilan bog'lig. Bunga asosan mantiqiy va tugallangan nazariya sifatida
elektrodinamika juda kichik masofalarda ichki grama-garshilikka ega
ekan. Bunday kichik masofalarning tartibi nimaga teng? Bu savolga
javob berishda ikkita narsaga e’tiborni garatish kerak. Birinchisi, elek-
tronning xususiy elektromagnit energiyasi uning tinch holatdagi ener-
giyasi me2 ga teng bo'lishi kerak. lkkinchisi, elektron gandaydir chekli
ro radiusga ega deb garasak (hagigatda ham shunday), uning xusisiy
potensial energiyasi eipo = ei/ro ga teng bo'lisi kelib chigadi. Ikkala en-
ergiya bitta zarrachaga tegishli ekanini inobatga olib, ro uchun quyidagi
ifodani olamiz:
e2
ro~ — ~~ 2810 13cm. (5.70)
mer
Bu kattalik uzunlik o'ichov birligiga ega bo‘lib, elektronning “klassik
radiusT’ deb ataladi va klassik elektrodinamikaning elektronga tatbiq
gilish chegarasini aniglaydi. Amalda klassik nazariya ro dan ancha katta
masofalarda o‘rinli bo"Imay qgoladi. Masalan, kvant effektlar

rkv ~ — —3.9+10 11icm. (5.71)
me

masofalarda namoyon bo‘la boshlaydi.

Elektrostatik maydon energiyasini yana bir talginini ko‘rib chiga-
miz. Fazoning ri nuqtasida e\ zaryad joylashtirilgan bo'lsin. Chek-
sizdagi ez zaryadni fazoning r2 nugqtasiga ko'chiramiz. Bunda birinchi
zaryad hosil gilgan maydon tashqgi kuchni hosil giladi deb qarasak,
ikkinchi zaryadni ko'chirishda shu kuchga qarshi bajarilgan ish

N2 = e2[<¢>i(r2) - (p\(exd)] = e2(pi{r2). (5.72)

Birinchi zaryadning cheksizdagi potensiali nolga teng. Ikkinchi tomon-
dan birinchi zaryadning r2 nuqtadagi potensiali

<Pi(ri2) = — . (5.73)
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Natiiada baiaviliran ish
12 = — . (5-74)

Endi e\ va ez zaryadlar hosil gilayotgan maydonning nuqtasiga chek-
sizdan e3 zaryadni kolchiramiz. Bunda bajarilgan ish

Aia = fiill + «2 . (5.75)
n 3 ~23
Bu jarayonni davoin ettirib, N zaryaddan iborat bo‘lgan sistemani
hosil gilish uchun bajarilgan to'liq ish

A = (5.76)
2ah A

Bu ifodaning o‘'ng tomoni (5.69) bilan bir xil. Shunday qilib, elektro-
statik maydon energiyasi bir vaqtning o'zida zaryadlarning o‘zaro ta’sir
energiyasi hamda zaryadlarni cheksizdan ko'chirib kelishda bajai‘ilgan
ish deb garash rnumkin ekan.

55 Tashqgi maydonning zaryadlar
sistemasiga ta’siri

Tashqi elektrostatik maydondagi zaryadlar sistemasining energiya-
sini va unga ta’sir gilayotgan kuchlarni aniglaymiz. Tashqgi maydon
potensiali tp va maydon kuchlanganligi E bo‘lsin. Bular bir-biri bilan
bizga ma’lum bollgan E = —grad < ifoda bilan bog‘langan. Tashqi
maydonga kiritilgan zaryadlarning maydon kuchlanganligi E' va poten-
siali plbo‘lsin. Tashgi maydon bilan unga Kiritilgan zaryadlarning
o'zaro ta’sir energiyasi, (5.62) ga muvofiqg ikki maydonning o'zaro ta’sir
energiyasi sifatida yoziladi:

U= EE'dV. 5.77
47‘tJ ( )
Bu energiyani yana quyidagicha yozish mumkin

U= | E'gradipdV = \] p'ip dV = N e a(\(ra). (5.78)
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Bu ifodani hosil gilishda (5.66) va (5.68) larni olishdagi amallarni ba-
jardik. Bu yerda <p(ra) tashqi maydonning ea zaryad turgan nuqtadagi
potensiali. Tashqi maydonga Kiritilgan bitta nuqtaviy zaryadning ener-
giyasini (5.78) ga muvofiq

U = eoip(r0). (5.79)

Koordinata boshini zaryadlar egallagan sohaga joylashtirib (5.78)
ifodani ko‘rib chigamiz. Zaryadlar egallagan soha yetarlicha kichik
bolsin. Bu holda |Jra]-C |r] shart o‘rinli bo‘ladi. Bu shart o‘rinli bo‘l-
ganda tashqgi maydonni zaryadlar egallagan sohada sekin o‘zgaradi deb
olish mumkin. Boshqga tomondan bu shart multipol momentlarni ko'r-
ganimizdagi shartning o'zidir. Demak, zaryadlar sistemasining tashqi
maydondagi energiyasini aniglovchi (5.78) ifodani ra ning darajalari
bo'yicha gatorga yoyish mumkin. Ya’'ni

U= Uo+ Ui+ U2+ ... =m (5.80)

Bu yerda birinchi had
t/o = </*,£ ea= eipo. (5.81)

90 — <p{0) tashqgi maydonning koordinata boshidagi potensiali. Bu

ifodani (5.79) bilan solishtirib quyidagi xulosaga kelamiz. Zaryadlar sis-

temasining tashgi maydondagi energiyasi nolinchi yaginlashishda, koor-

dinata boshiga joylashtirilgan zaryadi sisternaning to‘liq zaryadiga teng

bo'lgan bitta nuqgtaviy zaryadning energiyasiga tengligi kelib chigadi.
Endi (5.80) gatordagi ikkinchi hadni ko'ramiz:

Ui = ( V eara= grad Y ] eara= dgrad 0. (5.82)
V ora Jra=o

Eqg = —grad ipo tashgi maydonning koordinata boshidagi kuchlangan-
ligi ekanligini e’'tiborga olsak, (5.82) quyidagi ko‘rinishni oladi:

Ui = -Eod. (5.83)

Bunga ko:ra (5.80) gatordagi ikkinchi had maydon bilan zaryadlar sis-
temasining dipol yaqinlashishidagi o‘zaro ta’sir energiyasini, ya'ni may-
don bilan dipolning o‘zaro ta’sir energiyasini beradi.
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(5.80) gatordagi hadlarni tahlil qilishni davom ettirsak, keyingi
tartibdagi multipol yaqinlashishlardagi o'zaro ta’sir energiyalarni ola-
miz. Biz fagat ikkita had bilan kifoyalanib, maydon tomonidan zaryad-
lar sistemasiga ta’sir etayotgan kuchni yozamiz:

F = --(grad U)o = Eo £ ea+ gr&d(Eod). (5.84)

Agar sistamaning to‘lig zaryadi nolga teng bo‘lsa, qator ikkinchi haddan
boshlanadi:

F = (gradCE7d))o. (5.85)

Elektroneytral sistemalar uchun dipol monenti koordinataga bog'liq
bo'Imagan o‘zgarmas vektor ekanligini nazarda olsak, (5.85) ning o‘ng
tomonini soddalashtirish mumkin. Hagigatan,

O (Ed) —xOFX ¢ d9BY 4, 9E?
X 0 X

o 0 X [
Lekin E = —grad tp ekanligini inobatga olib, quyidagi tengliklarni hosil
. . dEy dEx sEZ s EX
gilamizz —=~= ——, —— = —— . Uvaqtda
ox oy ox 0z
dEXx dEXx dEXx
Fx = dx-faT + dy~Q,~ + dz~07 = rad)Fx-

Shunga o'xshash
Fy = (dgrad)Ey, Fz= {dgvad)Ez.
Yuqorida olingan natijalarni uinumlashtirsak,
F = (d grad)E0O= (dV)Eo (5.86)

hosil bo‘ladi. Shunday qilib, bu yaginlashishishda kuch maydon kuch-
langanligidan olingan hosilalarning koordinata boshidagi giymati bilan
ifodalanishini topdik.

Agar tashqgi maydon, uni hosil gilayotgan zaryadlar sistemasining
dipol momenti d\ bilan aniglansa (£ e ia = 0), ta’sir energiyasi uchun
quyidagini hosil gilamiz:



Bu yerda R dipoldan zaryadga o‘tkazilgan radius-vektor,.e2 ikkinchi
sistemaning to'liq zaryadi.

Birinchi sistema dipoldan (e\ — 0) tashkil topgan bo‘lsa, va ikkin-
chi sistemaning maydonini ham dipol yaginlashishida olsak (e2 — 0),
ularning ta’sirlashish energiyasi

Uux = (d ~ R t-m R X d z R ) A (5 88)

Bu yerda d2 ikkinchi sistemaning dipol momenti, R birinchi dipoldan
ikkinchi dipolga o‘tkazilgan radius-vektor.

Bu gatorni umuman olganda davom ettirish mumkin, ammo ifo-
dalar juda kattalasib ketishini inobatga olib yuqoridagi natijalar bilan
chegaralanamiz.

5.6 5-bobga oid masala va savollar

1. Hajmiy zichlik p bilan bir tekis zaryadlangan shar hosil gilayotgan
maydon potensiali va kuchlangaligini shar ichidagi va tashqgarisidagi
ixtiyoriy nuqtalarda aniglang. Shar radiusi R.

2. Hajmiy zichlik p bilan bir tekis zaryadlangan chesiz doiraviy silindr
hosil gilayotgan maydon potensiali va kuchlangaligini silindr ichidagi
va tashqarisidagi ixtiyoriy nuqgtalarda aniglang. Silindr radiusi R.

3. Chizigli zichlik x bilan bir tekis zaydlangan cheksiz uzun ip hosil qi-
layotgan maydon potensiali va kuchlanganligini ipdan r masofadagi
nugtalarda aniglang.

4. z o'gidagi -a < z < a kecmada e zaryad tekis tagsimlangan. Shu zar-
yad hosil gilayotgan maydon potensiali va kuehlanganligini aniglang.

5. Oldingi masalada ko‘rilgan bir tekis zaryadlangan kesma uchun ekvipo-
tensial sirtning ko'rinishini toping.

6. Sirtiy zichlik a bilan bir tekis zaryadlangan chesiz tekisiik hosil gila-
yotgan maydon potensiali va kuchlanganligi shi sirtdan X masofadagi
nugtalarda aniglang.

7. lkkita parallel cheksiz tekisliklar orasidagi soha p hajmiy zichlik bilan
bir tekis zaryadlangan. Tekisliklar orasidagi masofa 2d. Tekisliklar
o‘rtasidan o'tuvchi tekislikka nisbatan X masofadagi nuqtalarda maydon
kuchlanganligini aniglang.

8. Cheksiz uzun silindrning sirti \ zichlik bilan zaryadlangan. U hosil
gilayotgan maydon potensiali va kuchlanganligini silindr o‘qidan r ma-
sofadagi nugtalarda aniglang. Silindr radiusi R.
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14.

16.

17.

18.

Radiuslari Ri va R2(Ri < R2) bo‘lgan konsentrik sferalar bilan chegar-
alangan soha p = a/r2 hajmiy zichlik bilan zaryadlangan. Maydon
potensialini va kuchlanganligini toping, a = const.

Sirtiy zichlik a bilan bir tekis zaryadlangan sferik sirt hosil gilayotgan
maydon potensiali va kuchlanganligini sfera markazidan r masofadagi
nugqgtalarda aniglang. Shar radiusi R.

Radiuslari Ri va R2 (Ri < R2) bo‘lgan konsentrik sferalar bilan chegar-
alangan soha p = a/r2 hajmiy zichlik bilan zaryadlangan. Tollig zar-
yadni, maydon potensialini va kuchlanganligini toping, a = const.
Vodorod atomining asosiy holatida elektron p = ———7—r—agexp (—2r/a) ha-

jmiy zichlik bilan tagsimlangan deb garash mumkin. a - Bor radiusi,
r - yadrogacha bo‘lgan masofa. Atom ichidagi maydon kuchlanganlig-
ini hisoblang. Atom yadrosining maydonini hisobga oling. Elektron
zaryadi (—e), yadro zaryadi (e).

. R radiusli doira bo'yicha e zaryad a sirtiy zichlik bilan tekis tagsimlan-

gan. Doira o‘qgi z ning ixtiyoriy nuqtasidagi maydonni aniglang.
Radiusi R bo'lgan halgada e zaryad x chizigli zichlik bilan tekis tagsim-
langan. Halga o‘qgi z ning ixtiyoriy nuqtasidagi maydon kuchlanganlig-
ini aniglang.

Biri ikkinchisining ichida joylashgan va. markazlari orasidagi masofa a
bo'lgan ikki sferik sirtlar bilan chegaralangan soha p hajmiy zichlik bilan
bir tekis zaryadlangan. Kichik sfera bilan chegaralangan bo'shligdagi
maydonni aniglang. Shar radiuslari R, Ri va /1> Ri + a

Zaryad p(x, Y,z) = pocosax cos By cos 7z gonuniyat bilan fazoda chek-
siz davriy panjara hosil gilib tagsimlangan. Maydon potensialini hisob-
lang.

Yarim o‘glari a, b, c bo'lgan va p hajmiy zichlik bilan bir tekis zaryad-
langan ellipsoidning kvadrupol momentini uning markaziga nisbatan
aniglang.

Quyidagi zaryadlar sistemasining potensialini yetarlicha uzoq maso-
falarda aniglang: a) e, —2e, e zaryadlar bir-biridan a masofada joylash-
gan (chigli kvadrupol); b) e zaryadlar tomoni a bollgan kvadratning
uchlarida joylashgan, qo‘shni zaryadlar garama-qarshi ishoraga ega,
bundan tashqari kvadrat markazida +e zaryad jolashgan (yassi kvad-
rupol). Ko‘rsatma: Kvadratning tomonlari Ox, Oy o'glariga parallel
deb oling.

. Elektrostatik maydon potensiali

In — r> R, ( - r > R]

r<Re 1 +2a r<fi-
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24.

25.

26.

27.
28.

Shu maydonni hosil gilayotgan zaryadlar tagsimotini toping. R va a -
o‘zgarmas kattaliklar.

. Radiusi R bo'‘lgan sfera sirti bo'yicha tekis tagsimlangan e zaryad hosil

gilayotgan maydon energiyasini aniglang.
Radiusi R bo‘lgan shar hajmi bo'yicha tekis tagsimlangan e zaryad hosil
gilayotgan maydon energiyasini aniglang.

. Vodorod atomi elektron bulutining atom yadrosi bilan ta’sirlashish ener-

giyasini hisoblang. Elektron bulutda zaryadning tagsimoti 12- masalada
keltirilgan.

. Bir biridan a (a > Ri + R2 masofada joylashgan R\ va R2 radiusii

sharlar mos ravishda e\ va e2 zaryadga ega. Sharlarning ta’sirlashisli
energiyasini va kuchini toping.

Dipol momenti d bo'lgan dipoldan r masofada e zaryad joylashgan.
Dipol va zaryadning o‘zaro ta’sir energiyasini va kuchini aniglang.
Momenti d\ bo‘lgan birinchi dipol koordinata boshida joylashgan, mo-
menti (2 bo‘lgan ikkinchi dipol esa radius-vektori r bo'lgan nugtada
joylashgan. Ikki dipolning ta’sir energiyasini va kuchini aniglang. Qu-
yidagi xususiy hollarni ko'ring:

a) dipol momentlari parallel va ularni birlashtiruvchi chizigda yotadi;
b) dipol momentlari parallel va ularni birlashtiruvchi chizigga perpen

dikulyar;

c) dipol momentlari antiparallel va dipollarni birlashtiruvchi chizigda
yotadi;

d) dipol momentlari antiparallel va dipollarni birlashtiruvchi chizigga
perpendikulyar;

Qo‘zg‘almas nuqtaviy zaryad maydon kuchlanganligi va potensialini
yassi tolginlar bo'yicha yoying va Furye tasvirlarni aniglang.
Elektrostatik maydonga ta'rif boring.

Nugtaviy zaryadlar sistemasining elektr maydon kuchlanganligi va po-
tensialini yozing.

Multipol momentlarini ganday tushunasiz?



6-bob

O ‘zgarmas magnit maydon

6.1 Statsionar tokning magnit maydoni

Fazoning berilgan nuqtasida vaqt o‘tishi bilan o‘zgarmaydigan tok-
lar statsionar toklar deyiladi. Bu holda zaryad va tok zichligi vaqtga
bog'liq bo'Imaydi, ya’'ni

\

Bunday zaryad va toklar hosil gilgan maydon vaqtga bog'liq bo'Imaydi:

Bu holda elektromagnit maydon statsionar bo‘ladi.
Shunday qilib, statsionar elektromagnit maydon uchun Maksvell -
Lorentz tenglamalari quyidagi ko‘rinishni oladi:

rotE = o, (6.3)

divH = o (6.4)
47r

rotH = i: (6.5)
c

divE = 47rp. (6.6)

Bu tenglamalar o'zaro bog‘lanmagan ikkita mustaqil tenglamalar
sistemasidan iborat:

1. (6.3) bilan (6.6) tenglamalar zaryadlar hosil gilgan elektr may-
donni ifodalaydi. Bu hol 5-bobda batafsil ko‘rilgan elektrostatik may-
donni aniglaydi.

2. (6.4) bilan (6.5) tenglamalar statsionar toklar magnit maydonini
aniglaydi. Elektrodinamikaning statsionar toklar magnit maydonini
o'rganuvchi gismi magnitostatika deyiladi.
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Ma’limki, vektor potensial A orgali magnit maydon quyidagicha
aniqglanadi:
H = rot A. (6-7)

Buni (6.4) tenglamaga qo'ysak, u aynan bajariladi. (6.5) tenglamaga
go'yish, quyidagi natijani beradi:

47r
rotH = rotrot A —graddivA —A A = —j. (6.8)

Maydonning kalibrovka invariantligidan foydalanib, vektor potensial
uchun

divA —0 (6-9)

kalibrovkani tanlaymiz. Bu holda (6.8) tenglama
AA =~ j. (6.10)

ko'rinishni oladi. Bu tenglama vektor shaklda yozilgan Puasson teng-
lamasi bo'lib, uning yechimi:

Mr) = (6.11)

c J/ \r—r'\
Bu yerda r va / mos ravishda koordinata boshidan kuzatish nuqtasiga
va dV' hajm elementidagi elementar tokka o!tkazilgan radius-vektorlar.
R —r —r' elementar tokdan kuzatish nuqtasigacha o'tkazilgan radius-
vertor.

Bevosita hisoblab (6.11) bilan aniglangan vektor potensial (6.9)
shartni ganoatlantirishini ko'rish mumkin:

divA(r):I (1Y N )dv'=U & i = 0.
cJ r'\J

(B

\\r—r'\ cJ \r- r\

Bu ifoda hagigatan ham nolga teng. Chunki toklar egallagan hajm

chekli va uni o‘ragan sirtda, ya’'ni integrallash sirtida toklar nolga teng.
Endi (6.11) dan foydalanib, (6.7) ga asosan, statsionar toklarning

magnit maydon kuchlanganligini aniglaymiz:



Bu formula Bio va Savar gonunini aniglaydi. Bu yerda (A.103)
formuladan foydalandik.

Statsionar tok uchun (6.1) ga muvofiq, zaryadning saglanish gonuni
(4.20) quyidagi ko'rinishni oladi:

divj(r) = 0 (6.13)

yoki uzluksizlik tenglamsining integral ko‘rinishi (4.18) ga muvofig quyi-
dagicha yoziladi:

j>j{r,t)ds —o. (6-14)

Bundan ko'rinib turibdiki, statsionar tokning yopiq sirt bolyidia ogimi
nolga teng.

Tenglama (6.13) ga kora: statsionar tok zichligi uyurmali xarak-
terga ega, ya’'ni tokni hosil giluvchi zaryadlar yopiq naychalar bo‘ylab
harakat giladi. Bu naychalar zaryadlarning saglanish gonuniga asosan
bir-biri bilan kesishmaydi. Demak, zaryadlarning harakati davriy yoki
kvazi davriy (davriyga juda yaqin) bo‘ladi. Naychalarning ko'ndalang
kesimini nolga intiltirsak, tokni - chiziqli toklardan tashkil topgan deb

garash mumkin. Bu holda, 3
»

jd,v' = j (dsdl) = {jdS) di = (jdS)di= didi (6.15)

Endi zaryadlar fazoning chekli sohasida kvazistatsionar (statsio-
narga yaqin) harakatda bo‘lgan holni ko'rib chigamiz. Bu holda ko'rila-
yotgan sohada zaryadlar davriy yoki davriyga yaqgin harakatda bo'lishi
mumkin. Davriy harakatda zaryadlar har davrdan so‘'ng avvalgi ho-
latidan anig gaytadi. Davriyga yagin harakatda esa bunday holat ro'y
bermaydi. Ammo zarj*adlar yetarlicha katta vaqtdan keyin avvalgi ho-
latlarga yaqin holatlardan o‘tishi mumkin. Bunga go'shimcha ravishda
zaryadlar sekin harakat gilayotgan bo'lsin (v -C c) deb garaymiz. Bu
holda Maksvell-Lorentz tenglamalarida fazoviy koordinatalar bo'yicha
olingan hosilalarga nisbatan vaqt, bo'yicha hoslalar kichik bo'ladi. Bu
shartlar bajarilishi Maksvell-Lorentz tenglamalarda qanday olzgarish-
larga olib kelishini aniglash uchun hosilalarni baholaymiz. Vaqt bo'yi-
cha hosilalar uchun quyidagilarni yozish mumkin:

dE _ E dH H

a4 T°' dat T
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Bu yerda T maydon o'zgarishini aniglovchi xarakterli vaqt. Harakat
davriy bo‘lganda T davrga teng bo‘ladi. E, H lar zaryadlar harakat-
lanayotgan sohada maydon kuchlanganliklarining absolyut giymatlar-
ining xarakterli o'rtachasi. Yuqoridagi baholash kattaliklarning tartibi
uchun ma’noga ega.

Endi fazoviy koordinatalar bo'yicha hosilalarning (rot E va rot H)
tartibini baholaymiz. Real sistemalarda zaryadlar kvazistatsionar liara-
katda bo‘lganda E, H yetarlicha silliq funksiya bo'lib, fazoning bir nug-
tasidan boshqgasiga o‘tganda sekin o'zgaradi. Sistemaning o‘lchamini L
bilan belgilasak, fazoviy hosilalar tartibini quyidagicha baholash mum-
kin:

dE dE dE E
dx dy dz L'

Bu yerda zaryadlarning tagsimoti va maydonning o‘zgarishi turli yo‘na-
lishlarda turlicha bo'lishini e’tiborga olmadik.

Kvazistatsionarlik sharti Maksvell-Lorentz tenglamalarida mos ko-
efhtsientlari bilan vaqt bo'yieha hosilalar fazoviy hosilalardan kichik
bo'lishini talab giladi, ya’'ni

dEi 1 dHi dHi 1 dEi
» - -
dxk ¢ dt dxk ¢ dt
yoki
I 1 H 1E

T»-cT- 1T > ¢cr (6.16)

Bu yerda fazoviy koordinatalar va vaqt bo'yicha hosilalarning tartibi
bir xil bo‘lgan taqdirda ham 1/c koeffitsient hisobiga (6.18) tengsiz-
liklar bajariladi. Bu tengsizliklarni bir-biriga ko'paytirib tezlik uchun
yuqorida qgo'yilgan shartni hosil gilamiz:
L
T » (6.17)
C>>T
Bu yerda v ~ L/T sistema zaryadlarining xarakterli tezligi ma’nosiga
ega. Shunday qilib, zaryadlarning kvazistatsionar harakatida ularning
tezligi yorug'lik tezligidan juda kichik bo‘lishi kerak ekan. Zaryadlar-
ning harakati kichik deganda, uni shu ma’noda tushunish kerak.
Yuqoridagi shartlar bajarilganda maydon kvazistatsionar deyiladi.
Bunday maydonlar uchun Maksvell-Lorentz tenglamalari (6.3)-(6.6)
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bilan bir hil bo‘ladi. Shunday qilib, yuqgorida statsionar maydonlar
uchun olingan natijalar kvazistatsionar maydonlar uchun ham o'rinli
bo'ladi. Faqgat bu holda maydon kattaliklarini ularning o‘rtachalari
bilan almashtirish kerak. *

6.2 Magnit momenti

Kvazistatsionar harakatdagi zaryadlar sistemasining magnit may-
donini yetarlicha uzoq masofalarda aniglaymiz. Buning uchun koor-
dinata boshini toklar egallagan sohaga joylashtiramiz va elektrostatik
maydon potensialini multipollar bo‘yicha gatorga yoyganimizdagi kabi
yo'l tutamiz, ya'ni \r\ -C |r] deb, vektor potensial (6.11) ni r' ning
darajalari bo'yicha qatorga yoyamiz:

A=Ao+ A1+ ... (6.18)

Bu yerda birinchi had (nolinchi yaqinlashish)
AO= - fjdv,. 6.19
crg 19 ( )

Bu integral (6.14) ga asosan nolga teng bo'ladi. Shu sababli (6.20) gator
ikkinchi had bilan boshlanadi, ya’'ni

Ai = Jj (\/grad dv:'. (6.20)
Integral ostidagi ifodaning ko‘rinishini o'zgartiramiz:
j (r'grad” i Ar'grad”™ - r' (jgrad7) } +

N |J (\/grad + r' (3 grad”™ } .

Birinchi gavsni uchta vektorning vektor ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish
mumkin:

[3 (r'grad —r' (V grad |l = [r'j]grad —
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Ikkinchi gavsni hisoblashda kvazistatsionar toklar alohida naychalardiin
ogayotgan toklar to'plamidan tashkil topganligini va (6.15) ni inobatf.ii
olamiz. Bunda zaryadlar holatining o'zgarishi dr va kontur elementi di
ekvivalent bo'ladi. Bularga asosan ikkinchi gavsdan olingan integrally
quyidagicha yozish mumkin:

J |i’\l’/grad +r' grad |dV‘ =

\] dl je/r7~r'grad-"~ + r' (“dr'grad I =

/dlj> d~r' (r'grad ~ =0,

chunki to'liq differensialdan berk kontur bolyicha olingan integral doimo
nolga teng.

Shunday qilib, birinchi yaqginlashishda vektor potensialni quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

pory 3 TAIrIAV' = fg [mr]. (6.21)

Bu yerda

m = Ycj[r'7idVv' (6-22)
zaryadlar sistemasining magnit momenti deyiladi. Bu kattalik zaryad-
lar sistemasining xossalari - toklar tagsimotiga va ularning geometrik
shakliga bogliq.

Vektor potensial ma’'lum bo‘lgandan keyiri magnit maydon kuch-
langanligi oson topiladi. Magnit maydon kuchlanganligini topish uchun
vektor potensialdan rotor olish kerak. Magnit momenti berilgan zaryad-
lar sistemasi uchun o'zgarmas bo‘ladi. Shu sababli (A.100) ga muvofiq
quyidagini yozish mumkin:

fmrl .V r
H —rotA = rot —r- = m div . —(mV) .
yra N ytj

Bu yerda (A.98) ga asosan birinchi hadni nolga tengligini ko‘rsatish
mumkin. Ikkinchi had uchun quyidagini hosil gilamiz:

: r 1. / _ 1\ m 3r(mr)
(MV)pT = A (mV)r+r(mVA" )= -3 .
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Shunday qilib,

_3r(rm) —mr 3n(nm7)]—m 04\

r
Bu yerda n kuzatish nuqtasiga o'tkazilgan radius-vektor yo‘nalishidagi
birlik vektor.

Dipol yaqginlashishdagi elektr maydon kuchlanganligi ifodasi (5.26)
bilan (6.23) ni tagqoslab, ularning ko‘rinishi bir xil ekanligini ko'ramiz,
fargi birida maydon dipol momenti bilan aniglansa, ikkinchisida, mag-
nit momenti bilan aniglanadi. Ammo, magnit momenti dipol mo-
mentidan fargli ravishda koordinata boshini ko‘chirishga bogiiq emas.
Koordinata boshini O nuqtadan O ‘ nugtaga ko‘chiraxniz, ya'ni t7 =
7" + a almashtirishni bajaramiz. Yangi koordinata boshiga nisbatan
inagnit momentini hisoblaymiz:

m= h:1 \}"~dV" = ¢ ““aNedV'=rn+ YcS~ dV'
Bu yerda ikkinchi had

j[ajldV" = [«,(/r3dVv" = 0.

Shunday qilib, magnit momenti koordinata boshini qayerda tanlashga
bog‘lig emasligini anigladik.

6.3 Chizigli tokning magnit momenti

Bio-Savar gonunini chizigli toklarga tatbiq gilamiz. Chiziqli tokm
ko‘ndalang kesimi cheksiz kichik naychadan oqayotgan tok bibn al-
mashtiramiz. Bu holda, (6.15) ni inobatga olib, (6.11) ning o'rniga chi-
zigli tokning magnit maydon vektor potensiali uchun quyidagi ifodaui
hosil gilamiz:

A(r) = - f =- f dl (6.24)
cJ \r—r\ cJ \r—r'l

Shunga o‘xshash magnit maydon kuchlanganligi ifodasi (6.12) ni chiziqgll
tok uchun yozamiz:

H=1ruwuw dH=£[dIR] (6 25)

cj R3 c Rs3
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Bu yerda birinchi ifoda chiziqli tok, ikkinchi ifoda esa chiziqli tok ele-

mento hosil gilayotgan magnit maydon kuchlanganligini aniglaydi. Oxir-

gi ifodaga asosan, chizigli tok elementi hosil gilayotgan magnit

maydonning yo‘nalishi o‘ng parma qoidasi bilan aniglanadi.
Endi magnit momentni chiziqli tok uchun yozamiz:

M=Tej~ dv=Te/ ¥ =Te/ BB

Bu yerda kontur elementi di shu element uchlariga o'tkazilgan radius-
vektorning differensiali dr bilan almashtirdik (6.1-rasm).
(6.26) dagi oxirgi integralning son
giymati kontur bilan chegaralangan
yuzaga teng, yo'nalishi esa yuzaga
~  perpendikulyar bo'‘lib, o:ng parma
goidasiga muvofig aniglanadi. Shun-
day qilib,

6.1-rasm: m = -1Sn. (6.27)
c

Tok konturi bilan chegaralangan sirtni bir-biriga ortogonal bo'lgan
eg'ri chiziglar bilan elementar yuzachalarga bo'lib chigamiz. Chiziglar-
ning har biridan garama-qgarshi yo'nalishda | tok oqayotibdi deb faraz
gilamiz. Bu yuzachalarni chegaralovchi konturdan ogayotgan tokning
magnit momenti

rim = -ClndS. (6.28)
Bu ifodani (6.27) bilan tagqoslab, chizigli I tokning magnit momenti
sirtiy zichlik mo = In/c bilan tagsimlanganligini ko‘ramiz.

Dipol yaginlashishida elektrostatik maydon kuchlanganlini va mag-
nitodipol yaqginlashishida magnit maydon kuchlanganligini aniglovchi
(5.26) va (6.23) ifodalarining o'xshashligi, bu yaginlashishda magnit
maydonni ham elektr maydon kabi skalyar potensial bilan aniqglash
mimkin degan fikrga olib keladi. Ya’ni



liu yerda (pm skalyar magnit potensial deyiladi. Magnit maydon kuch-
lunganligini
H = -grady?m = (6.30)

formula bilan hisoblab, ma’lum bo‘lgan (6.23) ifodani olamiz. Elek-
Uostatik maydon skalyar potensialidan farqli ravishda (magnit maydon
Icuchlanganligi psevdovektor bo‘lganligi uchun) (6.29) bilan aniglangan
magnit maydon skalyar potensiali psevdoskalyar bo'ladi.

Magnit maydon kuchlanganligini (6.30)
korinishda tasvirlash rotH = 0 bo'‘lishiga
olib keladi. Bu tenglik (6.5) ga muvofiq
I'azoning fagat j = 0 bo‘lgan sohalari uchun
o'rinli bo'ladi. Shu bilan birga (6.4)
tenglamadan skalyar magnit potensial

A qm = 0. (6.31)

Laplas tenglamasi ganoatlantirishi kerakligi kelib chigadi. Bu teng-
lamaning yechimi j = 0 vaj / 0 sohalar chegarasida o‘zini ganday
tutadi? Bu savolga javob olish uchun tok nolga teng bo'lgan sohada
birorta nuqtani (A) tanlaymiz. Bu nuqtada potensial ipm(A) ga teng
bo'lsin.

Shu nugtadan o‘tuvchi va tokni o‘rab oigan berk kontur olamiz
(6.2-rasm). Shu kontur bir marta to'lig aylanib chigilganda potensial
ipm(A) ni hisoblaymiz:

em(A) = ipm(A) + y dtpm. (6.32)
Agar potensial koordinataning bir giymatli uzluksiz funksiyasi boll-
sa, j> dipm — O bo'lishi kerak. Hagigatda esa
j) dipm = ji Vifimdl = —ji Hdl = -—-- 1.

Shunday qilib,
<Pm(A) - qm(A) = — I- (6.33)
Bu munosabat ipm(r) koordinataning bir giymatli funksiyasi emasligini

ko‘rsatadi va tokli konturni o'ragan ixtiyoriy konturni aylanib chigishda
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4x1/c orttirma oladi. Bu yerda | integrallash konturi tortib turgan
sirtdan o'tadigan to'lig tok. Shunday qilib, j — O va j ~ O sohalar
chegarasida (6.33) shart bajarilishi kerak ekan. Bundan tashqari, poten-
sialning hosilalarining uzluksizligini ta’minlovchi chegaraviy shartlarni
ham hisobga olish kerak. Bunday shartlar ustida ushbu kitobning
makroskopik elektrodinamika gismida batafsil to'xtalamiz.

6.4 Magnit va impuls momentlari
orasidagi bog‘lanish
Bu masalani ko‘rish uchun zaryardlar sistemasi nuqtaviy zaryadlar-

lardan tashkil topgan deb garaymiz. Bu holda magnit momenti (6.22)
quyidagi ko‘rinishga o'tadi:

m = ~ Y, ealravakx (6.34)
Sistemaning impuls momenti esa
L = 'La= " “Tna[raval. (6.35)

Bu yerda ma, ea mos ravishda zaryadlangan zarrachaning massasi va
zaryadi. (6.34) va (6.35) ifodalarni taggqoslab, magnit va impuls mo-
mentlari orasidagi bog‘lanishni topamiz:

m="2 AV 63

o . G &
Agar zarrachalar bir xil, yoki hamma zarrachalar uchun — — — |
ma m

ya’'ni solishtirma zaryad bir xil bo‘lsa, (6.36) quyidagicha yoziladi:

m = ~~—1L. (6.37)

2mc
Bu natijani atomlarga tatbiq qgilamiz. Atomda elektronlar yadro
atrofida orbital harakatda bo'lganligi uchun m elektronning orbital
magnit momenti va L orbital impuls momenti bo‘ladi. Shunday qilib,
atomlarning magnit va orbital momenlari bir-biriga proporsional ekan.
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Elektronning zaryadi manfiy bo‘lganligi uchun ularning yo‘nalishlari
garama-garshi bo'ladi.

Ta’sir giluvchi tashqi maydon bo‘lmasa, atomning magnit va u
bilan bog'lig bo‘lgan orbital mometlari saglanadi. Atom kuchsiz tashqi
magnit maydon ta’sirida bo'lsin deb faraz gilamiz. Bunday maydon
ta’'sirida har ikkala moment sekin o‘zgaradi.

Magnit momenti m bo'lgan sistemaga o‘zgarmas va bir jinsli kuch-
siz tashgi H magnit maydon ta’sir gilayotgan bo‘lsin. Bunda kuch
momenti quyidagi tenglama bilan aniglanadi:

Kk = M3 (6.38)

Mexanikadan ma’lumki, kuch momenti impuls momentining vaqt
bo'yicha hosilasiga teng:

Bu ikkala tenglikni solishtirib. (6.37) ga rnuvofig quyidagi tenglamani
yozish mumkin:

(6.40)

Bu yerda

(6.40) L vektor uchun harakat tenglama bo'lib, unga ko:ra impuls mo-
mentining moduli (L — const) saglangan holda fagat uning yo'nalishi
o'zgaradi. Shu sababli bu tenglamani impuls momenti yo‘nalishidagi
birlik vektor 1 (L = LI1) uchun yozish mumkin:

(6.42)

Bu tenglamaga asosan L vektorning uchi magnit maydon kuchlangan-
ligiga tik bo‘lgan tekislikda ujr, chastota bilan aylanadi. Tenglama
(6.40) dan kelib chiggan bu ikki xulosani birlashtirib teorema ko'rinishi-
da ta’riflaymiz:



0 ‘zgarmas bir jinsli magnit may-
donda atom elektronlarining orbital
momenti o°‘zining son giymatini va
maydon yo‘nalishi bilan hosil qil-
gan burchagini o‘zgartirmasdan, may-

> don atrofida tekis aylanma harakatda
bo‘ladi. Bu teorema Larmor teoremasi,
hodisa esa Larmor presessiyasi deb ataladi.

ud = -— Larmor chastotasi.
2me

6.3-rasm: Yoqoridagi fikrlar 6.3-rasmda tasvir-
langan. Atom elektronlarining O yadro
atrofida harakatlanib hosil gilgan toklari
yassi chizigli yopiq tok shaklida tasvirlangan.

Endi tashgi maydon ganday ma’'noda kuchsiz ekanligini ko!rib chi-
gamiz. Magnit maydon yo'qligida elektronlarning yadro atrofidagi ay-
lanishinig xususiy chastotasi wo ga nisbatan Larmor chastotasi juda
kichik bo'lishini talab gilamiz:

. 2 me
-C Lo, H <C -r-7-wo-

Bu shart tashqi maydonning kichiklik darajasini aniqlaydi va atomlar
bilan bog‘lig bo‘lgan tajribalarda doimo bajariladi. ujg atomda elek-
tronning aylanish chastotasi. Larmor presessiyasi orgali diamagnitizm,
Zeeman-effekti va shunga o'xshash hodisalarni tushuntirish mumkin.

6.5 6-bobga oid masala va savollar

1 Zichligi j (r) = jo cos(kr) gonuniyat bilan aniglangan tok zaryadlarning
statsionar tagsimotini ta’minlay oladimi? j'q va k o‘zgarmas vektorlar.

2. Lorentz kuchi ifodasidan foydalanib, H magnit maydonda chizigli tok
elementi Idl ga ta’sir giluvchi kuch dF = I[dIH\/c ekanligini ko'rsating.
Aniglanishi lozirn bo‘lgan formula Amper gonuni deyiladi.

3. Cheksiz to‘g'ri chizigli tokning undan r masofadagi nuqtalarda magnit
maydon kuchlanganligini va vektor potensialini aniglang.

4. Radiusi R bo'lgan chesiz to‘g‘ri silindrning ko‘ndalang kesimi bo'yicha
tekis tagsimlangan | tokning magnit maydon kuchlanganligini va vektor
potensialini uning o'gidan r masofadagi nuqtalarda toping.
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10.

11.

13.

14.

6.4-rasm:

Oldingi masalani ichi kovak silindr uchun yeching. Silindrning ichki va
tashqgi radiuslari mos ravishda a va b (a < h). Tok zichligi j.

Radiusi b bo'lgan silindrik goplamaning ichida unga koaksial a ra-
diusli silindrik naycha bor. Qoplamadan va naychadan gararna-garslii
yo'nalishda (la= h = I) ogayotgan toklarning magnit maydon kuch-
langanligini Puasson tenglamasini integrailash yo'li bilan va magnito-
statika tenglamalarining integral ko‘rinishidan foydalanib toping.
Cheksiz to‘g'ri silindr sirtida.il ogayotgan tekis tagsimlangan | tokning
magnit maydon kuchlanganligini va potensialini uning o‘gidan r maso-
fadagi nuqtalarda toping.

R radiusli doiraviy | tokning magnit maydon kuchlanganligini doira
o‘gidagi ixtiyoriy z nuqgtada toping.

R radiusli shaming hajmi bo‘yicha e zaryad tekis tagsimlangan. Shar
diametrlaridan birining atrofida w burchak tezlik bilan aylanishi nati-
jasida hosil bo'lgan tokning magnit momentini amglang. Zaryad shar
sirtda tekis tagsimlangan bollsa, tokning magnit momenti nimaga teng
bo‘ladi?

Zaryadlari ei, ei va massalari mi, bo'lgan sistemaning magnit
momenti va impuls momentlari orasidagi bog‘lanishni toping.

Tokli yassi konturning magnit momenti m= 1Sn/c formula bilan anigla-
nishini ko‘rsating. Bu yerda 7 tok kuchi, S kontur bilan chegaralangan
yuza, n kontur tekisligiga perpendikulyar yo‘nalishdagi birlik vektor.
Qarama — garshi yo‘nalgan ikkita parallel 1 to‘g‘ri toklar hosil gilgan
vektor potensial va magnit maydonni toping. Toklar orasidagi masofa
2a. Ko'rsatma: Toklar z o'giga parallel, xOy tekisligida (+7) va ()
toklarning koordinatalari mos ravishda (a, 0) va (—a, 0).

Har biridan sirt zichligi i = const bo'lgan tok o‘tayotgan ikkita parallel
tekisliklar hosil gilgan magnit maydonni toping. lkkita holni garang:
a) toklar bir xil yo'nalgan; b) toklar garama-qgarshi yo:nalgan.

Ikkita cheksiz uzunlikdagi parallel plastinalardan garama-qgarshi yo'na-
lishda bir xil toklar ogmoqgda. Plastinalar kengligi a, ulax orasidagi
masofa b. Birlik uzunhkka to‘g‘ri keluvchi / ta’sir kuchini toping.
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15.

16.

17.

19.

21

23.
24.

h tok o'tayotgan rarnka 2(n - a) burchakli yoydan va uning uchlarini
tutashtiruvchi vatardan iborat (6.4-rasm). Yoy radiusi a. Ramka te-
kisligiga normal ravishda yoy aylanasi markazidan I\ to‘g'ri tok o'tgan.
Ramkaga ta’sir giluvchi kuch momentini toping.

Statsionat toklarning magnit maydoni uchun Maksvell-+torentz tengla-
malarini yozing.

Qanday toklar statsionar deyiladi?

Statsionar toklarning vektor potensiali aniglovchi Puasson tenglamasi-
ning yechimi yozing.

Bio va Savar gonunini ta’riflang.

Magnit momenti nimaga teng?

Magnit momenti koordinata boshini tanlashga bog'ligmi?

Chizigli o'tkazgich uchun Bio va Savar gonunini yozing.

Magnit maydon psevdo skalyari ganday ma’noga ega?

Magnit momenti va impuls momentlari orasidagi bog!lanishni (Larmor
teoremasi) ta’riilang.



7-bob

Vakuumda elektromagnit maydon

7.1 To'lgin tenglamasi

Zaryadlardan ozod fazoda, ya’'ni vakuumda elektromagnit may-
donni korib chigamiz. Bunda zaryad zichligi p — 0 va tok zichligi j —O0
bo‘ganligi uchun (4.1), (4.2), (4.40) va (4.41) Maksvell-Lorentz tengla-
inalari quyidagi ko'rinishni oladi:

(7.1)
divH = 0, (7.2)
rotH = (7.3)
divE = 0. (7-4)

Bu tenglamalarning notrivial (noldan farqli) yechimi bizni qizigtiradi.
Agar bunday maydon mavjud bo'lsa, u qanday xossalarga ega bo‘ladi?
Vakuumda elektromagnit maydon o'zgarmas deb faraz gilamiz, ya’'ni

u vaqgtda (7.1)-(7.4) tenglamalardan ko'ramizki
rotE —0, divE =0, rotH =0, divH =0

bo'ladi. Ma’lumki, birorta vertor maydonning rotori va divergensiyasi
nolga teng bo‘lsa, u aynan nolga teng bo'ladi. Demak, E = OvaH —O.
Shunday qilib, vakuumda vaqtga bog'lig bo'Imagan maydon mavjud
bo'Imas ekan. Vakuumda elektromagnit maydon mavjud bo'lishi uchun
u albatta vaqtga bog‘lig bo‘lishi kerak.

Elektr va magnit maydon kuchlanganliklari uchun o'zaro bog'liq
bo‘Imagan tenglamalarni hosil gilamiz. Buning uchun (7.1) tenglama-
ning har ikkala tomoniga rotor operatori bilan ta’sir gilamiz va (7.3)
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tenglamadan foydalanib quyidagini hosil gilamiz:

(7.5)

Xuddi shu yo‘l bilan E ushun quyidagi tenglamani yozamiz:

Bu tenglamalar bizga ma’'lum bo'lgan toigin tenglamalardir.

Zaryad va tok zichligi nolga tengligini inobatga olsak, potensiallar
uchun olingan (4.67) va (4.68) Dalamber tenglamalari quyidagi ko'ri-
nishni oladi:

(7.7)

(7.8)

Bu yerda potensiallar Lorenz sharti (4.68) ni ganoatlantiradi, ya'ni

(7.9)

Shunday qilib, vakuumda elektromagnit maydon kuchlanganlik-
lari va potensiallar to'lgin tenglama bilan aniglanishini topdik. Bu
tenglamalarning yechimlari to'lgindan iborat bo'lganligi uchun vaku-
umda elektromagnit maydon ham to'lgindan iborat bo'ladi.

Agar E, H, A vektorlarning dekart koordinata o'glariga tashkil
etuvchilaridan ixtiyoriy birini yoki skalyar potensial ip ni / bilan belgi-
lasak, ular uchun to’lgin tenglamani umurniy korinishda yozish inumkin:

(7.10)
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7.2 Yassi elektromagnlt to‘lginlar

Umumiylikga putir yetkazmagan holda masalani soddalashtiramiz,
ya'ni elektromagnit maydon kattalildari fagat x va t vaqtga bog‘lig
I>0'Isin deb olamiz. Bu holda to‘lgin tenglama quyidagi ko'rinishni
oladi:

a2f...-2.¢ L —o (7 ii)

d x 2 <2?2m 2 K 1

Bu tenglama “Matematik fizika tenglamalari” kursidan ma’lum bo'lib,
xususan torda to'lgin targalishini aniglaydi. To'lgin tenglamaning bun-
<lay xossaga ega yechimini umumiy ko‘rinishini quyidagi ko'rinishda
yozish mumkin:

i(x,t) = /i X . (7-12)

Birinchi had /1 x o‘qi bo'ylab, ikkinchi had /2 esa x o‘giga teckari
yo'nalishda c tezlik bilan tarqgaluvchi yassi to‘lginni ifodalaydi. Bu
to‘lginlardan gaysi biri mavjud bo'lishi boshlang‘ich shart bilan anigla-
nadi. Masalan, /2 = 0 bo'lsin, u vaqgtda

f(x,t) = . (7.13)

bo'ladi va fagat musbat yo'nalishda targaluvchi to‘lgin qoladi. Shu
holni batafsil ko‘rib chigamiz.

Shunday qilib, maydon kattaliklari sifatida garalayotgan f(x,t)
yassi to'lgin bo'lganligi uchun vakuumdagi elektromagnit maydon po-
tensiallari ham yassi to'lgindan iborat bo'ladi, ya’'ni

¥>(M)

(7-14)

A(x,t)

(7-15)

Slcalyar va vektor potensiallar ma’lum deb maydon kuchlanganlik-
larini aniglaymiz. Hisoblashlarni soddalashtirish magsadida potensial-
larni tanlashdagi ixtiyoriylikdan yana bir marta foydalanamiz. Lorenz
kalibrovkasida ~— 0 deb olamiz. Bu holda kalibrovka sharti (7.9)
quyidagicha yoziladi:

div A1= 0. (7.16)
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Bu shart ip= 0 shart bilan birga Lorenz kalibrovkasining xususiy holi
bo‘ladi. Potensial biz ko‘rayotgan holda fagat x koordinataga bog'liq
ekanligini inobatga olsak, kalibrovka sharti (7.16) quyidagi ko'rinishda
yoziladi:

=0, — Ax= const. (7.17)
Bu shartga muvofiq (7.11) tenglamadan quyidagilar kelib chigadi:

d2Ax dAx
~dt?~ = -* ~8T = '

Binobarin, vektor potensialdan vaqt bo‘yicha olingan hosila elektr may-
donni aniglashini inobatga olsak, Ax 0 bo‘lishi vakuumda o’zgarrnas
elektr maydon mavjudligini korsatadi. Bu mavzuda o'zgarmas may-
donlar bizning gizigish doiramizdan chetda bo'lganligi uchun bemalol
Ax — 0 deb olish mumkin. Shunday qilib, maydon kuchlanganliklarini
aniglash uchun Ay(x,t) va Az(x,t) bilish biz ko'rayotgan holda yetarli
bo'ladi.

Yuqorida yuritilgan mulohazalarga asosan elektr va magnit maydon
kuchlanganliklari

(7.18)

= rotA(x, i). (7-19)

munosabatlar bilan aniglanishi kelib chigadi. Bu tenglamalarning birin-
chisidan, Ax = 0 bo‘lganlgi uchun Ex — 0 bo‘adi. Qolgan ikkita tashkil
etuvchisi Ey O va Ez”™ 0. Demak, vakuumda elektr maydon kuch-

langanligi to'lgin targalish yo‘nalishiga perpendikulyar ekan. (7.18)
tenglamani quyidagi shakkla yozarniz:

1e- BA
E ——-A, buyerda A = (7.20)

(7.19) ga asosan magnit maydon kuchlanganligini hisoblaymiz:

x\ 8 A
H=rotA = [V, A] V t- = -~c[nA\. (7.21)

146



Bu yerda n x o‘gi ycrnalishidagi, ya'ni to‘lqin tarqalish yo‘nalishidagi
birlik vektor. (7.20) va (7.21) ifodalarni toqgoslab, elektr va magnit
maydon kuchlanganliklari orasidagi bog‘lanishni topamiz:

H=[nE\. (7.22)

Ifodalar (7.20).(7.22) dan yassi to'lginda elektr va magnit rnaydon
kuchlanganliklari to‘lgin tarqalish yo‘nalishiga perpendikulyar ekanligi
ko'rinib turibdi. Shu sababli vakuumda elektromagnit to'lgin ko'nda-
lang deb ataladi. Bundan tashqari (7.22) dan E + H Kkelib chigadi.
Gauss birliklar sistemasida \E\ = \H\, ya’'ni elektr va magnit maydon
kuchlanganliklarining son giymatlari bir xil, demak, to'lginning elektr
maydon va magnit maydon energiyasi zichliklari bir-biriga teng bo‘ladi:

E2+ H2 _ E2 _ H=2 /t7ino4

u* 8m ‘Tt 4 (7'23)

To'lqin energiyasi oqimining zichligi - Poynting vektori bu holda quyi-
dagi ifoda bilan aniglanadi:

s = = it IEInBI] = _E{nE}] =S cn' (724)

yoki (7.23) ga asosan
S = cun . (7.25)

Demak, energiya oqimi to‘lgin tarqalish yo‘'nalishi bo'yicha yo'nalgan.
Elektromagnit to'lgin impulsining zichligi

S u
9 =¢ =-cn - (7-26)

E‘tibor bering, (7.21) dan boshlab koordinata x tenglamalarda
oshkora ravishda ishtirok etmayapti. Demak, olingan natijalar uchun
to‘lgin gaysi yo'nalishda targalishining ahamiyati yo‘g. Shuning uchun
to'lqin tarqalish yo!nalishidagi birlik vektor n endi x o‘qidagi birlik vek-
tor emas, balki, to‘lqginning targalishini ko'rsatuvchi ixtiyoriy yo'nalish-
dagi birlik vektor deb garash mumkin. Bunga asosan yuqorida olingan
formulalarda umimiy holga o‘tish uchun quyidagi almashtirishni bajar-
ish kifoya qiladi:

t-- o+t (7.27
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Hulosa qilib, quyidagilarni e’tirof etish murnkin: Vakuumda elek-
tromagnit maydon yassi, ko‘ndalang to‘lgin ekan. Elektr va
magnit maydon kuchlanganliklari o‘zaro perpendikulyar va mo
dullari teng ekan.

7.3 Monoxromatik elektromagnit
to‘lginlar

Yassi to'lginning muhim xususiy holi - monoxromatik tolginni
ko!rib ohigamiz. Bu holda maydonni aniglovchi barcha kattaliklar vaqgl;
va fazoda garmonik gonuniyat bilan o‘zgaradi. Vektor potensialni kom-
pleks garmonik funksiya ko'rinishida yozamiz:1

A - jioexp j —iy ("t — = jdoexp{i(A;r —wi)}. (7.28)

Bu yerda .Aq - kompleks amplitudasi, u - siklik (davriy) chastotasi,
(cot —kr) - to‘lgin fazasi va

k — bJn (7.29)
c
to'lqin vektori deyiladi.
Endi vektor potensial (7.28) ni (7.20) va (7.21) ifodalarga qo'yib,
yassi monoxromatik to‘lgin elektr va magnit maydonini hisoblaymiz:

E = —A = ikA = Eoexp{i(kr —wi)}, (7.30)

H

--[n A] = i[kA] = Hoe'xp{i(kr —iot)}. (7.32)

Bu yerda YA to'lgin vektorining moduli bo‘lib, to'lgin soni deyiladi (2
uzunlikda joylashgan to'lginlar sonini ko'rsatadi).

Yassi monoxromatik elektromagnit to'lginda maydon kuchlangan-
liklarining yo‘nalishini vaqt va fazoda o‘zgarishinni aniglaymiz. Birinchi

1Bu yerda va bundan keyin qulaylik uchun monoxromatik to'lginni kompleks
funksiya ko'rinishida yozamiz. Fizik gattaliklar real vogeiikni aks ettirganligi uchun
ularning haqigiy gismi ma’noga ega. Yana shuni ta’kidiash lozimki, monoxromatik
to'lginni bunday yozish funksiyalar ustida chizigli operatsiyalar bajarilganda o'rinli
bo'ladi.
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navbatda elektr maydonni ko‘rib chigamiz. Elekrt maydon kuchlangan-
ligi (7.30) ning haqiqiy qismini koramiz:

E=Re{Eoexpli(kr-ujt)}} (7.32)

Bu yerda Eq gandaydir kompleks vektor. Eg2 ham umiman olganda
kompleks son bo'ladi. Uning argumentini —2a deb olsak,

E o2 = \Eo2\e-2ia. (7.33)
Bu ifodani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:
E o2 = b2e~2ia (7.34)

Bu yerda b yana kompleks son bo'‘lib, uning kvadrati haqiqiy bo'ladi
va b2 = |]1?02}] Yangi kompleks son orgali (7.32) quyidagi ko'rinishda
yoziladi:

E = Re {6expli(fcr —uit —a)]} , (7.35)

Yugoridagi xossaga ega bo'lgan b vektorni haqiqiy va o'zaro perpendi-
kulyar ikkita b\, b2 vektorlar orgali yozish mumkin, ya’'ni

b= bi + ib2, bz= b\- b\. (7.36)

Koordinata o‘glarini shunday tanlaymizki, bunda to‘lgin x o‘qi
bo'ylab tarqgalsin va b\ ning yo'nalishi y o‘qi bilan mos tushsin. U holda
b2 ning yo'nalishi z o'qiga parallel yoki antiparallel bo'ladi. Bunga
asosan (7.35) bilan ifodalangan elektr maydon kuchlanganligining y va
z o:glarga tashkil etuvchilarga ajratamiz:

Ey = bicos(wi—kr+ a), (7.37)
Ez = tb2sin(ujt—kr+ a). (7.38)

Bundan quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

El  EI :
I#+4 =L >

Bu tenglamadan ko'ramizki, elektr maydon kuchlanganligining uchi fa-
zoning har bir aniq nuqtasida to'lgin targalish yo‘nalishiga perpendikul-
yar tekislikda ellips chizib aylanadi. Bunday to'lgin elliptik qutblangan
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deyiladi. Fazo va vaqtda E vektorning uchi to‘lgin tarqgalish yo'nalishini
o‘ragan vint chizig‘i bo‘ylab aylanadi. Vint bo'‘ylab aylanish yo'nalishi
(7.38) ifodadagi b2 ning oldidagi ishora bilan aniglanadi.

To'lginning targalish yo'nalishiga qarab turgan kuzatuvchiga nis-
batan E vektorning uchi soat strelkasi bo'yicha aylansa (musnat ishora)
to‘lgin musbat spirallikka (optikada chap qutblanish) ega deyiladi (7.1-
rasm, yugori gatordagi birinchi chizma). Aylanish soat strelkasiga gar-

7.1-rasm:

shi bo'lsa, to‘lgin manfiy spirallikka (optikada o‘ng qutblanish) ega
deyiladi (7.1-rasm, pastki gatordagi birinchi chizma). Agar \Ey\= \EZ\
bo'lsa, ellips doira shaklini oladi, to'lgin doiraviy qutblangan deyiladi
(7.1-rasm, yuqori va pastki gatordagi ikkinchi chizma).

Agar Ey = Oyoki Ez = Obo'lsa, to'lgin chizigli qutblangan deyiladi
(7.1-rasm, yuqori va pastki gatordagi uchinchi chizma).

Chizigli qutblangan yassi monoxromatik elektromagnit tollginning
elektr va magnit maydon kuchlanganliklari quyidagicha yoziladi:

E — Eoexp{i(kr—ut)}, (7-40)
H = Hoexp{i(kr —cot)}. (7.41)

Bu yerda E q, H q o‘zgarmas haqiqiy vektorlar.

Magnit maydon kuchlanganligining tebranish yo'nalishi (7.31) bi-
lan aniglanadi. Bunda magnit va elektr maydon kuchlanganligi vek-
torlarining tebranishlari o‘zaro perpendikulyar yo'nalishlarda bo'lishini
e'tiborga olish kerak.

Magnit maydon kuchlanganligi vektorining yo'nalishi qutblanish
yo‘nalishi deb atash qabul gilingan. Shuningdek, magnit maydon kuch-
langanligi vektori bilan to‘lginning targalish yo'nalishi tashkil gilgan
tekislik qutblanish tekisligi deb yuritiladi.

150



Agar to‘lgindagi elektr va magnit maydon kuchlanganliklari vaqt va
fazodagi o;zgarishi yugoridagi gonuniyatlarning birortasiga ham bo;y-
sunmasa t.o'lgin qutblanmagan deyiladi.

Endi monoxromatik to‘lgin chastotasi manbaning harakat tezligiga
ganday bog‘langanligini ko‘rib chigamiz. Manba bilan bog'langan K g
sanoq sistemada 1ug (xususiy) chastotali elektromagnit todqin targa-
layotgan bo'‘lsin. Kuzatuvchi turgan K sanoq sistemaga nisbatan K q
sistema x o'qgi bo'ylab Vv tezlik bilan harakatlanayotgan deb olamiz.

To'lgin vektori va chastotasi ishtirokida komponentalari quyidagi-
cha aniglangan 4-vektor tuzamiz:

(7.42)

Bu kattaliklar hagigatan ham 4-vektorni tashkil gilishini tekshirish
uchun uning 4-radius-vektorga skalyar ko'paytmasini hosil gilamiz:

19)
KIXi = —ct —kxx — kyy —kzz = i — kr. (7.43)
Bu skalyar kattalik bo‘lib, to;lqgin fazasiga teng. To'lgin fazasi invariant
kattalikdir, ya’'ni bir inersial sanoq sistemadan ikkinchisiga o‘tganda
o'zgarmaydi. fe* 4-to‘lgin vektori deb ataladi. K sanog sistmasidan

K g sistemaga otishda 4-to‘lgin vektorning nolinchi komponentasi uchun
almashtirish formulasini yozamiz:

(7.44)

Bu yerda

6 kuzatuvchi turgan sanoq sistemada x o‘qi bilan to'lgin targalish yo‘na-
lishi orasidagi burchak. (7.45) ni inobatga olib (7.44) dan u ni topamiz:

(7.46)
- - eos
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Bu ifoda kuzatuvchiga nisbatan harakat gilayotgan manbaning nurla
nish chastotasini uning xususiy chastotasi a0, kuzatuvchi turgan sanot|
sistemada to'lgin targalish burchagi 9 va nisbiy tezlik V orgali topisli
imkoniyatini beradi.

Agar Jcos A = 1bo'‘lsa, (7.46) ga ko‘ra chastotaning tezlikga bog'la-
nishi bo‘ylama Doppler effekti deyiladi. Bunda:

coso —+1 bo'lsa,

uj ~ + V/c, o> uq (7.47)

manba kuzatuvchiga yaqinlashmoqda;
cosO = —1 bo'lsa,

W~ LaN\A - V/ic, U< uig (7.48)

manba kuzatuvchidan uzoqlashmoqgda.
Agar JcosO] « O {6 « 7r/2) bo'lsa, (7.46) ga ko‘ra chastotaning
tezlikga bog‘lanishi ko ‘ndalang Doppler effekti deyiladi. Bu holda:

u —ujg\Ji —V"2/c2, uj < wo. (7.49)

Bundan ko'rinib turibdiki, xususiy chastota doimo katta ekan.

Endi V/c -C 1 holni ko'‘rib chigamiz. (7.46) ni V/c ning darajalari
bo'yicha gatorga yoyamiz va unung birinchi darajasiga proporsional
bo'lgan had bilan chegaralanib quyidagini olamiz:

g is wo Z--- cos 6" . (7.50)

Bu klassik fizikada (“Optika”) olingan natijaning huddi o‘zi. Fagat
klassikada burchak barcha inersial sanoq sistemalarda birday bo'lib,
invariant kattalik deb hisoblangan. Ko‘ndalang Doppler effekti fagat
relyativistik fizikaga xos bo'lib. Klassik fizikaga asoslanib bu gonuniy-
atni aniglab bo‘Imaydi.

Doppler effektini tajribalarda o'rganish mihim ahamiyatga ega.
Chunki, chastotaning bir sanoq sistemasdan ikkinchisiga o‘tishdagi o‘z-
garishi, vagtning turli sanoq sistemalarda turlicha o‘tishi bilan bevosita
bog'langan. Doppler effektini yuqgori aniqlikda o‘rganish nisbiylik naza-
riyasining to‘g‘ri nazariya ekanligini isbotlaydi.
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Bunday tajribani birinchi bo‘lib 1938 yilda Ayvs amalga oshirgan.
Bu tajribaning anigligi uncha katta bo‘lmasada, nisbiylik nazariyasini
tajribada tasdiglash borasida Maykelson va Morli tajribalariga teng-
lashtirish mumkin.
Atom yadrosining 7-kvantlarni chiqgarishidagi topilgan yangi hodisa
Myossbauer effekti ochilgandan keyin Doppler effekti juda yuqori
aniglikda o‘lchash imkoniyati tug’'ldi. Bu effektni o‘rganish birinchidan,
bizning kursning doirasiga kirmaydi, ikkinchida uni o'rganish uchun
boshga darajadagi bilim (kvant mexanikasi) talab qilinadi.

7.4 7-bobga oid masalalar va savollar

1 Erkin fazoda skalyar potensial y> = 0 deb, elektromagnit maydonni
fagat, vektor potensial A(r, t) bilan aniglash mumkiuligini ko‘rsating.
Erkin fazoda yassi monoxromatik to'lginlar superpozitsiyasi \I/(r, t) =
J ip(k) expli(kr —uit)]dk to'lgin paket deyiladi. Qanday shart bajaril-
ganda amplituda ib{k) ning ko'rinishidan qa’tiy nazar ~(r, /) bir jinsli
Dalamber tenglamasining yechimi bo'‘la oladi?

3. £= x —vt, = x + ct o'zgaruvchilar Kiritish bilan bir o‘lchamli to‘lgin
tenglama f{x,t) — fi(x —ct) + fiix + ct) kolrinishdagi yechimga ega
bo'lisliini ko‘rsating. /1, /2 lar ikki marta differensiallanuvchi ixtiyoriy
funksiyalar.

4. Yassi monoxromatik tolginni

E = Eqexp[i(A:r—ut)], H = Hqgexpl[i(kr —ojt)}

kompleks funksiyalar orgali ifodalash mumkin. (Eo, Ho - o;zgarmas
kompleks vektorlar; uj. k hagigiy ol!zgarmaslar. n —k/k to‘lgin tar-
galish yo'nalishidagi birlik vektor.) Bu funksiyalarning haqiqiy gismi
ma’noga ega bo'lishini nazarda tutib:

(a) Chastotavato'lgin vektor to2 = c2kz dispersiya gonuni bilan bog!-
langanligini, amplitudalar Hq = [nEo], Eo = —uHq] shartni ga-
noatlantirishini ko'rsating.

(b) To'lginning elektr yoki magnit maydonining qo'shni maksimum-
lari orasidagi masofa A —2n/k ekanligini ko'rsating.

(c) Monoxromatik to'lgin komponentalari A(B) = A(B)o(r) exp(iwt)
larning, kvadratik shakllari orgali ifodalanadigan energetik kat-
taliklarning tebranish davri bo'yicha o‘rtachasi quyidagi ifodalar
orgali aniglanishini ko'rsating:

Az = [Re(y)]2= \A\*2t AB =.[Re(A)Re(fl)] = Re(AB*)/2.
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5.

10.

11.

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

21

Chizigli qutblangan ikkita monoxromatik to'lginlar z o'gi bo'ylab tar-
galmoqda. Birinchi to'lgin vy, ikkinchisi x o‘gi bo'ylab qutblangan. Bi-
rinchi to'lginning amplitudasi A ikkinchisiniki B. Ularning fazalarining
faqqi ip

(a) Natijaviy to'lgining qutblanishini A/B nisbatga bog'liq holda o‘r-

ganing.
(b) A—B deb natijaviy to'lgining qutblanishini fp ga bog'liq holda
o‘rganing.

Musbat spirallikka ega bo'lgan doiraviy qutblangan elektromagnit to‘l-
qinni yozing.
Manfiy spirallikka ega bo'igan doiraviy qutblangan elektromagnit to‘l-
ginni yozing.
Yo‘nalishi, chastotasi va amplitudasi bir xil, ammo garama-qgarshi isho-
rali spiralliklarga ega bollgan ikkita doiraviy qutblangan elektromagnit
to'lginlar superpozitsiyasida hosil bo‘lgan elektromagnit to'lgirming chi-
zigli qutblanishga ega ekanligini ko'rsating.
Chizigli qutblangan elektromagnit to'lginni garama-garsi spiralliklar-
ga ega bo‘lgan ikkita doiraviy qutblangan elektromagnit to'lginlarga
ajrating.
Doiraviy qutblangan eletromagnit to'lgin maydonida zaryadning hara-
katini aniglang.
Erkin fazoda Makvell-Lorentz tenglamalarini yozing.
Maydon kuchlanganlilclari va Lorenz sharti bajarilganda potensiallar
ganday tenglamani ganoatlantiradi?
Qanday to'lgin yassi deyiladi? Yassi elektromagnit to'lgin ganday xos-
salarga ega?
Yassi elektromagnit to'lgin ganday xossalarga ega?
To'lgin impulsi va Poynting vektori orasida ganday bog'lanish bor?
Qanday to'lgin monoxromatik deyiladi?
To'lgining qutblanishi nimani bildiradi?
Qanday qutblanishlarni bilasiz?
Qutblanishda spirallik nimani bildiradi?
Doppler effektini tushuntiring.
Qanday holda ko'ndalang Doppler effekti nhamoyon bo'ladi?



8-bob

Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar
sistemasining maydoni

3.1 Kechikuvchi potensiallar

Yuqoridagi boblarda biz tinch turgan va statsionar harakatda bo‘l-
gan zaryadlar sistemasi hosil giladigan maydon hamda zaryadsiz fa-
zodagi maydon xossalari bilan bog'liq bo'lgan bir gator masalalarni
ko'rib chiqdik. Endi zaryadlar sistemasining harakati ixtiyoriy bo‘lgan
- umumiy holda masalani ko'rib chigamiz.

Qandaydir hajmda ixtiyoriy harakatda bo‘lgan zaryadlar sistemasi
berilgan bo‘lsin. Bu hajmda zaryadlarning tagsimoti va harakati vaqt
va fazoda o'zgaruvchi zaryad zichligi p(r,t) va tok zichligi j(r,t) bilan
aniglansin. Shu zaryadlar sistemasining maydonini topish kerak. Bu
masalani o'rganishni Lorenz kalibrovkasida potensallar uchun yozilgan
Dalamber tenglamalarining yechimlarini aniglashdan boshlaymiz:

A tp(r,t) - ~ 3

-4ttp(r,t), (8.1)

... 1 d2A(r,t) An .
A dt2.... = - —j(r,t). (8.2)

Bu yerda yuqorida ta’kidlaganimizdek, potensiallar uchun Lorenz sharti

divA(r, t) + ~ - =0 (8.3)

o'rinli.

Dalamber tenglamalari - xususiy hosilali evolyutsion (tenglamalar-
da vaqt bo'‘yich hosila bor) tenglama bo‘lganligi sababli, uning yechi-
mini aniglash uchun p(r,t) bilan j(r,t) dan tashgari boshlang‘ich va
chegaraviy shartlar berilgan bo'lishi lozim. Elektromagnit maydonni
topish masalasi quyidagicha qo'yilishi mumkin: Boshlang'ich vagtga
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gadar (t < 0) zaryadlar tinch turibdi va t = 0 momentdan boshlab zar-
yadlar ixtiyoriy gonuniyat bilan harakat qgila boshlaydi deb faraz qi-
lamiz. Bunda elektromagnit maydonda boshlang'ich holatga nisbatan
g'alayonga keladi deb garash mumkin. Shu sababli (8.1) va (8.2) tengla-
malarni aynan shu g'alayon uchun yozilgan deb gqaraymiz. Bu holda
maydonning o'zgarishi uchun javobgar bo'lgan zaryad va tok zichligi
t> 0 da ma'lum deb qgaraladi. t< O da esa p(r,0) =0, j(r,o) =0
deb olish kerak. Masalani bunday qo'yilishida boshlang‘ich vaqtda
E(r.0) = 0 va H(r,0) = 0 bo'ladi. Maydon kuchlanganliklari va
potensiallar orasidagi bog‘lanish (3.19)-(3.20) tenglamalariga asosan bu
shartlar potensiallar uchun quyidagi ko'rinishda yoziladi:

>|(r,0) = O
d.A(r,0) (8.4)
dt
(p(r,0) = O

Chegaraviy shartlar: t > 0 da kuzatish nuqtasi cheksiz uzoglashganda
potensiallar 1/r dan tezroq nolga intilishi talab qgilinadi.

Yuqorida go'yilgan masalani aniq matematik metodlar yordamida
yechish mumkin. Animo bu masalaning yechimini ancha qulay bo'lgan
fizik usul yordamida topamiz. Bu usulning asosida chizigli tenglamalar
uchun o'rinli bo'lgan superpozitsiya prinspi yotadi.

Zaryadlar egallagan sohani cheksiz kichik hajm elementlariga bo'la-
miz. Shu cheksiz kichik hajm elementlaridan biridagi zaryadlar hosil
gilayotgan maydonni aniglaymiz. Ko'rilayotgan zaryadlar sistemasining
maydoni barcha cheksiz kichik hajm elementlaridagi zaryadlar maydon-
larining superpozitsiyasiga (yig'indisiga) teng.

Cheksiz kichik hajm elementlaridan birini tanlab olamiz. Undagi
zaryad de = pdV' bo‘lsin. Fagat shu zaryad mavjud deb, uning may-
donini dV' hajmdan tashqarida aniglaymiz. dV' hajmdan tashgarida
zaryadlar yo'‘q, demak, tok ham bo‘hnaydi. Bu hol uchun (8.1) va (8.2)
tenglamalar bir jinsli tenglamalarga o'tadi.

Avval skalyar potensial uchun tenglamaning yechimini aniglaymiz:

(8.5)
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Cheksiz kichik hajm elementidagi zaryadning hajmdan tashgarida hosil
gilayotgan maydoni sferik simmetriyaga ega bo'ladi. ya’'ni u fagat zar-
yaddan kuzatish nuqtasigacha bo‘lgan masofa R = |r- r'\ gavavaqtga
bog'lig bo'ladi. Bu holda Laplas operatorini sferik koordinatalarda
yozilishidan (A.117 garang) foydalanib (8.5) ni quyidagi ko‘rinishda
yozib olamiz:

<M >

Bu yerda Laplas operatoning 9 va ¢ bo'‘yicha hosilali gismlarining Sip
ga ta’siri nolga teng bo'lishi inobatga olindi.
Yangi funksiya kiritamiz:

= (8.7)

Bu funksiyaga nisbatan (8.6) tenglama, bizga ma’lum bo‘lgan to'lgin
tenglamasiga o'tadi, ya’'ni:

Bu tenglamaning yechimini umumiy holda quyidagi ko'rinishda yozish
muinkin:

x{R,t) = Xi —) +X2(t+ —J (8.9)

Avval (8.5) tenglamaning (8.9) dagi birinchi had bilan bog‘lig bo‘lgan
xususiy yechimini ko'rib chigamiz, ya’'ni:

= (8.10)

deb olamiz. U vaqtda

Sv(t) = (8.11)

Shu vaqtgacha uncha murakkab bo'Imagan matematik amallarni
bajardik. Fizika nuqtai nazaridan masalaning eng muhim joyiga yetib
keldik. (8.11) vaqt o'tishi (t > 0) bilan zaryad turgan nuqtadan (mar-
kazdan) c tezlik bilan targaluvchi sferik to‘lginni ifodalaydi. Kuzatish
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nugtasi zaryad turgan nuqtaga cheksiz yaqin bo‘lganda (R —0, t-
R /c—>t) (8.11) quyidagi ko‘rinishga o'tadi:

M <) = (8-12)

Ikkinchi tomondan 6 nuqtaviy zaryad maydon potensialiga teng:

(8,13)
Oxirgi ikkita ifodani tagqoslab,
xi(0= pityav:

ekanligini aniglaymiz. Bundan tashgari, potensial t ning funksiyasi
sifatida sillig funksiya bo'lganligi uchun

tenglik o‘rinli bo'ladi. Shunday qilib, dV' hajm elementidagi zaryadlar
hosil gilayotgan maydonning skalyar potensiali uchun quyidagi ifodani
hosil gilamiz:

p(t-f)
Mt) =" - m-JdVi. (8.14)

Bu ifodadan ko'ramizki, kuzatish nuqtasida vaqtning t momentidagi
potensial vaqtning oldingi r = t — R/c momentidagi zaryad zichligi
bilan aniglanadi. Zaryad turgan joyda vagtning r mornentida paydo
bo'lgan maydon g‘alayoni R masofani c tezlik bilan R/c vaqtda bosib
o‘tib, kuzatish nugtasiga shuncha vaqtga kechikib yetib keladi. Shu-
ning uchun (8.14) bilan aniglangan potensial kechukuvchi potensiallar
deyilacli.

Zaryadlar sistemasining maydon potensialini aniglash uchun (8.14)
ifodani ular egallagan soha bo'yicha integrallash lozim:

V(r,t)=J .V < I dv. (8.15)
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Xuddi shunga o'xshash yo'l bilan vektor potensialni aniglaymiz:

Bu ifodalar yana kechikuvchi potensiallar deb ataladi. (8.15) va (8.16)
ifodalarda dV' hajm elementiga tegishli zaryad va tok zichligi shu hajm
elementi turgan nuqtaning koordinatasi r' ning funksiyasi ekanligi ino-
batga olindi.

Endi (8.9) dagi ikkinchi had bilan bog‘lig bo‘igan xususiy yechimni
ko'rib chigamiz. Bu holda Dalamber tenglamalarining yechimi quyidagi
ko'rinishda yoziladi:

(8.17)

(8.18)

Bu ifodalarda zaryad va tok zichligining r* = t+R/c vaqt mornentidagi
giymatlari bilan t vaqt momentida potensiallar aniglanadi. Bunday
potensiallar ilgarilovchi potensiallar deyiladi. llgarilovchi potensiallar
(8.4) boshlang‘ich shartni ganoatlantirmaydi. Zaryad va toklar tegishli
nuqtalarda paydo boimasdan shu zaryadlar bilan bog'liq bo:lgan may-
don yuzaga keladi. Bu hol esa sababiyat prinsipiga zid.1 Demak,
klassik fizikada ilgarilovchi potensiallar ma’noga ega emas. llgarilovchi
potensialardan fargli ravishda kechikuvchi potensiallar sababiyat prin-
sipiga bo'ysunadi. Kechikuvchi potensiallar klassik elektrodinamikada,
aynigsa nurlanish masalasida muhim ahamiyat kasb etadi.

Kechikuvchi potensiallar uchun topilgan integral ifodalar ancha mu-
rakkab, chunki integral ostidgi funksiyaning integrallash o‘zgaruvchisi
r' ga bog'lanishi chigal ko'rinishga ega. Fagat ayrim hollardagina
masalani oxirigacha yechish imkoniyati bor. Keyingi mavzularda shun-
day hollardan ba’zilarini ko'‘rib chigamiz.

‘@aSabab (zaryadlarning haragati) ogibatdan (zaryadlarning harakati bilan bog'liq

bo‘lgan maydonning o‘zgarishi) ilgari sodir bo‘lishi kerak. Bu ta'rif sababiyat
prinsipi deyiladi.

159



8.2 Nugtaviy zaryad kechikuvchi potensiali

Harakat qonuni ixtiyoriy bo'lgan bitta nuqtaviy zaryad uchun kechi
kuvchi potensiallarni aniglaymiz. Zaryadning trayektoriyasi r = ro(t)
va tezligi V — Vo(t) berilgan deb hisoblaymiz. Kechikuvchi potensial
larai aniglashda asosiy muammo (8.15) va (8.16) ifodalardagi integral
larni hisoblash bilan bog'liq. Hatto bitta nuqtaviy zaryad uchun ham
bu integrallarni hisoblash oddiy emas.

Masalani skalyar potensial misolida ko‘rib chigamiz. Zaryad nug-
taviy bo'lganligi uchun (8.15) integralni hisoblashda zaryad zichligini
5 - funksiya orgali quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

dr. (8.19)

Bu yerda R(t) = |Jr—ro(r)] r vaqt momentida zaryaddan kuzatish
nuqtasigacha bo‘lgan masofa. Zaryad nuqtaviy bo‘lganligi uchun zaryad
zichligining ikkinchi argumentida r' ni ro(t) bilan almashtirdik. (8.19)
ifodani hisobga olib (8.15) ifoda bilan aniglangan kechikuvchi skalyar
potensialni gayta yozamiz:

r r 6 t —(t—Ar~) dr
<p{r,t) = J dV’J p(r', T )-#----— — — . (8.20)

Yangi o'zgaruvchi kiritamiz:

1dR(r) . N 1dR(P\ |
7=+ 20 ps b ptdRO G 11 R Al Jdr. ®21)
C

Zaryadning r vaqt momentidagi tezligi v = (¢r(r)/i¢gr = —dR{r)/dT ni

radius-vektor R {t) yo'nalishiga proeksiyasini hisoblaymiz:

R\ 1fdR\ 1 dRrR? dR
Vi) - -R (* *) = -BR-JT = - * m 8 22)

Buni va (8.21) ni nazarda tutib, (8.20) ni yangi o'zgaruvchilarga nis-
batan yozamiz:
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A-funksiyaning xossasidan foydalanib oxirgi integralni hisoblaymiz va
natijada quyidagi ifodani hosil gilamiz:

~ = RATITC (8'24)

Xuddi shunga o'xshash yo‘l bilan vektor potensial uchun quyidagi ifo-
dani olamiz:

= (8'25)
Bu yerda tezlik va radius-vektor r vaqt momentida olinadi. r o'z
navbatida

t—t—® (8.26)
(03

tenglamaning yechimi bilan aniglanadi. (8.24) va (8.25) Lienar-Vixert
potensiallari deb yuritiladi. Bu potensiallarda zaryadning tezligi (hara-
kat gonuni) hech ganday shart bilan cheklanmaganligini yana bir marta
eslatib o'tamiz.

Ixtiyoriy harakatdagi zaryadning elektromagnit maydonini aniglay-
tniz. Buning uchun Lienar-Vixert potensiallarini quyidagi ko'rinishda
yozib olamiz:

<p(r,t) = j, (8.27)
PV
Ar,t) = -, (8.28)
A = R -— . (8.29)
C

Bu yerda potensiallar t vagt momentiga tegishli, v va R, demak, A ham
r vaqt momentiga tegishlidir. Sunday qilib (8.27) va (8.28) ning o‘ng
tomonlari vaqgt va koordinataning murakkab funksiyasidir.

Maydon kuchlanganliklari potensiallar orgali bizga ma’lum bo'lgan

18 A

—grad ip---—-- —, (8.30)
c ot

rot A (8.31)

E

H

ifodalar bilan aniglanadi. Bu yerda vaqt bo‘yucha hosila kuzatish vaqti
tva koordinata bo'icha hosila kuzatish nuqtasining koordinatalari bo'yi-
cha olinadi.
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Elektr maydon kuchlanganligini. aniglaymiz:

.1 e dyv e Y e dv ev dX

(8,32

Bu ifodada ishtirok etuvchi vaqt bo‘yicha hosilani hisoblaymiz:

d _dt d
dt  dtdr

Qt
Bu yerdagi (—/ ni aniglash uchun (8.26) dan t bo'yicha hosila olamiz:
t

dr _ 1dR _ 1dR dr
dt c dt cdr dt
Bundan
EL= ( iEEY1

dt Vv cdr)

(8.22) ni inobatga olib bu ifodani gayta yozamiz:

dt \Y cRj A’ dt X dr n

Bundan foydalanib, (8.32) dagi vaqt bo'yicha hosilali hadlarni quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

5 - ?%e (8'34)
| - -2("-2)m

dv

Bu yerda v= —.
dr

Endi (8.32) dagi grad A ni hisoblaymiz:

dx
grad A= (grad A)T+ — gradr,

[ ] X. VR\ R \Y
(grad A)T = gradH[R - — 1= — ,
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bu yerda (grad A)r hisoblanganda r o‘zgarrnas deb olinish kerak. Shu
Hababli, bu had hisoblanganda gradient fagat R ga tegishlidir. Shunday
gilib, (8.33) va (8.35) ga asosan

\%

R VR VR v2\
gradA=_ _ _ v

+ E‘AgradT: ROV
-r + " T "7 gradT-

Yuqoridagilarga o‘xshash gradr ni hisoblaymiz:

1 (gradR)T R 1 R R
gradr = —
VR cA
. ci R
c 1+ Lkior
Nihoyat,
R V2~ R
grad A = (8.36)
R c cA

(8.34)-(8.36) ifodalarni (8.32) ga qo'yib, elektr naydon kuchlangan-
ligini ikki gismga ajratib yozamiz:

(8.37)

Bu yerda

Ei = e 1 R ~ - (R V (8.38)

-3
E> R &R " R f) (8.39)
C

Magnit maydon kuchlanganligini hisoblash uchun yuqoridagi kabi
yo'l tutib, elektr maydon kuchlanganligi bilan quyidagicha bog‘langanli-
gini aniglash mumkin:

H(t) [R(r)E(t)}. (8.40)
(8.38)-(8.40) ifodalarning o‘ng tomonidagi kattaliklar r, elektr va
magnit maydon kuchlanganliklari esa t vagt momentida olinadi. t —r

vaqgt oralig'ida zaryadning harakati tufayli yuz beradigan maydonning
o‘zgarishi R (t) masofani c tezlik bilan bosib o‘tadi. Bu vaqt ichida
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zaryad boshqa joyga ko'chadi. Masalan, tekis harakatda zaryad v (t: i)
masofaga ko‘chadi. Shuni ta’kidlash lozimki, magnit va elektr maydon
kuchlanganliklari hamma nuqtalarda bir-biriga perpendikulyar ekan.

Ixtiyoriy harakat bajarayotgan nuqtaviy zaryadning elektr (mag
nit) maydonning (8.38) bilan aniglanuvchi gismi fagat zaryadning &,
ligiga bog‘liq. Shu sababli bu ifoda o‘zgarmas tezlik bilan harakatlu
nayotgan relyativistik zaryadning elektr maydon kuchlanganligi (3.6(1)
bilan mos tushishi kerak. Buni isbotlash uchun (8.38) ifodadaning o'nj',
tomonidagi hamma kattaliklarni t vaqt momentiga bog‘lig holda vozisli
kerak bo‘ladi. Buning uchun (8.38) ifodadagi har bir ko'paytuvchiui
ko‘rib chigamiz:

1 Tezlik o‘zgarmas bo‘lganligi uchun uni qaysi vaqtda olishninj,
ahamiyati yo‘q;

2. R(t) - = R (t)--——— —F = R(t), (8.1-rasmga garang);

BA(r)_ 40 ® = yjR()*-~[vR(t)]*= A(i)A/1-~sin 20(i).

Bu tenglikning har ikkala tomonini kvadratga oshiramiz va o‘ng tomoni-
dagi kattaliklarni t vaqtdan r vaqtga o'tkazamiz. Natijada bu tenglik
o'rinli ekanligini ko'ramiz.
Bu yerda R(t) va v ora-
sidagi burchak 9(t) bilan bel-
gilangan. Bu ifodalarni (8.38)
go'ysak, u (3.66) bilan mos
tushishini ko‘rish mumkin.
Elektr maydon kuchlan-
ganligining ikkinchi gismi (8.39)
tezlik bilan birga tezlanishga
ham bog‘lig. Maydonning bu
gismi relyativistik zarrachaning
nurlanishi bilan bog'lig.
Endi maydonni chegaraviy hollarda ko‘rib chigamiz:
1 Katta masofalarda (R —* 00):



llll natijaga ko'ra katta masofalarda ikkinchi had sekin nolga intilganligi
iidhun, asosiy had bo'‘lib goladi
2. Kichik tezliklarda (v c):

JS, « (8,43)

El * <8'44)

liii yerdagi birinchi ifoda sekin va harakatlanuvchi zaryadning maydoni
liilan mos tushadi. Ikkinchi ifodaning ma’nosi nurlanish masalasini
i)rganishda ochiladi.

8.3 Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlarning
yetarlicha uzoq masofalardagi maydoni

Kuzatish nuqtasi yetarlicha uzoq masofalarda deb, ixtiyoriy hara-
katdagi zaryadlardan tashkil topgan sistemaning elektromagnit may-
donini aniglaymiz. Koordinata boshini zaryadlar egallagan sohagajoy-
lashtiramiz. Zaryadlar sistemasining chizigli o‘lchamlari L kuzatish
nuqtasigacha (P) bo‘lgan masofa r dan juda kichik bo‘lsin. Bu holda
koordinata boshidan dV' hajm elementiga o'tkazilgan radius-vektorning
moduli r' ning eng katta giymati L tartibida bo'lganligi uchun u ham
r dan juda kichik bo‘ladi (8.2-rasm). Bunga asosan kuzatish nuqtasi
yetarlicha uzoqgda joylashgan deganda

r<L<Cr (8.45)

shart o'rinli bollishini ko'zda tutish kerak.

Shu bilan birga bu shart zaryadlar
fazoning cheklangan sohasini egalla-
gan deb olish kerakligini bildiradi.

Shart (8.45) bajarilgan deb (8.16)
bilan aniglangan kechikuvchi skalyar
potensial <p(r, t) ni r'fr ning darajalari
bo'yicha gatorga yoyamiz va hozircha
I/r ga proporsional bo‘lgan hadlar



bilan cheklanamiz. Ya'ni.

1 1
(8.46)
™ V\N T
deb olamiz. Bu yaginlashishda (8.16) quyidagi ko'rinishga o'tadi:
r—r'
dv'. (8.47)
c

Bu yerda zaryad zichligidan olingan integral to‘liq zaryadga teng
bo‘Imaydi. Kechikish vaqti turli dV' hajm elementlari uchun turlicha,
dernak, integrallashda turli vaqtlarga tegishli bo‘lgan zaryadlarning
yig'indisi olinadi. Bu kattalik to‘lig zaryadga teng bo'Imaydi.
Endi kechikish vaqtini r'/r ning darajalari bo'yicha gatorga yoya-
miz:
= To + (8.48)

Bundan kechikish vaqti ikki gismga ajralgani kcrrinib turibdi. Birin-
chisi, r/c zaryadlar sistemasining hamma nugtalari uchun bir xil bo‘l-
ganligi uchun umumiy kechikish vaqti deb ataymiz. Ikkinchisi. r'r/cr
turli nuqtalar uchun turlicha bo'‘lib, xususiy kechikish vaqti deb ataladi.

Xususiy kechikish vaqtining umumiy kechikish vaqtiga nisbati r'/r
tartibida bo‘lganligi uchun (8.47) dagi zaryad zichligini xususiy kechi-
kish vaqtning darajalari bo'yicha gatorga yoyamiz:

Bunday qgator ma’'noga ega bo'lishi uchun, u yaginlashuvchi bo‘lishi
kerak. Yaginlashuvchi bo'lishi uchun n + 1- hadning n - hadga nisbati
birdan juda. kichik bollishi kerak. Shu nisbatni baholaymiz:

ap(r,T0) r'r p L

Elo Cr_ r,;,,c. = =

A
p(r',TO p Tc

N

1 (8.50)
C

Bu yerda T zaryad zichligining o'zgarishini aniqlovchi xarakterli vaqt,
V — L/T zaryadlar harakatini ifodalovchi gandaydir tezlik. (8.50) ga
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iisosan (8.49) gator yaginlashuvchi bo'lishi uchun v « ¢ bo'‘lishi kerak-
ligi kelib chigadi. Shunday qilib, agar zaryadlarning harakat tezligi
uorelyativistik bo‘lsa, (8.49) gator ma’'no kasb etadi.

Endi (8.49) gatorni (8.47) ga go'yib, skalyar potensial uchun quyi-
dagi ifodani hosil gilamiz:

v(r,t) = | (/7>tr-, OdV + | mEIV'+ ..). (851

Bu ifodada (8.47) ga nisbatan jiddiy soddalashtirish amalga oshirildi.
Zaryad zichligi sistemaning hamma nuqtalarida bir xil tg vaqgt momen-
tida olinadi.

(8.51) dagi birinchi had juda sodda rna’'noga ega. Zaryad zichligi

bir vaqtda olinganligi uchun \] p(rTQ)dV' sistemaning to‘lig zaryadiga

teng va u bilan bog'lig bo'lgan had koordinata boshiga turgan, zaryad
miqdori sistemaning to'liq zaryadiga teng bo‘lgan, nuqtaviy zaryad ska-
lyar potensialini beradi. Bu yaqginlashishda vektor potensial nolga teng
bo'lishini ko‘rish giyin emas.

Elektroneytral sistema uchun birinchi had nolga teng bo'ladi. Bu
holda (8.51) dagi ikkinchi had asosiy bo‘lib qoladi. Bu hadda vaqt
bo'yicha hosila bilan integrallash tartibini o'zgartiramiz:

vIr’t}:v(ﬁJI p{r'‘'r'ydv')= ( 8 5 2 )

Bu yerda
d(ro) = d(TQ = \] p(r',To)r'dVv'. (8.53)

ci(ro) zaryadlar sisternasining to vaqt momentidagi dipol moment!.
Skalyar potensial Icabi vektor potensialni ham aniglash mumkin:

A(r.t) = — fj{r,To)dV' = (8.54)
crd cr

Skalyar va vektor potensial sistemmaning dipol momenti orgali anig-
langanligi uchun bu yaginlashish dipol yaginlashishi deb ataladi.
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Dipol yaginlashishda (8.52) va (8.54) ifodalar bilan aniglangan po-
tensiallar yordamida magnit va elektr maydon kuchlanganliklarini anig-
laymiz:

H(r,t) = —rotA(r, t) = rotd(ro) =
cr
1 1 1
— [gradT0,d(r0)] = ~[An] = -~-[dn]. (8.55)
AY, 18A(r,t) n. 1- n [ ] 1-
= gradv?-----—-— = — <p-"A = -(nNA)--A =
c st c c c c
~{n(nA) - A} = -[[An]n = - [[dn]n], (8.56)
c c c
E[r,t) = [H(r,t), n] \E\ = \H\. (8.57)

Vektor va skalyar potensial, elektr va magnit maydon kuchlangan-
liklari koordinata va vaqtga bog'lanishi

v, 1AL L (8.58)

gonuniyat bilan aniglanadi. Bunday bog‘lanish ampiitudasi 1/r go-
nuniyat bilan kamayuvchi sferik to'lginga xosdir. Demak, zaryadlari
ixtiyoriy harakatda bo'lgan sistema n — rjr yo‘nalishda targalayotgan
srerik elektromagnit to‘lgin manbayi bo‘ladi.

Bu xulosaga ko‘ra (8.50) shartni boshqgacha talgin gilish mumkin.
Ya'ni, (8.50) dagi T ni to'lgin davri yoki 1/T uning chastotasi deb
garash mumkin. Bu holda Te to‘lgin uzunligi bo‘ladi. Bularga asosan
v/ c<I| shart L/A < 1 shart bilan teng huquqli ekanligini ko‘ramiz.
Shunday qilib, yugoridagi natijalar o'rinli bo‘lishi uchun sistemaning
chizigli o‘lchami nurlanayotgan elektromagnit to'lgin uzunligiga nis-
batan juda kichik boflishi kerak ekan.

Elektr va magnit maydon kuchlanganliklarining son giymatlari o‘z-
aro teng, yo'nalishlari esa bir-biriga perpendikulyar va elektromagnit
to‘lginning targalish yo‘nalishi bilan o‘'ng parma qoidasiga bo‘ysunadi.

IXtiyoriy harakatdagi zaryadlar sistemasining dipol yaqin-
lashishdagi elektromagnit maydoni ko‘ndalang sferik to‘lqin,
zaryadlar esa to‘lqgin manbasi ekan.
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8.4 Dipol nurlanishi

Yuqorida dipol yaginlashishida maydon kuchlanganliklari uchun
olingan natijalar asosida nurlanish intensibligini - nurlanish yo‘nalishiga
perpendikulyar turgan birlik yuzadan birlik vaqtda o‘tuvchi elektro-
magnit maydon energiyasini hisoblaymiz.

Qutb o‘gi dipol momenti d bo‘ylab yo!nalgan sferik koordinatalar
sistemasini r, B, ¢ (8.3-rasm) kiritamiz. Magnit maydon kuchlanganligi
H ning yo'nalishi kenglik chizig'iga urunma bo'ylab azimutal burchak
¢ ning kamayish tomoniga yo'nalgan [n, d] vektor bilan aniglanadi. U
sferik koordinatalar sistemasida quyidagi proeksiyalarga ega bo'ladi:

d
Hr=0, Hg=0 #, cor (8.59)
Elektr maydon kuchlanganligi E
ning proeksiyalari quyidagi ifodalar z
bilan aniglanadi: L /' n
Er —0, EB= -r-sin6, Ed¢= 0. / \
cer AL
(8.60) I r L]
Bu ifodalardan ko‘rinib turibdiki,
maydon B = 7r/2 tekislikda o0'zining
eng katta giymatiga erishib, qutb
o‘giga yaqinlashgan sari nolgacha Y N.
kamayib boradi.
Nurlanayotgan sistemaning Poyn-
ting vektorini hisoblaymiz: 8.3-rasm:
S= --[aN] = H2n = 4-E2n = — \-~\dn]z2n. (8.6-)
47 47r 471- 4TIC T

Poynting vektori kuzatish nuqgtasiga o‘tkazilgan radius-vektor bo'yicna
yo'nalgan bo‘lib, moduli

1 .
S| 4Tr03r2'a23m2 B. (8.62)

Poynting vektorining rioldan farqgli bo‘lishi va doimo nurlanish manbayi-
dan tashqariga yo'nalganligi, sistemadan elektromagnit nurlanish ener-
giyasi ogimi mavjudligini ko'rsatadi. (8.62) nurlanish energiyasi oqimi
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zichligining kuzatish nuqtasining fazoviy orientatsiyasiga bog‘lanishini
beradi. Energiya ogimining mavjudligi nurlanish manbayi (nurlatgich)
va nurlanish tushunchalarini kiritish ma’noga ega ekanligini bildiradi.

Fazoviy burchak dQ ga tortilgan dS yuzadan birlik vaqtda ogib
chigadigan elektromagnit maydon energiyasini aniglaymiz:

20 )
dl = SdS= ~ 3 sin30dddip. (8.63)

Nurlanishning to'liq intensivligi - nurlanish energiyasi to‘liq ogimini
topish uchun (8.63) ifodani barcha fazoviy burchaklar bo'yicha integ-
rallash kerak

j2 j,r
| = \] Sds - \] H2dS = "~—3 dit)JNSin36dO. (8.64)
0 0

Bu yerdagi integrallarni hisoblab nurlanishning to‘liq intensivligi uchun
quyidagi ifodani hosil gilamiz:

f(ty=2Ffp ) (865)
0o cC

Ko'‘ramizki, dipol yaqginlashishda mirlanish intensivligi zaryadlar siste-
masining dipol momentining vaqt bo'yicha ikkinchi tartibli hosilasining
kvadratiga to‘g‘ri proporsionaldir. Kuzatish vaqti t dagi nurlanish in-
tensivligi dipol momentining tq vaqt momentdagi giymati bilan anigla-
nadi.

(8.65) formulani bitta zaryad uchun yozamiz:

(8.66)

a tezlanish. Bu formuladan ko‘rinib turibdiki, tezlanish bilan harakatla-
nayotgan zaryad nurlanar ekan.

Modomiki, nurlanish natijasida atrofga targaluvchi elektromagnit
to‘lqgin energiya va impulsga ega ekan, nurlanuvchi zaryadlar sistemasi-
ning energiyasi va impulsi kamayadi. Xususan, sistema energiyasining
vagt bo'yicha 0‘zgarishi

f=-7 867)
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Bu yerda ishora nurlanish natijasida sistema energiyasining kama-
yishini bildiradi.
Masala: Muvozanat holatga gaytaruvchi (garmonik) tashgi kuch
F = mx = —kx ta’'sirida tebranma harakat gilayotgan massasi m bo'‘l-
gan zaryadning (garmonik ossilyator) nurianisini ko‘rib chigamiz. Bu
yerda k elastildik koeffitsienti. Agar Wg = k/m deb olsak, zaryadning
harakat tenglamasi
X+ 1ugX = 0 (8.68)

bo'ladi. Bu tenglamaning yechimi
X(t) = xocosast, a(t) = —xococos uit. (8.69)

Bularga ko'ra nurlanish cjg chastotada yuz berishini ko'ramiz, ya’'ni
nurlanish monoxromatik bo‘ladi. Ossilyatorning to‘lig energiyasi

£=T+ U= (8.70)

Endi bir davrdagi o'rtacha nurlanish intensivligini hisoblaymiz:

/=7?mE | ?2fl (1] (a(t)?it _ (8.71)
3c3 3c3

Bu ifodani (8.70) bilan taqggoslab, ossilyator energiyasining o‘zgarishini
aniglovchi tenglamani yozamiz:

d£ c 2en0 /079X
di = - 1£"’ 1= 3— (8'72)
Bu tenglaning yechimi

£ = £foe~", (8.73)
X0 = xo(0)e-7t/2. (8.74)
Bu yerda 7 so‘nish koeffitsienti deb ataladi, xq tebranish amplitudasi.
Ko‘ramizki, nurlanish natijasida ossilyator energiyasining kamayishi,

demak, tebranishning so'nishi ro'y beradi. Bu hodisa ossilyatorning
radiatsion so'nishi deyiladi.
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8.5 Nurlanish reaksiyasi

Tezlanish bilan harakatlanayotgan zaryad nurlanishini va energiya
va impulsini yo'qota borishini anigladik (8.73). Nurlanish hisobiga
zaryad energiya va impulsini yo‘qotishi harakat gqonunining o'zgarishiga
olib keladi. Buning natijasida nurlanish intensivligi o‘zgara boradi. De-
mak, nurlanish maydoni nurlanayotgan zaryadning harakatiga teskari
kuch bilan ta’sir giladi. Bunday ta’sirga nurlanish reaksiyasi deyiladi.
Bu holda kuchlar balansida reaksiya kuchini hisobga olish kerak. Nur-
lanish reaksiyasi tezlanish bilan harakatlanvehi zaryadlardan tashkil
topgan sistemada ham mavjud.

Masalani bitta nuqtaviy zaryad misolida ko‘rib chigamiz. Zaryad
davriy yoki davriyga juda yagin harakatda bo'lsin deb faraz qilamiz.
Davriy kuch ta’sirida zaryad davriy harakat qiladi. Agar reaksiya ku-
chini hisobga olsalc, zaryadning harakati davriy bo‘la olmaydi. Ammo,
reaksiya kuchi tashqi kuchlardan yetarlicha kichik bo‘lsa, gaysidir ma’-
noda zaryadning harakatini deyarli davriy deb ko‘rish mumkin bo'ladi.
Bu faraz to‘g‘ri ekanligiga keyinrog ishonch hosil gilamiz.

Zaryadga ta’sir etuvchi tashqi va reaksiya kuchi bajargan ishni t\ va
¢2 vaqt momentlari orasida hisoblaymiz. Harakat davriy yoki davriyga
yaqgin deb olganligimiz uchun boshlang‘ich va oxirgi vaqt momentlarida
sistemaning holati deyarli bir xil deb olamiz. Shu sababli reaksiya
kuchini hisobga olmasak, (2 —t\) vaqt oralig‘ida bajarilgan ish nolga
teng, ya’'ni,

W2 = Fvdt = AE —O.
h

Endi energiya balans tenglamasida reaksiya kuchini hisobga olamiz:

(8.75)
tl

Bu yerda F s reaksiya kuchi bo‘lib, uning bajargan ishi AE\ ® 0. Tashqi
kuchning bajargan ishi nolga tengligini nazarda tutsak, zaryad energiya-
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sining kamayishi fagat nurlanish hisobiga bo'‘lishi kelib chiqadi:

t\ va I2 vagt momentlarida zaryadning mexanik holati bir xil ekanli-
gini inobatga olsak, o‘ng tomondagi birinchi haq nolga teng bo'ladi.
Natijada (8.77) quyidagi ko‘rinishni oladi:

(8.78)

Integral ostidagi ifodalarni tenglashtirib,

Shunday qilib, reaksiya kuchi zarrachaning tezlanishidan vaqt bo'yicha
olingan hosilaga proporsional ekanligini ko‘ramiz.

Reaksiya kuchi harakat yo'nalishiga teskari yofihhalganligi uchun me-
xanikadagi ishqalanish kuchiga qiyoslab, Lorentz ishqalanish kuchi deb
ataymiz.

Yugqorida reaksiya kuchi asosiy kuchga nisbatan juda kichik deb
faraz gilgan edik. Ammo bu shartdan oshkora ravishda foydalanmadik.
Shuning uchun olingan natija doimo to‘g‘ri bo'lishi kerak. Hozir teskari
faraz nimaga olib kelishini ko‘rib chigamiz. Har ikkala kuchni hisobga
olib zaryad uchun harakat tenglamani yozamiz:

ma=F+ Fs~ Fs.

Bu yerda asosiy kuch reaksiya kuchiga nisbatan kichik degan faraz-
dan foydalandik. Bu tenglamani (8.79) ga asosan cjuyidagi ko‘rinishda
yozish inumkin



Bu differensial tenglamaning yechimi

i 3mc3t’
a = aoexp

Ko'ramizki, harakatga garshilik ko‘rsatuvchi kuch ta’sirida zaryadlan-
gan zarrachaning tezlanishi ortmogda. Bir tomondan nurlanish hiso-
biga energiyasi kamaysa, ikkinchi tomondan, reaksiya kuchi ta’sirida
uning energiyasi ortmoqda. Bunday garama - garshlikning paydo bo'li-
shi |jrs|» |ipl shart o'rinsiz ekanligini ko;rsatadi. Shunday qilib, Fs]-c
shart o‘rinli bo‘lishi kerak.

Bu shartning o'rinli bo‘lish chegarasini aniglaymiz. Buning uchun
yana tashqi kuchni davriy deb olamiz. Reaksiya kuchi kichik bo‘lganligi
uchun harakatning davriyligiga deyarli ta’sir gilmaydi deb olamiz. Shu
sababii j4] »w a deb quyidagilarni yozamiz:

2e2tu. . 2e2w ,_
|NIB!13 21 |Ta]l=37?TNe <8-80)

Bu tenglikga kolra reaksiya kuchi tashqi kuchdan kichik bo‘lish shartini
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

2

ecu

< 1 (8.81)
c3m

Bu shart fundamental ahamiyatga ega bo'‘lib, elektrostatika bobida
ko'rganimizdek, klassik elektrodinamikaning tatbiq qilish chegarasini
yana bir marta aniglash imkoniyatini beradi. (8.81) shartni quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:
me3 . .
) —Trm (8.82)
ez
Bu shartni klassik elektronga tatbig gilsak, nurlanish chastotasi

in <C 1024s“ 1

bo‘lishi kelib chigadi. Bu shart barcha elektromagnit to‘lginlar uchun
27T

bajariladi. (8.82) ni to‘lgin uzunligi uchun yozamiz (A = -—I,EJ_—):
e2
A> — w—rO. (8.83)
mc¢,
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Buyerdaro ~ 2,5T0~13sm elektronning klassik radiusi. Shunday qilib,
klassik elektrodinamika nuqtai nazardan yuqgorida nurlanish masalasida
olingan natijalardan (8.83) shart bajarilganda foydalanish mumkinligi
kelib chigadi. Bir gator effektlar shuni ko‘rsatadiki, klassik fizika ro dan
ancha katta (J1 = 2 «10~losm - Kompton to'lgin uzunligi) masofalarda
o'rinli bo'Imay qoladi. Bunday masofalarda kvant effektlar namoyon
bo‘la boshlaydi.

Klassik elektrodinamikaning tatbig gilish chegarasi amaldagidan
farq qilishi klassik fizika orgali uning tatbiq gilash chegarasi baholan-
mogqda. Tatbiq gilish chegarasini anigroq baholash uchun kvant fizikaga
murojaat qilish kerak.

Mavzining yakunida nurlanish sababli zaryadlangan zarracha tez-
ligining kamayish effektini kechikuvchi potensiallar o'z ichiga olgan-
ligini ta’kidlab o‘tamiz. Bu masalani mustaqil ravishda o‘rganishni
o'quvchilarga taklif gilamiz (/1.4.1aHgay, E.M.JIncbwmy, Teopus nons,
M:, Hayka, 1967, 460C. 865, §75).

8.6 Nurlanish chizig‘ning tabiiy
kengligii

Zaryadlangan zarrachaga garmonik (muvozanat holatga gaytaruv-
chi) kuch F = —kx ta’sir gilganda uning nurlanishi too chastotada yuz
berishini va nurlanish ossilyatorning radiatsion so‘nishiga olib kelishini
yugorida ko'rdik. Endi nurlanish reaksiyasining nurlanish maydoniga
ta’sirini o‘rganamiz. Masalani reaksiya kuchini hisobga olib bir o'l-
chamli ossilyator modelida ko‘rib chigamiz. Bunda nurlanish reaksiyasi
nurlanish chastotasiga jiddiy ta’sir gilishini aniglaymiz.

Zaryadning harakat tenglamasini har ikkala kuchni e’tiborga olib
yOzamiz:

X + U = 0. (8.84)

Bu yerda reaksiya kuchining o'rniga (8.79) ifodani go‘yamiz:

3me3 (8.85)

wo = \/k/m zaryadning erkin tebranish chastotasi.
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Reaksiya kuchi garmonik kuchdan juda kichik bo'lganligi uchun
zaryadning tezlanishini erkin tebranma harakatdagi tezlanishga taqri-
ban teng deb olish mumkin, u holda

a=¢~—figX a~ —uogX (8.86)

Bunga asosan (8.85) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin

X+ 71 + uigX= 0, (8.87)
bu yerda
2 e AQ,
7=w ' 7 <<“°- (8'88)

Bunda yo'l go'yilgan xatolik 72/wo tartibida bo'ladi.
Tenglama (8.87) ning yechimi ko‘rilayotgan aniglikda quyidagicha
yozish mumkin:
X= x0e " t/2eiudot. (8.89)

Bu ifodadan ko'ramizki, nurlanish reaksiyasi ta’sirida ossilyatorning
tebranish amplitudasi eksponensial ravishda kamaya boradi, ya’'ni zar-
yard so'nuvchi tebranma harakat bajaradi. So'nish koeffitsienti 7 ga
teng.

Ma’lumki, ossilyatorning nurlanish intensivligi zarrachaning tezlan-
ishi bilan aniglanadi. Shuning uchun (8.89) dan ikki marta vaqt bo'vi-
cha hosila olib tezlanishni topamiz:

a = X= ale- t/2iult (8.90)

Bu yerda ao o‘zgarmas kattalik bo‘lib, ko'rilayotgan aniglikda a0 =
- X O

So‘nuvchi ossilyatorning tezlanishi vaqgtning garmonik funksiyasi
bo'Imaganligi uchun, nurlanish aniq chastotasiga ega bo'lImaydi. Aksin-
cha, u 0 < <00 oralig'idagi barcha chastotalarga nurlanadi. Demak,
so‘nuvchi ossilyatorning nurlanish spektri uzluksiz ekan.

Bunday holda nurlanish intensivligining chastotalar bo'yicha tag-
simoti (W Uj + duj chastotalar oralig'iga to‘g‘ri keluvchi nurlanish ener-
giyasi) muhim Kkattalik hisoblanadi. Hozir so’nuvchi ossilyator uchun
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ana shu kattalikni topishga kirishamiz. Barcha chastotalardagi nurla-
nishning to'liq energiyasi lo quyidagicha aniglanadi:
()
lo —J 1(iij)du). (8.91)
0

B\i yerda I(u>) spektral finksiya yoki nurlanish chizig'i deb yuritiladi.
Ikkinchi tomondan nurlanish to'liq energiyasi 0 <t < oo vaqt orali-
g‘idagi nurlanish energiyalarining yig'indisiga teng bo‘ladi:

0 2
lo=] I(t)dt =~ jandt. (8.92)
0 0

—00 <t <0 vaqt oralig'ida nurlanish bo'Imaganligi uchun (a = 0) bu
yerda integralni —eo <i < 0o vaqt oralig‘ida olish mumkin:

2 0
lo = J it (8.93)

— 00

Bu ifodani (8.91) bilan bog‘lash uchun tezlanishni Furye integraliga
yoyamiz:

00

a(t) —> Jf a(u=)elutdio. (8.94)

(8.90) ifodani inobatga olib tezlanishning Furye amplitudasini hisoblay-
miz:

00 OO

a(u) = J a(t)e ket = | a(t)e<lintet
-00 OJ— 0
~i(0Jo -w)' (8.95)

Endi Plansheral formulasi (A.140) ga asosan quyidagi tengliklarni hosil
gilamiz:

00 00 2 00 2
/«»* =- /flaHI™-9g/ =%a. (8.96)
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Ushbu natijani (8.93) ga qo'yamiz:

nefel® o do 362
0 3(2kJ t +icon-co)2 3c¢3 7 (897)

oo

bu yerdan
« = (8.98)
(8.97) va (8.91) ifodalarni tagqoslab, quyidagini topamiz:

TW) = ¢ 2 7 -oemee T2 (8-99)

Bu yerda spektral tagsimot fagat musbat chastotalar uchun aniglangan-
ligini e'tiborga oldik. Bu ifodadan ko'ramizki (8.4-rasm), birinchidan.
nurlanish spektri uzluksiz, ikkinchidan, lo= ao chastotada nurlanish-
ning spektal tagsimoti keskin maksimumga ega, ya'ni

I(tio) = - (8.100)
Nurlanish intensivligi = ao =+ 7/2 chastotada au = andagi giymatidan
ikki marta kichik ekanligini ko'rish mumkin:

0£5)=" = _—, (8.101)
¢

¢ 777

Shuning uchun 7/2 nurlanish chizig'ining yarim kengligi deyiladi.
Acu = 7 esa nurlanish chizig'ining tabiiy kengligi yoki radiatsion kengligi
deb ataladi.

Spektral chizigning tabiiy kengligini to'lgin uzunlik orgali ifodalash
mumkin. A= 2kc/ij bollganligi uchun Acu = 7 ga mos to'lgin uzunlik-
lar oralig'i

AA = ZtCAE = Erc7 = ﬁi(.-_e_gz = ﬂTrO
aqg 3 mc 3
Bundan ko‘ramizki, Acu dan fargli ravishda AA to‘lgin uzunligi (chas-
tota) ga bog'lig bo'Imasdan elektron (zaryadlangan zarracha) ning klas-
sik radiusi ro bilan aniglanadi.
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8.4-rasm: Dipol nurlanishi spektral tagsimoti funksiyasi: 1-7/w = 0.1, 2 -
7Mw=02, 3-7j,>=04.

Eksperimentlarda kuzatiladigan spektral chizigning kengligi uning
tabiiy kengligidan ancha katta bo'ladi. Masala shundaki, ossilyator-
ning garmonik tebranishining har gqanday buzilishi spektral chizigning
kengayishiga sababchi bo‘ladi. Nurlanish reaksiyasi ana shunday omil-
larning biridir. Nurlanuvchi zarrachalarning o‘zaro hamda sistemadagi
boshga zarrachalar bilan to'qnashuvi yoki Doppler hodisasi ana shu
kengaytiruvchi omillarga kiradi.

7 —0 da spektral tagsimot (8.99) erkin tebranayotgan garmonik
ossilyatorning nurlanishining spektral tagsimotiga o'tadi, ya'ni

o) = 105(1o 1. (8.102)

Bu monoxromatik nurlanishning spektral tagsimot funksiyasidir.

8.7 Kvadrupol va magnito-dipol
nurlanishi
Harakatdagi zaryadlar sistemasining elektr dipol yaginlashida nur-
lanishini ko‘rib chigdik. Bu yaginlashishda nurlanish intensivligi elektr

dipol momentidan vaqt bo'yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga, de-
mak zaryadlarning tezlanishiga bog'liq ekanligini anigladik. Shunday
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sistemalar borki (8.7-masalaga garang), zaryadlari tezlanish bilan hara
katlansa -da, ko'rilgan dipol yaginlashishda nurlanish nolga teng bo'ladi

Bunday hollarda (8.51) gatordagi keyingi hadlar bilan bog’liq bo‘l
gan nurlanishni ko'rish kerak. Elektr dipol nurlanishi nolga teng bo'l
ganda qatordagi keyingi hadlar oldingi hadlarga nisbatan v/c yoki L/A
marta kichik bo‘lishiga garamasdan asosiy hadga aylanadi.

Qator (8.51) da keyingi hadlarni batafsil ko!rib chigamiz. Elektr
dipol nirlanishini ko'rganimizda zaryadlar sistemasining yetarlicha uzoq
masofalardagi elektr va magnit maydonlari (8.55) va (8.56) vektor po-
tensial bilan aniglanishini ko‘rgan edik. Shu sababli bu yerda faqat
vektor potensial uchun gatorni tekshirib chigamiz. Vektor potensialning
quyidagi ko'rinishidan foydalanamiz:

Al o < =] (e + rdv'. (8.103)

Tok zichligini xususiy kechikish vagtining darajalari bo'yicha ga-
torga yoyamiz:

(0 nr'\ . dj(r',tg) (nr’)

Hr'r0+“ J=J(r 'r0) + —dro——-- ¢ (81 ~
Birinchi had elektr dipol nurlanishini beradi. Ikkinchi hadni quyidagi
ko'rinishda yozib olamiz:

(nr7)j= ~IrjIn] + ~(nr)j+ (nj)r']
Bu ifodani hisobga olib (8.104) ni (8.103) ga go‘yamiz:
Mr.t) = | A +, A J{{nr')j+ (nj>r'}dVv*.  (8.105)

Bu yerda m sistemaning magnit momenti. Uchinchi haddagi integ-
ralni J PdV' = —J AN div PdV' ayniyatdan va uzluksizlik tenglamasi-
dan foydalanib o'zgartiramiz: 2

3 {-rAdiv{(nr)j} + (n)r}dv' =I(nr')~~ dV".

2Bu yerda intégral butun fazo bo'yicha olinadi, P fazoning chekli gismida noldan
fargli bo'lgan ixtiyoriy vektor funksiya.
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Natijada quyidagini olamiz:

g+~ +
Uchinchi hadni kvadrupol momenti tenzori orgali yozish mumkin:

A(rt) = (8.107)

cr cr 6(rr

Buyerda D komponentalari Da = Dapnp bilan aniglangan vektor, Dap
kvadrupol momenti tenzori.

Vektor potensiai (8.107) ma’lum bo'lgandan so‘ngi elektr va mag-
nit maydon kuchlanganliklarini H = -[An], E = -[[j4n]n] formu-
lalarga asosan to‘g‘ridan to‘g‘ri yozish mumkin ((8.55)-(8.56) ifodalarga
garang):

H(r,t) = 6’2;{[dn] + [[mn]n] + bg-[‘r)n]}, (8.108)
E(r,t) = -C’Z‘;{[[dn]n] + o (8-109)

Bu yerda b = d3D/3rG.

Fazoviy burchak dCl ga to‘g‘ri kelgan nurlanish intensivligi (8.63)
ifoda bilan aniglanadi. To'liq intensivlik bu ifodani barcha burchaklar
bo'yicha o‘rtachalash natijasida aniglanadi. Ma’lumki, Poynting vek-
tori S elektr va magnit maydon kuchlanganliklari orgali birday aniglanadi.
Shu sababli hisoblashlarni osonlashtirish magsadida magnit maydon
kuchlanganligidanfoydalanamiz. Magnit maydon kuchlanganligi (8.108)
rang kvadratidagi aygash ko‘paytmalarning burchaklar bo'yicha o'rta-
chasi nolga teng. Faqat har bir had kvadratining o‘rtachasi qoladi. Un-
cha muralckab bo'lmagan hisoblashlarni amalga oshirib nurlanishning
to'lig intensivligi uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:

/sds: B +X5

Shunday qilib, biz ko‘rayotgan yaginlashishda to‘lig nurlanish bir-biriga
bog'lig bo‘lmagan uch gismdan iborat ekan. Birinchi had bizga ma’lum
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bo'lgan elektr clipol, ikkinchi had magnito-dipol, uchinchi had esa kvad
rupol nirlanishini aniglaydi. Harakatdagi zaryadlarning massasiniiij’
zaryadiga nisbati bir xil bo‘lgan sistemalarda magnito-dipol nurlanishi
elekttr dipol nurlanishi kabi nolga teng. Chunki, bunday sistemalarning
magnit momenti mexanik impuls momentiga proporsionaldir.

(8.110) ifodadagi har bir hadni taqqoslab tartibini baholaymiz. Sis-
temaning magnit momenti elektr dipol momentidan (tok zichligi hiso
biga) v/c¢ marta kichik bo‘lganligi uchun magnito-dipol nurlanishining
intensivligi elektr dipol nirlanishining intensivligidan v2/c¢2marta kichik
bo'ladi. Baholashlar, kvadrupol va magnito-dipol nurlanish intensivlig-
ining tartibi birday bo'lishini ko‘rsatadi. Agar zaryadlar sistemasining
elektr va magnito-dipol nurlanishi bo‘lmasa, uning kvadrupol nurlan-
ishni aniglash lozim. Bunday nurlanish elektr dipol nurlanishi boT
magan atom yadrolarini o'rganishda muhimdir. Agar (8.51) gatorda
keyinga hadlarni inobatga olsak, keyingi tartibdagi multipol nurlanish-
larni olamiz.

8.8 Elektromagnit to‘lginlarning
zaryadlarda sochilishi

Agar zaryadlar sistemasiga elektromagnit to!lgin tushayotga bo'lsa,
uning ta’sirida zaryadlar harakatga keladi. Bunday zaryadalar o'z nav-
batida har tomonga nurlanadi, ya’'ni boshlang'ich to'lginning sochilishi
ro'y beradi.

Sochilish berilgan yo'nalishda birlik vaqtda chigayotga energiyani
sistemaga tushayotgan energiya ogimiga nisbati bilan aniglanadi. Bu
kattalik yuza birligiga ega bo‘lib, sochilishning effektiv kesimi (gisgacha
kesim) deyiladi.

Energiya ogimining zichligi Igbo‘lgan tushayotgan to‘lginning bir-
lik vaqtda dil fazoviy birchak ostida sochlish (nurlanish) energiyasi
dl bo'lsin. U holda sochilishning effektiv kesimi quyidagi ifoda bilan
aniglanadi:

da =dI/TQ (8.111)

Bu yerda chizigcha vaqt bo'yicha o'rtachalashni bildiradi.
Sochilish masalasini sodda - ossilyator modelida ko‘rib chigamiz.
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Tekislikda qutblangan yassi monoxromatik elektromagnit to'lgin os-
silyatorga tushayotgan bollsin. Reaksiya kuchini e’tiborga olganda os-
silyatorning harakat tenglamasi ((8.87) ifodaga qarang) quyidagi ko'ri-
nishga ega bo'ladi:

r+-yr+ lagv= eEoe /m. (8.112)

Bu tenglama tashqgi davriy kuch ta’sirida ossilyatorning majburiy teb-
ranishlarini ifodalaydi. Uning xususiy yechimi

eEo Jut

T M- w2+ i)

(8.113)

d0 fazoviy burchakda sochilgan nurlanish intensivligini (8.61) va
(8.63) ifodalar orqali aniglaymiz:

. . e4E$ todsin2£cos2(wf —5)
di 47rC3,ﬁrn]2dl} S 4nT2? (ug —uP)2 + w212 dn. (8.114)

Bu yerda r ning haqiqgiy gismi olindi,

S = arctg dd = sin 6d9dip,

2-w 2
£ qutblanish vektori Eqva kuzatish (sochilish) yo‘nalishi n orasidagi
burchak, K tushayotgan to‘lginning to;lgin vektori (8.5-rasm).

(8.114) ni davr bo'yicha o'rtachalaymiz:

di=lg, 1@ o O

(g —v2)2+ ae7?2 (8.115)

Bu yerda lo = cEg/An tushayotgan to‘l-
ginning davr bo‘yicha o'rtacha intensivligi.
Sochilishning effektiv kesimi (8.111) ga
ko'ra

da wMsinzE gy (8.116)

(> —cu2)2 + o272
Burchaklar Q £va ¢ o‘zaro quyidagicha bog'langan:

eos£ = sin Bcos(h, sin2£=1—sin2Bcos2

183



Bu bog‘lanishdan foydalanib sochilish effektiv kesimini (8.116) ni i>
burchak bo'yicha o‘rtachalaymiz:

rluA 1+ c0s26 ..

der = 0 —w2)2 + 2272 dfi. (8.117)

Bu formuladan sochilish @ = 0 (oldinga) 6 = n (orgaga) burchaklarda
maksimal bo'lishi kelib chigadi.

Sochilishning effektiv kesimi (8.117) ni hamma fazoviy burchaklar
bo'yicha integrallab to‘liq effektiv kesimni aniglaymiz:

8T rw?
3 (g —22)2+ A3

To'liq effektiv kesimning chasto-
taga bog'lanishini analiz gilarniz (8.6-
rasm). (8.118) dan ko'rinib turibdiki,
to‘lig kesim rezonans chastota lo—»ko
da keskin maksimumga ega. Rezonans
yaginida (w ~ wo) to'liq kesimni quyi-
dagicha yozish mumkin:

(8.118)

AL
J .
( 3 (@0-a,)2+ £ (8.119)

Bu yerda (w2—w2)2~ 4wo(wo —w)
deb olindi. 7 rezonans sohasining
kengligini aniglaydi. Xususan, aniq rezonansda, ya'ni U = ¢jqg da

87rrN"/372 (8.120)

bo'ladi. 7 -C wo bo'lganligi uchun rezonans chastotada kesim juda katta
giymatlarga erishadi.
Kichik chastotalarda vj <Cwa:

87TrQWa/3wo (8.121)

sochilish chastotaning to'rtinchi darajasiga proporsional bo'lib, juda
kichik bo‘ladi. Bu gonun umumiy xarakterga ega bo'lib, Reley sochilishi
deb ataladi.
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Katta chastotalarda > u#y
er ~ 87rrg/3 = 87re4/3m2c4. (8.122)

Bu ifoda Tomson formulasi deb ataladi. Bu formulaga ko‘ra katta chas-
totalarda sochilish umuman chastotaga bog'‘lig bo'Imasdan o‘zgarmasga
intiladi. Katta chastotalarda tushayotgan elektromagnit maydon tomo-
nidan atomga ta’sir etuvchi kuch elastiklik kuchidan juda katta bo'ladi.
Atom yadrosining massasi elektronning massasiga nisbatan juda katta
bo'lganligi (a ~ m~2) uchun u sochilish jarayonida deyarli ishtirok et-
maydi deb olish mumkin. Demak, atomdagi elektronni erkin deb garash
mumkin. Shunday qilib, Tomson formulasi elektromagnit to'lginning
erkin elektronlarda sochilishini aniglar ekan.

8.9 Relyativistik zaryadlarning nurlanishi

Dipol yaqginlashishida nurlanish intensivligini aniglovchi (8.66) for-
mulav ¢ bo'lganda o'rinlidir. Relyativistik harakatdagi zaryad uchun
shu kabi formulani olishda har bir vagt momentida zaryad bilan bog'-
langan sanoq sistemanlarni kiritamiz. Bunday sanoq sistemalarning har
biriga nisbatan zaryadning tezligi nolga teng bo'lganligi uchun (8.66)
o'rinli bo'ladi. Bu formula bilan aniglanuvchi nurlanish sferik to'lginlar-
dan iborat bo‘ladi. Bunda nurlanish hisobiga zaryad yo‘qotadigan im-
pulsi nolga teng. Vaqt birligidagi nurlanish energiyasi esa har bir sanoq
sistemada bir hil bo'lib, invariant bo‘ladi:

| = -d£/dt = -dS'/dt = -de"idt = ... = inv (8.123)

Modomiki, | invariant ekan, (8.66)-(8.67) ga asosan a2 = WWL =
inv. Chunki, zaryad bilan bog'langan sanoq sistemada w° = 0. Bu
yerda w9%4-tezlanish. Ixtiyoriy sanoq sistemada (shtrixsiz) nurlanish
intensivligini topish uchun 4-tezlanish Wi' ning kvadratini (1.65)-(1.68)
formulalarga asosan shtrixsizga almashtiramiz. Natijada quyidagini
olamiz:



Bu formula orgali ixtiyoriy, masalan laboratoriya sanoq sistemada tez-
lanish bilan harakatlanayotgan zaryadning nurlanish hisobiga vaqt bir-
ligida yo'qotadigan energiyasini hisoblash mumkin.

Amaliy jihatdan elektromagnit maydonda katta tezlik bilan hara-
katlanayotgan zaryadning nurlanish energiyasini topish muhim masala
hisoblanadi. Elektromagnit rnaydon ta’sirida zaryadlangan relyativistik
zarrachaning tezlanishi (2.35) Lorentz kuchi bilan aniglanadi:

*os(*FHIW -7<«k*>) («-1*)

Tezlanish uchun yozilgan bu ifodani (8.124) ga qo:yib elektromagnit
maydonda tezlanish bilan harakatlanayotgan zaryadlangan relyativistik
zarrachaning vaqt birligidagi nurlanish energiyasini topamiz:

I (8-126)

2
7YIC

Buyerda £ = —= A Y Ifoda (8.126) dan. tezlik yorug'lik tezli-
giga yaqin bo‘lganda, birlik vagtdagi nirlanishning to‘liq energiyasining
tezlikka (1 —v2/c2)-1 kabi bog‘langan, ya’ni harakatdagi zaryadning
energiyasining kvadratiga proporsional ekanligini ko'ramiz. Agar tez-
lik elektr maydon kuchlanganligiga parallel bo‘lsa, nurlanish tezlikka
bog'lig bo‘lmaydi. Bir necha xususiy hollarni ko'rib chigamiz.

df 9 p

1.ff=0, E lv F = 3 mac £2B>  (8.127)
2.Jf=0, Ji] |», ««c (9128)
3.E=0,H £» (8.129)

Bu natijalardan birinchi va uchinchi hollarda nurlanish energiyasi
zarracha energiyasining kvadratiga proporsional ekanligi ko'rinib tu-
ribdi. Ikkinchi holda nurlansh. energiyasi zarrachaning energiyasiga
bog'lig emas ekan. Yana bir muhim xulosa, vaqt birligidagi nurlanish
energiyasi barcha hollarda zarracha massasining kvadratiga teskari pro-
porsional bo'lib {£~ m2), zarrachaning massasi gancha kichilc bo'lsa,
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dipol yaginlashishidagi nurlanish energiyasi shuncha katta bo‘ladi.
Og'ir zarrachalar uchun esa zarracha energiyasining nurlanish hisobiga
Icamayishi juda kichik bo‘ladi.

Endi nurlanishning burchakka bo'g'lanishini ko'rib chigamiz. Bizga
ma’lumki, katta tezliklarda harakatlanayotgan zaryadning elektr may-
don kuchlanganligi Lienar-Vixert potensiallari orgali topiladi va (8.38)-
(8.39) ifodalar bilan anigianadi. Katta masofalarda bu ifodalarning
birinchisi ikkinchisiga nisbatan tezroq nolga intilishini §8.2 da ko'rib
o'tgan edik. Shu sababli nirlanishga maydonning (8.39) ifoda bilan
aniglangan qismi asosiy hissa gqo‘shadi. Maydonning shu gismi bilan
bog'lig bofigan va dC fazoviy burchakka to‘g‘ri keluvchi nurlanish in-
tensivligini dl —E2dW/4TT ga asosan yozamiz:

d :LL J[2 d | +11 «. (S.«»)
(v CA5 AT A6 y
A=1—n/c, n= R/R - nurlanish yo'nalishidagi birlik vektor.
Nurlanishning burchak bo'yicha tagsimoti yetarlicha / murakkab
ekanligi (8.130) dan ko'rinib turibdi. Ultrarelyativistik (1 —/¢ -C 1)
holda mahrajda 1 —nv/¢ ning katta darajalari borligi hisobiga u alo-
hida xususiyatga ega. Nurlanish intensivligi burchakning tor oralig‘ida

katta giymatlarga erishadi. n va v orasidagi burchakni @bilan belgilab
quyidagini yozamiz: 1 nCV= 1 \écos6 @ 1 \C/h 02—2~ Burchak
9 ~ y/I —v/¢ bo'lganda bu kattalik (1 —v/¢) tartibida bo'ladi. Bun-
dan ultrarelyativistik zarrachaning nurlanishining asosiy gismi uning
harakati yo'nalishi atrofidagi 0 ~ s/I —32 burchaklar intervaliga to‘g‘ri
kelishi kelib chigadi.

Agar vektor (n —v/c) Ja bo‘lsa, (8.38) va (8.39) ifodalar bilan
aniglangan maydon kuchlanganligi tezlikning har ganday giymatida
nolga teng bo‘ladi. Demak, bu holda nurlanish bo'lmaydi. Tezlik va
tezlanish parallel bo‘lgan (8.130) ancha, sodda ko'rinishni gabul giladi:

H=p A (e dl_ (8,131)
4m2 y (I —/3c0s0) (1—3cos$) |

Bu yerda 9yana n va v orasidagi burchak. tp a va v vektorlar yotuvchi
tekislik bilan n hosil gilgan azimutal burchak. 9 = arccosv/c¢ bo‘lganda
(8.131) bilan aniglangan nurlanish nolga teng bo'ladi.
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10.

11

13.

14,
15.
16.

8.10 8-bobga oid masala va savollar

Lienar-Vixert potensiallaridan foydalanib tekis harakatlanayotgan nug-
taviy zaryadning maydonini aniglang. Natijani §3.6 da olingan ifodalai
bilan taggoslang.

Uzluksizlik tenglamasidan foydalanib <p(r,t) ——y (r ro)dv’)
ifodani (8.52) ka'rinishda yozish mumkinligini ko'rsating.

Dipol yaginlashishida (8.52) va (8.54) ifodalar bilan aniglangan poten-
siallar Lorenz shartini ganoatlantirishini ko'rsating.

Tashgi F —ma kuch ta’sirida harakatlanayotgan nuqtaviy zaryadning
dipol yaginlashishda nurlanish intensivligini aniglang. Boshlang'icli
vagt momentida zaryad tinch turibdi.

Bir jinsli o'zgarmas H magnit maydonda harakatlanayotgan massasi
m va zaryadi e bo‘lgan zarrachaning dipol yaginlashishida nurlanish
intensivligini aniglang. Boshlang'ch vaqtda zaryadning tezligi \gJLH
Massalari mi, m2va zaryadlari €\, e2bo‘lgan ikkita zarrachadan tashkil
topgan sistemaning dipol nurlanishini aniglang.

Berk sistemadagi har bir zarracha uchun ea/ma = e/m = const bo'lsa,
elektr dipol nurlanishi nolga teng bo:lishini ko'rsating.

. Harakatdagi zarrachalar massasining zaryadiga nisbati bir xil bo‘lgan

sistemalarda magnito-dipol nurlanishi nolga teng bo'lishini ko‘rsating.
Bor modelida vodorod atomida elektron yadro atrofida aylanadi. Klas-
sik elektrodinamika nuqtai nazaridan nurlanish natijasida, nihoyat elek-
tron yadroga tushadi. Vodorod atomining yashash vaqtini baholang.
Massasi m va zayadi e bo'lgan zarracha tinch turgan ikkinchi zarracha-
ning oldidan d nishon masofada v tezlik bilan uchib o'tadi. Ikkinchi
zarrachaning zaryadi e2. Hai'akatdagi zarrachaning tezligi shunday
kattaki, traektoriyasining to‘g‘ri chizigdan og'ishini hisobga olmasa ham
bo'ladi. Shu zarrachaning nurlanish energiyasini toping.

Zaryadi e bo'lgan nuqtaviy zaryad R radiusli aylana bo'ylab w burchak
tezlik bilan harakatlanmoqda. Zaryadning chizigli tezligi v = >R <Cc
deb hisoblab, uning nurlanishini aniglang.

Qanday potensiallarga kechikuvchi deyiladi? Kechikish vaqti nimaga
teng? Nugtaviy zaryad uchun kechikuvchi potensiallarni yozing.
Ixtiyoriy harakatlanayotgan zaryadlar sistemasining dipol yaginlashi-
shidagi maydoni ganday xossalarga ega?

Dipol yaginlashishida nurlanish intensivligi nimaga teng?

Nurlanish reaksiyasi deb nimaga aytiladi? Reaksiya kuchini yozing.
Dipol nurlanish nazariyasi ganday to'lgin uzunliklar uchun yaxshi natija
beradi?
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9-bob

Makroskopik elektrodinamikaning
asosiy tenglamalari

9.1 Maydon kattaliklarini o‘rtachalash

Mikroskopik elektrodinamikada bo'shligdagi elektromagnit jara-
yonlarini ko'rib chiqdik. Endi shu masalani muhit uchun o'rganishni
boshlaymiz. Elektrodinamikaning bunday jarayonlarni o‘rganadigan
gismi makroskopik elektrodinamika deyiladi. Muhitda - dielektriklarda,
o'tkazgichlarda, ferromagnetiklarda va boshga ko'pgina boshga xos-
saga ega bo'lgan mubhitlarda kechadigan elektromagnit jarayonlar bir-
biridan jiddiy farq qilib, ularning xossalariga bog‘lig bo‘ladi. Bundan
tashqari, muhitning anizotropiya xossalari va bir jinsli bo'Imasligi ham
ko'riladigan jarayonlarda o'z aksini topadi. Bunday holatlarni sanab
o'tishni yana davom ettirish mumkin.

Yuqoridagi sanab o‘tilgan muhitning xossalaridan kelib chigadigan
bo'lsak, bir garashda makroskopik elektrodinamikani umumiy holda
yaratib bo'Imaydigan ko'rinadi. Ammo, muhitning xossalarini bir gan-
cha shartlar bilan chegaralasak, makroskopik elektrodinamikani umu-
miy holda yaratish mumkin bo'ladi.

Birinchi navbatda mubhit bir jinsli va izotrop bo'lishi, ikkinchidan,
muhitning xossalari tashqi elektromagnit maydonga bo'liq bo'Imasligi
talab etiladi. Oxirgi holat maydon kuchsiz bolishini tagazo giladi.
Uchinchidan maydonning o'zgarishini aniglovchi xarakterli vaqt (davr)
muhitda tashqi elektromagnit maydon ta’sirida yuz beruvchi qutblanish
va magnitlanishni bargaror topish (relaksatsiya) vaqtidan yetarlicha
katta bo'lishi kerak.

Bu holda muhitning xossalarini aniglovchi moddiy kattaliklar may-
don chastotasiga bog'lig bo!lmaydi. Yugoridagi shartlarni ganoatlan-
tiruvchi elektrodinamika ko'p hollarda tajriba natijalariga tayangan
bo‘lib, fenomenologik xarakterga egadir.
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Mikroskopik elektrodinamika tenglamalarida ishtirok etuvchi katta-
liklar berilgan nigtaga va vaqtga tegishli edi. Muhitda holat tubdan far(]
giladi. Ma‘lumki, moddani tashkil gilgan atom, molekula va ionlarning
fazodagi holati tez o'zgartiradi. Masalan, kristall panjara, tugunlaridagi
atom yoki ionlar issiglik harakati tufayli muvozanat holati atrofida katta
chastota bilan tebranishda bo'ladi. Atom ichidagi maydon undan tash-
garidagi maydondan ancha katta, bundan tashqari atomlar tebranishda
bo'lganligi sababli uning koordinatasini vaqt va fazoda aniq belgilab
bo!lmaydi. Ya'ni maydon atom o‘lchamlari tartibidagi masofalarda va
tebranish davrida keskin o'zgarib turadi. Shuning uchun maydon beril-
gan nugtaga va vaqtga tegishli deyish o'z ma’nosini yo‘qotadi. Bosh-
ga tomondan tajriba natijalari shuni ko‘rsatadiki, maydonning fazo
va vaqtda bunday o'zgarishi makroskopik jismlar uchun kuzatilmaydi.
Yana shuni ta’kidlash lozimki, modda mikro zarrachalardan tashkil
topgan bo'lishiga garamasdan makroskopik jismlar ustida o'tkazilgan
tajribalarda bunday holat kuzatilmaydi. Demak, makroskopik jism-
lar ustida o'tkazilgan tajribalarda vaqt va fazoda o‘rtachalangan fizik
kattalik o‘lchanadi. Shuning uchun rnuhitdagi elaktromagnit jaryon-
larni o‘rganishda fizik kattaliklarning o'rtacha giymatlari ma’noga ega
bo‘ladi.

Yuqoridagi mulohazalardan kelib chigib koordinata va vaqgtni ikki
gismga ajratamiz. Birinchisi, sekin o'zgaruvchi (r, t) bo'lib, rnuhitdagi
makroskopik jarayonlarni, ikkinchisi esa tez o'zgaruvchi bo'lib,
elementar hajm v va elementar vaqt T doirasi o‘zgarib. mikroskopik
jarayonlarni ifodalaydi. Fizik kattaliklarning tez o‘zgaruvchi koordinata
va vaqt bo‘yicha o'rtachasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

T
= | F{r+iJ,t +t)dV'dt. 9.1)
0v

0 ‘zgaruvchilarni ikki gismga ajratish fizik kattaliklardan koordinata va
vaqgt bolyicha olingan hosilalarning o'rtacha giymatini quyidagi ko'ri-
nishda yozish imkonini beradi. Masalan,



BuyerdaT=t+1t', fa =xa +Xa,a =1, 2, 3. Tajribalarda (9.1) usul
bilan o'rtachalangan kattaliklar o'lchanadi.

Maksvell-Lorentz tenglamalarini yuqoridagi ma’noda o‘rtalashni
amalga oshirish uchun belgilashlar kiritamiz: e~ E, h = H. Bu belgi-
lashlarda yozilgan o'rtachalangan Maksvell-Lorentz va uzluksizlik teng-
lamalarini quyidagi ko'rinishda yoziladi:

_1dh
rote = cdt (9.3)
divh = o, (9.4)
AT 1dh
roth = < QV+ < dt (9.5
divé = 4mg, (9.6)
dive) + = O (9.7)

Bu yerda £va ~fv mos ravishda zaryad va tok zichligining o'rtacha qiy-
mati. (9.3)-(9.7) tenglamalarda hosilalar sekin o‘zgaruvchi - makrosko-
pik koordinata va vaqt bo‘yicha olinadi.

Tenglamalarni odatdagi ko‘rinishda yozish uchun yana bir marta
belgilashlar kiritamiz. 4 = E h —B. Mubhitda elektr maydon
kuchlanganligining o'rtacha giymati E ni elektr maydon kuchlanganligi,
magnit maydon kuchlanganligining o‘rtacha giymati B ni esa magnit
induksiya vektori deb ataymiz. Bu belgilashlarda (9.3)-(9.6) tenglama-
lar quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

roti = -1§, (9.8)

divB = 0, (9.9)
Y 1dE

rotB = Tw\'"c"a? (9.10)

divE — 4Tq. (9.11)

0 ‘rtachalangan tenglamalarda tok va zaryad zichligining o‘rtacha
giymatlarining ishtirok etishi mubhitlarni ikki toifaga - o‘tkazgich va
dielektriklarga ajratishni tagazo qiladi. 0 ‘tkazgichlarda tashqi stat-
sionar elektr maydon ta’sirida zaryadlarning tartibli haralcati, ya’ni
tok yuzaga keladi. Bunday maydon ta’sirida dielektriklarda zaryadlar

191



siljisa-da tok yuzaga kelmaydi. Vaqt o‘tishi bilan o'zgaruvchi may
donlarda holat statsionar maydondagidan tubdan farg qiladi, hatto
dielektriklarda ham tok yuzaga kelishi mumkin.

9.2 Elektr maydonda muhitning qutblanishi

Zaryad zichligining o‘rtacha giymatini hisoblashda dielektrikninji
elektroneytral va noldan fargli zaryadga ega bo'lgan hollarni alohidu
ko'rib chigamiz.

Brinchi navbatda jismni elektroneytral deb garaymiz. Tashqi elektr
maydon ta’sirida jismni tashkil etuvchi atom va molekulalardagi man
fiy va musbat zaryadlarning muvozanat holatiga nisbatan siljishi ro'y
beradi. Bunda jismning bir butun holda elektroneytralligi buzilmasa-
da, alohida olingan gismlarida elektroneytrallik buziladi. Buni gan
day tushunish kerak? Tashqgi maydonga Kiritilmagan jismda ixtiyoriy
hajmni ko'ramiz. Bu hajmni shunday tanlaymizki u yana elektroney-
tral bo'lsin. Endi jismni tashqi statsionar elektr maydonga kiritarmz.
Jismni tashkil etuvchi atomdagi elektronlarning massasi yadroning mas-
sasidan juda kichik bo‘lganligi uchun ular yadroga nisbatan ko‘proq
siljiydi. Buning natijasida alohida ko'rilayongan hajmni chegaralovchi
sirtga juda yaqgin bo‘lgan atomlardagi elektronlar sirtdan tashqari (ich-
kari) ga va tashgarida bo'lgan atomlardagi elektronlar ichkari (tashqari)
ga o‘tib golishi mumkin. Bunda ko'rilayotgan hajm ichkarisiga kirgan
va tashqarisiga chiggan elektronlarning soni teng bo'lmasligi mumekin,
ya’'ni shu gismda -lokal elekrtoneytrallik buziladi. Bu holda jismda
gandaydir lokal zaryadlar paydo bo‘ldi deb garash mumkin. Bunday
zaryadlar atomni tark etmaganligi uchun bog'langan zaryadlar deb ata-
ladi. Uning zichligi zaryad zichligining o‘rtachasiga teng bo‘ladi:

Q=pb. (9.12)

Bu yerda pt, bog'langan zaryadlar zichligi. Madomiki zaryadlar paydo
bo'lgan ekan, jism elektr dipol momentiga ega bo'lib goladi. Bu jara-
yonga muhitning qutblanishi deyiladi. Bu yerda elektr dipol moment-
ning o'rtacha giymati ma’noga ega.

Birlik hajmga to‘g'ri keluvchi elektr dipol momentini qutblanish
vektori deb ataluvchi kattalik P bilan ifodalaymiz. Bunda jismning
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dektr dipol momenti
d=J Pdv. (9.13)

Ikkinchi tomondan elektr dipol momentining ta’rifiga binoan

d—3 oM, (9.14)

Jismga tashqaridan zaryad Kiritilmagan ekan, u elektroneytralligicha
goladi, ya'ni
(9.15)

Bu integral munosabat istalgan shakldagi jism ushun o'rinli bo'ladi.

Dipol momentini aniglovchi (9.13) va (9.14) ifodalarni tagqoslab,
P = rpb bog‘lanishni topamiz. Bu ifodadan to'g'ridan to!g‘ri foydalanib
Pb ni topolmayiniz. Bog'langan zaryadlar zichligini qutblanish vektori-
ning divergansiyasi ko'rinishida yozish mumkin deb faraz gilamiz:

pb=- divP 9.16)

Bu ifodani (9.15) go‘yamiz va Ostrogadskiy-Gauss formulasiga asosan
hajm bo'yicha integraldan yopiq sirt bo'yicha integralga o‘tamiz:

(9.17)

Bu yerda integallash sirti jismni o'rab oigan ixtiyoriy yopiq sirt bo‘lgan-
ligi uchun uni jismdan tashgarida tanlanadi. Jismdan tashari nuqta-
larda P = 0, demak, integral ham nolga teng bo'ladi. Bu natija (9.15)
shartni tasdiqlaydi shu bilan birga bog‘langan zaryadlar zichligini (9.16)
ko'rinishda tanlash mumkinligini ko‘rsatadi. Endi (9.14) ni quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin bo;ladi:

(9.18)

Jismning qutblanishi bir tekis bo'Imaydi. Buni ko‘rsatish uchun teskari
faraz gilamiz, ya’ni qutblanish bir jinsli bo'lsin deb garaymiz. Bu holda
divP = 0bo'ladi. Bunga ko‘ra va (9.16) ga asosan bog'langan zaryadlar
zichligi jism hajmining hamma nuqtalarida aynan nolga teng va jism
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qutblanmagan bo'lib chigadi. Bunday bo'lishi mumkin emas, chunki
tashqi elektr maydonga kiritilgan jism elektr momentiga ega bo'ladi va
u albatta qutblangan bo'ladi. Bu mulohazalardan jismning qutblanishi
bir jinsli bo'lishi mumkin emasligi kelib chigadi.

Endi boshidan jism p zichlik bilan zaryadlangan deb zaryad zichlig-
ining o‘rtacha giymatini aniglaymiz. Tashqi maydon kuchsiz bo'lganligi
uchun bog'langan zaryadlar erkin zaryadga aylana olmaydi. Shuning
uchun to‘lig zaryad zichligiga erkin va bog'langan zaryadlar mustaqil
ravishda kiradi, ya'ni

Q=P+ Py, (919)
J gav=J pav + J poav =J pdv =, (9.20)

Bu yerda e jismlarning to'liq zaryadi.

9.3 Tok zichligining o‘rtachasi

Tok zichligining o‘rtacha giymatini muhitning xossalari to‘g‘risi-
dagi umumiy tasavvurlardan kelib chigib aniglaymiz. Bunda quyidagi
uchta farazni asos qilib olamiz:

1. Tashgi maydonga kiritilgan jism hajmidagi o'rtacha maydon
atom ichidagi maydondan kichik bo'lishi kerak. Bu faraz, maydon
uchun yozilgan tenglamalarning chizigli bo'lishini va muhitning elektr,
magnit va boshqa xossalari tashqi maydonga bog‘lig bo‘Imasligini ta’-
minlaydi.

2. Mubhit bir jinsli bo‘lishi kerak. Bu faraz ko‘rilayotgan hajmda
mubhit xossalarini aniglovchi kattaliklar birday bo‘lishini ta’minlaydi.

3. Muhit izotrop bo‘lishi kerak. Bu hoi muhitning xossalarini anig-
lovchi kattaliklar skalyar bo'lishiga ishora giladi.

Bu shartlardan chetlashish ganday oqibatlarga olib kelishini keyin-
roq ko'rib chigamiz. Hozir esa shu farazlar o'rinli deb tok zichligining
o‘rtacha giymatini aniglaymiz.

Tok zichligining o'rtacha giymati umuman olganda tashqi elektr
va magnit maydon kuchlanganliklariga, ularning vagt va koordinata
bo'yicha hosilalariga bog'lig bo'lishi mumkin, ya’ni

(9.21)
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Maydon kuchsiz va hosilalari sekin o‘zgarishini hisobga olib, / funk-
Kiyani argumentlarining darajalari bo‘yicha gatorga yoyamiz. Maydon
tenglamalari chizigli bo'lishi uchun gatorda o'zgaruvchilarning birinchi
darajalari ishtirok etgan hadlar bilan chegaralanamiz. Tok zichligi qutb
vektor bo'lganligi uchun gatordagi hadlar qutb vektoriga hos bo'lishi
kerak. Ular skalyar ham, aksial vektor ham bo'lishi mumkin emas.
Elektr maydon kuchlanganligining dekart koordinata o'glariga pro-
nksiyalaridan koordinatalar bo'yicha hosilalarni guruhlarga to‘plab
div E va rot E larni hosil gilish mumkin. Bu kattaliklarga proporsional
bo‘lgan hadlar gatorda ishtirok etmaydi. Chunki, bulardan birinchisi

skalyar bo'lsa, ikkinchisi aksial vektordir. Shu vaqtda E va d4E lar

qutb vektorlari bo'lganligi uchun, bularga proporsional hadlar gatorda
ishtirok etadi.

Magnit induksiya vektori va uning vaqt bo‘yicha hosilasi aksial
vektor bo‘lganligi uchun bunday hadlar gatorda bo‘lishi mumkin emas.
Aksincha, rot B qutb vektori bo'lib, gatorda albatta ishtirok etadi.

Nolinchi had nolga teng bo‘ladi. Chunki, maydon bo'lImaganda tok
ham nolga teng bo'ladi. Sliunday qilib, yuqoridagi mulohazalarga asos-
lanib, tok zichligining o‘rtachasi uchun quyidagi ifodani yozish mumkin:

A dE .
gv /E+& 0 \-aciotB. (9.22)
Bu yerda 7, &, va a muhitning xossalarini ifodalovchi skalyar katta-
liklardir. Uchinchi haddagi ¢ yorug'lik tezligi bo'lib, qulaylik uchun
Kiritilgan.
Qatordagi har bir hadning fizik ma’nosini ochamiz. Muhitga fagat
o‘zgarmas elektr maydon ta’sir gilayotgan bo'lsin deb ko‘ramiz. Bu
holda (9.22) dagi ikkinchi va uchinchi hadlar nolga teng bo'lib,

QV—j —le - (9.23)

Ko'rinib turibdiki, tashqi elektr maydon ta’sirida unga proporsional tok
yuzaga kelar ekan. Bu tok o‘tkazuvchanlik toki deyiladi va muhitdagi
erkin zaryadlarning tartibli harakati bilan bog'langan. 7 o'tkazuvchan-
lik koeffitsienti deyiladi. Toza dielektriklarda bu kattalik nolga teng
bo'ladi. Yaxshi o‘tkazgichlarda juda katta giymatga ega bol!ladi. Bun-
day tok o'zgaruvchi maydonda ham mavjud bolladi. 0 'tkazuvchaniik
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toki umumiy holda koordinata va vaqtning funksiyasi bcflib, ixtiyoriy
vagtda muhitning ko'rilayotgan nuqtasidagi elektr maydon kuchlangan
ligi bilan aniglanadi. (9.23) Oin gonunining differensial shakli deyiladi
Bu odatdagi Om qgonuni bilan bog‘langanligini keyinrog ko‘ramiz.

Bog'langan zaryadlar erkin zaryadlarga aylanmasligi zaryadning
saglanish gonuni har ikkala toifadagi zaryadlar uchun mustagil ravishdu
bajarilishini ko‘rsatadi. Ya'ni (9.7) uzluksizlik tenglamasi bilan bir
vaqgtda erkin zaryadlar va o‘tkazuvchanlik toki uchun ham uzluksizlik
tenglamasini yozish mumkin:

divj+Ir =, (9.24)

Tok zichligi ifodasidagi ikkinchi hadning fizik ma’nosini ochishga
kirishamiz. Buning uchun (9.22) ifodaning har ikkala tomonidan di-
vergensiya olamiz. Bunda oxirgi hadning divergensiyasi nolga teng
bo‘lganligi uchun quyidagi hosil bo‘ladi:

divoy = divi + » divCE (9.25)

To'liq va o'tkazuvchanlik toklari ishtirokidagi uzluksizlik tenglamalari
(9.7), (9.24) dan foydalanib (9.25) ni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

A(P-P) =-&divh. (9.26)

Bu yerda (p —p) bog‘langan zaryadlar zichligiga tengligini inobatga
olsak,
9pb d
~it = ~dt
Bu ifodani vaqt bo'yicha integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

pb = —divel?. (9.27)

Bu yerda maydon yo‘q bo‘lganda qutblanish bo:Imaganligi sababli in-
tegrallash doimiysini nolga teng deb olindi.

(9.16) va (9.27) ifodalarni taggoslab, qutblanish vektori elektr ma
don kuchlanganligiga proporsional ekanligini aniglaymiz:

P = shE. (9.28)

196



Broporsionallik koeffitsienti @ qutblanish koeffitsienti yoki dielektrik
krituvchanlik deb ataladi. Bu kattalik doimo musbat bo'lganligi uchun
qutblanish vektori doimo elektr maydon kuchlanganligi bilan bir tomon-
ga yo‘nalgan bo'ladi.

Tok zichligining o'rtacha giymatini aniglovchi (9.22) ifodadagi ik-
kinchi hadni olingan oxirgi natijaga ko‘ra quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

9P dE
Jg~ dt ~e& dt' ("

Ko‘ramizki, qutblanishning vagt bo‘yicha o‘zgarishi gandaydir tok-
ni yuzaga keltirar ekan. Bu tok qutblanish toki deb atalib, o'zgaruvchi
tashqi elektr maydon ta’sirida qutblanishning vaqtga bog‘lig holda oz-
garishi natijasida paydo bo‘ladi. Bu holatni ko‘z oldimizga Keltirish
uchun jismda faraziy sirt o‘tkazish kerak. Qutblanish natijasida bu
sirtni bog‘langan zaryadlar kesib o'tadi. Maydon vaqtga bog‘liq bo!l-
ganda zaryadlar sirtning bir tomonidan ikkinchi tornoniga maydon o‘z-
garishiga mos ravishda ko‘chib turadi. Bu holat zaryadlarning haraka-
tiga ekvivalent bo‘lib, tok paydo bo'lishiga olib keladi.

Endi (9.22) dagi uchinchi hadni ko;rib chigamiz. Buning uchun
uning radius-vektdr r bilan vektor ko‘paytmasini tashkil gilamiz va
jismning hajmi bo'yicha integrallaymiz. Ikkinchi had bilan bog'liq
bo‘lgan integralni tekshirib chigamiz:

/ bx]dv=/bitnr]dv=itl p[FAdv="°-

Bu yerda integrallash o'zgaruvchisi r vaqtga bog‘liq emasligini hisobga
oldik. Qolgan hadlarni quyidagi ko'rinishda yozib olainiz:

acd [r.rot Bav = Iy (Q/—j)]dv = | rppddv.  (9.30)

Bu yerda AD— —pbV bog!langan zaryadlar toki.
Magnit momentining ta'rifi (6.22) ga ko'ra (9.30) ni bog'langan
zaryadlar tokining magnit momenti zichligi

M=[r,pbv]/2c (9.31)
orgali yoziah mumkin:

a Y [riotB]dV = 2] MdV = J [r,iotM\dV. (9.32)
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Ko'ramizki, magnit momentining zichligi magnit induksiya vektorign
proporsional ekan, ya’ni
M = aB. (9.33)

Shunday qilib, (9.22) dagi oxirgi had ikkinchi had kabi bog‘langau
zaryadlar harakatiga alogador bo‘lib, magnit momenti bilan aniglan
ganligi uchun magnitlanish toki deb ataladi.

Qutblanish toki zichligi bilan magnitlanish toki zichligining yig'in-
disi. bog'langan zaryadlar tokining zichligi deb yuritiladi, ya’ni

3b = 3p +3m- 3p =dP/dt, jM=crotM (9.34)

Bu yerda j P va ] M mos ravishda qutblanish va magnitlanish toklarining
zichligi. Sunday qilib muhitda tok erkin va boglangan zaryadlarning
harakati tufayli yuzaga kelishini anigladik.
9.4 Maksvell va bog‘lanish tenglamalari
Zaryad va tok zichligining o‘rtacha giymatlari yordamida makros-

kopik elektrodinamikaning asosiy tenglamalarini ta’riflashga kirishamiz.
(9.10) tenglamaga (9.22) ni go'yamiz:

yoki
rot (B —AaM) (E+A-KP). (9.35)

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

H = B—AM, (9.36)
D = E+AnP (9.37)

va bu belgilashlarda (9.35) tenglamani gayta yozamiz:
(9.38)
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Bu yerda H va D yordamchi kattaliklar bo‘lib, magnit maydon kuch-
langanligi va elektr induksiya vektori deb yuritiladi. Endi (9.11) tengla-
mani zaryad zichligining o'rtacha giymati (9.19) va (9.16) orqgali gayta
yozamiz:

div E = 4irp + Airpp —4np —AirdivP  => div(E + AdP) —4i:p

yoki
div D = AKp. (9.39)

Bu yerda (9.37) inobatga olindi.

(9.38), (9.39), (9.8) va (9.9) makroskopik elektrodinamikaning aso-
siy tenglamalari bo‘lib, Maksvell tenglamalari deb ataladi. Bu tengla-
malardagi erkin zaryadlar zichligi va tok zichligi uzluksizlik tenglamasi
(9.24) bilan bog‘langan.

Magnit maydon kuchlanganligi bilan magnit induksiya vektori ora-
sidagi bog'‘lanishni aniglaymiz. (9.33) bog‘lanishni inobatga olib (9.36)
ni yozamiz:

H= (1-Ana)B. (9.40)

Buyerdap = 1/(1—4"«) belgilash kiritib (9.40) ni quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:

p, magnit singdiruvchanlik deb ataladi. Magnit maydon ta’sirida paydo
bo'lgan magnit momentining zichligi

M= paH =xH. (9.42)

Bu yerda x magnit Kirituvchanlik deb ataladi. (9.33) va (9.41) dan

H=1+ 41X (9.43;
hosil bo‘ladi.
Shunga o'xshash (9.28) va (9.37) dan
D =¢E (9.44)
hosil gilamiz. Bu yerda
e = 1+ 47re (9.45)

dielektrik singdiruvchanlik deb ataladi.
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Qutblanish koeffitsienti (dielektrik kirituvchanlik deb ham atalacl i)
ee hamma jismlar uchun noldan katta bo'lganligi uchun dielektrik sinn
diruvchanlik e > 1 bcrladi. Magnit kirituvchanlik x musbat yoki manliv
bo‘lishi mumkin. x >0 bo‘lgan moddalar paramagnit, X< 0 bo'lgiui
moddalar esa diamagnit deyiladi. Agar x katta va magnit maydonning
nochizigli funksiyasi bo'lsa. modda ferromagnit bo'ladi. Moddalarniiif,
bunday turlarga ajratish nazariyasi ushbu darslik doirasiga kirmaydi.
Termodinamika va statistik fizika kursida bu masala termodinamik nug-
tai nazardan gisgacha o‘rganiladi.

(9.41), (9.44) va (9.23) bog'lanish tenglamalari deb ataladi. Bu
tenglamalar bilan birgalikda Maksvell tenglamalari to‘liq tenglamalar
sistemasini tashkil giladi. Ushbu bobning boshida muhitga go‘yilgan
shartlarga asosan bog‘lanish tenglamalarining amal gilish sohasi chek-
langandir. Shu sababli Maksvell tenglamalarining tatbig gilish sohasi
ham cheklangan. Bu tenglamalarning tatbiq gilish chegarasini ken-
gaytirish mumkin.

Muhit anizotrop bo'lganda muhitning xossalarini aniglovchi skalyar
kattaliklar 7, e. ji .. .biz ko'rayotgan chizigli elektrodinamika doirasida
ikkichi rangli tenzor kattaliklar 7, eaf, /iaB ... ga o:tadi. Bu holda
bog'lanish tenglamalari quyidagicha yoziladi:

jot  yaRBR. Dot —EotRH3: Ba —HRotBHR, ...

Mubhit bir jinsli bo'Imagan holda maydon kattaliklari orasidagi al-
gebraik bog‘lanishlar integral bog‘lanishlarga 0‘tadi. Bu holni 13-bobda
ko!rib chigamiz.

Maksvell tenglamalarining differensial ko‘rinishi (9.8), (9.9), (9.38)
va (9.39) dan ularning integral ko'rinishiga mikroskopik elektrodinami-
kadagi kabi o'tamiz:

(9.46)
(9.47)

(9.48)

(9.49)

200



Maksvell tenglamalarning fizik ma’nosi Maksvell-Lorentz tengla-
iiialarining ma’nosi bilan birday. Fagat induksiya gonunida magnit
maydon kuchlanganligining o‘rnida magnit induksiya vektori va siljish
l.oki zichligida

b = it at {-99)

i'lcktr maydon kuchlanganligining o‘rnida elektr induksiya vektori ishti-
rok etadi.

Endi mikroskopik elektrodinamikadagi kabi maydon potensiallarini
[ciritamiz:

= TrotA, (9.51)
_ . 12A
E = -grad ipro-e—rs (9.52)
ljorenz sharti (kalibrovkasi)
dvA+—" =0 (9.53)
C at

bajarilganda potensiallar uchun yozilgan Dalamber tenglamalari quyi-
dagi ko'rinishga o‘tadi:

_ (0, (9.54)

A (9.55)

9.5 Chegaraviy shartlar

Makroskopik elektrodinamikanig asosiy tenglamalari Maksvell teng-
lamalarining integral ko‘rinishi umuman olganda muhitning xossalarim
aniglovchi kattaliklar 7, e, xkoordinataning funksiyasi bo!lgan ixtiyoriy
hoi uchun ham o'rinli bo‘ladi. Bu tenglamalarning differensial ko'rinishi
to‘grisida bunday deb bo'lImaydi. Turli xossalarga ega bo'lgan ikki
muhut chegarasida 7, e, 4 lar sakrab o‘zgarganligi sababli tenglama-
larning differensial kof£inishida ishtirok etayotgan D. E, B va H lar-
ning koordinata bo'yicha hosilalari chegara nuqtalarida aniglanmagan
bo'ladi. Bunday hollarda asosiy tenglamalar ma’noga ega bo‘lishi uchun
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ular go'shimcha chegaraviy shartlar bilan to‘ldirilishi kerak. Chega
raviy shartlarni aniglash uchun tenglamalarning integral ko'rinishidan
foydalanamiz.

1. Magnit induksiya vektorining normal tashkil etuvct
uchun chegaraviy shart. Magnit induksiya vektorining ikki muhitni
chegaralovchi sirtga normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy shartni
aniglashda (9.47) tengalamadan foydalanamiz:

J)BdS= 0. (9.56)

Bu yerda integrallash sirti sifatida bir gismi birinchi muhitda, boshga
gismi ikkinchi muhutda joylashgan cheksiz kichik silindrik sirtni tan-
lanadi (9.1-rasm).

Ikkinchi muhitda silindr asosiga o'tkazilgan normalning yo‘nalishini
musbat deb gabul gilamiz. Shu silindrning sirti bo'yicha magnit induk-
siya ogimini hisoblaymiz:

< BdS =B2nS2- B\nS\ +BLh = 0. (9.57)

Bu yerda silindr cheksiz kichik
02, £2.H bo‘lganli
hasida B ni o'zgarmas, ya'ni
silindrning yuqori asosi S2 da
Bin, pastki asosi S\ da Bin
deb olindi. B magnit induksiya
vektorining silindr yon sirtiga nor-
mal tashkil etuvchisining o'rtacha
giymati.  h silindr balandligi,
L silindr ko‘ndalang kesimining
perimetri.

h ni nolga, ya’'ni S? ni ikkinchi muhit tomonidan va S\ ni esa bi-
rinchi muhit tomonidan S ga intiltiramiz (S chegara sirt bilan silindrni
kesganda hosil bo'lgan kesim yuzasi). Bunda yon sirt bo'yicha ogim
nolga intilganligi uchun (9.57) dan quyidagi shart kelib chigadi:

BT - Bln=0. (9.58)

202



Ko'ramizki, magnit induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi ikki
muhit chegarasida uzluksiz ekan. Shu vagtda muhitning xossalari anig-
lovchi kattaliklar sakrab o'zgaradi.

2. Elektr induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi
uchun chegaraviy shart. Elektr induksiya vektorining ikki muhitni
chegaralovchi sirtga normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy shartni
aniglashda (9.49) tengalamadan foydalanamiz:

ADdS=4-rrp. (9.59)

Bu tenglama (9.56) dan chap tomoni bilan farq giladi. Integrallash sirti
oldingi holdagi kabi tanlab quyidgini hosil gilamiz:

DinSi - DinSi + DLh = AivpSh. (9.60)

Bu yerda pSh - silindr hajmidagi zaryad. Yugoridagi kabi h ni nolga
intiltirsak silindr yon sirti bo‘yicha ogim nolga teng bo'ladi. (9.60)
tenglamaning o‘ng tomoni ham nolga teng bo‘ladi. Agar sirt zaryadlari
deb ataluvchi zaryadlarni hisobga olsak bu had nolga teng bo'lmaydi.
Chunki sirt zaryadlari hajmga alogasi bo‘lmasdan, h — 0 da ham
mavjud bo'ladi. Bunday zaryadlarning sirt zichligini (birlik yuzaga
to‘g‘ri kelgan zaryad miqdori)

ws = H% ph
B
deb belgilasak, (9.60) quyidagi ko'rinishni oladi:

Din - Din = 47tcjs. (9.61)

Shunday qilib, elektr induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi
ikki muhit cherasidan o‘tishda sirt zaryadlari mavjud bo'lgan holda
uzilishga ega bo'ladi, ya’'ni sakrab o‘zgaradi. Uzilish kattaligi 4trbu1 ga
teng. Sirt zaryadlari bo‘lmasa Dn uzluksiz boMadi.

3. Elektr maydon kuchlanganli vektorining tangensial tash-
kil etuvchisi uchun chegaraviy shart. Bu sahrtni olish uchun (9.46)
tengalamadan foydalanamiz:

f Eii=-\r~ idsm 962)
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w Integrallash konturining bit
gismi birinchi muhitda, bosh
ga qismi ikkinchi muhitdn
joylashgan cheksiz kichik to'rl
burchak shaklida tanlaymiz,
Konturning ikkinchi muhitda-
gi gismining yo'nalishini mus-
bat deb gabul gilamiz. (9.2-
rasmda n ko‘rilayotgan chega-
ra nuqtasida sirtga o'nkazilgan

normalning, t shu nuqtada urinmaning va ns sirt tokining
yo'nalishlarini aniglaydigan vektorlar.) Sirt bo'yicha integral esa berk
kontur tortib turgan sirt bolyicha olinadi. Berk kontur bo'yicha
integralni uning gismlari bo'yicha integrallarga. ajratamiz va (9.62) ning
o'rniga quyidagini yozamiz:

E2th-Elth + YIJEnh=7¢(”~ | Ih (9.63)

Bu yerda h bilan berk konturning 24 va 12 bo‘laklarining uchlarini
birlashtiruvchi kontur gismlari belgilangan, (dB/dt)n” kontur tortib
turgan sirtga o'tkazilgan normal ns ga (dB/dt) ning proeksiyasining
o‘rtacha giymati.

h ni nolga intiltirsak, Baikkinchi muhit tomondan I\ esa birinchi
muhit tomondan chegara sirtda yotuvchi | ga intiladi. Bunda kontur
tortib turgan sirt yuzasi nolga intiladi. Natijada, elektr maydon sirkul-
yatsiyasining h ga tegishli gismi (9.63) ning chap toxnondagi uchinchi
had) va sirt bo'yicha integral nolga intiladi. Shunday qilib,

E2 —Eu =0, (9.64)

Kolresmizki, elektr maydon kuchlanganligining tangensial tashkil
etuvchisi ikki muhit chegarasida uzluksiz ekan. Bu natijani olishda.
(dB/dt)U chekli giymatlami gabul giladi deb faraz qildik. Bunday
faraz deyarli barcha real sharoitlarda o'rinli bo‘ladi.

4. Magnit maydon kuchlanganligi vektorining tangensie
tashkil etuvchisi uchun chegaraviy shart. Bu shartni olish uchun
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(9.48) tengalamadan foydalanamiz:
j Hdl= ~1JjdS+1]J @~ds. (9.65)

Bu tenglama o‘ng tomonidagi birinehi had (9.62) dan farq giladi. In-
Icgrallash konturini oidingi hoklagi kabi tanlab quyidgini yozamiz:

Huh - Huh +Hh =~ (j +i- Ih. (9.66)

lidci holni bir-biridan farglaymiz:

a) chegara sirtda o ‘tkazuvchanlik toki yo‘q bo‘lsin. Bu holda h —0
da (i — I, 2 — 1) h ishtirok etgan hamma hadlar nolga intiladi va
natijada quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

HM~Hu = 0. (9.67)

Demak, ikki muhit chegasidan oltishda magnit maydon kuchlanganligi-
ning tangensial tashkil etuvchisi uzluksiz ekan.

b) chegara sirtda o ‘tkazuvchanlik toki mavjud bo‘Isin. Bu holda tok
kuchi integrallash sirtiga bog!lig bo‘Imaydi vah 0 da chekli giymatga

intiladi:
Is = Hg)b(jn)sh.
j—%0

Bu yerda is chegara sirtdan ns yo'nalishda ogayotgan tokning chizigli
zichligi. ya’'ni tokining yo‘nalishiga perpendikulyar (2 yo‘nalishda sirtda
votgan chizigning birlik uzunligiga to‘g‘ri kelgan tok. (dD/dt)nj; chekli
deb hisoblasak (9.66) ning 0‘ng tomonidagi ikkinchi had h —0 da nolga
intiladi. Natijada (9.66) shart bu holda quyidagi ko'rinishni oladi:

I,
H2t - Hu = < s (9.68)

Shunday qilib, magnit maydon kuchlanganligining tangensial tash-
kil etuvchisi ikki muhit cherasidan oltishda sirt toki mavjud bo'lgan
holda uzilishga ega bolladi. Uzilish kattaligi sitr tokining chizigli zichligi
is bilan aniglanadi. Olingan natijani vektor kolrinishda yozamiz (9.2-
rasrn):

(il - [nfli] = i, (9.69)
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Sirt toklari mavjud bo'lganda magnit maydon kuchlanganligininc,
sakrab o'zgarishini yassi tok misolida yagqol ko‘rish mumkin. Plas-
tinkadan ogayotgan yassi tok rasm tekisligiga nisbatan ichkariga garal >
yo‘nalgan bo‘lsin (9.3-rasm). Shu tok hosil gilayotgan magnit maydon-
ning kattaligi yugorida va pastda bir xil va bir jinsli boMib, yo‘nalishi
jihatdan garama-garshi bo'ladi. Ya’ni maydon plastinkadan o'tishda

sakrab o‘zgaradi. Uzilish 4-T"is ga teng bo‘ladi.

Makroskopik elektrodinamika-
ZZ777777777777777777 7777 7 ning to'rtta asosiy tenglamasiga

® ZZZ.......... Z777..ZZZ H naos keluvchi to'rtta chegaraviy
SNIANINQ Q shartlarni hosil gildik. En, Hn, Dt,
()i22.:22Z ... oo, H BWjn, jt, pn, Pu Mn, Mt uchun

7T 7777777, chegaraviy shartlarni yuqoridagi
to'rtta asosiy chegaraviy shartlar
9.3-rasm: va bogllanish tenglamalari yor-

damida hosil gilish mumkin.
Masalan, En uchun chegaraviy shartni bog‘lanish tenglamasi
D =e¢Eva (9.61) shart yordamida aniglaymiz: e"Ein —£iE\n = 4-nuis.
Shunga o'xshash qolgan kattaliklar uchun ham chegaraviy shart-

larni hosil gilish mumkin.

9.6 Muhitda elektromagnit maydon
energiyasining saglanish gonuni

Mikroskopik elektrodinamikada elektromagnit maydon energiyasi-
ning saglanish gonuni 4.58) ko'rib chiggan edik. Shu masalani muhit
uchun gayta ko;rib chigamiz. Energiya balansini ifodalovchi (4.62)
tenglamani yozamiz:

Q= - j>SdS . (9.70)

Bu tenglama energiyaning bir ko‘rinishdan boshga ko'rinishga aylanish
gonunining umumiy ifodasidir: Vaqt birligida birorta V hajmda Q
issiglik ko'rinishidagi energiyaning paydo bo'lishi, shu hajmda boshqga
ko‘rinishdagi energiya U ning kamayishiga va uni o‘rab turgan sirtdan
energiya ogimiga teng.
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Bu gonunni elektromagnit maydon uchun tatbiq gilamiz, Q issig-
likni maydon kattaliklari orgali aniglaymiz. Ma’lumki,

Q=JjEdV

tenglama bilan aniglanadi. Tok zichligi j ni Maksvell tenglamalarining
uchunchisi (9.38) dan topib yugoridagi tenglamaga qo'yamiz:

Q= EXJI Exot HdV AKJ' E-d~th . (9.71)
Bu tenglamani Maksvell tenglamalaridan birinchisi (9.8) yordamida
elektr va magnit maydon kattaliklariga nisbatan simmetrik ko‘rinishga
keltiramiz:

Q=+ JMEB\<IV-1J(Ed§ +H?8)jV . 9.72)

0 ‘ng tomondagi birinchi hadda Ostrogradskiy-Gauss teoremasiga aso-
san hajm bo'yicha integralni sirt bo‘yicha integralga aylantiramiz. U
holda

Q=j ~EHN\IS - | M(eE 2+iiH2)dV . (9.73)

Bu yerda D = ¢E va B = jiH bog'lanish tenglamalarini inobatga
oldik. (9.73) muhitda elektromagnit maydon energiyasining saqlanish
gonunini beradi. Bu yerda Q zaryadlarni ko‘chirishda vaqgt birligida
bajarilgan ish bo'lib, Joul-Lentz issigligini aniglaydi. Xususan, chizigli
o'tkazgichlar uchun bizga ma’lum bo‘lgan formulani olamiz:

Q —J3EdV =1 3dV =(S)20 =12R

Bu yerda R = 1/]S elektr garshilik, I =jS tok kuchi. Bu ifoda bizga
ma’lum bo'lgan Joul-Lentz issigligi aniglaydi. U holda
Qv =jE =7E2. (9.74)

Bu ifoda Joul-Lentz gonunining differensial ko'rinishini beradi. (9.73)
da golgan hadlarning ma’nosini mikroskopik elektrodinamikada ko‘rib
chiggan edik.
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9.7 9-bobga oid masala va savollar

1 Nugtaviy zaryad q dielektrik singdiruvchanligi e\ va £2 bo‘lgan bii

14,

15,

16.

17.
18,

jinsli cheksiz ikkita dielektrikni ajratuvchi chegaradajoylashgan. Elelrtil
maydon potensiali ip , kuchlanganligi E va induksiyasi D ni toping.

. nuqgtaviy zaryad joylashgan to‘glri chizigdan ati, a2 va 0:3 (aj |

«2 +0i'i = 2K yassi burchaklar hosil gilib uchta yarimtekislik chiggan

Ularning oralig'i singdiruvchanliklari mos ravishda £\ £, £3 bodgaii
bir jinsli dielektriklar bilan to‘ldirilgan. Uchta sohadagi elektr maydon
potensiali ip , kuchlanganligi E va induksiyasi D ni toping.

Zaryadi  bodgan o'tkazuvchi shar markazi ikkita cheksiz bir jinsli e\
va £2 singdiruvchanlikka ega dielektriklar yassi chegarasida joylashgan.
Elektr maydonning potensiali ip ni hamda shardagi zaryad tagsimoti <
ni toping.

Dielektrik singdiruvchanligi e bo‘lgan bir jinsli muhitda joylashgan i
zaryadli radiusi a ga teng bo'lgan o‘tkazgich shar hosil gilayotgan elek-
trostatik maydon energiyasini hisoblang.

Zaryadi tekis tagsimlangan va radiusi a ga teng bo'lgan dielektrik shar
hosil gilayotgan maydon energiyasini toping. Shaming dielektrik singdi-
ruvchanligi £ va zaryadi g ga teng. Shar vakuumda joylashgan deb
hisoblang.

. Fizik kattaliklarni o:rtachalashdan magsad nima?

Fizik kattaliklarni o'rtachalash fo'rmulasi yozing.

Mubhitning gutblanishi deganda nimani tushunasiz?

Tok zichligining o'rtacha giymati ifodasini keltirib chigaring.

Muhitga fagat elektr maydon ta’sir gilayotgan bo'lsa, tok zichligining
o'rtacha giymati ifodasi ganday bo'ladi?

Bogdangan zaryadlar tokining zichligi ganday tok zichliklaridan iborat?
Muhitda tok ganday zaryadlar hisobiga yuzaga keladi?

Makroskopik elektrodinamika (yoki muhit) uchun Dalamber tenglama-
lari ganday ko'rinishda bo‘ladi?

Magnit induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy
shartni keltirib chigaring.

Elektr induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy
shartni Kkeltirib chigaring.

Elektr maydon kuchlanganligi vektorining tangensial tashkil etuvchisi
uchun chegaraviy shartni keltirib chigaring.

Magnit maydon kuchlanganligi vektorining tangensial tashkil etuvchisi
uchun chrgaraviy shartni keltirib chigaring.

Miaksvell tenglamalaridan foydalanib muhitda elektromagnit maydon
energiyasining saglanish gonunini keltirib chigaring.
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10-bob

Muhitda elektrostatik maydon

Muhitda elektrodinamika hodisalarining spektri juda keng bo'lib,
bir darslik doirasida hammasini gamrab olib boimaydi. Ushbu ki-
tobda amaliy ahamiyatga ega bo'lgan ba’zi muhim masalalarni ko!rib
chigamiz. 0 ‘rganishni elektrostatik maydon masalasidan boshlaymiz.
Ma’lumki, bunday maydonlarda barcha kattaliklar vagtga bog‘liq bo'l-
maydi, zaryadlar butunlay harakatsiz bo‘ladi tok ] —0. Bu holda Maks-
vell tenglamalari quyidagi ko'rinishni oladi:

rot H=0, rotE =0,

divB =0, div D = 47Ip,

B =uH, D =¢E, (10.1)
Hn - Hu =0, Eu—FEu=0

B2n—BIn =0, D2n- Din - 47u)s.

Ko'rinib turibdiki, tenglamalar ikkita o‘zaro bog‘liq bo'lmagan sis-
temaga ajraldi. Bulardan birinchisida fagat magnit maydon kattaliklari
ishtirok etsa, ikkinchisida esa elektr maydon Kkattaliklari ishtirok etadi.
Tenglamalarning birinchisidan elektrostatikada magnit maydon aynan
nolga tengligi kelib chigadi.

Ta'kidlash lozimki, elektrostatika tenglamalari gandaydir yaqin-
lashishda olingan taqribiy tenglamalar bo'Imasdan. to'liq tenglama-
larning aniq shartlarga bo'ysunuvchi xususiy holi bo:lib hisoblanadi.
Bunda elektrostatika tenglamalarining yechimi aniq bo‘lib, bir vaqgtning
o‘zida umumiy tenglamalarning xususiy yechimi bo‘ladi. Bu yerda elek-
trostatika tenglamalarining yechimlarini bevosita ko‘rmaymiz, chunki
ular mikroskopik elektrostatikadagi yechimlardan farq gilmaydi. Elelc-
trostatikaning ayrim masalalari ustida to‘xtalib o‘tamiz.
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10.1 0 ‘tkazgiehlarda elektrostatik maydon

Elektrostatik maydon ta’sirida o'tkazgichda paydo bo'ladigan tok
Om gonunij = 72?bilan aniglanadi. Boshga tomondan elektrostatikan-
ing ta’rifiga binoan j = 0 bo'lishi ikki holni bir-biridan farglash kerak-
ligini ko‘rsatadi:

7 =0, ammo E~O (o‘tkazgichdan tashqarida),
770, ammo E=0 (0‘tkazgich ichida).

Bundan o'tkazgich ichida elektrostatik maydon nolga teng ekanligi kelib
chigadi. Elektr induksiya vektori ham nolga teng bo'ladi, chunki bu
kattalik elektr maydon kuchlanganligiga proporsional. Bundan ikkita
muhim xulosa kelib chigadi:

1. 0 ‘tkazgich ichida dielektrik singdiruvchanlikning har ganday
giymatida D = 0 bo'lishi, elektrostatika doirasida o‘tkazgichlarni di-
elektrik singdiruvchanlikning aniq giymati bilan xarakterlab bo'Imasli-
gini korsatadi. 0 ‘tkazuvchi muhitda dielektrik singdiruvchanlikning
giymati elektrostatika natijalariga ta’sir gilmaydi.

2. 0 ‘tkazgich ichidagi barcha nuqgtalarda D = 0 boiishi, Maksvell
tenglamasi

dvD=47p =0
ga asosan 0‘tkazgich ichida hajmiy zaryadlar (p = 0) mavjud bo'Imasli-
gini ko'rsatadi.

Uinumiy ko'‘rinishda yozilgan chegaraviy shartlar dielektrik va 0°t-
kazgich chegarasida quyidagicha yoziladi:

, 4tUs
Don D\n —4nujs —" En—- —, (10.2)
i72i —EU —0 => Et=o

Bu yerda “1” indeks o'tkazgichga “2” indeks uni o‘rab turgan muhitga
tegishli. e shu muhitning dielektrik singdiruvchanligi. (10.2) dan 0‘tkaz-
gich sirtida elektr maydon kuchlanganligi A«ds/e tengligi va doimo
sirtga perpendikulyar yo'nalgan bo'lishi ko'rinib turibdi.
Chegaraviy shartlar (10.2) ni (9.52) dan foydalanib skalayar poten-
sial uchun quyidagi shartlarni yozamiz:
e d

— _ F.a —
U= Zl?rgn’ B = const. (10.3)
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Bu yerda hosila o‘tkazgich sirtiga o'tkazilgan tashqgi normal bo‘yicha
olinadi. Bundan o'tkazgich sirti ekvipotensial sirt ekanligi kelib chigadi.
0 ‘tkazgich sirtidagi to'liq zaryad

Integral o'tkazgich sirti bo'yicha olinadi. Bu ifodadan o'tkazgich sir-
tidagi zaryad uning potensialiga bog‘liq ekanligi ko'rinib turibdi. Bu
bog'lanish chizigli bo‘lganligi uchun (10.4) ni quyidagi ko'rinishda yozib
olamiz:

es = G-

Bu yerda
/(&)/* <io's)

elektr sig‘im deyiladi. Sig‘im bilan bog‘lig bo‘lgan masalani keyingi
mavzuda batafsil ko'rib chigamiz.

10.2 0 ‘tkazgichlarning elektrostatik maydon
energiyasi

0 ‘tkazgichlar sistemasining energiyasini hisoblaymiz. Bu masalani
avval o‘tkazgichlar bo‘shligda joylashgan deb ko'ramiz (e = 1). Bu
holda zaryadlangan o‘tkazgichlarning to‘liq energiyasi:

Ue=" J EAV (10.6)

Bu yerda integral butun fazo bo‘yicha olinadi. Bu integralni (A.98) dan
foydalanib o‘zgartiramiz:

Ue —> /oradipEdV = — [div(<p.E)IV + = i div E?l\gn
Bu yerda ikkinchi integral div E = 0 bo‘lganligi uchun nolga teng.
Birinchi integralni sirt bo'yicha integralga o‘tkazamiz. Sirt bo'yicha
integral ikki gismga ajraladi. Birinchisi o‘tkazgichlar sirti bo'yicha
olinsa, ikkinchisi cheksiz uzoglashgan sirt bo‘yicha olinadi. Cheksizda
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potensial va maydon nolga intilganligi uchun cheksiz uzoglashgan sirl,
bo'yicha intégral nolga teng bo'ladi. Nihoyat, o'tkazgich sirtida poten-
sial 0'zgarmas va elektr maydon sirtga perpendikulyar bo'lishini hisobgn
olsak, (10.7) ning o'rniga quyidagi ifodani hosil gilamiz:

Ue — " ‘Rajp>EandSa- (10.8)
S

Bu yerda “a” bo'yicha yig'indi barcha o'tkazgichlar bo'yicha hisobla-
nadi. Agar (10.2) ga muvofiq o‘tkazgich zaryadi (eu)s = ea ni Kiritib,
energiya uchun quyidagini hosil gilamiz:

Ue = T;YlealPa- (10.9)
a

Bu ifoda tashgi maydonga kiritilgan nuqtaviy zaryadlarning energiyasi
ifodasi (5.68) bilan mos tushadi.

Yugorida ta’kidlaganimizdek o'tkazgich sirtidagi zaryad uning po-
tensialiga bog'lig. Elektrodinamika tenglamalari chizigli, shuning uchun
bu bog‘lanish ham chizigli bo'lishi kerak. O'tkazgichlar soni N ta
bo’lganda bu bog‘lanishni umumiy holda quyidagi ko'rinishda yozish
mumkin:

ea =Y,CabPh (10.10)

b

Bu yerda Cab uzunlik o;lchov birligiga ega bo'lib, o‘tkazgichlarning
shakliga va ularning bir-biriga nisbatan joylashishiga bog‘lig bo'lgan
o'zgarmas kattaliklardir. Caa fagat a - o‘tkazgichga tegishli bo'lib,
bizga umumiy fizika kursidan ma’lum bo'lgan o'tkazgich elektr sig‘mini
(gisqacha sig!im) beradi. Cab (a ™ b) elektrostatik induksiya keof-
fitsientlarini deb ataladi. Xususan, bitta o'tkazgich bo'lganda, e =
Cp. Sig'imning kattaligi o'tkazgichning chizigli o'ichamlari va uni olrab
turgan muhit bilan aniglanadi.

Zaryad yoki potensialning cheksiz kichik o'zgarishida energiyaning
o'zgarishini aniglaymiz. Buning uchun (10.6) ifodani variatsiyasini hi-
soblaymiz:

OUE = ~ j EOEdV. (10.11)
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Bu ifodani bir-biriga ekvivalent bo‘lgan ikki yo!l bilan o‘zgartirish mum-
Kin:

1. (10.11) ga 2 = —grad $ni go‘yamiz va maydon variatsiyasi may-
don kabi boshlang'ich tenglamalarni ganoatlantirishini (div5E = 0)
e’tiborga olib quyidagini yozamiz:

SUe = _47_T} grad ipSEdV = 7T f div(ipSE)dV =

J
-~ f <bEndS =~ £ vaj>5EndSa.  (10.12)

Bu yerda (10.2) ni inobatga olib SUe uchun quyidagi ifodani hosil
gilamiz:
ftfe = X>«<fea. (10.13)
a
Bu ifoda zaryadning o'zgarishi hisobiga energiyaning o‘zgarishini anig-
laydi. Bu kutilgan natija bo'lib, berilgan maydonda cheksiz kichik Sea
zaryadni cheksizdan ko‘chirib kelishda bajarilgan ishga teng.

2. Energiyaning o‘zgarishi (10.11) ni boshgacha ko‘rinishda ham
yozish mumkin. Buning uchun (10.11) da SE — —grad Sip deb al-
mashtiramiz va birinchi holdagi kabi hisoblashlarni bajarib quyidagini
olamiz:

5UE = Y,ea5<Pa. (10.14)
a

Bu yerda energiyaning o'zgarishi o‘tkazgichlar potensialining o:zgarishi
bilan aniglanadi.

(10.13) va (10.14) ifodalarga asosan energiyadan biror o‘tkazgich-
ning zaryadi bo'yicha olingan hosila, shu o‘tkazgichning potensialiga
teng bo'ladi, shu vaqtda potensial bo'yicha hosila o‘tkazgichning zarya-

dini beradi, ya'ni _
’\%loh = ¥4 We _ ea- &%"I‘,S\J

O'tkazgichlarning zaryadi va potensiali orasidagi chizigli bog!lanish
(10.10) ni inobatga olsak
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Bu yerda
cab=cha, ¢ =cha\ Cax-;=sab,

sab Kroneker belgisi.
Yuqoridagilarga asosan o'tkazgichlarning energiyasini potensiallui
ning yoki zaryadlarning kvadratik shaklida yozamiz:

Ue =Y jCN iPaPh =\ Y | Cabeael (10.18)
a,h ab

Bu kvadratik shakllar boshlang‘ich ifoda (10.6) kabi aniq musbat
bo'lishi kerak. Bu shartdan Cab matritsaning dioganal elementlar uchun

Cad >0, Ca>0 (10.19)

tengsizliklar o'rinli bo‘lishi kelib chigadi.
Shu bilan birga nodioganal elementlar uchun

Cab <0, a b (10.20)

shart o'rinli bo‘ladi. Bu holatni tushunish uchun ikkita o'tkazgichdan
iborat bo'lgan sistemani ko‘ramiz. Ulardan birinchisi yerga ulangan
bo'lsin (ipi =0). U holda potensiali noldan fargli bo'lgan ikkinchi
o'tkazgich birinchida induksiyalangan zaryad (& = C12P2) hosil gi-
ladi. Ma’lumki, induksiyalangan zaryadning ishorasi induksiyalovchi
maydonni hosil giluvchi zaryadning ishorasiga teskari bo'ladi. Shunday
qilib, ikkita o‘tkazgich misolida (10.20) shart to‘g'ri ekanligini ko'rsat-
dik.

Yugorida ko'‘rib chigilgan holat asosida o‘tkazgichlar energiyasini
quyidagicha talgin gilish murnkin. Buning uchun (10.18) ni ikki gismga
ajratib yozamiz:

Ue = XIlCaavl +YI Cch<Refb yoki (10.21)
a a>bh

Ue = Y ,Caaed+ Y ,Cab”b- (10.22)
“ a>b

Bu yerdagi har ikkala ifodada birinchi hadlarni o‘tkazgichlarning xu-
susiy energiyasiga teng deb olsak, ikkinchi hadlar esa ularning o‘zaro
ta’sir energiyasini beradi.
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10.3 Dielektriklarda elektrostatik maydon

Tashqi maydonga kiritilgan dielektrik ichidagi maydon (10.1) dagi
rot E —0 tenglamaga asosan uyurmasiz bo!ladi. Elektrostatik maydon
potensiali uchun tenglamani div E = Airp tenglamadan hosil gilamiz:

div(egrad”) = —Anp. (10.23)

Bir jinsli dielektrikda e = const. bo‘lganligi uchun oxirgi tenglama Puas-
son tenglamasiga o‘tadi:

(10.24)

Bu tenglamaning yechimi mikroskopik elektrodinamikadan ma’lum bo‘-
lib, quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

(10.25)

Bu ifoda dielektrikda elektr maydon potensiali va kuchlanganligi shu
zaryadlar bo‘shligda hosil gilgan maydondan e marta kichik bo‘lishini
Ico'rsatadi. Xususan, bitta nuqtaviy zaryad uchun

Demak, zaryadlarning o'zaro ta’sir kuchi bir jinsli dielektriklarda bo‘sh-
ligdagiga nisbatan £ marta kichik bo‘lar ekan. Dielektrikga kiritil-
gan erkin zaryadlar uni qutblaydi. Bunda bog'langan zaryadlar erkin
zaryadlar maydonini kamaytiruvchi maydonni paydo giladi. Shu sababli
zaryadlarning o‘zaro ta’sirlashish kuchi kamayadi. Agar dielektrik bir
jinsli bo'Imasa, masala yuqoridagi kabi oddiy yechimga ega bo‘lImaydi.

Ikki dielektrik chegarasida maydon kattaliklari uchun chegaraviy
shartlarni yozarniz:



Yuqoridagi ikkita chegaraviy shartlarni umumlashtirib. quyidagl

munosabatni olamiz;
tgai _ £l

tga2 e2’
Bu munosabat ikki dielektrik chegarasida maydon kuch chiziglarininp,
sinishini ko'rsatadi. Bu yerda u\ va 0.2 mos ravishda birinchi va ikkincln
dielektriklarda elektr maydon kuchlanganligi bilan chegaraviy sirtgu
o'tkazilgan normal orasidagi burchaklardir.

Dielektriklarda va o‘tkazgichlarda elekrtostatik maydon masala-
sini umumiy holda ko‘rish bilan cheklandik. Eletrostatikaning aniq
go'yilgan masalasining har birini yechishda alohida yondashish zarur
bo'ladi. Quyida ana shunday metodlarning ayrimlari bilan tanishib
o'tainiz.

10.4 Elektrostatika masalalarini
yechish metodlari

Elektrostatikada to‘g‘ri va teskari masalasi mavjud. Awvval teskari
masala bilan tanishib chigamiz. Koordinataning funksiyasi sifatida
berilgan maydon potensiali yoki kuchlanganligi orqali zaryadlarning
tagsimotini aniglash elektrostatikaning teskari masalasining mazmunini
tashkil giladi.

Birinchi garashda bu masala oddiy va doimo yechimga ega bo'lib
ko'rinadi. Hagigatan ham, teskari masalani yechish uchun berilgan
maydon kuchlanganligidan yoki potensialdan koordinatalar bo‘yicha
tegishli ko'rinishdagi hosilalarni olish kifoyadir, ya’'ni

p= mdlv E= —r (10.28)
Ammo, bu holat potensial (maydon kuchlanganligi) koordinataning
funksiyasi sifatida rnaxsus nuqtalarga ega (cheksiz, uzilish va boshgalar)
bo'Imaganda to:g‘ri bo‘ladi. Buni quyidagi misolda ko‘rib chigamiz.
Potensial
P= ; e~ar (10.29)

funksiya bilan aniglangan bo'lsin. Bundan ko‘rinib turibdiki, r ~ 0
maxsus nuqtadir. Avval (10.28) yordamida potensialdan hosila olib
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/ftryadlarning tagsimotini aniglaymiz:

Bu yerda potensial sferik simmetriyaga ega bo‘lganligi uchun Laplas
operatorini sferik koordinatalarda yozdik. Zaryad tagsimoti uchun olin-
gan ifoda yordamida r = 0 nuqta atrofidagi cheksiz kichik hajmda gan-
day zaryad to‘planganligini aniglaylik:

e(r) —J pdv = 2J - e~aTAnr™r —e [e-ar(l +ar) —1] .

(10.312)
Buyerdav = 47rr3/3. (10.31) ifodada r —0 da zaryad e(0) —0. Shun-
day gilib, maxsus nuqtada nuqtaviy zaryad yo‘q bo‘lib chigdi. Bu nati-
jani tekshirib ko‘rish maqgsadida maxsus nuqtada zaryadni aniglashda
clektrostatika tenglamasining integral ko‘rinishidan foydalanamiz:

| EndS =4tre(r), En=FEr= =e e~ar. (10.32)

Bu yerda integralni maxsus nugtani o'z ichiga oigan sferik sirt bo'yicha
olib quyidagini topamiz:

j) EndS = AaEtr2 = 4tte(ar + l)e~ar (10.33)

(10.32) va (10.33) ifodalarni taqqoslab, sfera ichidagi zaryadni aniglay-
miz:
e(r) =e(ar + l)e~ar. (10.34)

Endi sferik sirtni r = 0 maxsus nuqtaga tortib, undagi zaryad
(10.34) dan e(0) = e ekanligini aniglaymiz. Demak, maxsus nugtada
nuqtaviy zaryad e joylashgan ekan. Bu differensial tenglamadan olingan
natijaga ziddir.

Bu misol teskari masalani yechishda fagat differensial tenglama
bilan cheklanish - maxsus nuqtalarda noto‘g‘ri natijalarga olib kelishi
mumkinligini ko‘rsatadi. Differensial tenglama fagat uzluksiz tagsirn-
langan zaryadlarni aniqglashda to‘g‘ri natija beradi. Ko'rilayotgan mi-
solda uzluksiz tagsimlangan zaryadlarning yig‘indisi (10.31) ifodadan r
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cheksizga intiltirib topiladi. Bu holda e(r —00) = —& ekanligi kelib
chigadi

Shunday gilib, masalaning yechimi qyidagicha: Maxsus nuqtadn
joylashgan musbat (+e) zaryadni (10.30) gonuniyat bilan tagsimlangan
manfiy zaryadlar buluti o'rab oigan. Bulutdagi to‘lig zaryad —e ga
teng. Demak, sistemaning to'liq zaryadi nolga teng bo‘lib elektroneytral
ekan.1

Endi elektrostatika to‘g‘ri masalasini yechishning maxsus metodlari
bilan tanishamiz:

1. Furye metodi. Zaryadlar tagsimoti berilgan bo’‘lsa, elek
trostatik maydon potensiali tegishli chegaraviy shartlarni ganoatlanti-
ruvchi Puasson yoki Laplas tenglamalarining yechimi bilan aniglanadi.
Bu tenglamalarni yechishning bir gator metodlari mavjud. Zaryadlar-
ning tagsimoti simmetriyasiga garab Puasson va Laplas tenglamalarini
bevosita yechish bilan mikroskopik elektrodinamikaning elektrostatika
bo‘limida tanishib chiggan edik. Hozir Puasson tenglamasini yechish-
ning yana bir metodi - Furye metodi bilan tanishamiz.

Bu metod bilan masala yechilganda, zaryad zichligi va maydon
potensiali butun fazoda integrallanuvchi funksiyalar bo'lishi kerak, ya’ni

/\p\dv<(D J iV < 0o,

Bu metodning asosiy g'oyasi - potensial va zaryad zichligini Furye
integraliga yoyib differensial tenglamani Furye amplitudalar uchun al-
gebraik tenglamaga keltirishdan iborat. Hagigatan ham,

Ar) = ((,)3/ Vkeikrdke p(r) = LU, 3 / Pkeihrdks  (10-35)

Bu yerda ipjt va p Furye amlitudalar bo'lib teskari almashtirish bilan
aniglanadi:

Jv(ne~tkvdr, pk=J p(r)e~Ikrdr. (10.36)
Puasson tenglamasi (10.24) ga (10.35) ni gqo'yamiz:
J toji:(—k2)elkrdk= —4T ] prelkrdk. (10.37)

1 (10.29) formula bilan aniglangan potensial kvant mexanikada katta ahamiyatga
ega bo'lib, Yukava potensiali deb yuritiladi.
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Bu tenglamaning har ikkala tomonini exp(—k'r) ga ko‘paytiramiz va
koordinatalar bo'yicha integrallaymiz va S(k)~ funksiyaning integral
tasawuri (A.152) ni inobatga olib quyidagi natijani hosil gilamiz:

J K2ipké (k- k')dk=4nJ p ko (k- k')dk. (10.38)

Bu yerda integralni 8—funksiyaning xossasiga asosan integrallab poten-
sialning Furye amplitudasini aniglaymiz:

4T

Vk-pPk- (1039)

Endi potensialni (10.35) ga binoan uning Furye amplitudasi (10.39)
orgali ifodalaymiz:

S N ‘Kitk

Misol sifatida nuqtaviy zaryadning potensialini topamiz. Nugqtaviy zar-
yad koordinata boshida joylashgan bcrlsa, p = ¢6(r). U holda

Pk=el 5(r)e~ikrdr=e. ® ) =~y3 | " eikrdk.

Bu yerdagi integralni sferik koordinatalar sistemasida hisoblaymiz:

00 T 2 2
J reikrdk=J ~2katk | eikros9sin @O dip = L~

0 0 0

Nihoyat, nuqtaviy zaryad potensiali uchun bizga yaxshi tanish bo'lgan
ifodani olamiz: ip = e/r. Elektrostatika masalalarining yechimlarini
differensial tenglamalarni yechish orqali aniglash ko‘p hollarda g‘oyat
katta matematik giyinchiliklarga olib keladi.

Bunday hollarda masalani yechishda maxsus metodlardan foydala-
niladi. Masalan, differensial tenglamaning tegishli chegaraviy shart-
larga bo‘ysunuvchi yechimining yagonaligi hagidagi teoremaga asos-
lanib, ba’'zi masalalarda tenglamalarni bevosita yechmasdan, maxsus
metodlar yordamida potensialni aniglash mumkin. Elektr tasvirlash,
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inversiya, konform aks ettirish ana shunday metodlar jumlasiga kiradi.
Hozir elektr tasvirlash metodi bilan tanishib chigamiz.

2. Elektr tasvirlash metodi. Bu metodning asosiy g‘oyasi quyi
dagidan iborat: Berilgan nuqtaviy zaryadlar (nugtaviy bo'lishi shart
emas) bilan bir gatorda yordamchi fiktiv zaryadlar kiritiladi. Yordarn-
chi zaryadlarning yig‘indisi asosiy zaryadlar ta’sirida induksiyalangan
zaryadlar yig‘indisiga teng bo'lishi kerak. Aniglanishi lozim bo‘lgan
maydonni ana shu haqigiy va fiktiv zaryadlar hosil giladi deb garal-
adi. Bu potensial differensial tenglamalarni ganoatlantirishi bilan birga
chegarviy shartlarga ham bo‘ysunushi kerak. Shu ikki holat bajaril-
ganda yechimning yagonaligi to‘g‘risidagi teoremaga asosan bu masa-
laning yechimi bo‘ladi. Bu yerda o‘tkazgich yoki boshga muhitning
potensialga qo‘shgan xissasi yordamchi zaryadlar bilan aniglanadi. Bu
metod bilan quyidagi masalani yechish jarayonida chuqurroq tanishib
chigamiz.

Masala 1. Cheksiz o‘tkazu,vchi tekislikdan a rnasofada bo‘shligda
joylashgan e nuqtaviy zaryadning maydonini aniglang.

Awval masalaning matematik qo'yilishini ko'rib chigamiz. 0 ‘tka-
zuvchi tekislik yOz tekisligi bilan mos tushsin. Bu tekislikning ich
tomonida (x < 0) elektr maydon kuchlanganligi nolga teng. 0 ‘tkazgich
sirtida potensialni nolga teng deb olamiz (masalan, o‘tkazgich yerga
ulangan). Bunda chegaraviy shartlarga ko‘ra o‘tkazgich ichida ham
potensial nolga teng bo'ladi. Zaryad turgan nugtaning (x > 0) koordi-
natalari A(a, 0,0) bo'lsin. Shu sohadagi potensialni aniglovchi tengla-
malarni va cheraviy shartlarnni yozamiz:

Aip = —4Tred(x —a)5(y)0(z), (10.41)
MS) = V() =0, (10.42)
(10.43)

S =(0,y,z) chegaraviy tekislikdagi nuqtalar. (10.41)-(10.43) ko'rinish-
da go'yilgan masalani umuman olganda yechish mumkin. Lekin, biz bu
yerda bu masalani tasvirlash metodi bilan yechamiz.

Yuqorida bayon gilingan fikrlarga amal gilib yordamchi zaryadni,
asosiy zaryadning tasvirini, yassi ko‘zgidagi buyumning tasviri kabi
X = —a nugtada tanlaymiz. Uning miqdori o‘tkazgich sirtida indulc-
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siyalangan zaryadlarning yig'indisiga teng bo‘ladi, ya’'ni2
e'—3 LEb=-¢ (10.44)

Integral o'tkazgichning sirti (yOz tekisligi) bo'yicha olinadi. Bu teng-
likning to‘g‘riligini (10.43) shart bilan tekshirib ko'rish mumkin.

Potensialni asosiy va yordamchi nuqtaviy zaryadlar hosil giladigan
maydon potensiallarining yig'indisi ko'rinishida yozamiz:

P (10.45)
Bu yerda r asosiy zaryaddan, r' esa yordamchi zaryaddan kuzatish
nuqtasiga o‘tkazilgan radius-vektorlar (10.1-rasm). (10.45) ifodadagi
birinchi va ikkinchi hadlar va ularning
yig'indisi ham (10.41) tenglamaning yechimi
bolladi. Bundan tashgari, u (10.42)
va (10.43) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantirishini tekshirib ko'rish giyin emas (10.1-
rasmga garang). Shunday qilib, yechim-
ning yagonaligi hagidagi teoremaga asosan
(10.45) go'yilgan masalaning yechimi bo'ladi.
Elektr maydon kuchlanganligi

10.1-rasm:
ar ol (10.46)
Sitrda induksiyalangan zaryadlar zichligi
Lt — ‘@ (10.47)

(a2+y2+22)32

Masala 2. Radiusi R bo'lgan o ‘tkazuvchi sfera markazidan d> R
masofada joylashgan nuqtaviy e zaryadning potensialini aniglang.

2Umuman olganda induksiyalangan zaryadlarning yig‘indisi nolga teng bo'lishi
kerak. Ammo sirtda induksiyalangan zaryadlarning ishorasi berilgan zaryadning
ishorasiga teskari bo'ladi. Induksiyalangan zaryadlarning berilgan zaryad ishorasi
bilan mos keluvchi gismi masalaning qo'yilishiga ko'ra cheksizda yotadi. Shu sababli
ular maydonga qo‘shimcha xissa go'shmaydi.
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Masalaning matematik jihatdan qo'yilishi birinchi masaladagi kabi
bo'ladi. Shuning uchun uni bu yerda keitirmaymiz. Sfera yerga ulan-
gan bo'lsin. U holda, e zaryad va sferadagi induksiyalangan zaryadlaj
hosil gilayotgan maydon potensiali sferada (r —R) nolga teng bo'ladi
Masalaning yechinaini

th=-e/r +e'ir' (10.48)
ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda yordamchi zaryad e’ ning migdori
va joylashgan nugtasi Al ning koordinatasi chegaraviy shart - sferada
potensialning nolga teng bo'lishidan aniglanadi. Oddiy hisoblarni ba-
jarib, quyidagilarni topamiz: el —\Jd'/d, dd' —R2, (d' <R). Bu
yerda d = OA va d' = OA'. Asosiy zaryad joylashgan A yordam-
chi zaryad joylashgan A nuqtalar va sfera markazi O bir to‘g‘ri chi-
zigda yotadi (10.2-rasm). Yuqoridagilarga asosan qo'yilgan masalaning
yechimi quyidagi ifodalar bilan aniglanishini topamiz:

3. Inversiya metodi. Ba’zi hol
larda elektrostatikaning bir masalasi-
ning yechimi yordamida boshqasining
yechimini topish mumkin.

Laplas tenglamasining ma’lum bir
almashtirishlarga nisbatan invariantligi

bunga asos bo'ladi. Shunday al-
— mashtirishlarga inversiya (akslantirish)
10.2-rasm: misol bo'ladi.

Laplas tenglamasini sferik koordi-
natalarda (A.117) asosan yozamiz:

| d {o9P\ 1a
72& N dr) + 2 AWV = 0-

Agar o'zgaruvchi r ning o‘rniga yangi
r' = R2/r. (10.50)
o'zgaruvchi kiritilsa, shu vaqtda noma’lum funksiya ip(r,6,ib) ni yangi

~e (10.51)
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funksiya bilan almashtitilsa, Laplas tenglamasi invariant qoladi.
Shunday qilib, agar ip Laplas tenglamasining yechimi bo‘lsa, $ham
uning yechim bo'ladi. Bu yerda (10.50) inversiya almashtirishi, R
inversiya radiusi deyiladi.

Qandaydir zaryadlar va ipo potensialga ega bo'lgan o'tkazgichlar
sistemasining maydoni bizga ma’lum bo'lsin deb faraz gilamiz. Poten-
sial ip(r) odatda, cheksizga nolga deb olinadi. Bu yerda potensialni
shunday tanlaymizki, u cheksizda —po bo‘lsin, bu hoda o'tkazgichning
potensiali nolga teng bo‘ladi.

(10.50) va (10.51) almashtirish natijasida sodir bo‘ladigan o'zga-
rishlarni isbotsiz quyida keltiriladi. Avvalo, o'lcharnga ega bo'lgan bar-
cha o‘tkazgichlarning shakli va o'zaro joylashishi o'zgaradi. 0 ‘tkazgichlar
sirtida potensialning o‘’zgarmas bo'lish sharti albatta o'z kuchini saqglab
goladi. Masalan, o‘tkazgich sirtida = 0 bo'lsa, 0 = 0 bo'ladi. Bu-
lardan tashqari, barcha nuqtaviy zaryadlarning joylashishi va ularning
kattaligi o‘zgaradi. Masalan, ro nuqtadagi zaryad = (-R2/ro) ro
nuqtaga o'tadi va zaryad e; = eR/ro ga almashadi.

Potensial <=fJ) ning koordinata boshida ganday bo'‘lishini ko'rib
chigamiz. r' —0 nuqta r —00 ga mos keladi. Lekin, r —»00 da poten-
sial —po ga intiladi. Shuning uchun r' —a0 da funksiya

kgonuniyat bilan cheksizga intiladi. Bu r' = 0 nugtaga eo = R'-fo zaryad
borligidan dalolat beradi. Bu natijani 221-betda ko‘rilgan masala bilan
tagqoslasak, natija birday ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

10.5 Dielektriklar va o‘tkazgichlar tashqi
elektrostatik maydonda

Dielektrik yoki zaryadlanmagan o‘tkazgichlar tashqi elektrostatik
maydonga kiritilganda jism ichida va uning yaginida maydon tagsimoti
umuman olganda o‘zgaradi. Bu holatni bir jinsli maydon Equchun bir
necha misollarda ko:rib chigamiz.

1. 0 ‘gi tashgi maydon yo‘nalishi bo'yucha joylashgan yetarlicha
uzun (h  R) dielektrik silindr uchun masalani ko'rib chigamiz. Dielek-
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trikning qutblanishi natijasida hosil bo'ladigan maydon silindr yetar-
licha uzunbo'lganligi uchin juda kichik bo’ladi. ya’ni silindr ichida va
atrofida maydonni buzmaydi. Silindrdan uzogda esa umuman ta’siri
bo'Imaydi. Bu holatni (10.26) chegaraviy shartdan hain ko‘rsa bo'ladi.
Bir tomondan yuqoridagilarga asosan dielektrik ichida va tashqarisida
maydon bir junsli, ikkinchi tomondan

Bt = Ex
shart o'rinli. Shuning uchun hamma joyda maydon birday ekan, ya’ni
E2 —Ei = Eq. (10.52)

Bu yerda Eq silindr shaklidagi dielektrik yo‘q vaqtdagi maydon kuch-
langanligi, E\ va E2 esa mos ravishda dielektrik kiritilgandan keyingi
tashqi va ichki maydon kuchlanganliklaridir. Demak, yugorida ko'rilgan
holda dielektrik maydon tagsimotini o'zgartirmaydi.

2. Bir jinsli elektrostatik maydon yupqa yassi dielektrik plastinka
sirtiga tik yo‘nalgan bo'lsin. Bu holda (10.27) chegaraviy shartga kolra
D2 = EQ, yoki

E2 —Eq—AIrP. (10.53)

Plastinkaning ichida maydon kuchlanganligi 4o¢ ga kamayar ekan. Bu
xulosa dielektrikning shakli murakkab bo'lganda ham sifat jihatdan
saqlanadi.

3. Bir jinsli elektr maydonga kiritilgan dielektrik shar masalasini
ko'rib chigamiz. Ma’lumki, bir jinsli maydon uchun Laplas tengla-
masining yechimi

Shardan yetarlicha uzoqda maydon potensiali (10.54) bilan aniglanadi.
Chunki, yetarlicha uzoq masofalarda bir jinsli maydonga shaming ta’siri
sezilmaydi. Shar sirtida esa potensial (10.26)-(10.27) chegaraviy shart-
larga bo'ysunishi kerak. Shardan tashqarida bu talablarni ganoatlanti-
ruvchi potensialni

A=W+ <Vi (r8 EQ)

ko'rinishda gidiramiz. Bu yerda ikkinchi had sharga yagin nuqtalarda
maydonning o'zgarishini aniglaydi. Shardan tashqarida potensialning
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o0'zgarishi r —00 da nolga intilishi va skalyar bo‘lishini inobatga ol-
sak, Eo va r vektorlar yordamida 5ip\ ni quyidagi ko'rinishda aniglash
mumkin: Sipi = aEor/r3.

tp =-EOr+a“}f. (10.55)

Shar ichida maydon chekli bo'lishini inobatga olib maydon poten-
sialini quyidagi ko‘rinishda gidiramiz:

tpz = /3. (10.56)

Bu yerda a, ZAnoma’lum o'zgarmas kattaliklar bo‘lib, shar sirtida po-
tensial uchun yozilgan (10.26) va (10.27) chegaraviy shartlardan topa-
miz (us ~ 0):

= (1057)

058>
Nihoyat potensial uchun quyidagi ifodlarni olamiz:
pi = -EOr + r >R: (10.59)
2 = o) <R (10.60)
Bu yerda
d= 2\£\—+"£;2R*E0 yoki d= ’\OR 3)/p, (10.61)

P qutblanish vektori, d qutblanish natijasida shaming oigan dipol mo-
menti, £2 va e\ mos ravishda shar va uni o‘rab turgan muhitning di-
elektrik singdiruvchaliklari.

Endi E —grad tp formula bo'yicha tashqi va ichki maydon kuch-
langanligini hisoblaymiz:

B — jﬁoH_?’_[_(_g_r_)_:_r_g_q, (10.62)
E2 = Eo —ﬂP (10.63)



Shunday qilib, (10.62) va (10.63) ifodalardan quyidagi xulosalar
chigadi:

a) bir jinsli tashgi maydonda shar qutblanib, go‘shimcha maydon
hosil giladi. Bu maydon shar markaziga joylashtirilgan dipolning may-
doni bilan mos tushadi;

b) shar ichida maydon o'zgarmas va Eqga nisbatan te\/(2e\ + £2)
marta kamayadi.

4, Bir jinsli elektr maydonga Kiritilgan zaryadlanmagan o'tkazuvt
shar masalasini kolrib chigamiz. Shar ichida maydon nol bo'lganligi
uchun potensial 0'zgarmas bo'lishi kerak. Uni nolga teng deb olamiz:

¥=0. (10.64)

Shardan tashqaridagi potensialni topish uchun oldingi banddagi kabi
yo'l tutub aniglash mumkin. Buning uchun (10.57)-(10.58) ifodalarda
£2 —0c deb olish yetarli bo'ladi. Bu holda

a=/03 ARB=0.
Bularni (10.59) va (10.62) ifodalarga qo'yib, quyidagilarni hosil gilamiz:
(10.65)
B\ (10.66)]

Bu yerda d~ B?EQ. Shar sirtida induksiyalangan zaryadlar zichligi

B maydon kuchlanganligi E\va r orasidagi burchak. To'liq zaryad nolga
tengligicha qoladi.



10.6 10-bobga oid masalalar va savollar

. Potensiali

{ —ax/ei agar X >0,
+ax/e2 agar x <0.

funksiya bilan aniglangan maydonni hosil giluvchi zaryadlar tagsimotini
aniglang.

2. Potensiali

e/r agar r >R,

e/R agar r <R

funksiya bilan aniglangan maydonni hosil giluvchi zaryadlar tagsimotini
aniglang.

. Chizigli zichlik X bilan tekis zaryadlangan cheksiz izun ip dielektrik
singdiruvchanligi B\ bo‘lgan xuddi shunday uzun R radusli silindr bilan
o‘ralgan, bu silindr o'z navbatida dielektrik singdiruvchanligi £2 bo‘lgan
cheksiz muhit bilan o‘ralgan. Zaryadlangan ipning maydonini va ikki
dielektrik chegarasidagi zaryadlarning sirtiy zichligini aniglang.

. Chiziqli zichlik X bilan tekis zaryadlangan R radiusli cheksiz uzun o'tka-
zuvchi silindrning dielektrik singdiruvchanligi e(r) bo'lgan muhitda ho-
sil gilayotgan maydon kuchlanganligini aniglang. r silindr o‘gidan hi-
soblangan masofa.

. Qoplamalari orasidagi soha dielektrik singdiruvchanligi £'= e(x) bo;l-
gan mubhit bilan to‘ldirilgan yassi kondensatorning maydonini aniglang.
Kondensator qoplamalari %a sirtiy zichlik bilab zaryadlangan. X o‘qi-
ning musbat yo'nalishi musbat zaryadlangan qoplamadan manfiy zar-
yadlangan qoplamaga garab yo‘naltirilgan deb garang. Chegaraviy
effektlarni hisobga olmang.

. Radiusi R bo'lgan o‘tkazuvchi shaming zaryadi e. Sharni dielektrik
singdiruvchanligi e —e(r) bo‘lgan muhit o'rab turibdi. Maydon kuch-
langanligini aniglang. r shar markazidan hisoblangan masofa.

. Bir jinsli dielektrik shaming hajmi bo‘yicha e zaryad p zichlik bilan bir
tekis tasimlangan. Shaming dielektrik singdiruvchanligi £1, uni o‘rab
turgan muhitniki £= e(r). r shar m.arkazidan hisoblangan masofa.
Maydon kuchlanganligini aniglang.

. 7-masaladagi zaryadlangan shaming ichida va sirtidagi bog'langan zar-
yadlar zichligini aniglang.

. Fazoning yarmi dielektrik singdiruvchanligi £\ ikkiinchi yarmi esa £2
dielektrik singdiruvchanligi bo'lgan muhit bilan to‘ldirilgan. Markazi
chegaraviy tekislikda joylashgan R radiusli zaryadlangan o'tkazuvchi
shaming potensialini va sig’imini aniglang.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.

25.

26.

27.
28.

29.
30.

Dielektrik singdiruvchanligi e bo'lgan muhitdagi R radiusli o'kazuvclii
sharning energiyasini hisoblang. Sharning zaryadi e.

Dielektrik singdiruvchanligi e, radiusi R va zaryadi e bo‘lga,n bo'shligda
joylashgan sharning energiyasini hisoblang.

Cheksiz o‘tkazuvchi tekislik va undan a masofada turgan dipol ganday
kuch bilan ta’sirlashadi. Dupol inornenti d tekislikka parallel.
Nugtaviy zaryad e bir - biriga perpendikulyar bo'lgan ikkita yerga
ulangan o‘tkazuvchi yarim tekisliklarning har biridan a masofada joy-
lashgan. Shu zaryad hosil gilayotgan maydonni aniglang.

13-masala uchun o‘tkazgichlar sirtida induksiyalangan zaryadlar zichli-
gini hisoblang.

Butun fazo dielektrik singdiruvchanliklari E\ va £2 bo'lgan mubhit bilan
to'ldirilgan. Chegara sirti tekislikdan iborat. Birinchi muhitda chegar
raviy tekislikdan a masofada turgan nuqtaviy zaryad e ning maydon
potensialini birinchi va ikkinchi muhitda aniglang.

Dielektrik singdiruvchalik tenzori berilgan anizotrop muhitda nuqtaviy
e zaryadning maydon potensialini aniglang.

Radiusi R bo‘lgan o‘tkazuvchi sfera rnarkazidan d (d> R) masofada
joylashgan nuqtaviy e zaryadning potensialini aniglang.

Qanday maydom elektrostatik maydon deyiladi?

Elektrostatikaning to‘g‘ri va teskari masalalari bir-biridan ganday farg-
lanadi?

0 ‘tkazgichlarda elektr maydon ganday xususiyatlarga ega?
Ekvipotensial sirtga ta'rif bering.

Elektrostatik induksiya koeffitsientlari ganday aniglanadi?

Elektr sig‘imga ta'rif bering.

0 ‘tkazgichlar energiyasini elektrostatik induksiya koeffitsientlari orgali
yozing.

0 ‘tkazgichlar energiyasining variatsiyasidan ganday xulosalar chiqarisli
rnumkin?

0 ‘tkazgich - dielektrik chegarasida potensiallar uchun chegaraviy shart-
larni yozing.

Dielektriklarda elektr maydon ganday xususiyatlarga ega?

Ikki dielektrik chegarasida maydon potensiali uchun chegaraviy shart-
larni yozing.

Elektrostatika masalalarini yechishning ganday metodlarini bilasiz?
Tasvirlash metodining g‘oyasini tushuntiring.



11-bob

Ozgarmas magnit maydon

11.1 Om gonuni

Ko'p girrali elektromagnit hodisalari ichidan <8f-}/dt =0,/ 0
shartlar bilan chegaralangan magnitostatika hodisalarini ajratib olamiz.
Bu hol uchun Maksvell va bog'lanish tenglamalari quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

rotH = 4T7r3.. (11.1)
div B 0 (11.2)
rotE — o, (11.3)
divD = 4aR (11.4)
B=nH, D=sE. |=7E (11.5)

Bular magnitostatikaning asosiy tenglamalarini beradi. Tok zichligi
] — (r) aniq bo'lganda bu tenglamalarning birinchi jufti B ni aniglash
uchun yetarlidir. Ammo tok zichligi magnitostatika tenglamaiarining
ikkinchi juftida (bog‘lanish tenglamalari hisobiga) ham ishtirok etadi.
Shu sababli savol tug'iladi, (11.1)—11.4) tenglamalar unga kirgan kat-
taliklarni fazoning hamma nugqtalarida, ya’ni o'tkazgich ichida va tash-
garisida aniglash imkoniyatini beradiini? Bu savolga javob olish uchun
bir necha misolni ko‘rib chigamiz:
1. Energiyaning saqlanish gonunini

8U . Atr
rn--Q- i f [mdS

magnitostatika uchun ko‘rib chigamiz. Berk sistema uchun chegarada
maydon nolga teng bo'lganligi uchun energiya ogimi bo'Imaydi, ya’ni

[EH\dS o.
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Bundan tashqari, vaqt bo'yicha hosilalar nolga teng. Bularni hisobga
olsak, energiyaning saglanish gonuni quyidagi ko‘rinishga o'tadi:

Boshga tomondan bu ifodaj 0 bo‘lganligi uchun nolga teng bo‘la ol-
maydi. Shunday gilib, maydonning statsionarlik <9 <}/dt = 0 va vaqt,
bo'yicha o'zgarmas tokning mavjudlik shartlari bir-biriga zid bo'lib,
magnitostatikaning boshlang'ich asoslari yetarli emasligini ko‘rsat,ad.i.
Bunday garama-qarshilikning yuzaga kelishiga sabab shundaki, ener-
giya balansida o‘tkazgichlarda issiqlik ajralib chigishi natijasida ener-
giyaning kamayishi hisobga olinishi kerak. Ammo boshlanglich tengla-
malarda tokni o'zgarmas ushlab turuvchi manba yo‘q bo‘lganligi sababli
energiy balansi noto‘g‘ri natijaga olib keldi. Bu holatni bartaraf gilish
uchun boshlang'ich tenglamalarda tokni statsionar ushlab turuvchi tok
manbalari bilan to'ldirish kerak bo‘ladi.
2. Manba bor bo‘lgan berk zanjirning turli nugtalarida tok \

elektr maydonning yo'nalishlarini ko'rib chigamiz. Tashqi zanjirda tok
va maydonning yo'nalishlari mos tushadi, ya’ni

3=78B (11.6)

Manba elektrodlari orasida elektr maydon musbat elektroddan man-
fiyga garab yo!nalgan. Shu vaqtda zanjir berk ekanligini

divj = 0. (11.7)

inobatga olsak, tok teskari tomonga garab yo'nalganligini ko‘ramiz. Bu
(11.6) tenglama bilan aniglangan yo'nalishga ziddir. Zanjirning manba
gismida bunday ziddiyatning paydo bo‘lishiga birinchi misoldagi kabi
boshlang'ich tenglamalarda manba hisobga olinmaganligidadir.

3. Bu holatni Maksvell tenglamalaridan ham ko'rish mumkin.
(11.7) ga asosan, statsionar tok chiziglari yopiq chiziglardir, ya’ni may-
don ta’'sirida o'tkazgichdagi zaryad yopiq chiziglar bo:ylab harakat-
lanadi. Bunday haraliatni hosil gilish uchun maydon ish bajarishi lozim.
Yopiq zanjirda elektr maydonning zaryadlar ustida bajargan ishi (11.3)
ning integral ko'rinishiga muvofig,
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Ya'ni maydon potensial xaraktergaegabo‘lganligi uchun uning yopiq
zanjirda bajargan ishi nolga teng, demak, y tok hosil gilaolmaydi. Shu-
ning uchun tok paydo gilishda potensial xarakterga ega bo‘lmagan,
gandaydir chet kuchlar bilan bog‘langan maydon ham ishtirok etishi
kerak.

Yuqorida ko‘rib chigilgan misollarga asosan (11.6) munosabatda
tokni o'zgarmas ushlab turuvchi manbani hisobga olib o'zgartirish ke-
rakligi kelib chigadi.

Buning uchun zaryadga elektr maydon E(r) dan tashqari boshqa-
cha tabiatga ega bo'lgan chet kuchlar maydoni E°h(r) ta’sir giladi deb
hisoblaymiz. Bunga asosan (11.6) munosabatni quyidagi ko‘rinishda
yozish kerak:

j="y(E +Ech). (11.8)

Bunga umumlashgan Om gonunining differensial ko‘rinishi deyiladi.
Om gonunini bunday kolrinishda umumlashtirish chet kuchlar tabi-
atining fizik xossasiga aniqglik kiritishni talab gilmaydi. U kimyoviy, ter-
moelektr va boshqa tabiatga ega bo'lgan tok manbalari bo‘lislii kerak.
Shunday qilib, izotrop muhit ilgari ko:rganimizdek, uchta fizik kattalik
bilan emas, £=e(r), n = /i(r). 7 = 7(7%), E°h = E°h(r) kattaliklar bilan
xarakterlanishini anigladik. Om gonunining umumlashgan ko‘rinishda
yozilishi yugoridagi misollarda paydo bolgan ziddiyatlarni bartaraf qi-
ladi. Masalan, energiyaning saglanish gonuni endi quyidagicha yoziladi:

HE=-J £dv+J jEddV- ~ j[EH\dS.

Bu yerda (11.8) ga ko‘ra E —j/7 —Bh ekanligini hisobga oldik.
Saglanish gonunining chap tomoni va o'ng tomonidagi uchir'.chi had
ko'rilayotgan statsionar hol uchun nolga teng. Natijada. quyidagini
hosil gilamiz:

Q=~1J3dV +1 jE°hdv =Q
yoki J 3-dV =] JEduoV.

Shunday qilib, o'tkazgichda ajralib chigadigan issiglik hisobiga ener-
giyaning kamayishi chet kuchlar tomonidan kompensatsiyalanib turadi.
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11.2 0 ‘zgarmas tokli chizigli o‘tkazgichlar

Yugorida olingan natijalarni tokli chizigli o'tkazgizlarga tatbiq gi-
lamiz. Bu hoi ikki sababdan muhim. Birinchidan, masala oxirigacha
yechiladi, ikkinchidan radio elektronikada keng tatbiq gilinadi. Muay-
yan sharoitda ko'ndalang kesimining chizigli o'lchamlari uzunligiga nis-
batan juda kichik bo‘lgan o'tkazgichlar chigli deyiladi. Chizigli o'kaz-
gichlar odatda, sim deb ataladi.

Chizigli o‘tkazgichlarda tok zichligi uchun chegaraviy shartni ko'rib
chigamiz. Statsionar maydonlar uchun uzluksizlik tenglamasi quyidagi
ko'rinishga ega:

divi=0, j)jdS= 0. (11-9)

Bu tenglamalardan tok zichligining normal tashkil etuvchisi uchun ikki
o‘tkazgich chegarasida j\n = jin, dielektrik va o'tkazgich chegarasida
jn = 0 shartni ganoatlantirishi kelib chigadi.

Bu shartga asosan chizigli o'tkazgichlarda tok zichligi vektorini
katta aniqglikda o‘tkazgich elementi dl ga parallel deb olish mumkin.
Demak, o'tkazgichning uzunligi bo'ylab har bir nugtada jd| = jd| deb
yozish mumkin.

O'tkazgich ko‘ndalang kesimidan o'tuvchi to‘liq tokni aniglaymiz.
Tokning aniglanishiga ko‘ra

| =jjd S =1J1(E+Ech) dS. (11.10)

Bu yerda integral chizigli o‘tkazgichning ko‘dalang kesimi bo'yicha oli-
nadi.

Uzluksizlik tenglamasining integral ko‘rinishi (11.9) dan ko‘rinib
turibdiki, o‘tkazgichning turli nugtalarining ko‘ndalang kesimidan bir
xil tok ogadi, ya'ni

1= fjdS =jS =const. (11-11)
Bu yerda S tayin nuqtadagi o'tkazgichning ko'ndalang kesimi. Umuman
olganda S o'tkazgichning uzunligi bo'yicha turli nuqtalarda turlicha

bo'lishi mumkin. Demak, shunga mos ravishda tok zichligining kattaligi
ham o‘zgaradi.
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Umumlashgan Om qonuni (11.8) ni chizigli o'tkazgichning “1” va
“2” nuqtalari oralig‘ida integrallaymiz:

2 2 2
J-di= J Edi+ J Ecna (11-12)
. |

Chap tomondagi integralni ko!rib chigamiz:

] M h sTs=llvs=IRa- <13

Bu yerda R\2 o'tkazgichning “1” va Ww2” nuqtalari bilan chegaralan-
gan gismining omik garshiligi. 0 ‘ng tomonidagi birinchi integralni
E = —grad #bog‘lanishdan foydalanib “1” va “2” orasidagi potensiallar
fargiga teng ekanligini ko'ramiz:

2
J Edi = ifit - - (11-14)
1

Ikkinchi integral esa “1” va “2” nuqtalar orasidagi chet kuchlar manbayi
bo'lib, elektr yurutuvchi kuch (EYuK) ga teng:

2
S2=j E?hdl. (11.15)
1

Oxirgi uchta tenglamani birlashtirib, Om gonunining integral ko'rini-
shini olamiz:
IRI2 = <H ~ g2+ £12 ML LI(D)

Zanjirning ko'rilayotgan qismida chet kuchlar bo'lImasa, (11.16)
ma’lum bo'lgan oddiy Om gonuniga o‘tadi

Agar kontur berk zanjirdan iborat bo‘lsa, ya'ni “1” va “2” nuqta-
lar ustma-ust tushsa (11.16) berk zanjir uchun Om gonuniga o'tadi,
ya'ni IR = £ Bu yerda R chizigli berk zanjirning to'iiq garshiligi,
£ zanjirdagi barcha chet kuchlarning elektr yurutuvchi kuchlarining
yig‘indisidir.
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11.3 0 ‘tkazgichlarda o‘zgarmas tok

0 ‘tkazuvc.hi muhitga kiritilgan yaxshi o‘tkazgichlarda (masalan,
metallar) o'zgarmas tok masalasi skalyar potensial kiritish orgali o‘rga
nish mumkin. Bunga ishonch hosil gilish uchun chet kuchlar yo‘q deb
faraz gilamiz va elektr maydonni aniglovchi tenglamalarni yozamiz:

rot E
div j

0, (11-17)
div7i/=0. (11.18)

Bu yerda muhitni yaxshi o'tkazgich shu bilan birga bir jinsli deb olsak
(7 = const), (11.18) tenglama diviE = 0 ko'rinishga o‘tadi.

Elektrostatikadagi kabi maydon potensialini Kiritib (E = —grad ip),
(11.17) dan quyidagi tenglamani olamiz:

Aip = 0. (11.19)

Bu bizga ma’lum bo‘lgan Puasson tenglamasidir. 0 ‘tkazgichlar sir-
tida chegaraviy shartlar bajarilishi kerak. Elektr maydonning tan-
gensial tashkil etuvchisi chegarada uzluksiz bo‘lganligi uchun g\ —ip-
Chegarada jn = 7En ni hisobga olib, maydonning normal tashkil etuv-
chisi uchun quyidagi shartni yozamiz:

»(D)M 10, N

0 ‘tkazuvchi muhitda tokning tagsimotini aniglovchi potensial uchun
tenglama va chegaraviy shartlar dielektriklardagi elektr maydonning
tagsimoti aniglovchi mos ifodalar bilan birday ekan. Fargi shundaki,
bu yerda dielektrik singdiruvchanlikning o‘rnida o'tkazuvchanlik koef-
fitsienti turibdi. Shuning uchun o'tkazuvchi muhitda potensial elek-
trostatika formulalarida e ni 7 ga almashtirish bilan aniglanadi. Agar
o‘tkazgich dielektrik bilan chegaradosh bo‘lsa, potensialni bu yo'l bilan
aniglab bo'Imaydi, chunki dielektrik uchun o‘tkazuvchanlik nolga teng.
Bu holda jn = 0 bo'lganligi uchun yugoridagi mulohazalar o'’z ma’nosini
yo'gotadi.

Misol sifatida o‘tkazuvchi cheksiz muhitga tushirlgan ikkita elek-
trodni ko'rib chigamiz. (11.20) ifodaga asosan elektroddan ogayotgan
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tokni quyidagicha yozish mumkin:
Il = $jdS = (jndS =1 j> ds-
Bu ifodani (10.5) bilan taggoslab quyidagini yozamiz;

[ = ds’\tg\lcn—

E\ J 4T \OnlJs

Ikkinchi tomondan to'liq garshilik ta’rifini eslasak, o‘tkazgich sig'imi va
garshiligi orasida bog'lanish borligini aniglaymiz:

yi-y2 _<£1_ £l 1
o 477 C

Shunga o'xshash yo‘l bilan radiuslari a va bboigan sferik elektrod-
larning garshiligi topamiz:

R« (L/a+ 1/f)/47r7.

Shunday qilib, o‘zgarmas tokning fazodagi tagsimoti masalasi hud-
di shunday elektrostatika masalasini yechishga keltirildi.

11.4 Statsionar tokning magnit maydoni

Statsionar toklarning magnit maydon kuchlanganligini aniglash
uchun (11.1) va (11.2) tenglamalarni yechish kerak. Bu tenglamalarni
yechish uchun mikroskopik elektrodinamikadagi kabi (86 ga garang)
vektor potensial kiritamiz:

B = rot A. (11.21)

Bunday aniglangan magnit induksiya vektorini (11.2) tenglamani aynan
ganoatlaniadi. Vektor potensial uchun

divA =0 (11.22)

ko'rinishdagi kalibrovka o‘rinli deb gabul gilamiz. (11.21) ni (11.1) ga
go'yib, potensial uchun quyidagi tenglamani olamiz:

| Na = -~~- (11-23)
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Agar ikki va undan ortiq jismlar bilan bog'lig masala ko'rilayotgan
bo'lsa, (11.23) ko'rinishidagi tenglama har bir jism uchun yoziladi. Bu
tenglamalar gaysi jism uchun yozilgan bo‘lsa, magnit singdiruvchanlik
fi o'sha jismga tegishli bo'ladi. Chegaralarda (9.58) va (9.68) shartlm
bajarilishi kerak. Bundan tashqari, cheksizda B nolga intilishi kerak.

Tenglarna (11.23) ning yechimini uinumiy holda yozish mumkin,
lekin bunday formula biror muhim ma’lumot bermaydi. Shuning uchun
bir gator xususiy hollarni ko'rib chigamiz.

Ko'rilayotgan o‘tkazgichlar va muhit magnit xususiyatiga ega bo'l
masin, ya'ni fi = 1. Bu holda (11.23) hamma niqtalar (o‘tkazgich wu
muhit) uchun bir xil ko‘rinishda yoziladi. Bu holda (11.23) tenglama-
ning yechimi Il gismdan ma’lum bo'lib, quyidagi ko'rinishda yoziladi:

(11.24)

Bu yerda mikroskopik elektrodinamikadagi belgilashlar saglab golindi.
Bu ifodaga rot operatori bilan ta’sir gilish yo‘li bilan magnit maydon
aniglanadi. Bunda rot operatori r olzgaruvchiga ta’sir gilishini va tok
zichligi bu o'zgaruvchiga bog'lig emasligini hisobga olib quyidagini hosil
gilamiz:
(11.25)
Chizigli o'tkazgichlardan ogayotgan tokning magnit maydonini anig-
lash amaliy jihat muhimdir. 0 "tkazgichlarning ko'ndalang kesimining
yuzasi juda kichik bo‘lganligi uchun uning ichidagi maydonni ko‘rmasa
ham bo'ladi. Snuning uchun, maydonni fagat o'tkazgichlarni o'rab

turgan muhitda aniglash kifoya giladi. Bu holda (11.24) va (11.25)
ifodalar sodda ko‘rinishga o'tadi:

(11.26)

Bu formulalardan ikkinchisi chizigli o'tkazgichni o‘rab turgan bir jinsli
izotrop muhitda magnit maydon kuchlanganligini aniglaydi. Bunga Bio
va Savar gonuni deyiladi. Ba’'zan

(11.27)
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liio va Savar gommining differensial ko'rinishi deb yuritiladi. Bu ifoda
I tok oqgayotgan chizigli o'tkazgichning dl elementi R masofada hosil
(lilgan magnit inaydon kuchlanganligini aniglaydi. Shuni ta’kidlash
lozimki, natijani o‘zgarxnas saqlagan holda (11.27) ifodaga yopiq kontur
l)o'yicha integrali nolga teng bo'lgan ixtiyoriy vektor funksiyani qo‘shish
mumekin.

Yogorida olingan ifodalardan foydalanib, sodda shaklga ega bo!lgan
tokli o!'tkazgichlarning magnit maydon kuchlanganligini hisoblaymiz:
I. Cheksiz uzun to‘g‘ri chizigli tokning rnag-
uit maydonini aniglaymiz. Simmetriya nug-
tai nazaridan bunday tokning magnit rnay-
doni markazi tokli o‘tkazgicha joylashgan
konsentrik aylana nugtalariga o‘tkazilgan
urinma bo'ylab yo‘nalgan bo'ladi (11.1-
rasm). ya'ni sferik koordinatalarda faqat
Bp noldan fargli bo‘ladi. 0 ‘tkazgich dl
dementidan kuzatish nuqtasiga o‘tkazilgan 11.1-rasm:
radius-vektor va shu nuqtadan o‘tkazgichga
tushirilgan normal orasidagi burchak a bo‘lsin. U holda (11.26)
quyidagi ko‘rinishga o‘tadi:

x/2

il [dIR] il 2iil 2fil [m]
. B

Bl R? ch da cr c r

1

(11.28)
Bu yerda R —r/ cosa, dl =rdaj cos2a. va

[dIR} = dIR sin(7r/2 —a)

ekanligi hisobga olindi. n tok yo‘nalishidagi birlik vektor.

2. Endi a radiusli aylana bo‘ylab ogayotgan tokning magnit may-
donini aylana o'gining (z o‘gi) ixtiyoriy nuqtasida aniglaymiz. Sim-
metriya nuqtai nazaridan maydon shu o‘q bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi,
ya'ni
_2iil Tra

Bz = 11.29
z (z2 + a2)3/2 ( )
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10.
11.
12.

13.
14.

15.

11.5 11-bobga oid masalalar va savollar

Bir biridan a masofada joylashgan ikkita cheksiz uzun parallel chizigli
o'tkazgiehdan garama-garshi yo!nalishda I tok ogmoqda. Toklar sisto
maning vektor potensialini hisoblang.

Silindrik o'tkazgichning ichidagi va ta.shqarisida.gi magnit rnaydon kucli
langanligini toping, bunda tok silindrning ko'ndalang kesiini bo‘ylnim
tekis tagsimlangan, o'tkazgichning radiusi R. tok zichligi j.
O'tkazuvchanligi 71 va 72 bo'lgan ikkita o'tkazuvchi sirt chegarasidup.|
to'g'ri tok chiziglarining sinish gonunini toping.

Tok j zichlik bilan tekis tagsimlangan silindrik o'tkazgich ichida silin
drik bo'shlig mavjud. Ularning o'glari parallel va bir-biridan a maso-
fadajoylashgan. Silindrik bo'shlig ichidagi magnit maydon kuchlangan
ligini toping.

Sirt zichligi i bo'lgan bir jinsli tok o'tayotgan tekislikning magnit may
donini toping.

Magnit singdiruvchanliklari jj,1 va fi2 bo'lgan ikki muhit chegarasidn
tokli kontur joylashgan. Vakuumda bu kontur hosil gilgan magnit
maydon ma’lum deb hisoblab, butun fazoda H magnit maydon kucli
langanligini toping.

Magnit singdiruvchanliklari ¢1 va jj2 bo'lgan ikkita muhit chegarani
tekislikdan iborat. Birinchi muhitda chegara tekislikka parallel holda,
a masofa joylashgan 1 tokli yassi kontur L bor. Tok hosil giiayotgan
magnit maydonni aniglang.

Qanday holda maydon magnitostatik deyiladi?

Magnitostatika tenglamalarini yozing va izohlang.

Orri gonunining differensial ko'rinishini yozing.

Umumlashgan Om gonuni ganday ta’riflanadi?

Maydon energiyasining saglanish gonuni ganday xulosalarga olib ke-
ladi?

Chizigli o'tkazgich uchun tok tenglamasini yozing.

Ikki o'tkazgich chegarasida skalyar potensial uchun chegaraviy shart
bilan toklai' orasida ganday bog'lanish bor?

O'zgarmas tokning magnit induksiya vektori ganday yoziladi?



12-bob

Kvazistatsionar maydonlar

12.1 Kvazistatsionarlik shartlari

Shu vaqgtgacha statik va statsionar maydonlarni ko'rib chiqdik.
Umuman olganda moddiy muhitlarda o!zgaruvchi maydonlarning tabi-
ati muhitning xossalariga va maydonning o‘zgarish chastotasiga bog'liq
bo‘ladi. Bunday o‘zgaruvchi maydonlarni olrganishga o‘tishdan oldin
elektromagnit hodisalarining ichida alohida o'rin tutgan va tajribalarda
inuhim ahamiyat kasb etgan - kvasistatsionar maydonlarni ko'rib chiga-
miz. Bu maydonlar uchun ba’zi kattaliklar uchun 8{...}/dt —0 bo'lsa,
boshqalari uchun nolga teng bo'lmaydi. Quyida biz ganday hollarda
maydonni kvazistatsionar deyish mumkin degan savolga javob beramiz.

1. Tashqi elektromagnit maydonga joylashtirilgan massiv (o'lcham-

lari yetarlicha katta) o'tkazgichni ko‘ramiz. Elektromagnit maydonning
o‘zgarishini ifodalovchi xarakterli uzunlik (davriy maydonlarda to'lgin
uzunligi) A~ c/qj jismning chizigli o'lchamlari (jismning ixtiyoriy ikki
nuqtasi orasidagi eng katta masofa) L dan juda katta bo'lsin, ya'ni

A»L yoki w<c/L (12.1)

Bu shart bajarilganda ko'rilayotgan sohaning biror nugtasidagi may-

donning o‘zgarishi shu onning o‘zidayoq boshga nuqtalarga deyarli tar-

galib ulgiradi. Bu shartni boshgacha ko!rinishda ham yozish mumkin.

Maydonning o‘zgarishini ifodalovchi xarakterli vaqt (davr) T ~ 1r¢ » «.
Bu yerda r maydonning kechildsh vaqti. Shunday qilib, yugoridagi

shart bajarilganda kechikish vaqgtini inobatga olmasa ham bo‘ladi. Buni

maydon kvazistatsionar bo‘lishining birinchi sharti deb garayrniz.

2. Maydon sekin o'zgarganda o'tkazgichlarda siljish toki o'tkazuv-

chanlik tokidan juda kichik bo‘ladi, ya’ni

BD
dt
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Bog'lanish tenglamalarini inobatga olib, bu tenglamani quyidagi ko'ri-
nishda yozib olamiz:

Biz aksariyat hollarda garmonik o‘zgaruvchi (E ~ exp(iwi)) maydon-
larni ko'rishimizni inobatga olsak, yugoridagi shart quyidagi ko‘rinishni
oladi:
-ED <1 yoki u> 47 (12.2)
4717 £
Buni maydon kvazistatsionar bo'‘lishining ikkinchi sliarti deb gabul qi-
lamiz.
3. Maydon ta’sirida muhitning xossalarini ifodalovchi kattalikla
e, //, 7 o‘'zgarmas maydonda ganday bo'lsa, biz ko'rayotgan o'zgaruvchi
maydonda ham shundayligicha qolishi keralc, ya'ni bu kattaliklar may-
donning o;zgarish chastotasiga bog'liq bo‘Imasligi talab gilinadi. Bu
shartga ko‘ra, maydonning o'zgarishini aniglavchi zaryadlarning o‘rta-
cha tezligi maydonning targalish tezligidan yetarlicha kichik bo‘lishi
kelib chigadi:

(12.3)

Buni maydon kvazistatsionar bo‘lishining uchinchi sharti deb garaymiz.

Yuqorida ko‘rib chigilgan (12.1)—12.3) shartlar bajarilganda elek-
tromagnit, maydonlar kvazistatsionar deyiladi. Bunday inaydonlar bi-
lan bog'liq bo'lgan toklar ham kvazistatsionar bo'ladi.

Shartlarni tarkibida toza metallar bo'lgan o'tkazgichlar uchun ba-
holasak, infraqgizil nurlargacha siljish tokini hisobga olmasa ham bo’lishi
kelib chigadi. Bunday yuqori chastotalarda maydon kvazistatsionar
bo‘ladi deb bo‘lImaydi, chunki bunday chastotalarda boshqa fizik effek-
tlar namoyon bo‘la boshlaydi.

Bunday holatga yugori chastotali maydonlarni o‘rganganimizda anig-
lik kiritamiz. Kvazistatsionarlik shartlari o'rinli boigan maydonlar
“o‘zgaruvchi toklar” deb ataluvchi keng sohadagi hodisalarni gamrab
oladi. 0 ‘zgaruvchi toklar yoki past chastotali toklar texnikada va lab-
oratoriyalarda. keng tatbig'ini topadi. Bu kvazistatsionar jarayonlar
nazariyasining o‘rganishning muhimligini ko‘rsatadi.
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Kvazistatsionarlik shartlaridan kelib chigib Maksvell tenglamalari
(9.8), (9.9), (9.38) va (9.39) ni gayta yozamiz:

rote = : (12.4)
c at

divB = o (12.5)

rotH = iCrJ_ (12.6)

divD = Aairp. (127)

Bu yerda (12.6) tengiamada (12,2) ga asosan siljish tokini ifodalovchi
had tushirib goldirildi. Bog;lanish tenglamalari o‘z kuchini saglab go-
ladi.

Uzluksizlik tenglamasini bu hoi uchun ko‘rib chigamiz:

dvi€8 =&v+ 190 gy b PR Canvj=8 (29

Bunga asosan kvazistatsionar toklar statsionar toklar kabi solenoidal
xarakterga ega ekanligini ko'ramiz. Kvazistatsionar maydon tengla-
malari statsionar maydon tenglamalaridan elektromagnit induksiya hi-
sobga olinishi bilan farq giladi. Kechikish vaqtini inobatga olmaslik
tenglamalarni yechishda bir gator yengilliklar tug'diradi va masalani
bir gator hollarda oxirigacha yechish imkonini beradi.

12.2 Harakatdagi o‘kazgichlar
uchun induksiya gonuni

Biz shu vaqtgacha induksiya gonunida magnit induksiya ogimining
o'zgarishi fagat magnit maydonning ofgarishi hisobiga sodir bo:ladi
deb hisoblab keldik, ya’'ni o'tkazgichlarning harakatini inobatga olma-
dik. Berk konturda hosil bo’ladigan induksion EYuK uchun ogim gan-
day sabablar bilan o‘zgarishinin ahamiyati yo‘'q. Umurnan olganda
ogim konturning harakati yoki uning shaklining deformatsiyalanishi (bu
holni kontur, aniqrog'i uning ayrim gismlarining harakati deb garash
mumkin) hisobiga ham o'zgaradi. Shunday qilib, biror kontur tortib
turgan yuzadan o'tayotgan magnit induksiya ogimi ikki sababdan o‘z-
garadi. Birinchisi, magnit induksiya vektorining o'zgarishi hisobiga

16 - Eiektrodinamika 241



bo'lsa, ikkinchisi esa konturning harakati tufayli bo‘ladi. Har ikkila
holni birgalikda ko!rib, induksiya gonunini umumlashtiramiz.

Qandaydir berk kontur o'zgaruvchi tashgi maydonda « C ¢ shartni
ganidtlantiruvchi tezlik bilan harakatlanayotgan bo'lsin. Shu kontur-
dan o'tayotgan magnit induksiya ogimining o'zgarishini hisoblaymiz.
Buning uchun (9.46) tenglama bilan ifodalanivchi induksiya gonunini
quyidagi ko'rinishda yozamiz:

(12.9)
(1)

Bu yerdagi magnit induksiya ogimining vaqt birligidagi o‘zgarishini
hosila ta’rifiga ko'ra yozamiz:

f B(t+At)dS- | B{t)dS

A= im_ g+ A) - ¥ Si
it~ Ao PR o At (1219
Bu yerda birinchi integral t+ At
vaqt momentdagi kontur tortib tur-
gan Sg yuzadan magnit induk-
siya ogimiga teng, ikkinchisi esa
¢ t vagt momentidagi ogimga teng.
Bundan tashgari har ikkala inte-
gralda sirtlarga o‘tkazilgan normal

di  dz bir tomonga yo'nalgan bo'lishi ke-
rak. Bu yo'nalish sifatida Si
12.]-rasin: sirtga o'tkazilgan tashqi normalning

yo‘nalishida tanlab olamiz.
Konturning t va t + At momentlarda tortib turgan yuzasi (S\,
S2) va konturning harakati natijasida hosil bo‘lgan sirtdan (E) iborat
bo'lgan faraziy yopiq sirt hosil gilamiz. Shu yopiq sirt bo‘yicha magnit
induksiya ogimi yozamiz:

(12.11)
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Ma’lumki. yopiq sirt bo'yicha magnit induksiya ogimi nolga teng.
(12.11) da sirtlarga o‘tkazilgan normallar tashqi deb olingan. £ sirt
bo'yicha integralni ko‘rib chigamiz. Yon sirt elementini

dH = [dI, V\At (12.12)

ko'rinishda yozish mumkin (12.1-rasmga qarang). Bu yerda v kontur el-
ement* dl ning tezligi. Bunga asosan S sirt bo'yicha integralni quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

jB (t + At)dY. =J B{t + At)[dIV\At = Atj[vB {t + At)\dl. (12.13)
S
Bu yerda kontur bo‘yicha integral S\ sirtni chegaralovchi tokli kontur
bolyicha olinadi.
Endi (12.11) ifodaning o‘ng tomonidagi ikkita hadni At ning dara-
jalari bo'yicha gatorga yoyamiz:

iB (t + Atdi: = Atj[vB{t)]dI+0{At2), (12.14)
S

J B(t + At)dS i B()dS+ AtJ —~ d S + 0(At2\12.Ib)
Si A Si

Bu yerda 0(At2) bilan Ai ning ikkinchi va undan katta darajalariga
proporsional hadlarning to'plamini belgiladik. Bu ifodalarni (12.11) ga
go‘yamiz:

J B(t+ At)dS = <[vB{t)\dI+J B(t)dS +
s2 Si
At Jf M ’EidS+0(At2). (12.16)
0
Si

Bu yerda (12.10) dagi har ikkala integralda sirtlarning yo‘nalishi bir xil
bo‘lishi uchun S2 bo'yicha integralning ishorasini teskariga o‘zgartirdik.
Endi (12.16) ifodani (12.10) ga qgo'yib, quyidagini hosil gilamiz:
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Bu yerda integrallash sirti S\ ni S bilan almashtirdik. Bu ifodadan
magnit induksiya ogimi ikki sababdan, biri maydon o'zgarishi hisobiga
bo'lsa, (birinchi had), ikkinchisi konturning harakati (ikkinchi had)
hisobiga o‘zgarishi ko'rinib turibdi. Ogim ikkinchi sabab bilan o‘zga~
rishi uchun, xususan, kontur magnit induksiya vektoriga noldan fargli
burchak ostida harakat gilishi lozim.

Endi harakatdagi kontur uchun induksiya qonunini yozishimiz mum-
kin, ya'ni

Bu yerda E chizigli o'tkazgichda induksiya hisobiga hosil bo'luvchi
elektr maydon kuchlanganligi. Induksion elektr yurituchi kuch ((12.18)
ning chap tomoni) induksiya ogimining to'liq o!'zgarishiga proporsional
bo'lishi kerak. Bu matematik tilda ogimdan vaqt bo‘yicha olingan to'liq
hosilani anglatadi.

Induksiya gonunining integral ko'rinishidan differensial ko‘rinishiga
o‘tamiz. Buning uchun (12.17) va (12.18) ifodalardagi kontur bo'yicha
integrallardan Stoks formulasiga asosan sirt bo'yicha integrallarga o'ta-
rniz:

JrotEdS=~ j +rot[” ds. (12.19)

Bundan quyidagini olamiz:

1 d r
rotE = —\ol_ hrotl(?JJEI (12.20)
Bu ifoda induksiya gonunining umumlashgan ko'rinishining differensial
ko'rinishini beradi.

Induksiya gonunining umumlashgan ko'rinishlari (12.19) va (12.20)
amaliy jihatdam muhim ahamiyatga ega. Ya'ni, magnit maydonda
o'tkazgichni harakatga keltirish yo'li bilan zanjirda, EYuUK hosil qgilish
mumkinligini ko'rsatadi. Bunga dinamomashinalar yaggol misol bo!ladi.

Harakatdagi o'tkazgichlar uchun induksiya gonunini boshga yo'l
bilan ham olish mumkin. Yuqorida go‘yilgan shartlar o'rinli bo'lsin.
Ya’ni, maydon kvazistatsionar, o'tkazgichning harakat tezligi o'zgarmas
va elektromagnit maydonning uzatilish tezligidan juda kichik (v <Cc)
bolsin. 0 ‘tkazgich tinch turgan sanoq sistemada induksiya gonuni
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(12.4) tenglama bilan aniglanadi. Endi bu qonunni harakatdagi o‘tkaz-
gich uchun yozish kerak. Buning uchun bir inersial sanoq sistemadan
ikkinchisiga o‘tishda maydon kuchlanganliklarining almashtirish formu-
lalari (3.45) dan foydaianish kerak. Bu yo'l bilan harakatdagi o'tkazgich
uchun induksiya gonunini hosil gilishni o‘quvchiga havola gilamiz.
Olingan natijalar asosida kvazistatsionar maydonlar uchun Maks-
vell tenglamalari sistemasini umuxnlashgan hol uchun yoza olamiz:

/Edi _ 1ldg (12.21)

cdt’
BdS = o (12.22)
/Hdl = My (12.23)
C
/DdS = J pav. (12.24)

Uzluksizlik tenglamasining integral ko‘rinishi (12.8) ga binoan quyidagi-

cha yoziladi:
ﬁd S=0. (12.25)

Magnit maydon (12.22) va (12.23) tenglamalar bilan aniglanadi. Bu
tenglamalardan ko'rinib turibdiki, kvazistatsionar magnit maydon stat-
sionar holdan farg gilmas ekan.

12.3  Chiziqgli o‘tkazgichlarda
kvazistatsionar toklar

Chizigli o'tkazgichlarda kvazistatsionar toklarni ko‘rib chigamiz.
Buning uchun umumlashgan induksiya gonuni (12.18) ni asos qilib ola-
miz. Avval tokli bitta chizigli o‘tkazgichni ko'ramiz. 0 ‘tkazgichga
vaqgtga bog‘lig chet kuchlar ulangan deb umumlashgan Om gonunini
yozamiz:

f ~dl=j>Edi+y E°hdl. (12.26)
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Chizigli o‘tkazgichni ko‘rayotganligimiz uchun dj jdl JdS. Shuning
uchun (12.26) ning chap tomonini quyidagicha yozish mumkin:

/ = j$ tok kuchi, R = joi ~ konturning to'liq garshiligi. Agar

£{t) = ] EThdl
deb belgilansa, (12.26) quyidagi ko'rinishni oladi:

IR=- ~ +5{t). (12.27)

Bu tenglama o‘zgaruvchi tokli zanjir uchun Om gonunini ifodalaydi.
£(t) vaqtga bogl!liq bo'lgan EYuK.
Bu tenglamani N ta tokli konturlar uchun umumlashtirish mumkin,
ya'ni
= N
laRa O& £ a(t). (12.28)

Bu yerda ®a barcha toldar hosil gilgan magnit maydonning a - kontur
orgali ogimi.
a- konturdan magnit induksiya ogimini hisoblaymiz:

N N .
da=£ ¢v=E / Bb(ra)dSa. (12.29)
6=1 b=iJ

Bu yerda Bb(ra) b - konturdagi tokning a - kontur tortib turgan sirtda
hosil gilayotgan magnit maydon induksiya vektori. B = rot A formu-
ladan foydalanib (12.29) ni gayta yozamiz.

N N
Pa=YIl i r'tAb(ra)dSa=J2 f Ab(ra)dlam (12.30)
6= = 6=iJ

Bu yerda Stoks formulasiga asosan sirt bolyicha integralni kontur bo'yi-
chaintegral bilan almashtirdik. Statsionar toklar masalasidan ma’lumki.
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vektor potensial ((11.26) ga garang) Ab{ra) = ] |_—b—71r- Buni
inobatga olib, ogim uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:

e .- / Z A -« W .. vy
Bu yerda

Magnit induksiya ogimi uchun olingan (12.31) ifodani (12.28) ga
go'yamiz va o'zgaruvchi tokli zanjirlar sistemasi uchun Om gonunini
ifodalovchi tenglamani olamiz:

) N T
/aha = - E_ Lab17+%a(i)- (12-33)
= t

Bu tenglamani olishda konturlarni harakatsiz deb hisobladik, aks holda,
vaqt bo'yicha hosila babkoeffitsientlarga ham taallugli bo'ladi.

EYuK va Lab koeffitsientlarni aniglovchi chizigli konturlarning ge-
ometrik xossalari berilgan bo‘lsa, (12.33) o‘zgarmas koeffitsientli chizigli
oddiy differensial tenglamalar zanjirlardagi /,, toklarni topish imkoniya-
tini beradi. Ma’lumki, bunday tenglamalar chizigli algebraik tenglarna-
larga keltiriladi.

12.4 Kvazistatsionar toklar energiyasi

Oldingi mavzuda Kiritilgan Lai koeffitsientlarning fizik ma:nosini
ochish uchun toklarning magnit maydon energiyasini hisoblaymiz. Bu
inasalani ko‘rishda o'tkazgichlar chigli bo‘lishi shart ernas.

Magnit maydon energiyasi (9.73) ga asosan quyidagi ifoda bilan
aniglanadi:

UH= ~~ | BHdV. (12.34)
orr J

Bu ifodani vektor-potensial orqgali ifodalaymiz:

BH = HrotA = ArotH+div[AH\ = —Aj +div[AH\.
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Bunga ko‘ra
Uh ==+ -J AjdV + ~ j div[AH\dV.

Bu yerda integtal cheksiz fazo bolyicha olinayotganligi uchun ikkinchi
had nolga teng bo'ladi. Shunday qilib, energiya uchun quyidagi ifodani
olamiz:

UH= 2c/ AjdV. (12.35)

Bu yerda A fazoning biror nuqtasida barcha toklar hosil gilayotgan
maydon vektor-potensiali, j shu nuqtada tok zichligi. (12.35) ifodada
(12.34) dan fargli ravishda integral fagat tok nolga teng bo‘Imagan
sohalar, ya'ni o'tkazgichlarning hajmi bolyicha olinadi. Shuning uchun
N ta o'tkazgichdan iborat bo‘lgan sistema uchun (12.35) ni quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

1JL r

Uh = ycl2J Aa3adva. (12.36)

"a=1
Bu yerda dv o'tkazgichga tegishli hajm elementi. (12.36) da vektor
potensialning o'rniga (11.24) ifodani qo'yamiz;

Uh=t2E E /M dvadvb. (12.37)
a=l6=1 J Ya—n\

Shunday qilib, tok zichliklari orgali magnit maydon energiyasining
ganday ifodalanishi aniglandi. (12.37) ifodaga boshga ko’rinish be-
ramiz:

(.2 '38)

Endi figurali gavs bilan ajratilgan ifodani quyidagicha belgilaymiz:

Lab = 'é rr Jf J[ Ja-d %Ildv dyb, Lab= Lba (12.39)
Bu holda
UH= ™Y ,L«blah. (12.40)
a,b
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(12.39) ifoda bilan aniglangan Lab kattaliklar induksiya koeffitsientlari
deb ataladi. Agar har ikkala indeks bitta o‘tkazgichga tegishli bo'lsa,
(a = b), Laa o‘zinduksiya koeffitsienti yoki induktivlik deyiladi. Indeks-
lar turli o‘tkazgiehlarga tegishli bo‘lganda (a / b), La o'zaro induk-
siya koeffitsienti deb ataladi. (12.39) dan ko‘rinib tiribdiki, induksiya
koeffitsientlari o'tkazgichlarning o‘lchamlariga, shakliga va bir-biriga
nisbatan joylashishiga bog'liq. Bu kattaliklarni aniglovchi formulalarda
toklar ishtirok etishiga garamasdan toklarga bog'lig bo‘lmaydi. Oxirgi
tasdiq chizigli o‘tkazgichlar misolida to‘g:ri ekanligini shu mavzuning
davomida ko‘rsamiz.

Induksiya koeffitsientlarining bunday ajratish magnit maydon en-
ergiyasiga boshgacha ma’no berish murnkinligini anglatadi. Buning
uehun (12.40) ikki gismga ajratib yozamiz:

Uh=\YjLall +~ £ Lablalb. (12.41)
a a™b

Bu yerdagi birinchi yig'indining har bir hadi alohida olingan ayrim
o'tkazgichlarga tegishli bo‘lganligi uehun toklarning xususiy energiyasi
deb garash mumkin. Bu ma’noda ikkinchi yig'indidagi hadlar toklar-
ning o'zaro energiyasini beradi.l

Chizigli o'tkazgichlar uehun o‘zaro induksiya koeffitsientlarini yoz-
sak (a y¢'b), natija (12.32) bilan mos tushishini ko‘rish mumkin. Bunga
asosan yuqorida ta’kidlaganimizdek chizigli o'tkazgichlar uehun o‘zaro
induksiya koeffitsientlari toklarga bog‘liq emasligini ko'rish giyin emas.

Chizigli o'tkazgichlar uehun o'zinduksiya koeffitsientlarini (12.32)
ifoda bilan aniglab bo'Imaydi. Chunki bu ifodada a —b deb olsak
intégral uzoglashuvehi bo'ladi. Hagigatan ham ra —ra" da

ifodaning mahraji suratiga nisbatan tezrog nolga intilganligi uehun in-
tégral uzoglashuvehi bo'ladi. Demak, (12.32) formula bilan chizigli
o'tkazgichlarning o'zinduksiya koeffitsientlarini aniglab bo‘lmas ekan.

I Shunga o'xshash holatni elektrostatik maydon energiyasini hisoblashda ko‘rgan
edik.
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(12.39) ifodada. bunday holat yo‘q bo‘lganligi uchun induktivlik fagaf
shu formula yordamida hisoblanadi. Masalan, uni energiya orgali aniq
lash mumkin:

UM = Laala2/ = Laa=2U§)/Ila. (12.42)

Bu yerdagi tok kuchi odatda, berilgan bo‘ladi. xususiy energiya esu
yugoridagi formulalarning birortasi yordamida hisoblanadi.

12.5 0 ‘tkazgichda kvazistatsionar
toklarning tagsimoti

Chizigli bo'Imagan massiv o‘tkazgichlarda kvazistatsionar tolda)'
ganday tagsimlanganligini ko'rib chigamiz. Quyida massiv o!tkazgich-
dan ogayotgan o‘zgaruvchi tokning asosiy gismi o‘tkazgichning sirtign
yagin sohada mujassamlashgan bollishi ko‘rsatiladi. Maydon chastotasi
gancha katta bo'lsa, tok mujassamlashgan gatlamning galinligi shunchn
kamaya boradi. Bu hodisaga skin - effekt deyiladi.

Bu effektning fizik ma’nosini ochib berish uchun elektromagnit in-
duksiya gonunidan foydalanamiz. Buni yetarlicha uzun bo‘lgan silindr
shaklidagi otkazgich (chizigli emas) misolida ko'rib chigamiz. Silin
drdan o‘zgaruvchi elektr tok ogayotgan bo‘lsin. Ma’lumki, bunday
to‘g'ri tok o:z atrofida induksion magnit maydon (if;n) hosil giladi.
Tok o‘zgaruvchi bolganligi uchun bu maydon yana o'z navbatida o‘z-
garuvchi uyurmali elektr maydon (Ein) ni hosil giladi. Uning yo‘nalishi
o‘tkazgich sirt tomonida asosiy maydon yo:nalishi bilan mos tushadi.
Shu vaqtda ichki gismida esa teskari yo‘nalgan (12.2-rasm). Bunga
ko‘ra to‘lig tok kuchining oniy giymati o‘zgarmas golgan holda sirtga
yaqin sohalarda maydon kuchayadi ichkariga kirgan sari kuchsizlana
boradi.

Kvazistatsionarlik shartlari bajarilgan deb bir jinsli o‘tkazuvchi mu-
hit uchun Maksvell tenglamalarini yozamiz:

fidH

tE — .
ro c dt (12.43)
dvH = o (12.44)
rotH = tOCnE (12.45)
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divE = o0. (12.46)

Bu yerda j — 7E, B = pH bog‘lanish
tenglamalaridan foydalandik. Bundan tashqari,
o'tkazgichda erkin zaryadlar zichligi p = 0 ekanligini
Insobga oldik. (12.43) va (12.45) tenglamalardan H
(E) ni yo‘qotib elektr (magnit) maydon kuchlangan- A-i
ligini aniglovchi tenglamalarni yozish mumkin, ya'ni {jl:l _\j

A
E

AKiLydE -
KALy AI_|=Ann)dH

AE- c2 dt c2 dt

(12.47)

Skin - effekt masalasining aniq yechimi olish,
urnuman olganda o'tkazgichning shakliga va tokni  l2.2-Tasm:
hosil gilish usuliga bog'lig bo'ladi. Ammo, sliunday
xususiy hollar mavjudki, ular uchun tokning ganday yo:l bilan hosil
gilinishining ahamiyati yo!q.  Qalinligi uzunligiga nisbatan kichik
bo'lgan ingichka (chizigli ernas) sim bunga misol bo‘ladi.

Hisoblashlarni soddalashtirish uchun o‘tkazgichni doiraviy to‘g'ri
silindr deb garaymiz. Bunda elektr maydon kuchlanganligi silindr o‘qi-
ga parallel, magnit maydon kuchlanganligi esa unga perpendikulyar te-
kislikda yotadi. Bu hoi hagigatan ham, ancha, sodda, chunki o‘tkazgich-
dan tashgarida maydon nimaga tengligi anig. Simmetriyadan kelib
chigadigan bo‘lsak, har bir vagt momentida silindr sirtida E = const.
0 ‘tkazgich atrofida ham chegaraviy shart E\t = Eit ga ko‘ra E =
const bo'ladi. Huddi shunga o'xshash magnit maydon ham o‘tkazgich
atrofida o‘zgarmas bo'ladi. Shunday qilib, ko‘rilayotgan holda (12.47)
tenglamani yyechislida chegarada har bir vaqt momentida elektr may-
don kuchlanganligini olzgarmas deb qarash kerak.

2 0'gini o‘tkazgich oqi bo‘ylab yo'naltiramiz va silindrik koordina-
talarga o‘tamiz. Bunda masalaning simmetriyasiga ko‘ra elektr maydon
kuchlanganligi fagat 2 tashkil etuvchisiga ega va fagat r kordinataga
bog'lig bo'ladi. Vaqtga bog‘lanishini esa ~ exp(—ivt) ko'rinishda ola-
rniz (> maydon chastotasi). Bular hisobga olinsa, (12.47) tenglama
quydagi ko'rinishda yoziladi:

Id_ dE(r)

c dr dr + k2E(r) = 0. (12.48)
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Bu yerda
k=V2I/S—(1+i)/S, S=cfy/2". (12.49)

Silindrik koordinatalarda (12.47) tenglamaning r = 0 da chekli bo'li
shini ta’minlovchi yechimi:

E(r,t) = Ez(r, t) = C wo(kr) exp(—iujt). (12.50)

ko'rinishga ega. Bu yerda Jo (ac ) Bessel funksiyasi. Tok zichligij —7E
ham shu gonun bo‘yicha 0‘zgaradi.

Magnit maydon kuchlanganligining fagat tashkil etuvchisi nol-
dan fargli bo:ladi. Bu kattalik (12.43) tenglama orgali aniglanadi (ilo-
vadagi (A.123)-(A.125) ifodalarga garang):

Bessel funksiyasi (Jo(kr)) va hosilasi orasidagi bog!lanishni nazarda
tutib, quyidagini aniglaymiz:

H(r,t) = Htpir,t) - -i-C 147:? J\(Kkr) exp(—wi). (12.51)

Bu yerdagi doimiy C - oltkazgich sirtida H = 21/cR shart orgali
topiladi. R - silindr radiusi, I - o'tkazgichdan ogayotgan to‘liq tok.
Maydon kuchlanganliklari uchun olingan ifodalarni chegaraviy hol-
larda ko'rib chigamiz:
1. Kichik chastotalar: R/S-C 1 (JAii] 1). Bessel funksiyasi
(hr) ning darajalari bolyicha qatoridan, fagat. birinchi ikkita hadni
ko'rish bilan chegaralanarniz;

Ez C 1+ exp(i0i —iwt), (12.52)
(r i02 —iwt (12.53)
32 (5 rexp(i02 —iwt). .
Bu yerda D sz, —arctg 4 5 , )2 = arctg

(12.52) dan ko'rinib turibdiki, elektr maydon kuchlanganligining, shu
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ailan tok kuchining amplitudasi silindr o‘gidan uzoqlashgan sari
1+ (r/6)4/8] ga proporsional ravishda oshib boradi.

2. Katta chastotalar: R/6 3>1. Bu holda Bessel funksiyasining
asimptotikasidan foydalanib quyidagilarni olamiz:

cep R T, R ut (12.54)
i R— R
H, C\Iéll]rf—)exp ' Ut + ; (12.55)

Bu ifodalarga asosan elektr maydon kuchlanganligi, demak, tok ku-
chining amplitudalari o'tkazgich sirtidan ichkariga Icirgan sari expo-
nensial qonun bilan kamayib borar ekan. Bunday gonuniyat istalgan
ko'rinishdagi o'tkazgichlar sirtiga yaqin sobada o‘rinli bo‘ladi.

Misol. 0 ‘tkazgich z > 0 sohani egallagan bo‘lsin. 0 ‘zgaruvchi
tok y o‘gi bo'yicha tekis tagsimlangan holda x o‘qi bo‘ylab ogayotgan
deb, uning o'tkazgichdagi tagsimotini aniglaymiz. Bu masalani yechish
natijasida maydon kuchlanganliklarining tagsimoti quyidgi ifodalar bi-
lan aniglanishini ko'rish mumkin:

Er Eqgexp (12.56)

= Haqgexp ut (12.57)

z
5~ 1\6
Bu misolni o‘quvchiga mustaqil ravishda ko'rib chigish tavsiya gilinadi.
Yugorida kiritilgan kattalik 5 skin - gatlam yoki maydonning o‘tkaz-
gichga kirish chuqurligi deyiladi. Skin-gatlamning ta’rifiga binoan u
o'tkazuvchanlik va chastotaga bog‘liq holda keng sohada o‘zgarishi mum-
kin. Bu kattalikning tartibini baholash uchun mis uchun quyidagi
jadvalni keltiramiz:

v —u/2k[Gs) i(cm) v —cu/27t(Gs) 4(cm)
50 ~ 15 10° ~0.03
103 -0.3 107 ~ 0.003

Chastota nolga intilganda, ya'ni o'zgarmas toklar uchun 5 — oo va ef-
fekt yo‘goladi. ldeal o'tkazgichlarda 7 —00 bu holda skin-gatlam nolga
intiladi. Maydon o'tkazgichning ichiga kirmaydi. Oxirgi ikki holatda
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madydonni kvasitatsionar deb bo'Imaydi. Yugori chastotalarda may-
donning o'tkazgich ichiga kirish chuqurligi umuman olganda boshgaclm
bo‘ladi. Skin-effekti texnikada muhim ahamiyat kasb etadi. Mas&lan,
koaksial kabellarni ishlab chigarishda qo‘l keladi.

12.6 Bir jinsli va izotrop muhitda
elektromagnit to‘lginlar

Fazoviy dispersiyasi yo'q bo‘lgan va o‘zgarmas maydoniarda sq,
ilo va 70 moddiy kattaliklar bilan xarakterlanuvchi bir jinsli izotrop
muhitda elektromagnit maydonning targalishini ko‘ramiz. Bu yerda
nol indeks moddiy kattaliklarning lo = 0 chastotaga to‘g‘ri kelgan Statis-
tik giymati ekanligini bildiradi. 0 :zgaruvchi maydonda bu kattaliklar
ganday bo'lishi mavzu davomida aniqlaymiz. Ferromagnit bo‘lImagan
mubhitlarni ko‘rish bilan chegaralanamiz, shuning uchun katta aniqlikda
/Ao —1 deb olish mumkin.

Bir jinsli izotrop muhitda erkin zaryadlar 39‘q deb, Maksvell tengla-
malarini yozamiz:

OtE = e, (12.58

divH — o, (12.59)

otH = TRy, BAE 12.60)
c c dt

divE = 0. (12.61)

Bu tenglamalarning mos ravishda birinchisidan H ni, ikkinchisidan E
ni yo'qotib maydon kuchlanganliklari uchun quyidagi tenglamalarni
olamiz:

[ ] 0 *«)

Bu tenglamalarning yechimini x bo'ylab targalayotgan yassi monoxro-
matik to'lgin ko'rinishida gidiramiz:

E(x,t) = E(X)exp(-iix)i), (12.64)
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H(x,t) = HI[x) exp(iuit). (12.65)

Bularning birinchisini (12.62) ga qo'yib, quyidagi tenglamani olamiz;

(12.66)

k - kompleks kattalikdir:

(12.67)

0 ‘tkazuvchi muhitga xoc bo!lgan muhim kattalik - chastotaga bog‘liq
bo‘lgan kompleks dielektrik singdiruvchanlik Kiritiladi:

(32.68)

Bu ifoda dielektrik singdiruvchanlik va o'tkazuvchalik orasidagi bog'la-
nishni aniglaydi. Endi k ni quyidagi ko'‘rinishda yozish mumkin:

. (12.69)

Kompleks kattalik \fe{u) ni hagigiy va mavhum gismlarga ajratamiz:

(12.70)

Bu yerda n va k aniglanishi lozim bo‘lgan haqgigiy va musbat katta-
liklardir. (12.70) da ikkinchi hadning ishorasi manfiy tanlanishining
sababi quyida ma’lum bo'ladi. (12.66) tenglamaning xususiy yechimini
~ exp(‘cax) ko'rinishda gidirsak, bu yerdagi a uchun quyidagi ifodani
olamiz:

a = zko(n —in). (32.71)

Bunga asosan (12.66) tenglamaning ikki xususiy yechimini yozish mum-
kin:

Ei(xX) — Eiexp (+ikonx + k$Kx), (12.72)
E2{x) — E2exp (—konx —k”nx). (12.73)

255



Birinchi yechimga ko‘ra, maydon o'tkazgich ichiga kirgan sari kuchaya
boradi. Energiyaning saglanish gonuniga ko‘ra bunday bo‘lishi murnkin
emas. Shu sababli E\ = 0 bo'lishi kelib chigadi. Demak, fagat ikkinchi
yechim ma’noga ega bo:ladi. Bu hoiat k > 0 va (12.70) da in ning
oldidagi ishorani manfiy qilib tanlash bilan bog'lig. Agar k > 0 va
(12.70) da ikkinchi hadning ishorasi musbat gilib olganimizda (12.72)
ma’noga ega bollar edi.

Shunday qilib, (12.64)-(12.65) tenglamalarning yechumlarini quyi
dagi ko‘rinishda yozish mumkin:

E(x,t)
H(x,t)

Eqgexp (-k¢)Kx) exp [i (ut —k”™nx)}, (12.74)
Hoexp (—koKx)ex-p[i((jut —konx)], (12.75)

Bu ifodalardagi ikkinchi ko‘paytuvchilar bir jinsli izotrop muhitlarda
elektromagnit maydon v = c/n tezlik bilan targaluvchi yassi to‘lgin
ekanligini ko'rsatsa, birinchisi, bu to'lgin so'nuchi ekanligini ko'rsatadi.
Bunga kolra, n muhitning sindirish ko'rsatgichi, k esa so‘nish koeffitsi-
enti bo'ladi. Eqva Hqgkompleks amplitudalar.

Targalish yo'nalishi ixtiyoriy bo‘lganda maydonni quyidagi ko'ri-
nishda yozish mumkin:

E(r,t) — Eoexpl[i(ut —fer)], (12.76)

H(r,t) = Hqgexp[i(o;i —fer)]. (12.77)
Bu yerda feto‘lgin vektor, fe = khj, feo to'lgin targalish yo'nalishidagi
birlik vektor.

Endi E va H orasidagi bog‘lanishni aniglaymiz. Buning uchun
(12.58) tenglamaga murojaat gilamiz.

rot E = —i[kE\ = —iC—y/nZ + K2[koE\ exp Q—i arctg n—) ,

ddH = -__1twﬁﬂ
c ot c

Bu tengliklardan gidirilayotgan bog‘lanishni topamiz:

H = \Ai2 + n2[koE) exp (—i arctg n—’\ . (12.78)
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Bundan vakuumdagidan fargli ravishda elektromagnit to‘lginlarning
elektr va magnit maydon kuchlanganliklarining amplitudalari turlicha
ekanligi kelib chigadi. Shu vaqtda vakuumdagi kabi, bir jinsli izotrop
muhitlarda elektromagnit to‘lginlar ko'ndalang bo‘ladi. Hagigatan ham,
(12.76) va (12.77) ni mos ravishda (12.61) va (12.59) tenglamalarga
go'yib, bunga ishonch hosil gilamiz:

(fcfl) = {kE) = 0. (12.79)

Bir jinsli izotrop muhitda Maksvell tenglamalari vakuumdagi kabi,
ixtiyoriy chastotali yassi ko‘ndalang to‘lgin ko'rinishdagi yechimga ega
ekan. Ammo, muhitda to'lgin eksponensial gonun bo'yicha so'nadi.
So‘nish darajasi k bilan aniglanadi. n va k ni (12.68) va (12.70) ifodalar-
dan topamiz. (12.70) ni kvadratga oshirib (12.68) ga tenglashtiramiz
va hagiqgiy va mavhurn gismlarga ajratamiz:

n2—k2= £0, [IK= 2mn (12.80)

Bu sistemaning n, k > 0 shartni ganoatlantiruvchi yechimi quyidagi
formulalar bilan aniglanadi:

(12.81)

(12.82)

Bu formulalar o‘tkazuvchi muhitda dispersiya gonunini aniglaydi.
Shuni ta’kidlash lozimki yetarlicha yqori chastotalarda o‘tkazuv-
chanlik 7 ham chastotaga bog'lig bo‘lib goladi.
(12.81) va (12.82) ifodalarni chegaraviy hollarda analiz gilamiz.
Agar
(12.83)

shart o‘rinli bo'lsa, siljish toki £) dE ~ 2 o'tkazuvchanlik toki

t
70E dan katta bo'ladi. Bu shart ideal dielektriklar (7 —0) va o'tkazuv-
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chanligi juda kichik bo'lgan real dielektriklar hamda nometall o‘tka/
gichlar (yarimo‘tkazgich, elektrolit) uchun bajariladi. Bu holda (12.81)
va (12.82) lar sodda ko'rinishga o'tadi:

n Ve (12.81)
27TTTo/tleo- (12.85)

(12.83) shartga ko‘ra bu igodalardan n  « ekanligiligi kelib chigadi,
Fagat ideal dielektriklarga k = 0. Bu holda rnuhit shaffof deyiladi,
Bunday muhitda elektromagnit to‘lgin bo'shligdagi bilan bir xil bo'ladi
Fagat magnit va elektr maydon amplitudalari bir-biriga teng bo‘Imaydi:

Al r-

Bundan tashqari, to‘lginning targalish tezligi

c._¢

. c
V= : - yoki M— (12.86)
V™o n \

Bu yerda n muhitning sindirish ko'rsatgichi deb atalishi yana bir marta
tasdiglandi. Maksvell tomonidan aniglangan bu munosabatlar elektro-
magnit maydon nazariyasining rivojlanishida katta rol o'ynagan. Xusu-
san, (12.86) Maksvell va Faradey ishlariga gadar mustagil yo‘nalish
hisoblangan elektromagnit va optik hodisalar orasidagi bog‘lanishni o‘r-
natdi.

Endi ikkinchi chegaraviy holni ko'rib chigamiz. 0 ‘tkazuvchanlik
toki siljish tokidan katta bo‘lsin. Bu holda (12.2) shart o'rinli bo‘ladi.
(12.81) va (12.82) dan n va k uchun quyidagini hosil gilamiz:

(12.87)
(12.88)

Maydon skin-gatlamda so‘nadi. Hagigatan ham (12.74) ifodadagi bi-
rinchi eksponentadagi kok s3 1/5 bo'ladi. Bu holda A» ¢ bo‘lganligi
uchun to'lgin tushunchasi o!z ma’nosini yo‘qotadi.
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10.

12.7 12-bobga old masalalar va savollar

Yassi kontur bir jinsli rnagnit maydonda unga perpendikulyar o‘g at-
roiida k) burchak tezlik bilan aylanmoqgda. Maydon induksiyasi B ga
teng. Bu konturda induksiya EYuUK ni toping. Kontur yuzasi S.
Oldingi masalada ko'rilgan konturdagi tok kuchini toping. Konturning
o‘zinduksiyasi L, garshiligi R.

Doimiy tok zanjiri ketma-ket ulangan quyidagi gismlardan iborat: L
induktivlik, ikkita Ri , Reqarshilik hamda EYuK £ bo‘lgan akkumly-
ator. R2 garshilik gisqa tutashtirilgandan keyin zanjirdagi tok kuchini
aniglang.

Sig‘irni C bo‘lgan zaryadlangan kondensator induktivligi L bo‘lgan R
garshilik bilan tutashtirilgan. Kondensator goplamalaridagi zaryadni
vagtning funksiyasi sifatida aniglang. Kondensatordagi boshlanglich
zaryad go-

Ikkita tebranish konturining o'zaro induksiya koeffitsienti Jjvi ga teng.
Bu konturlarning parametrlari (garshilik, induktivlik va sig‘im) mos
ravishda R\ L\ C\ va R\ ;2 C2 ga teng. Birinchi konturning konden-
satorida g zaryad bor, kontur uzilgan. Ikkinchi konturning kondensatori
zaryadlanmagan va berk. Birinchi kontur ulangandan (berkitilgandan)
keyin konturlardagi tok kuchlari uchun differensial tenglamalar tuzing.

. OA sterjen 1j burchak tezlik bilan H bir jinsli magnit maydon yo‘nalishi-

ga perpendikulyar- bo‘lgan tekislikdagi O nugta atrofida aylanmogda.
Agar sterjen uzunligi I bo‘lsa, O va A nugtalar orasidagi induksiya
EYuK ni toping.

Radiuslari a va b (a < b) bo'lgan ikkita koaksial yupga silindrik o‘tkaz-
gichlar oralig‘i magnit singdiruvchanligi it bo'lgan modda bilan to'ldiril-
gan. Birlik uzunlikka to‘g‘ri keluvchi L o‘zinduksiya koeffitsientini to-
ping.

Ixtiyoriy shakldagi kesimga ega bo‘lgan (doirasimon bo'lishi shart ernas)
cheksiz uzun silindrik solenoidning birlik uzunlikdagi o!'zinduksiya ko-
effitsientini toping. Kesim yuzasi S, birlik uzunlikdagi o‘ramlar soni n
ga teng.

bradiusli silindrik o'tkazgich ichida magnit singdiruvchanligi Aobo'lgan
a radiusli koaksial sim joylashgan. 0 ‘tkazgich va sirn oralig‘i magnit
singdiruvchanligi  bo'lgan modda bilan to'ldirilgan. Sistemaning birlik
uzunligiga to‘g'ri keluvchi L o'zinduksiya koeffitsientini toping.

0 ‘tkazuvchanligi 7 magnit cingdiruvchanligi n va x — =h tekisliklar
bilan chegaralangan plitaga ingichka sim o'ralgan. Sim o‘ramlari bir-
biriga parallel va birlik uzunlikdagi soni n ga teng. Simdan ogayotgan
tok 1 = 2oexp(—ut). a) Chegaraviy effektlarni hisob olmasdan plita
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11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.
24.
25.

ichida magnit maydon amplitudasining haqiqgiy gismini aniglang. b)
Kuchli (6 -C h) va kuchsiz (6 h) skin-effekt hollarini tahlil giling.
Boshlang‘ich vaqtda bir jinsli o'tkazgichning ichidagi kichik bir gismidn
zaryad p(r) hajmiy zichlik bila,n tagsimlangan bo‘lsin. Bn zaryad o'z
holiga qo'yilsa, o'tkazgich sirti tomon oga boshlaydi.
(a) O ‘tkazgichning ko'rsatilgan gismida zaryad zichligi vaqt oltishi
bilan ganday gonuniyat bilan o‘zgaradi.
(M Zaryadning ogib ketishining ralaksatsiya vaqti nimaga teng?
(c) 0 ‘tkazuvchanlik toki va siljish toki bir-birini to‘lig kompensat-
siyalashini ko‘rsating.
(d) Zaryadlarning relaksatsiyasida magnit maydon hosil bo'lmasligini
tnshuntiring. Elektr maydon vaqtga ganday bog'langan?

Ko'rsatma: Uzluksizlik tenglamasidan va Om qonunining differensial
ko‘rinishidan foydalang.

Qandaydir x = Xo nugtada tok zichligi j(xo0) = 0, elektr induksiya vek-
tori D(x0) vaqtga bog'liq emas deb, dielektrik singdiruvchanligi e (X, t)
va o‘tkazuvchanligi 7 (2, t) bo'lgan muhitda bir o‘lchamli elektr maydon
E = xgE(x,t) uchun differensial tenglamani hosil giling. Shu tengla-
maning E(X) boshlang'ich shartda yechimini toping. Bu holda magnit
maydon mavjud bo‘ladimi?

0 ‘tkazuvchanligi 7 bo'lgan bir jinsli muhitda boshlang‘ich vaqtda ko-
ordinata x ning garmonik funksiyasi sifatida berilgan magnit maydon
Hy = Hosin kx ning relaksatsiya qonunini toping.

Qanday maydonga kvazistatsionar deyiladi? Kvazistatsionarlik shart-
lari o'rinli bo'lgan maydonlarga misollar keltiring.

Kvazistatsionarlik shartlari ganday yoziladi?

Kvazistatsionarlikning uchinchi shartini izohlang.

Kvazistatsionarlik shartlari O‘rinli bo‘lgan maydonlarga misollar kelti-
ring.

Harakatdagi o‘tkazgichlar uchun induksiya gonunini yana ganday yo‘l
bilan olish mumkin?

Chiziqgli o‘tkazgichga ta'rif bering.

0 ‘zgaruvchan tokli zanjir uchun Om gonuni ifodasi ganday ko‘rinishga
ega?

Induksiya koeffitsientlari nima? 0 ‘zinduksiya va o0'zai'o induksiya koef-
fitsienti deb nimaga aytiladi?

Skin-effekt ganday yuzaga keladi?

Skin-effektini chegaraviy hollar uchun tushuntiring.

Skin-effektidan texnikada qanday magqgsadlarda foydalanish mumkin?
Siyrak gazlar uchun dispersiya gonuni h —n(u) bog‘lanish grafigini
chizing va bu grafikni tushuntiring.



13-bob

Yugori chastotali maydonlar

13.1 Dielektrik singdiruvchanlikning
dispersiyasi

Endi tez o'zgaruvchi elektromagnit maydonlarni o'rganishga o‘ta-
miz. Bunday maydonlarning o‘zgarish davri (T) elektr va magnit qutb-
lanish garor topishining xarakterli vagtidan (r) katta bo'‘lishi kerak
degan shart bilan cheklanmaydi.

Vaqt o'tishi bilan o‘zgaruvchi maydon albatta fazoda ham o'zgaruv-
chi bo'lishi kerak. Berilgan chastota u=da fazoviy davr - to‘lgin uzunlik
A ~ c</w bilan aniglanadi. Chastota kattalashgan sari to'lgin uzunlik
kamaya boradi va pirovardida u atom oichamlariga tenglashib goladi.
Bu holda atom o'lchamlari tartibidagi masofalar ahamiyat kasb eta
boshlaydi va maydonni makroskopik nuqtai nazardan tavsiflab bo‘Imay
goladi. Muhitning dispersiyasini inobatga olish zarurati paydo bo‘ladi.

Amalda shunday chastotalar sohasi mavjudki, ular uchun bir to-
mondan dispersiya muhim bo‘lsa, ikkinchi tomondan maydonni mak-
roskopik tavsiflash mumkin bo'ladi. Ma‘lumki, muhitda bargaror mu-
vozanat holati turli relaksatsiya mexanizmlari orgali o‘rnatiladi. Bu
borada elektron mexanizmi muhitning elektr qutblanishi va magnit-
lanishida eng tez mexanizmlardan hisoblanadi. Uning relaksatsiya vaqti
atom xarakterli vaqtlari (a/v) tartibida bo‘ladi. Bu yerda a atomlar
o'lchami, v atomdagi elektronlar tezligi. Madomiki v c ekan, bu
vaqtlarga to‘g‘ri kelgan to‘lgin uzunligi A ~ ac/v atom oichamlariga
nisbatan hali yetarlicha katta bo‘ladi. Bunday tolginlar uchun may-
donni makroskopik tavsiflash mumkin. Ammo, metallarda past temper-
aturalarda bu shart bajarilsa ham, makroskopik nazariyadan foydalanib
bolmaydi. Umuman olganda yuqori chastotali maydonlar masalasi
ancha murakkab va chalkashdir. Har gal bunday masala ko‘rilganda
muhit va maydonni xarakterlovchi parametrlar nisbatini baholash lozim
bo'ladi. Bu masalani churroq o‘rganish alohida masala bolib, ushbu
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kitob doirasidan tashqgarida yotadi. Bundan keyin A» a shart bajaril
gan deb garaymiz. Quyida bayon gilinadigan nazariya. harn metallarga,
ham dielektriklarga birday taalluglidir. Chunki, maydonning chasto
tasi atom ichidagi elektronlarning harakatiga tegishli chastotalar (optik
chastotalar) tartibida va undan yuqori bo‘lganda metall bilan dielektrik
o'rtasidagi tafovut deyarli yo‘qoladi.

Makroskopik elektrodinamikaning asosiy tenglamalarini yozgani
mizda, maydonning o'zgarish chastotasiga qo'yilgan cheklovlar fagal;
bog'lanish tenglamalariga tegishli boigardigini inobatga ofsak, yugori
chastotalarda ham 9-bob olingan

- 7-c»'
divB = 0, (13.2)
rotH = if, (13.3)
divD = 0. (13.4)

Makvell tenglamalardan foydalanish mumkin bo'ladi. Ammo, yuqori
chastotalarda D, B va E, H orasidagi bog'lanishlar. dispersiya yo‘q
deb oldin olingan bog‘lanishlardan tubdan farq giladi.

Eng avvalo, D, B va E, H kattaliklarning biror vaqtdagi giymat-
lari orasidagi birdan bir bog‘lanish buziladi. Masalan, D(t) = eE(t)
bog'lanish ma’noga ega bo'Imay goladi. Chunki, muhitning elektr qut-
blanishi va magnitlanishi yuqori chastotalarda maydon o‘zgarishining
ketidan ulgurmaydi. Bu holda biror vagtdagi D va B ning qiymati mos
ravishda E(t) va H(t) ning oldinga barcha vaqtlardagi giymatlari bilan
aniglanadi deb olish kerak bo'ladi.

Elektr maydon kughlanganligi va elektr induksiya vektorlari orasi-
dagi bog'lanishni ko'rib chigamiz. llgaridelc maydon kuchsiz deb qaray-
miz. Bu holda D va E orasidagi bog‘lanish chizigli bo‘ladi. D(t) ning t
vagtdagi qiymati E(t) ning oldingi barcha vaqtlardagi giymatlari bilan
bog'lanishi eng umumiy holda quydagi ko'rinishda yoziladi:

0
D) = J e{t- t)E{t)dt. (13.5)
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Bu yerda integral sababiyat prinsipiga ko‘ra fagat t ga nisbatan o‘tgan
vaqtlar bo'yicha olinadi.

Har ganday o‘zgaruvchi maydonni Purye integraliga yoyish bilan
monoxromatik tashkil etuvchilarga ajratish mumkin, ya’ni

®
E® = 5 | E(w)exp(—ud, (13.6)
o
D) — - D(1)exp(-iujndi). (13.7)
“ o

Bu ifodalarni (13.5) ga go'yib, quyidagini topamiz:

D(u) = e(w)E(ww). (13.8)
Bu yerda ®
® ) =/ e(t)exp(wt)(lT (13.9)
0

formula bilan aniglanadi. Vaqt bo'yicha integral (0, oo) oralig‘ida olin-
ganligi uchun e(w e(t) ning Furye tasviri bo‘la olmaydi. Shunday qilib,
davriy maydonlarda dielektrik singdiruvchanlik tushunchasini D(u) va
E(uj) ni bog'lovchi koefiitsient sifatida kiritish mumkin. Bu kattalik
muhitning xossalari bilan bir vaqtda chastotaga ham bog'liq bo'ladi.
Dielektrik cingdiruvchanlikning chastotaga bog‘lanishi dispersiya qo-
nuni deyiladi.

Funksiya e(w) umuman olganda (13.9) ga ko'ra kompleksdir, animo
e(t) hagigiy bo‘lganligi uchun

e*(w) = e(-w) (13.10)

shartni ganoatlantiradi. Uning haqiqiy gismini €3, mavhum gismini esa
£9 bilan belgilaymiz:

e(w) — ER(W) + (13.11)

e(w ning ta’rifi (13.9) dan uning haqiqgiy gismi chastotaning juft, mav-
hum gismi esa toq funksiya ekanligini ko‘rish mimkin, ya’'ni

e*(w) = eR(-w), £ W) =-£3(-w). (13.12)
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Kompleks dielektrik singdiruvchanlik c(w) kabi kompleks magrii!
singdiruvchanlik A (cj) ni kiritish mumkin.

13.2  Yorugfik dispersiyasi

Elektromagnit to'lginlarni zaryadlarda sochilish masalasini §8.8 da
ko'rib chiqgan edik. Hozir bu masalani siyrak gazlarning dielektrik
singdiruvchanligini hisoblash uchun yana bir marta ko‘rib chigamiz.

Siyrak gazda atomlar bir-biri bilan ta’sirlashmasligini nazarda tut
sak, tashgi maydonda qutblanishi

P=Nd (13.13)

bilan aniglanadi. Bu yerda P qutblanish vektori, N atomlar zichligi,
d har bir atomning tashqi maydonda oigan dipol momenti. (8.113) ga
muvofiq
e2-E
d = n,,[rJQ______Ujg 'FHJAQ'R' 13'14

Siyrak gazda elektr maydon tashgi maydonga teng bo'ladi. Shuning
uchun

D(u) = E+4uP= (I + ~ e N-1-—-- \——-7—\E. (13.15)

m ujg — loz + zoo7 J

Bo'glanish tenglamasi (13.8) va (13.15) ko'ra dielektrik singdiruvchanlik
uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:

. 4Tre2N 1
E(W) = | 4 e Do 13-16

Bu yerdan (12.70) ifodaga muvofig n(u) va k(oj) ni topamiz:

2ireZN log — lo2

i "Gy =—i§52+ 472 1317
2ne2N 70;
= —— 7-2--—OT2-— 9. 2 (13.18)
m (log —lo¢)e + 1027

Bu ifodalarni olishda siyrak gazlar uchun (13.16) dagi ikkinchi had
kichik bo'lishi e'tiborga olindi. Olingan formulalar tajribalarda yaxshi
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o'lchanadigan - muhitning sindirish korsatkichi va nurlanishni yutish
koeffitsientini aniglaydi. Yutish koeffitsienti xususiy chastotada keskin
maksimumga ega, sindirish ko‘rsatkichi esa bu chastotada birga teng
bo‘ladi (13.1-rasm). Bu holda numing sinishi to‘g‘risida gapirishning
ma’nosi yo'qoladi.

13.1-rasm:

Agar gaz turli xususiy chastotaga (o»oi, u02, ~03, *m) ega bo:lgan
atomlardan tashkil topgan bo‘lsa, (13.14) ifodada iklcinchi har bir nav
atomlar bo'yicha yig'indi ko‘rinishida yoziladi. Bu holda (13.17) va
(13.18) quyidagi ko'rinishni oladi:

N (“<0i - “ 2)Wi

. (13.19)
m (wai - W2)2+ o272’
_ 2tC2£ 7 UyNi (13.20)

m (W2, - U2)2+ 0)272"

Sindirish ko'rsatkichi va so'nish koeffitsientining chastotaga bog'‘la-
nishini batafsil ko'rib chigamiz. Maydon chostotasi w xususiy chasto-
talardan keckin farq qilsin. Bu holda 7 <c dq shartni hisobga olsak,
n(ux uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:

Ni
. 13.21
T (13.20)
Bu formula siyrak gazda dispersiya gonunini aniglaydi. Chastota 4
kichik tomondan wagi ga yaqinlashganda sindirish ko'rsatkichi keskin
oshadi. Maydon chastotasi =0 dan katta bo'lganda sindirish ko'rsatki-
chi birga juda yaqin bo'lib goladi. Chastota ug2 ga yaqinlashgada u
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ortadi. io > &2 da esa yana kichik giymatlar gabul giladi. Bu holal
barcha uoi uchun takrorlanadi. Juda katta chastotalarda (a; 3> wo)
(13.21) quyidagi ko‘rinishni oladi:

m ua N={ZNi (13-22)

Bu formuladan o‘ta yuqori chastotalarda dielektrik singdiruvchanlil
muhitning xossalariga (muhit o‘tkazgich yoki dielektrik bo'lishining fir-
gi yo‘q, 262-betga garang) bog‘lig bo'lmasligi kelib chigadi. Bu natijani
oddiy fizik mulohazalar orgali tushunish mumkin. o—=00 muhitdagi
qutblanish jarayoni maydon o‘zgarishi ketidan yetib ulgirmaydi - muhil
qutblanmaydi. Ya'ni, elektr induksiya vektorining muhitdagi elektr
maydon kuchlanganligidan farqgi qolmaydi.

Chastota juda katta bo‘lganda (to‘lgin uzunlik A —0) geometrik
optika gonunlari ishlay boshlaydi. (13.22) formulaga ko‘ra muhitning
sindirish ko'rsatgichi n = y/e < 1. Bunday muhitning optik zichligi
vakuumnikidan kichik bo'ladi. Bo‘shligdan bunday muhitga nur kelib
tushganda to‘la ichki gaytish hodisasi ro'y beradi.

Shu hol uchun elektromagnit to'lginlarning gruppa tezligini hisob-
laylik

du
W = dk’
Sindirish ko'rsatgichi n = va k = ¢/nu ni nazarda tutib dk/du ni
hisoblaymiz:
dk _ 1d(nu) _ 1/  27re2N
du ¢ du c\ rmn u2
Bundan

( 2ne2n Y 1 ( 27re2 N\
[ =cn

\1+ P \ m u2)

Kutilgandek, biz ko‘rayotgan holda n < 1 bo'lganligidan vg < 1 bo'lishi
kelib chigdi.

Katta chastotalar dielektrik singdiruvchanlikni aniglovchi (13.22)
formulani boshga yo’l bilan ham hosil gilish mumkin. Katta chastota-
larda yorug‘lik kvantining energiyasi atomdagi elektronlarning bog‘la-
nish energiyasidan ancha katta bo‘ladi. Bu holda elektronlarni bog‘lan-
ganligining ahamiyati qolmaydi. Demak, biz ko‘rayotgan masala erkin
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elektonlardan tashkil topgan gazda nurlanishning sochilish masalasiga
o'tadi. Sunday gaz uchun dielektrik sindirish ko'rsatgichi (13.22) for-
mula bilan aniglanishini ko'rish giyin emas.

Yuqoridagi boblarda klassik fizikaning tatbiqg gilish cheralari to‘g‘ri-
sida bir necha bor to‘xtalib o‘tgan edik. Real mikroskopik sistemalar
- atom va molekulalar klassik fizika, xususan klassik elektrodinamika
gonunlariga buysunmaydi. Bunga garamasdan, atomlar nurlanishning
klassik garmonik ossilyator modeli nurlanishning asosiy xarakteristi-
kalarni to‘g‘ri aniqlab beradi. Yuqorida ko'rilgan yorug'lik dispersiya
masalasini kvant mexanikada nuqtai nazaridan ko'rilganda dispersiya

gonuni
n=1£2020Y" 5 K, (1359
m t w
formula bilan aniglanadi. Bu yerda = (B~—Eq/Ti 0- energetik

holatdan k- holatga o'tish chastotasi, /& k- holatning ossilyator kuchi
deyiladi va 52 fk = 1 shartni ganoatlantiradi. Klassik va kvant model-
lar asosida olingan dispersiya gonunlari (13.21) va (13.23) ko'rinish
jihatda bir xil bolsada, u yerga ishtirok etayotgan kattaliklarning fizik
ma’nolari bir-biridan tubdan farg giladi. Ammo o‘ta yuqori chastota-
larda ()  wo; w S>UK) bar ikkala formula bir xil ko'rinishga o'tadi:

21TP2 AT
n= (13.24)
m

Blindan ko'rinib turibdiki, garalayotgan masala uchun o‘ta yuqgori chas-
totalarda nafagat muhitlarning, hattoki masalaga yondashishning ham
fargi qolmaydi.

13.3 Dispersion munosabatlar

Ushbu bobning boshida. yugori chastotalarda, nurlanish chasto-
tasi xarakterli atom chastotalari va tolgin uzunligi muhitdagi xarak-
terli fazoviy masshtab tartibida bolganda dispersiya hodisasining bosh-
lanishini ta’kidlagan edik. Bu hodisani chastota bilan boglig gismini
siyrak gazlar misolida 13.1- mavzuda ko;rib chiqildi.

Yugori chastotali elektroinagnit maydonda muhitning qutblanishi-
ga ko‘rilayotgan vaqtdan oldingi barcha vaqtlar (tarix) ta’sir gilganidek,
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mubhitning biror nuqtasidagi qutblanishga uning barcha. nuqtalaridagi
maydon o'z ta’sirini ko‘rsatadi. Bunga fazoviy dispersiya deyiladi. Har
ikkala dispersiyani birgalikda ko‘rib chigamiz.

Birjinsli va izotrop muhitda D va E orasidagi bog'lanishni umumiy
holda quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

0

D(rt) = J dtd e(\r—  —t)E(rAt)dr (13.25)
Fazoda tanlangan nugqtalar bo‘lmaganligi sababli e(]r—7), t —t") funk-
siya fagat radius-vektorlar ayirmasining moduliga bog'‘liq bo'ladi.

Elektr maydon kuchlanganligini va elektr induksiya vektorini Furye
integraliga yoyamiz:

Em

'fﬁr)it /m  wexp [i(kr —Lop]Jdkduj,  (13.26)

D(r,t)

ZEFS—"[J']‘ D(k,uj) exp[i(fcr —u>t)]dkdu>.  (13.27)

Bularni (13.25) qgo'yib, quyidagini topamiz:
D(k,uj) —e(k,w)E(K,Lww). (13.28)

Bu yerda

0
effcw) = J dt' j e(\r- r'\.t - t') exp[—ik (r—rl) + iu>(t—t")]dr —

—00

J ard €JHr) expl—itkr —oinndr. (13.29)
0

Bunda yangi o'zgaruvchilar R —+—r/var =i —i' kiritildi. Kiritilgan
kattalik e(k, uj) 263-betda keltirilgan sababga ko‘ra e(jiij, r) ning Furye
tasviri bo‘la olmaydi. Bu funksiya D va E orasidagi bog'lanishni anig-
laydi hamda to'lgin vektor va chastotaning funksiyasi bo'lgan dielektrik
singdiruvchanlik deyiladi. Dielektrik singdiruvchanlikning to‘lgin vek-
torga bog‘lig bo‘lishi fazoviy dispersiya deyiladi.
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Funksiya e(k) umiman olganda kompleks bo‘lganligi uchun uni qu-
yidagi ko'rinishda yozish mumkin:

e(k,u) = en(k,uj) +e~(k,uj). (13.30)

Ravshanki, uning hagigiy va mavhum gismlari

e*(*,w) = Elliiilx £ 10l (13.31)
es = e(k,u)- e-(k,u)
2r

(13.29) ga ko'ra dielektrik singdiruvchanlik quyidagi xossa ega:
e(k,uj) = E*{-k,-L}). (13.33)

Endi hagigiy va mavhum gismlar uchun (13.29) kabi ifodalarni hosil
gilamiz. Bining uchun (13.29) ni (13.31) ga qo'yamiz. Ikkinchi hadda
integrallash o'zgaruvchisi r ni — ga amashtirsak, ikkala hadni bitta
hadga birlashtirib yozish mumkin bo'ladi:

R(fc,w) = N J dr 1 e(]/1],7) exp[—(kR —UT)]dR. (13.34)
Shunga o'xshash

[e]e]

e9fcu)= J ot |e(R].r) exp[—i(kR —um)} sign(dR. (13.35)

Bu yerda sign(r) ishora funksiyasi.

Shunday qilib, dielektrik singdiruvchanlikning haqgiqiy va mavhum
gismlari bitta funksiya e(]JS],r) orgali ifodalanadi va (13.29) dan farg-
li o'laroq mos ravishda s(\R\,t)72 va e(]i¢j,r)signr/2; funksiyalar-
ning Furye tasvirlaridir. Shu sababdan bu kattaliklarni b.ir-biri bilan
bog'lash mumkin. Masalan, (13.35) ga nisbatan teskari Furye tasvirni
yozamiz:

e(JA1.0sign(r) = J Jeo(rusyexpl-itfcA-wr)jdA:w .
(13.36)
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Bu ifodani (13.34) ga go‘yamiz. Bunda R bo'yicha integralni alohida
yozib olamiz:

3 exp[i(k- kDR}IR = (21)36 (k- ti)

va k' bo'yicha integralni 5-funksiyaning xossasidan foydaianib hisoblab,
quyidagini hosil gilamiz:

£ (ku>) = — J diEoka>) | exp[—iuj —w)\sign(nciT (13.37)

— 00

Ishora funksiyasining Furye tasviri

dan foydalansak, (13.37) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi:

(13.38)

Shu yo'l bilan e°(fe, 10) ni e~(k,Lo) orgali ifodalash mumkin:

(13.39)

(13.37) va (13.38) Kramers - Kronig yoki dispersién munosabatlar
deb ataladi. Ular dielektrik singdiruvchanlikning haqigiy va mavhum
gismlarini bog‘lovchi munosabatlar bo'lib muhitda elektromagnit nur-
lanishning sochilish va yutilish xarakteristikalarini bog'lovchi munos-
abatlardir. Shunga o'xshash muhitning boshga xarakteristikalari uchun
dispersion munosabatlarni olish mumkin. Ammo bunday munosabat-
larni har bir kattalik uchun olishda muhitning xususiyatlari inobatga
olinishi kerak.

Kramers-Kronig munosabatlari elektrodinamikadagi eng umumiy
formulalari bo'lib hisoblanadi. Ularni olishda fagat ikkita faraz gilindi:

1. Elektr induksiya vektorining biror ~ vagt momentidagi qiymati
elektr maydonning shu vagtgacha o‘tgan barcha vaqtlardagi giymatlari
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bilan aniqlanadi deb oldik. Bu faraz sababiyat prinsipi bilan mos
tishadi.

2. Barcha funksiyalarni Furye integraliga yoyish mumkin deb hisob-
ladik. Bu faraz barcha real fizik kattalik uchun o‘rinlidir.

Kramers-Kronig munosabatlari muhim amaliy ahamiyatga ega. Taj-
ribalarda nisbatan oson aniglanishi mumkin bo'lgan yutilish xarakteris-
tikalari (dielektrik singdiruvchanlikning mavhum gismi) orgali sochlish
xarakteristikalarini (13.38) formula orqali tiklash mumkin.

13.4 Fazoviy va vaqtiy dispersiyasi

Maksvell tenglamalarining ko‘ndalang elektromagnit to‘lgin ko'ri-
nishidagi yechimi fazoviy dispersiya mavjud bo‘lganda o'rinli bo‘Imay
goladi. Oldingi mavzulardan bizga ma’lumki, muhitning bir jinsli emas-
ligini xarakterlovchi masshtab to‘lgin uzunligi tartibida bo‘lganda dis-
persiya muhim bo'lib goladi. Bunda fazoning biror nuqtasidagi induk-
siya fazoning shu nugtasini qurshab oigan gismidagi maydonga bog'liq
bo‘ladi. Bu holda elektr maydon kuchlanganligi va induksiya orasidagi
bog'lanish ((13.25) ga garang) nolakal deyiladi.

Makroskopik elektrodinamikada fazoviy dispersiyani inobatga olish
shart emas deb hisoblab kelingan. Hagigatan ham, bir jinsli izotrop
muhitlarda yuqori chastotali maydonlar nazariyasi fazoviy dispersiyani
inobatga olinmaganda ham juda yaxshi natijalar beradi. Ammo, bir ga-
tor muhitlarda (masalan, metall va yarim o‘tkazgichlardagi elektronlar
gazi) xarakteli masofa 10-6 —10~7sm tartibida bo'ladi. Bunday muhit-
larda fazoviy dispersiyani hisobga olish yangi effektlarga olib keladi. Bu
holat plazmada ham muhim ahamiyat kasb etadi.

Magnit xususiyatiga ega bo'lmagan bir jinsli izotrop muhitda yugo-
ri chastotali elektromagnit maydon masalasini ko'rib chigamiz. Muhit
erkin zaryadlar va toklardan holi bo'lsin. Maksvell tenglamalarini Furye
metodi bilan yechamiz. Buning uchun tenglamalarga kirgan katta-
liklarni Furye integraliga (elektr maydon kuchlanganligi va elektr in-
duksiya vektori uchun bular (13.26)-(13.27) formulalarda keltirilgan)
yoyamiz va ularni Maksvell tenglamalariga qo'yib, quyidagi algebraik
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tenglamalar sistemasini topamiz:

i[kH{k,u)] = —r%(k,ui), (13.40)
i[kE(k, w)] = i-B(k,uj), (13.41)
(kD(k,u)) = o, (13.42)
(kB(k,u>)) = 0. (13.43)

Bu yerda k to‘lgin vektor, E(k, w), D(k,u>), H(k,u), B(k, " mos kat-
taliklarning Furye tasvirlari. Shunday qilib, xususiy hosilali differ-
ensial tenglamalarni chizigli algebraik tenglamalarga keltirdik (Fury!
metodining mohiyati ham ana shundadir). Bu tenglamalar E(k,u) va
D(k,uj); H(k,u) va B(k, u orasidagi bog‘lanishlar bilan to‘ldirildi.

Dielektrik singdiruvchanlik k ga bog'liq bo'lganligi uchun hatto
izotrop muhitda ham skalyar kattalik bo‘la olmaydi. Chunki, may-
don ta’'sirida muhitda uning targalish yo'nalashi qolgan yo'nalishlardan
farq giladi, ya’'ni ajralgan yo‘nalish paydo bo'ladi. Shuning uchun
boshida izotrop bo'lgan muhit maydon ta’sirida anizotrop bo'lib go-
ladi. Uni xarakterlovchi kattaliklar tenzor kattalikka aylanadi. Masala
simmetriyasiga ko'ra, bu tenzorlar simmetrik bo'lishi kerak.

To'lgin vektori va Kroneker belgisi yordamida dielektrik singdiru-
vchanlikni aniglovchi yagona simmetik tenzor quyidagi ko'rinishda yozi-

/  kk\ Kk-
fku) = ex(ku) (Sa- ) +e( *, (13.44)
n(

“ac™

Agar ajralgan yo'nalish sifatida z o:gini tanlasak, (13.44) ni quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

1 ol (&w) 0 o ~

0 e+ (k,uj) 0 .
V0o 0 £/
Shunday qiliy, boshida izotrop bo'lgan muhit fazoviy dispersiyg,ino-
batga olinganda Kga nisbatan bo'ylama £||{r(u) va ko!ndalang u)
dielektrik singdiruvchalik bilan aniglanar ekan. Agar fazoviy disper-
siyani inobatga olmasak, dielektrik singdiruvchanlik skalyar kattalikka
o'tadi, ya'ni

ex(u) = £]JW= e(w) yoki ey(w) = Sije(u). (13.46)

E£ij(k,u)= (13.45)
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Mubhitni magnetik emas (/i = 1) deb, dielektrik singdiruvchanlik
tenzori orqali elektr maydon kuchlanganligi va elektr induksiya vektor-
larining Furye tasvirlari uchun bog'‘lanish tenglamasini yozamiz:

Di(k,uj) = 6ij(k, 0j)E;j. (13.47)

Dispersiya gonunini topish uchun (13.41) tenglamani k ga vektor ra-
vishda ko‘paytiramiz:

[KIkE\] = -[.kB}.
Bu tenglamaning chap tomonidagi vektor ko'paytmani ochamiz:
k2E - k(kE) = --EKB].

(13.40) tenglamadan foydalanib bu tenglamani qayta yozamiz:

117
k2E - k(kE) = -~D (13.48)
Bu tenglamani vektorlarning komponentalari orgali yozamiz:
[
{k2Sij - kikO - £ij}Ej = 0. (13.49)

Bu yerda (13.47) bog'lanish tenglamasi inobatga olindi. (13.49) notri-
vial yechimga ega bolishi uchun

N V.
k2Sij - kikj - p-ey =0 (13.50)

bo'lishi talab gilinadi. Bu tenglama topilishi lozim bo‘lgan dispersiya
gonunini aniglaydi. Elektromagnit to'lgin ta’sirida bo‘lgan izotrop mu-
hit uchun dielektrik singdiruvchanlik parallel va perpendikulyar kompo-
nentalarga ega bo'lishini. ya'ni (13.44) ni inobatga olib (13.50) ni ikkita
tenglamaga ajratamiz:

k2 --R’e £{k,u)

0, (13.51)

eBfcw) = s,,(fc,w) 0. (13.52)

Bu yerda to'lgin tarqgalish yo'nalishi sifatida z o'gini tanladik. Bu holda
(kx —ky “ 0, kz ~ K).

18 - Elektrodinamika 273



Topilgan dispersion tenglamalar o'zaro bog‘liq bo'Imagan tengla-
malar bo‘lib, fazoviy dispersiyaga ega bo‘lgan muhitda bir-biriga bog'liq
bo‘lmagan ikkita to'lgin jarayoni kechishini bildiradi. Ulardan biri
ko‘ndalang to'lginni targalishi bo'lib (13.51) tenglama bilan aniglanadi.
Ikkinchisi esa fazoviy dispersiyaga ega bo'lgan muhitga hos bo‘lgan
bo‘ylama toMginning mavjudligiga isora giladi. Bu jarayon (13.52) dis-
persion tenglama bilan aniglanadi. Ko‘ndalang to‘lginda elektr maydon
kuehlanganligi ikkita komponentaga ega (Ex, Ey), bo'ylama to'lginda
esa fagat bitta (Ez) komponenta bor. Shuni ta’kidlash lozimki, elektr
induksiya vektori D (13.42) tenglamaga ko‘ra to'lgin targalish yo'nali
shi k ga perpendikulyar yo'nalgan bo'‘ladi.

Bo:ylama to'lginning paydo bo'lishi maydon ta’'sirida muhitning
qutblanishi bilan bog'lig. Fazoviy dispersiyaga ega bo‘lgan muhitda
zaryadlar muvozanatli, ammo notekis tagsimlangan bo'lsin deb faraz
gilamiz. Muhit bir jinsli bo‘Imaganligi uchun bu hoi tabiiydir. May-
don ta’sirida zaryadlar tagsimotidagi muvozanat buziladi. Muvozanat
holatdan chiggan zaryadlar tebrana boshlaydi. Bu tebranishlar elastik
muhitdagi tebranishlar bilan birday xossaga ega bo'ladi. Bunday teb-
ranishlar bo‘ylama to‘lginlarning paydo bo'lishiga olib keladi.

Agar muhit bir jinsli bo'lsa, (13.44) tenglama quyidagi ko‘rinishga
o:tadi:

A —
k2 - Cge(w) = 0. (13.53)

Bu tenglama (13.51) bilan mos tushadi va muhitda tarqaluvchi ko'nda-
lang to‘lginlar chastotasi v»—iu(k) ni yagona tarzda aniglaydi. Shu
vagtda ey (13.46) ga asosan nolga teng bo'lmaydi. Bu holda (13.50)
tenglamaning parallel tashkil etuvchiga tegishli gismi bajarilishi uchun
B\ = 0 bo'lishi kerak. Demak, bunday muhitda chastotasi (13.51) dis-
persion gonuniyat bilan aniglanuvchi fagat ko‘ndalang to‘lginlar tar-
galashi mumkin.

13.5 Cherenkov-Vavilov nurlanishi
Shaffof muhitda juda katta tezlikda harakatlanayotgan zaryadlan-

gan zarracha ma’lum sharoitlarda o'ziga xos nur chiqgarishi 1937 yilda
P.A.Cherenkov va S.l1.Vavilov tajribalarda kuzatilgan. Bu hodisaga
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ILE.-Tamm va I.M.Frank tomonidan nazariy talgin berilgan. Bu nur-
lanish zaryadlangan zarrachaning harakati bilan bog'lig bo‘lgan tormo-
zlanish nurlanishidan tamoman farq giladi. Tormozlanish nurlanishi
harakatdagi elektronning atomlar bilan to‘gnashishi natijasida yuz be-
radi. Cherenkov hodisasida harakatdagi zaryad maydoni ta’sirida muhit
nur chigaradi. Bu ikki nurlanish orasidagi farq ayniqsa og'ir zarrachalar
uchun yagqol seziladi. Chunki, tormozlanish nurlanishining intensivligi
zarracha massasining kvadratiga teckari proporsional bo‘lganligi og‘ir
zarrachalar uchun juda kichik bo‘ladi (§ 8.9 garang). Cherenkov nurlan-
ishi esa zarrachaning massasiga bog‘lig emas.

Umuman olganda muhitda harakatlanayotgan zaryad o'z energiya-
sini yo'gotishining bir necha mexanizmlari bor. Birinchidan, zaryadlan-
gan zarracha atomlar bilan to'gnashish natijasida sekinlashadi. Bunda
tormozlanish nurlanishi sodir bo'ladi. Bu nurlanish yuqorida gayd qil-
ganimizdek, massaning kvadratiga teskari proporcional bo‘ladi va og'ir
zarrachalar uchuun juda kichik. Muhittda harakatlanayotgan zaryad
moddaning atomlari bilan ta’sirlashish natijasida ularni qutblaydi. Ya’ni
zaryad muhitda gandaydir maydon hosil giladi. Bu maydon o'z nav-
batida zaryadga ta’sir gilib uning harakatini sekinlashtiradi. Bunda
zaryad energiyasining kamayishi harakatni sekinlashtiruvchi kuchlar-
ning ishiga teng bo‘ladi. Bunday nurlanish qutblanish nurlanishi deyi-
ladi. Chunki sekinlashtiruvchi kuchni qutblanish maydoni hosil giladi.
Yana bir ko'rinishdagi nurlanish bor. Agar zaryadning harakat tezligi
to'lginning faza tezligidan katta bo‘lsa, qutblangan soha zaryad ketidan
yetib ulgurmaydi. Ya'ni, uchub borayotgan zaryad o‘z ortida qut-
blangan sohani goldirib ketadi. Bu sohada paydo bo'lgan go‘shimcha
energiya ko‘ndalang to'lgin ko'rinishida targaladi. Nurlanishning bu
manbayi Cherenkov nurlanishi deb ataladi. Bu nurlanish zaryadning
sekinlashishi bilan bog'lig bo'Imasdan muhitning nurlanishi ekanligini
yana bir marta ta’kidlaymiz.

Oddiy mulohazalar yordamida bu nurlanish mohiyatini aniglashga
harakat gilamiz. Shaffof muhitda targalayotgan elektromagnit to'lgin-
ning to'lgin vektori va chastotasi orasidagi bog'lanish ui —ck/n(u> for-
mula bilan aniglanadi. Bu yerda n mubhitning sindirish ko‘rsatgichi
bo‘lib, shaffof muhitlar uchun hagiqiy bo‘ladi. Boshga tomondan, zar-
rachaning harakat yo‘nalishida maydonning Furye tasvirining chasto-
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tasi lo= kxv munosabat bilan aniglanadi. Bu maydon muhitda erkin
targalishi uchun u== ck/n(co) vaw = kxv munosabatlar bir-biriga zm\
bo'lmasligi kerak. k > kx ekanligini inobatga olsak,

¢ (135-1)

shart bajarilishi lozimligi kelib chigadi. Bu yerda v zarrachaning tew*
ligi. Shunday qilib, zarrachaning tezligi u chastotali to‘lginning faza
tezligidan katta bo'lganda shu chastotada nurlanish sodir bo'ladi.

Zarrachaning harakat yo'nalishi va nurlanish yo'nalishi orasidagi
burchak 6 bo'lsin. Ikki yo'l bilan olingan to'lgin vektorning harakat
yo‘nalishiga proeksiyalari kx = kcos8 = n(u)uj cos0/c va kx = uj/v ni
taqgoslab, quyidagi tenglikni olarniz:

Bunga asosan. har bir chastotadagi nirlanishga aniq burchak mos kela-
di. Nurlanish oldinga (zarrachaning harakat yo'nalishi) bo'‘lib, (13.55)
ifoda bilan aniglanuvchi 9 burchakli konusning sirti bo'ylab targaladi.
Bunday nurlanishning burchak va chastota bo'yicha tagsimotlari bir
biri bilan anig bog‘lanishda bo'ladi.

Endi nurlanish maydonini hisoblashga o‘tamiz. Hisoblashlarni sod
dalashtirish magsadida, harakat davomida zarrachaning tezligi kattaligi
va yo‘nalishi bo'yicha o‘zgarmaydi deb garaymiz. Ya'ni uning tezligi
ning o‘zgarishini inobatga olmaymiz. Muhitni shaifof deb hisoblayrniz.
Bu holda dielektrik singdiruvchalikning mavhum gismi nolga teng bo'-
ladi.

Zaryadlangan nuqtaviy zarrachaning tekis harakatiga mos keluvchi
tok zichligini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

j = ev5(r—vt). (13.56)
Bu hoi uchun Maksvell tenglamalarini yozamiz:
(13.57)

S(r—wt) (13.58)
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Bu yerda n = 1 deb olindi. Bu tenglamalarni yechish uchun Furye
metodidan foydalanamiz. (13.57), (13.58) tenglamalarga kirgan barcha
kattaliklarning o‘rniga ularning Furye integrallarini go'yamiz. Natijada
Furye komponentalar uchun quyidagi algebraik tenglamalarni olamiz:

iKEKU>)} = irH(Kk,u), (13.59)

i[kH(k, w)]

——D(k,u>) + ~-j(k,uj). (13.60)

Bu yerda (13.49) tenglamani olgandagi kabi yo'l tutib quyidagi algeb-
raik tenglamani hosil gilamiz:
2 A
{k?6ij - kikj - Eij}Ej = (13.61)
Bu yerda
j(k, 1 = 2irev5(u> —kv) (13.62)

tok zichligining Furye komponentasi. lzotrop muhitlarda £ij ni (13.44)
ko‘rinishda yozish mumkinligidan foydalanib (13.61) tenglamani gayta
yozamiz:

{k% - Kik}Ej- ~ {% - ~(} E, -
(13.63)
Buni vektor ko'rinishda ham yozish mumkin

(13.64)

Ushbu tenglamadan (kE) ni yo‘qotish uchun unga k vektorni skalyar
ravishda ko'paytiramiz. Bunda (13.64) ning chap tomonidagi birinchi
had ikkinchi gavs hisobiga nolga teng bo'ladi. Natijada



olamiz. Buni (13.64) ga go'yamiz va hosil bo‘lgan tenglamadan E ni
topamiz:

ein. .\ A™ IKKkj(hu)) , k(ki{k,uj)) - k2(k,uj) (13.(Ki)

Endi maydonning Furye tasviridan real maydon E(r,t) ga o‘tanu,
Bunda maydonni ikki gismga alratamiz. Birinchi gism (13.66) ifodadnp
birinchi had bilan bog'lig bolib quyidagiga teng bo'ladi:

47 £ dkdtd k{kj)

A= amad Xy P & WD)
ie fdk K ‘
CA /A fh(ito)expl(*r'-b i) <13671

Bu yerda tok zichligining Furye tasviri (13.62) ni inobatga olib ¢j bo'yi
cha integralni hisobladik. £u(/r, fcv) dielektrik singdiruvchanlik eu(/r, w)
ning = kv dagi giymati. JSi ni uchib ketayotgan zaryadlangan zarra
cha hosil giladi. Bu maydon o'z navbatida zaryadga ta’sir ko'rsatadl
Bunda zaryad o'z energiyasini kamaytiradi. Bu energiya bo'ylama qui
blanishni paydo bo'lishiga sarf bo‘ladi.

Endi (13.66) ifodadagi ikkinchi hadni ko'rib chigamiz. Bu hoidn
Ei ni hisoblashdagi amallarni bajarib ni aniglaymiz:

n ie f, (kv) k2v —k(kv)
NkX k?c> - (kv)4+ (k,kv) ” kr~ <13 u >

Bu maydonning zarracha ustida bajarayotgan ishi va mos ravishda ener
giyaning kamayishi, Cherenkov nurlanishini aniglaydi. Bunda muhitdu
ko'ndalang elektromagnit to'lgin hosil bo‘ladi, ya’'ni qutblangan muhil,
nurlanadi.

Fazoviy dispersiyani hisobga olish ikki xil tabiatga ega bo‘lgan
maydonlarni bir-biridan ajtatish imkoniyatini berdi. Agar muhit fa
zoviy dispersiyaga ega emas deb garasak, yugorida olingan natijalar o'z
kuchini saglaydi. Fagat maydon uchun olingan ifodalarda

£x(k, kv) = £\Nk kv) = e(kv) (13.69)

deb hisoblash kerak.
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Cherenkov-Vavilov nurlanishining asosiy xossalarini sanab o'tamiz;

1. Bu nurlanish uchun chegaraviy tezlik mavjud. Zarrachaning
muhitdagi tezligi v > vch —c/n shartni ganoatlantirganda bunday nur-
lanish paydo bo‘ladi;

2. Nurlanish zarrachaning massasiga bog'liq emas;

3. Nurlanish spektri elektromagnit to'lginlarning ko‘rish va ultra-
binafsha sohasiga to‘g‘ri keladi. Bundan gisga to'lginlar uchun n < 1
bo'lib goladi va nurlanish bo‘Imaydi;

4. Berilgan nugtada paydo bo‘ladigan nurlanish uchi zarracha tur-
gan nugtada bo‘lgan va burchagi

Ccos6 = -—
nv

konusning sirti bo'ylab zarrachaning harakat yo‘nalishida targaladi.

Baholashlar shuni ko!rsatadiki, Cherenkov-Vavilov nurlanishi hiso-
biga zarracha energiyasining kamayishi, harnma mexanizrnlar hisobiga
energiya yo‘qotilishining fagat 0,1% ni tashkil giladi. Shunga qgara-
masdan, bu tipdagi nurlanishning yugorida gayd qilingan xossalari uni
barcha nurlanishlar ichidan ajratib olish imkoniyatini beradi. Bu effekt
elementar zarrachalarni qayd qiluvchi o‘ta sezgir asbob - Cherenkov
sanog‘ichini yaratilishiga asos bo‘lgan.

13.6 13-bobga oid masalalar va savollar

[EY

. Kompleks dielektrik singdiruvchanlikning hagigiy gismi chastotaning

juft, mavhum gismi esa toq funksiyasi ekanligini ko‘rsating.

2. Agar dielektrik singdiruvchanlik e(t) = Aexp (—/r) bilan aniglansa,
e(u) nimaga teng bo‘ladi? A var o‘zgarmas kattaliklar.

3. Shaffof muhitda (7 = 0) z o'qi bo'ylab targalayotgan chizigli qutblan-
gan yassi monoxromatik elektromagnit to‘lgin tenglamasini yozing.

4. Sindirish ko'rsatgichi n bo‘lgan nomagnit muhitda (/i = 1) x o‘gining
manfiy yo'nalishida targalayotgan doiraviy (o‘ng) qutblangan yassi mo-
noxromatik elektromagnit to‘lgin tenglamasini yozing.

5. Chizigli qutblangan yassi monoxromatik elektromagnit to'lgin may-
donida zaryadlangan zarrachaning harakatini aniglang. Zarrachaning
massasi m, zaryadi e.

6. Mubhit elastik bog‘langan zaryadlangan zarrachalardan tashkil topgan.

Elastiklik koeffitsienti har uchala yo‘nalishda turlicha. Zarrachalarning

konsentratsiyasi N Dielektrik singdiruvchalik tenzorini toping.
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10.
11

12.
13.

14,

15
16

. Elastik bog'langan elektronlardan tashkil topgan sistemaning (13.1()
ifoda bilan aniglangan dielektrik singdiruvchanligi dispersion munoNn
batlarni ganoatlantirishini ko'rsating.

. Yuqori chastotali maydonlarda fazoviy va vaqt dispersiyasi inobatp.n

olib, D(r,t), E(r,t) va B(r,t), H(r,t) orasidagi bog'lanishlarni yoziii]i,

va izohlang.

Yugori chastotali maydonlarda fazoviy va vaqt dispersiyasi inobatgn

olib, E(k. u) va B(k, 1®. H(k. u»d orasidagi bog'lanishlarni yo-

zing va izohlang.

Kompleks dielektr singdiruvchanlik ganday xossalarga ega?

Siyrak gazlar uchun yorug'lik dispersiyasidan kelib chigadigan asosiy

xulosalar nimalarda iborat?

Dispersion munosabatlarni yozing va izohlang.

Bir jinsli muhitda dielektrik singdiruvchanlik tenzori nima uchun ko‘n

dalang va bo'ylama tashkil etuvchilarga ajraladi? Bu ganday nati

jalarga olib keladi?

Ko'ndalang va bo'ylama elektromagnit tolginlarning paydo bo'lish sa-

babini tushuntiring.

. Cherenkov-Vavilov nurlanishini tushuntiring.

. Cherenkov-Vavilov nurlanishi zarrachagami yoki muhitga tegishli?



14-bob

Nochizigli optika
14.1  Nochiziqgli dielektrik singdiruvchanlik

Shu vaqgtgacha dielektriklarda ko'rilgan elektromagnit maydon na-
zariyasi elektr induksiyasi vektori D va elektr maydon kuchlanganligi
E (B va H mos ravishda) orasidagi bog'lanish chizigli deb garalgan.
Maydon intensivligi katta bo‘lganda bog'lanish nochizigli bo'ladi. Bu
holda paydo bo'ladigan hodisalarni o‘rganish uchun yuqorida ko'rilgan
nazariya umumlashtirilishi lozim. Muhit parametrlari va maydon katta-
liklari ganday bo‘lganda nazariyani bunday umumlashtirishga zaruriyat
paydo bo'lishini baholab ko‘ramiz.

Bundan keyin yorug'lik uchun shaffof dielektriklarni ko'ramiz. Bun-
day muhitda yorug‘likning targalish masofasi yetarlicha katta bo'ladi.
Mubhitda to‘lgin targalish davomida bir gator effektlar to'planish xususi-
yatiga ega. Masalan, to‘lgin targalishida dispersiya, nochiziglilik va
so'nishning ta’siri shular jumlasiga kiradi. Ya’'ni, bu effektlar nisbatan
kichik bo‘lsada, to‘lgin targalishi davomida to‘planib borib katta effek-
tlarga olib kelishi mumkin. Kristall panjara doimiysi a « 3 m10~8sm,
yorug'lik spektrining ko‘rish sohasidagi to‘lgin uzunligi A~ 510 _o.sm.
Demak, a X bo'lganligi uchun kristallni uzluksiz muhit deb garash
mumkin. Amalda erishib bo‘ladigan elektr maydon giymati 106 V/sm
tartibidadir. Maydonning bunday giymatlarida dielektrik buziladi, u
teshilib o'tkazgichga aylanadi. Muhitning dielektriklik xossasi buzul-
masligi uchun tashgi maydon 106 V/sm dan kichik bo'lishi kerak. Atom
ichidagi maydon 109 V/sm tartibida bo'lganligi uchun tashgi may-
donni kuchsiz g'alayon deb garash mumkin. Shunday qilib, biz ko‘radi-
gan masalalarda tashgi maydon kuchlanganligi hali ham kichik ekan.
Ammo, yuqorida ta’kidlaganimizdek, yig‘ilish tabiatiga ega bo'lgan ef-
fektlar borligini nazarda tutsak, qutblanish vektorini tashgi maydon
kuchlanganligining darajalari bolyicha yoyilgan gatorda maydonning
birinchi darajasidan yuqori hadlarni ham inobatga olish kerak bo‘ladi.
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Birlik hajmdagi dipol momenti - qutblanish vektori P(r, t) ni faqul
shu nuqtadagi va shu vaqt momentidagi elektr maydon E ga bog'ld
deb olamiz:

Pa(r,t) = Fa(E(r,t)).

Boshgacha gilib gapirsak, to'lginning targalish tezligi chekli bo'lishi hi
lan bog'lig bo‘lgan kechikish vagtini hisobga olmayrniz. Qutblanish vek
torini tashqi elektr maydon kuchlanganligi E ning darajalari bo'yielm
gatorga yoyib bir necha hadlar bilan chegaralanamiz:

Bu yerda a = {x vy, z}.

Ko'pgina dielektrik muhitlar uchun birinchi had nolga teng bo‘ladi.
Segnetoelektriklar bundan mustasno, chunki ularda tashqi maydon bo‘l
maganda ham faza o'tishlar hisobiga spontan holda (0‘z - o'zidan) dipol
momenti paydo bo‘ladi.

Bundan keyin bizni vaqt va fazoda sodir bo'luvchi nochizigli ho
disalar gizigtiradi. Ular, masalan lazer (katta intensivlikdagi yorug'lik
manbayi) maydoni ta’'sirida yuzaga kelishi mumkin. Qator (14.1) dagi
ikkinchi, uchinchi va keyingi hadlar fazo va vaqtda o‘zgaruvchi may-
donlarning ta’sirini aniglaydi. Bu gatorni quyidagi ko'rinishda yozib
olamiz:

e E ¢w W i+ mmm (M.2)
BT.5

Bu yerda Xéﬁj uchinchi va ngiys to'rtinchi rangli tenzorlar bo‘lib, mos
ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli kirituvchanlik (dielektrik kirituv-
chanlik) “oki qutblanish koeffitsienti deb ataladi. XaB esa ikkinchi
rangli tehzor bo'lib, dielektriklarning chizigli (oddiy) nazariyada Kkiri-
tuvchanlikni (qutblanish koeffitsienti) beradi. lzotrop mubhitlarda (gaz,
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suyuglik) bu tenzor diagonal ko‘rinishni gabul giladi:

XaR = X(1)<W-

P va E qutb, ya'ni inversiya operatsiyasiga (r— —) nisbatan
toq (qutb) vektorlar bo'lgani uchun xaf3j inversiya markazi bo‘Imagan
muhitlarda (gazlar, suyugqliklar, Si. Ge tipdagi yarimo'tkazgichlar va
boshqa kristallar) nolga teng bo‘ladi.

Qutblanish vektorini ikki gismga ajratish mumkin:

pjr,t) = p:2'>(TH +ri'AHr,t),
Pi,A)(r,t) = J2x'aBR(r,t),
3
Pinch)(r,t) = £ XBOER(r,t)Ey(r,t) +
13,7
E xerigergrine-yr 0Egr, ). (14.3)
13,7,5

Dielektrik singdinivchanlik tenzori
tall = Sall + A-KXal{E). (14.4)

Biz ko‘rayotgan model sodda bo'lib, tashqgi elektromagnit may-
donda muhitning javobi oniy tarzda bo‘ladi. Real hollarda albatta
kechikish mavjud bo‘ladi. Shu bilan birga bog'lanish tenglamasi fazo
bo'yicha ham nolokal xarakterga ega bo'ladi. Bunday holda P~ ch\r, t)
ning nochizigli gismi uchun umumiy ifodani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

Pinch\r,t) = E / dndr2dM i2Xaj7(]-Ri|, Ti; |12],12) x
17

Ec(n,n)E-i{r2,2) FE dridridrsdtidtidtz x
19,7,%

xS~AdAil,  Nel,ma Nel, *3). (14-5)

Buyerda Ri=r —r;,, =1i—
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(AiL0I) Nochizigli kirituvchanlikning dmti
totaga bog‘lanishini analiz gilish uduin
Furye integrali inetodini tatbig gilann-
((A.143) garang). Elektr inaydon kudi

@) langanligi E, nochizigli Kirituvchanlil

X2) va x (3) larning Furye integrallarii 11

14.I-rasm: (14.5) ga qo'yib quyidagini hosil gila
miz:
E x S T("i,wife2 w2)jEp(ki,ui)Ey(k2u:2) + ... (14.()

Bu ifodaning o‘ng tomoniga fizik ma’no berish mumkin. Birinchi had
to‘lgin vektorlari va chastotalari mos ravishda (fei, u\) va (A2, w?)
bo'lgan ikkita yassi to‘lginning nochiziglilik hisobiga aralashishi
natijasida to'lgin vektori k = K\ + k; va chastotasi n = lui + u2 bo'lgan
uchinchi to'lginning tug‘ilishini (generatsiyasi) ifodalaydi. Bu jarayon
14.1-rasmda sxematik ravishda tasvirlangan. (14.6) da yozilmagan
yugori tartibdagi hadlar ustida keyingi mavzularda to'xtalib o'tamiz.

Real to‘lgin ikkita eksponentaning superpozitsiyasi bilan anigla
nadi:

Ej?4r>t) = \Hf exp[i(kar - uat + ipp)\+ k.q.
E B~ COS(kar - Uat + Lpa)- (147)
Bu maydonning Furye tasviri quyidagicha yoziladi
EMK,uj) = ~EN [exp("a)a(fc-ka)5(uj- um) + kqg.] .(14.8)
Bu yerda “k.q” ifodaning kompleks go'shmasini bildiradi.
Kvadratik nochiziglikga ega bo‘lgan muhitda ikkita to'lgin tarqgala-
yotgan bollsin:

ER(r,t) = ER™ cos(kar-u jat + <m) + ER-1cos(fchr - ult + qp)- (14.9)
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Bu holda quyidagi jarajonlar kechishi mumkin:

1. Ikkita to'lgindan birortasi, masalan (a) to‘lginning o'z - 0'ziga
ta’siri. Bunda ikki hol bo'lishi mumkin:

a) to'lgin o'z - o‘zi bilan go‘shilib ikkinchi garmonika todgini paydo
bo‘ladi. ya'ni

-> ka+ ka- 2ka, Ua+o0ja- 2u.
b) to'lgin 0z - o'zini yo‘qotadi, ya'ni
- K- ka=0, Ula-Ua=0.

Bu holda fazoda bir jinsli va vaqt bo'yicha o'zgarmas elektr maydon
hosil bo‘ladi.

2. Bu jarayonlar (b) to!lgin uchun ham o‘rinli.

3. (a) va (b) to‘lginlarning o‘zaro ta’sirlashuvi {E~"MEy'a’} yuz
beradi. Bunda dipol momentiga nochizigli hissa go‘shuvchi yig'indi va
ayirma chastotali to‘lginlar hosil bo'ladi: {%(fea = ki,). £(wa +a,&)}.

Uchinchi tartibli nochizigligi ega bo‘lgan muhitlarda yugoridagidan
murakkabrog, ya’ni to‘lginlarning o'z - o‘ziga ta’siri va uchta to'lginning
bir-biri bilan nochizigli ta’sirlashuvi kabi jarayonlar sodir bo‘ladi.

Nochizigli kirituvchanlikning chastotaga bog‘lanishi sodda modelda
Blombergen tomonidan ko'rib chigilgan.

X® va x*M kattaliklarning qiymatlarining tartibini baholaymiz.
Atom ichidagi maydonni Ea orqgali belgilaymiz:

E A X@>~ va Xalys  (x@>~

(..) o‘rtacha giymatni bildiradi. Qattiq jismlar uchun (x”) ~ 0.1 H-1,
Ea 109V/sm. Tashgi maydonning maksimal giymati E ~ 106V/sm.
U holda (x(2)) ~ 3+10~8- 3+10-7CGSE va <x(3)>" 10-13CGSE deb
baholash mumkin. Bu baholashlar ko'rilayotgan effektlar kichik bo‘lgan
holda g‘alayonlar nazariyasini tatbigq gilish murnkinligini ko‘rsatadi.
Ammo, muhitning nochizigliligi kichik bo‘lishiga garamasdan maydon-
ning targalish masofasi va vaqti yetarlicha katta bo'lganda uning to‘l-
ginga ta’siri yig‘ilib boradi va pirovardida kuzatiladigan effektlarga olib
keladi.
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(Kbooi) Nochizigli kirituvchanlikning chas-
totaga bog‘lanishini analiz qgilish uchun
Furye integrali metodini tatbig gilamiz
((A.143) garang). Elektr maydon kuch-
00 langanligi E. nochizigli kirituvchanlik
X2' va x (3) larning Furye integrallarini

14.1-rasm: (14.5) ga qo'yib quyidagini hosil gila-
miz:

YAXaR1{kIN N k2~2)ER(Ki,U)I)EL(k2,U1R) + esee (14.6)

]
Bu ifodaning o‘'ng tomoniga fizik ma’no berish mumkin. Birinchi had
to‘lgin vektorlari va chastotalari mos ravishda (k\, uj\) va uz)
bo‘lgan ikkita yassi to'lgirming nochiziglilik hisobiga aralashishi
natijasida to'lgin vektori A= «\ +  va chastotasi w— bo‘lgan

uchinchi to'lginning tug4lishini (generatsiyasi) ifodalaydi. Bu jarayon

14.1-rasmda sxematik ravishda tasvirlangan. (14.6) da yozilmagan

yugori tartibdagi hadlar ustida keyingi mavzularda to'xtalib o'tamiz.
Real to'lgin ikkita eksponentaning superpozitsiyasi bilan aniqla-

nadi:
E)3\r>) = \EBR"™ exP[i(kar-ujat + ipp\+ kg. =
E ~ cos[kar - wat + ipa). (14.7)
Bu maydonning Furye tasviri quyidagicha yoziladi
ER1(kij) = ~EQ) [exp(ifa)6{k-ka)6(u - un)+ k.qg.} .(14.8)
Bu yerda “k.q” ifodaning kompleks go'shmasini bildiradi.
Kvadratik nochiziglikga ega bo‘lgan muhitda ikkita to'lgin targala-

yotgan bodsin:

ER(ri cos(kar —uat + ipa) + E” cos(kbr-Ubt + <#). (14.9)
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Bu holda quyidagi jarajonlar kechishi mumkin:

1. Ikkita to'lgindan birortasi, masalan (a) to'lginning o'z - 0'ziga
ta’siri. Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:

a) to‘lgin o'z - o'zi bilan go‘shilib ikkinchi garmonika to'lgini paydo
bo‘ladi. ya'ni

E~E”N ->ka+ ka=2ka, wa+ wi=2u.
b) to‘lgin o'z - o‘zini yo'qotadi, ya'ni
EE™ "ka-ka=0, ila-o0ja=0.

Bu holda fazoda bir jinsli va vaqt bo‘yicha o'zgarmas elektr maydon
hosil bo'ladi.

2. Bu jaxayonlar (b) to'lgin uchun ham o'rinli.

3. (a) va (b) to'lginlarning o‘zaro ta’sirlashuvi {E (' Ej'a’} yuz
beradi. Bunda dipol momentiga nochizigli hissa qo'shuvchi yig‘indi va
ayirma chastotali to'lginlar hosil bo‘ladi: {*(fca = h), +(wa = W)}

Uchinchi tartibli nochizigligi ega bo‘lgan muhitlarda yuqoridagidari
murakkabrog, ya’'ni to‘lginlarning o‘z - o‘ziga ta’siri va uchta to‘lginning
bir-biri bilan nochizigli ta’sirlashuvi kabi jarayonlar sodir bo'ladi.

Nochizigli kirituvchanlikning chastotaga bog‘lanishi sodda modelda
Blombergen tomonidan ko‘rib chigilgan.

X® va x(3 kattaliklarning qiymatlarining tartibini baholaymiz.
Atom ichidagi maydonni Ea orqali belgilaymiz:

- <@

(...) o‘rtacha giymatni bildiradi. Qattiq jismlar uchun (x*) ~ 01—

Ea 109V/sm. Tashgi maydonning maksimal giymati E ~ 10eV/sm.
U holda (x(2)) ~ 310-8- 3 ¢10~7CGSE va (x(3)) * 10"13CGSE deb
baholash mumkin. Bu baholashlar ko‘rilayotgan effektlar kichik bo‘lgan
holda g'alayonlar nazariyasini tatbiq gilish murnkinligini ko'rsatadi.
Ammo, muhitning nochizigliligi kichik bo‘lishiga garamasdan maydon-
ning tarqgalish masofasi va vaqti yetarlicha katta bo'lganda uning to'l-
ginga ta’siri yig‘ilib boradi va pirovardida kuzatiladigan effektlarga olib
keladi.
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Endi yugorida gayd qgilingan to‘lgin dastalarining o'z - o0'ziga ta'siri
natijasida ikkinchi garmonikaning generatsiyasi, soliton (zarracha xos-
sasiga ega bo'lgan yakkalangan nochizigli to'lgin) larning paydo bo'lishi
va to’‘lgin kollapsi kabi fundamental jarayonlarni ko'rishga o‘tamiz.

14.2 Ikkinchi garmonikaning generatsiyasi

Avval kvadratik nochizigli muhitda amplitudasi sekin o‘zgaruvchi
tollginlar uchun tenglamalarni keltirib chigaramiz. Buning uchun Maks-
vell tenglamalarini yozamiz:

rotE = — , divB =0,
c dt

1dD . . _
c_at_l divg) = 8.

rotif

Bu tenglamalarning birinchisidan rotor olib uchinchi tenglama yordarni-
da undan magnit maydonini yo'qotamiz. Natijada elektr maydon uchun
quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

, 1 d2D
-AE +graddivls = : (14.10)

divD = 0. (14.11)

Bu yerda muhit dielektrik bo'lganligi uchun magnit singdiruvchanlik
ii = \ deb oldik.
To'lginning elektr maydonini Furye integraliga yoyamiz:

Eagr.t) = 7 J Ea@u))eludi.

—00

Buni (14.10) va (14.11) ga qo'yib, quyidagini hosil gilamiz:

div (e(w)E(r,u)) = —dirdiv p(nch*\(r,u), (14.12)
AE(r,w) —grad (div E(r,w)) + LU E(r,w) ——  p(rdo(r,u>).
(14.13)

Bu yerda D = E + 47rP bog‘lanish umumiy xarakterga ega ekanligini
va P = P (ch) + P(nchi ni inobatga oldik.
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Chastotasi u\ va to'lgin vektori k\
bo‘lgan lazer hosil gilayotgan yorug'lik das-
tasining muhitga ta’sirini ko'‘rib chigamiz.
Asosiy garmonikadagi nurlanish intensivligini
pasayishini inobatga olmaslik uchun ikkinchi
garmonikaning intensivligini kKichik deb faraz
gilamiz. Masalaning geometriyasi 14.2-
rasmda tasvirlangan. N 2-rasm-

Qutblanish vektorining nochizigli gismini
va elektr maydonni quyidagi ko‘rinishda yozamiz;

orug'lik dastasi
yorug S

E(zt) = eE My~”N2-/~N + eE*uil)e~i™ z-Mt\
P<nch\z,t) - (14.14)
13,7

Bu yerda e to'lgining qutblanish yo‘nalishidagi birlik vektor.

Izotrop dielektrikda to'lgin z o'qgi bo'ylab targalganda, elektr may-
don (xy) tekisligida yotadi. Ma’'lumki, tushayotgan to‘lgin ko‘ndalang
bo‘lishiga garamasdan, muhitning qutblanish vektorining ko‘ndalang va
bo‘ylama tashkil etuvchilari paydo bo‘ladi:

pinch) = %p(nch) + p (nch)’ (14.i5)

Shu sababli w2 —2wi chastotali ikkinchi garmonika maydonining ko‘n-
dalang va parallel tashkil etuvchilari boiadi, ya'ni

E(z, k) = E\\(z, k) + Ex(z, u2). (14.16)

Bularni inobatga olsak, boshlang'ich to'lgin tenglamalari (14.12) va
(14.13) quyidagi ko'rinishni gabul giladi:

82EX r?2
-+ (£l(w2)"x +4nPf h) +
N(sM"EN+AWP M) =0, (14.17)
¢ CENOBII+47 ") = 0. (14.18)

Bu yerda en, £ optik o‘qga parallel va perpendikulyar dielektrik singdi-
ruvchanliklardir. Yuqoridagilarga asosan (14.17) tenglamani parallel va
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perpendikulyar tashkil etuvchilarga ajratamiz:

(1 +i*)E
ey(ch)E),

(14.19)
-inPA"K (14.20)

upl Au2
Bu yerda ko= -CPej.(w 2) = —Ct-£-l(2wi)-

Rovon o'zgaruvchi to'lgin konturi (paketi) yaginlashishidan foy-
dalanib (14.19) tenglamani soddalashtiramiz. Bu yaqinlashishga may-
don kuchlanganligi amplitudasi rovon o'zgaruvchi to'lgin ko'rinishida
yoziladi:

Ex (z,ujl) = E(z,ul)eiklZ, E=x(z,L)2) = E(z,u2)eik*z. (14.21)
Bu yerda E(z,uj2) koordinata z ning rovon o'zgaruvchi funksiyasi. Endi

(14.19) tenglamadagi z bo'yicha ikkinchi tartibli hosilani quyidagi ko'ri-
nishda yozish mumkin bo'ladi:

d2Bx_ (,2, n., dE d2E\ ikZ
d# = -{kd - 2KA - A ) e %
- (KIE-2ik2~p) eikez (14.22)

Bu yerda E = e)E(zu2), e@ | PFA) (14.22) ifodani (14.19) ga
go‘yamiz:

dEA UM =~ 1A DE2A{z,ul)eir - Kz (14.23)
oz C K2

Bu yerda x(2)= E
<*/3,7
Asosiy garmonika E (z,ui) ning evolyutsiyasini aniglovchi tengla-
mani Kkeltirib chigaramiz. Sistemaga fazalarning moslashuvlik shartini
go'yamiz: 2k\ —k2. E(z,dji) ning evolyutsiyasi nochizigli gitblan-
ishdagi exp(—u\t) ishtirok etgan hadlar bilan aniglanadi. Bunday
hadlar exp(—=2iuj\t) ga proporsional bo‘lgan ikkinchi garmonika Purye
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komponentasining ~ exp(-Nwii) ga proporsional bo'lgan asosiy gar-
monika bilan ta’sirlashuvi natijasida paydo bo‘ladi. Bu holda

P (nch\z,ul) = 2x{2)E(z,u2)E*(z,ul). (14.24)

Tenglama (14.23) ni hosil gilganimizdagi kabi yo'l tutib E+(z, uji) uchun
qguyidagi tenglamani olamiz:

dE(z,coi) _ Aixiuji
dz = -~ X {QE(r,2unn)E*{r,bur). (14.25)

Olingan ikkita (14.23) va (14.25) tenglamalar birgalikda
E(Q, 2ui) = 0, E{0,an) - E(LL). (14.26)

chegaraviy shartlar bilan yechilishi kerak (14.3-rasm).
(14.22) va (14.22) tenglamalarni yechish uchun maydonni

E(z,ui) = E(wi)fi(z), E(zuj2) = E (ui)f2{z) (14.27)

ko‘rinishda yozib olamiz. Chegaraviy shartlarga ko‘ra
/i(0) = 1, /2(0) — 0. Qulaylik uchun o'lchov birliksiz
koordinatani kiritamiz:
z L A 14.28
_ ¢ —
E (uji) ' (14.28)
Bu yerda Lc kritik uzunlik deyiladi. Yangi o'zga-
ruvchilarda (14.23) va (14.25) tenglamalar quyidagi 14.3-rasm:
ko'rinishga o'tadi:

(14.29)
Bu tenglamalarning ko'rinishi amplituda va faza funksiyalarini
kiritishni tagazo giladi. Ya’'ni, tenglamalarning yechimlarini quyidagi
ko'rinishda qidirish mumkin

/1,2 = Pi,2exp(ry?1]2)- (14.30)
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Buni (14.29) ga qo'vamiz va tenglamalarni haqigiy va mavhuni

gismlarga ajratib, va 93"2 uchun to‘rtta tenglamalar sistemasini
olamiz:

P2 phsinei - 1)

dt

dpi .

P! P1P2siii(2<pi - 42),

dz

p2~ &% = P|2 cos(2«v?i - (P2)\,
dipi 3
dE P2COs(2Ifii - <P2) (14.31)

Nisbiy faza ip = 2<pi —tp2 Kiritib, yuqoridagi to'rtta tenglamani uchta
tenglamaga keltirish mumkin:

dp? -p kst(v),

9P _ pipa sty

If = ~s) axBi’ U3
Bu tenglamalar yordamida quyidagi tenglikni yozish mumkin:

. dip 2 dpi lep2 n
of TP dETTRIA T

yoki
d
— In [p\p2CBIp) 0.

Demak, bu yerda gavs ichidagi kattalik

p\p2cos ip = const, (14.33)

saglanuvchi kattalik, ya’'ni harakat integrali ekan.

Chegaraviy shart (14.26) va (14.30) ga ko‘ra P2(0) = 0. Demak,
harakat integrali const = 0. Bu holat barcha £ larda o‘rinli bo‘lishi
uchun faqat costp = 0 bo'lishi mumkin. Chunki, amplituda pit2—0
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bo'la olmaydi. Shunday qilib, hamma £ lar uchun ¢ = £7r/2 bo'lishi
mumkinligi kelib chiqgadi. Muhitda to‘lgin targalishi davomida ikkinchi
garmonikaning intensivligi o‘sib borishini inobatga olsak, bu ikkita hol-
dan minus ishorani tanlash kerak. U holda

dpi 2 dpi (JMon\
=Pl: ~pf£ = ~plp2' ( )

Bundan quyidagini topamiz:

dp2 , dpl n

yoki
Pl + P2= 1- (14.35)

Bu tenglik energiyaning saglanish gonunini anglatadi. (14.35) shart
yordamida (14.34) sistemaning birinchisidan pi ni yo‘gotib tenglamani
integrallaymiz va pi¢ uchun quyidagi ifodalarni topamiz:

p2 —th£ pi —sech£. (14.36)

Endi boshlang;ich funksiya va o‘zgaruvchilarga gaytamiz:

E(z,w2) iE(u>i)

E(z.uJdi) = £(u>i)sech (jPj ,ipi=0, = ~ (14.37)

Bu natijalardan ko'rinib turibdiki, z ortishi bilan asosiy garmonika-
ning hamma intensivligi ikkinchi garmonikaga o'tadi. Yugorida ta:kid-
langanidek nochizigli qutblanishning hissasi juda kichik bo‘lishiga gaxa-
masdan. kuchsiz g'alayon uzoq masofalarda yoki katta vaqgtlarda to‘'p-
lanib boradi va pirovardida katta eifektlarga olib keladi. 1903 vyil'
o'tkazilgan tajribada lazerdan chigayotgan qizil nur dastasi KDP kris
tallidan o'tkazilganda havo rangga aylanganligi kuzatilgan.

Asosiy garmonikaning energiyasi ikkinchi garmonikaga to‘liq o'ti-
shi, yuqgorida asosiy garmonikaning energiyasini olzgarma,ydi deb qiiin-
gan farazga zid. Shu sababli olingan natijalar katta masofalar va katta
vaqtlar uchun tatbiq qilib bo‘lImaydi. Nazariya mukammal bo'lishi
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uchun yuqoridagi tenglamalarni olishda asosiy garmonikaning energiya
sini kamayishini hisobga olish kerak. Ammo, yugorida ishlab chigilgan
nazariya sifat jihatidan tajriba natijalari bilan yaxshi mos tushadi.

Yuqgorida ko'rilganga o‘xshash bir gator boshqa ta’sirlashishlar ham
bor. Masalan, chastotasi va to!lgin vektorlari mos ravishda k\ va
U2 k2 bo'lgan ikkita lazer nurlarining ta’sirlashishi natijasida chigishda
chastotasi 2wi —u? va to'lgin vektori 2ki —k2 bo'lgan to‘lgin hosil
bo‘lishini kuzatish mumkin.

14.3 Uchinchi tartibli nochiziqgli effektlar

Uchunchi tartibli nochizigli effektlar qutblanish vektorining yoyil
masi (14.1) da elektr maydon kuchlanganligi bo‘yicha uchinchi darajali
hadlar bilan bog'liq. lzotrop muhitlar uchun X'2* = 0 ikkinchi tar-
tibli effektlar kuzatilmaydi. Bu holda induksiya vektori D ni quyidagi
ko‘rmishda yozish mumkin:

D=DW + = eE+a\E\Z2E. (14.38)
oi = x(3) =Bu ifodani Maksvell tenglamasiga qo'yamiz:

1d2D
rotrotE + (14.39)

divD = 0. (14.40)

Bu tenglamalarning E —Eoexp[i(kr—wt)\, (yassi monoxromatik
to‘lgin) ko'rinishidagi aniq yechimi mavjud. Bu yechimni (14.39) teng-
lamaga qo'yib quyidagi bogianishni hosil gilamiz:

Bu yerda
Ve M ' K =" +4EDOX (14.41)

Chizigli masaladagi yassi to‘lqgin ko‘rinishidagi yechimdan bu yechim-
ning farqgi shundaki, to'lginning faza tezligi Mp — oj/k dielektrik sing-
diruvchanlik bilan bir gatorda to!lgin amplitudasi Eq ga ham bog'liq.
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Agar 1] > 0 bo'lsa, faza tezligi amplituda ortishi bilan kamayadi. Bunda
muhit fokuslovchi deyiladi. Agar rj < 0 bo'‘lsa, amplituda ortishi bilan
tezlik ortadi va muhit defokuslovchi (yoyuvchi) deyiladi.
Shu bilan birga (14.40) tenglamadan div E — 0 kelib chigadi. De-
mak, bu holda ham chizigli nazariyadagi kabi maydon ko'ndalang ekan.
Maksvell tenglamalaridan uchinchi darajali nochiziglikga ega bo‘l-
gan muhitda yorug'lik to'lginining elektr maydoni uchun to‘lqgin tengla-
masini olish mumkin. Buning uchun (14.39) va (14.40) tenglamalarning
yechimini amplitudasi rovon o‘zgaruvchi yassi to‘lqin ko'rinishida qidi-
ramiz:
E = EO(r,t)ei{koz- wt\ (14.42)

Bu yerda Eo(r,t) to'lgin targalish yo'nalishidagi koordinataning va
vagtning (2-K/ko tartibidagi masofalarda va 2u/djqgtartibidagi vaqt orali-
g‘ida) rovon o‘zgaruvchi funksiyasi. (14.42) ni Maksvell tenglamalariga
go'yamiz va bir gqator soddalashtirishlarni bajaramiz.

Birinchi soddalashtirishni ko‘rib chigamiz:

rotrot E = graddivE —AE & —AE.

Bu tenglikda birinchi hadni tashlab yubordik. (14.40) tenglamadan
foydalanib, bu yaginlashish o‘rinli ekanini ko'rish mumkin. Hagigatan
ham div D = 0 tenglamadan

div ("E+”~-\EOXRE]j -0
deb yozish mumkin. Bundan

divE = -~div(] E ORI «

2c2q .
\EOR div E + Egrad Qbgj2"

Bu kattalik ikki sababdan juda kichik, birinchidan, nochizigli bo'lgani
uchun, ikkinchidan, rovon o'zgaruvchi funksiyaning hosilasi ishtirok
etadi. Natijada quyidagi tenglamani olamiz:

1 d2n(c/l) 1 nN2n(nch)
~N-3-8?— 3-53-- <14-43)
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Bu yerda

1 az2n(ne)
-2-QIT- =-U")\E oXRE.

(14.43) tenglamaning chap tomonini ham soddalashtiramiz:

AE = 1 n - k$EO + AIE, le™
2« ° ~ - IVJEj+ O x«,) C"-

»'c “*1 '4A n) anp, , 4*EO \ 4

- VY ar'ar_" £Eb+ AP “+" joe

(.A(w2e) AEO

2
—UWIEfq 4" 10
dt ¥Ha

Bu yerda rovon o‘zgaruvchi funksiya Eqdan vaqt va z bo'yicha olingan
ikkinchi tartibli hosilali hadlar juda kichik bcrlganligi uchun tushirib
goldirdilc. Bu yerda

d¢ Q2
6= KkO0z - ut, A+ = ir-2+722-
ox¢  dy¢

Bu soddalashtirishlarni (14.43) tenglamaga qo'yib, sekin o‘zgaruvchi
amplituda uchun parabolik tipdagi tcflgin tenglamani olamiz:

T~dtnj N 2nmxnne ~ (14.44)

Bu tenglamani standart ko‘rinishda yozish uchun 2 — z —vgt/ko va
t i almashtirish bajaramiz. Bundan tashqari, r = k”~a/ 2 belgilash
va O‘Ichamsiz o'zgaruvchilar kiritamiz:

Ld £0 Yy £E0

Ld — ko™o diifraksion uzunlik (Reley uzunligi), £0 muhitga Kirishdagi
yorug'lik dastasining kengligi. Yangi 0‘zgaruvchilarda (14.44) tenglama
quyidagi ko‘rinishni oladi:
A 1
+ -Afrr = JgJ2u = 0. (14.45)
. 0z 2nm
zmi?2fi" we ye
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Bu yerda (x, ¥, z) ni yana mos ravishda (x, y, z) ga almashtirildi. Bu
tenglama (2+1) o'ichamli nochiziqli Shredinger tenglamasidir. Bunda
“2" ko‘ndalang o'lchamlar soni (x,y) ni ko‘rsatsa. “1” esa to‘lqin tarqa-
lish yo‘nalishini (z) belgilaydi.

Yassi to'lgin o‘tkazgichlar uchun
(14.45) tenglamani (1+1) ko'rinishga
keltirish  mumkin. Buning uchun
(14.45) tenglamani ko'ndalang yo‘na-
lishlardan birini yassi to'lgin o'tkaz-
gichning xususiy modasi bo'yicha o‘rta-

chalaymiz:
du 1d2u ,, 9 ”
& + 2« IH *=0 (14-46)
Odatda, bu tenglama nochizigli Shre-
dinger tenglamasi deb yuritiladi. 14.4-rasm:

Diffraksiya hisobiga yassi yorug'lik
dastasi (14.4-rasm - 1) x yo‘nalisbida yoyiladi (bu effekt 14.4-rasm - 2).
Shu vaqtda nochiziglilik uni lokalizatsiyalaydi. Ikkala effekt crzaro bir-
birini to'la kompensatsiyalaganda yorug‘lik dastasi statsionar tarqgaladi
(rasm - 14.4 - 3).

14.4 Bir o‘lchamli nochizigli Shredinger
tenglamasi

14.4.1 Modulyatsion bargarorlik

Yassi tcrlgin o‘tkazgichlarda yorug'lik impulsining targalish ma-
salasini ko‘rib chigamiz. Buning uchun (14.46) tenglamani quyidagi
ko'rinishda yozib olamiz:

.du 1d2u . 0 _ nw o, 1Y
1& + 24a?+<r|”1* = 0- (1447)
Bu yerda a = £1, “+” fokuslovchi, ishora esa defokuslovchi no-

chizigli muhitga to'g'ri keladi. (14.47) tenglamaning yechimini yassi
to'lgin ko‘rinishida gidiramiz, ya'ni

u(z,x) = Aeifkz+tgx\ (14.48)
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Buni (14.47) tenglamaga qo'yib, quyidagi dispersiya qonunini olamiz:

a2
k = 'Aj+ aA 2. (14.41))

Bundan amplitudasi A bo'lgan to‘lqin nochizigli xossaga ega bo‘lgan
muhitda shaklini o‘zgartirmasdan targalishini ko'ramiz. Faqgat faza
bo'yicha siljish mavjud bo‘lib, u ham bo'lsa, to‘lgin amplitudasiga (in-
tensivliga) bog'liq ekan. Kichik g'alayonlarga nisbatan bu to'lginning
turg'unligini o'rganamiz. Bu muammoni o'rganish uchun chizigli ana-
lizdan foydalanamiz. Bu magsadda (14.47) tenglamaning yechimini

u(z,y) = {A + Su{z,y)y (kz+gx). (14.50)

ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda Su <C u.
(14.50) ni boshlang'ich to'igin tenglamasiga qo'yamiz va kichik g‘a-
layon Su bo‘yicha chizigli hadlar bilan chegaralanamiz. Natijada

.8Su 1d2su 2
w7 +2 & 5-+ 17 <14'51)

tenglamani olamiz. Kichik g'alayon Su ni haqigiy va mavhum gismlarga
ajratamiz:
Su= v+ iw. (14.52)

Buni (14.51) tenglamaga qgo'yib, »vaiu uchun tenglamalar sistemasini
olamiz:

dv ld2w
dz + 2d@ai? =0 (1453>
dw ld2v
dz 2dx2 2<jA = a (1454>

Bu sistemaning yechimini yassi to‘lgin ko‘rinishida gidiramiz:
v, wu~ el(Qz+Px)

Buni (14.53) va (14.54) tenglamalarga qo‘yib quyidagi dispersion muno-
sabatni olamiz:
Q=+~VP2-4aA2. (14.55)
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End! nochiziqli to‘lqgin (14.48) qachon bargaror bo'ladi degaxi savolni
go'yamiz. To'lgin bargaror bo'lishi uchun Q haqigiy bo‘lishi kerak.
Aksincha, Q kompleks bo‘lsa, to'lgin bargaror bo'Imaydi. Hagigatan
ham Q kompleks bo‘lsa an ~ exIm(Q)z bt#ladi. Bu holda to'lgin targa-
lish yo'nalishida (+) ishorada uning amplitudasi o'suvchi, (-) ishorada
esa kamayuvchi bo'‘ladi. Ya'ni to'lgin amplitudasi bargaror emas. (14.55)
ga ko'ra to'lgin bargaror bo‘lmasligi uchun

P < 4A2 (14.56)

shart bajarilishi kerak. Bu shart o= +1, ya'ni sindirish ko'rsatkichi-
ning nochizigli gismi n2 > 0 bo'lganda bajariladi. Bu holda muhit
fokuslovchi bo'ladi.

Shunday qilib, fokuslovchi muhitda (14.49) dispersiya qonuni bi-
lan aniglanuvchi (14.48) nochizigli yassi to‘lgin (14.56) shartni gano-
atlantiruvchi katta masshtabli | ~ 1/jP) tartibidagi modulyatsiyalarga
nisbatan turg'un bo'lmas ekan. Bu modulyatsion nobarqgarorlik deb
ataladi. 14.5-rasmda ikki hoi uchun nochiziqli yassi to‘lgirming kichik
g'layonlarga nisbatan modilyatsiya nobargarorligi Kkeltirilgan.

1% ¢

14.5-rasm:

Fokuslovchi muhitda bunday nobar-
garorlikning bo'lishi yorgin solitonlar -
lokalizatsiyalangan statsionar yechimlar-
ning mavjud boflishidan darak beradi.
14.6-rasmda modulyatsion nobarqgarorlik-
ning kuchayish koeffitsienti

g=1Im(Q) = ~ nldA2- P2
.| 14.6-rasm:

ning modulyatsiya impulsi P ga bog'lanishi
keltirilgan. Modulyatsion noturg‘unlik P ning ham musbat, ham
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manfiy giymatlarida bor. Kuchayishning maksiinal giymatga g = A2
ga P —\j2A da erishiladi.

14.4.2 Fazoviy yorqin optik solitonlar (a = 1)

Tenglama (14.47) ning nochizigli yassi to‘lgin yechimi bilan bir
gatorda lokalizatsiyalashgan yechimi ham rnavjud ekanligini yuqorida
ta’kidlab o‘tdik. 0 ‘z-o0‘zini ushlab turuvchi to‘lgin o'tkazgich ko'rinish-
dagi to‘lgin bunday yechimlardan biri hisoblanadi. Bunday yechim
fazoviy yorgin soliton deb ataladi. G.Askar‘yants 1962 yilda fizik mu-
lohazalarga asoslanib yorgin solitonni bashorat gilgan.

Yorug'lik dastasining o'gidan uzoglashgan sari maydon amplitu-
dasi kamaya borganda, muhitning sindirish ko'rsatgichi (n = no +
M\EN2, M2 < 0) ham kamaysa, muhit o‘zini bamisoli yig‘uvchi linza
kabi tutadi. Bupda yorug'lik dastasi fokuslanadi. Ikkinchi tomondan
diffraksiya hisobiga dasta yoyiladi. Agar har ikkala effekt bir-biri bilan
to'lig rnuvozanatda bo'lsa, ya'ni yoyilish fokuslanish hisobiga dastaning
torayishini kompensatsiyalasa, fazoviy yorqin soliton yuzaga keladi.

Yorgin soliton ko'rinishidagi yechimni quyidagicha gidiramiz:

u(x, z) = p(x)eimz+inx. (14.57)

Bu yerda n dastaning targalish yo‘nalishi hamda r o‘qi orasidagi bur-
chakka bog'lig bo'lgan parametr. Burchak nolga teng desak, n = 0
bo'ladi. Shu holni ko'rish bilan chegaralanamiz. U holda (14.57) ni
(14.47) tenglamaga qo'yib. n = 0 deb quyidagi oddiy differensial tengla-
mani olamiz:

= 2p(m —p2). (14.58)

Bu tenglamani 2dp/dx ga ko'paytirib. bir marta integrallaymiz va nati-
jadan quyidagini olamiz:

~ —+\Jbnp2—p4+ C. (14.59)

Bu yerda C integrallash doimiysi. Tenglama (14.58) ni massasi birga
teng bo'‘lgan “zarracha”ning angarmonik potensialdagi harakat tengla-
d2p dW (p)

masi deb garash mumkin, ya'ni d_xi\ = - O—p—- . Bu yerda potensial
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energiya

W(p) = p2 m (14.60)

14.7-rasmda (14.59) tenglamaning faza portreti keltirilgan. (14.58)
tenglama (14.60) bilan aniglangan potensial energiyaning ekstremum
nuqtalariga t,0'g‘ri keluvchi uchta maxsus nuqtaga ega. Bulardan bittasi
p — O egar va ikkitasi p2,3 = +\/m markaz tipidagi maxsus nuqtalardir.1

(14.58) tenglamaning birinchi in-

tegrali C ning turli giymatlariga turli Px
traektoriyalar to‘g'ri keladi: “1” chiziq
(C>0) “zarracha” turg‘un bo'lmagan Vo3

muvozanat, “3” (C'cO) esa turg‘un
muvozanat nuqtalar atrofida davriy
harakatda bo'lishini ko'rsatadi. To'lgin
amplitudasi (p) tiliga o'tsak. bu traek- Vin
toriyalar amplitudasi fazoda tebranuv-
chi toiginni aniglaydi. “2” traektoriya
(C=0) ikki xil tipdagi davriy harakatni bir-biridan ajratuvchi chiziq
bo'‘lib, “zarracha” ning separatrisadagi harakatiga mos keladi. (14.58)
tenglamaning bunga to‘g‘ri keluvchi yechimi yorgin solitonni beradi. Bu
ko‘rinishdagi yechim [x] — 00 da nolga intiladi. Yorqgin soliton uchun
analitik yechimni olish. mumkin.

14.7-rasm:

Bundan keyin bizni jx] —o00 da o‘zi va hosilalari nolga intiluvchi
yechim qiziqtiradi, ya'ni (14.59) tenglamada C = 0 deb olish kerak.
Endi to‘lgin paketning markazida p(0) = a, dp(0)/dx = 0 bo'‘lishidan
va (14.59) tenglamadan yuqorida kiritilgan oz'garmas kattalik m ni
aniglaymiz:

Po o

m 14.61
T ( )

a solitonning amplitudasi ekanligi keyinroq ma’lum bo'ladi. Yuqorida-
gilarni hisobga olib (14.59) tenglamani integrallaymiz va yorqin soliton

IMarkaz tipidagi maxsus nuqta sistemanmg turg‘urji muvozanatiga, egar tipidagi
maxsus nugta turg‘un bo‘lmagan muvozanat holatiga to‘g‘ri keladi.
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uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:
u(x, z) = asech(a:r) exp > a—Vv~m. (14.62)

Bu ifoda intensiv yorug'lik dastasining muhitda tarqalishi natijasida
hosil bo‘ladigan oz - o‘zini ushlab turuvchi lokalizatsiyalangan to'lginni
ifodalaydi. Bunda yorug'lik dastasining markazida sindirish ko'rsatkichi
chekkalardagiga nisbatan katta. Agar boshlang'ich holda yorug'lik das-
tasi (14.62) bilan ifodalansa, u diffraksiya hisobiga yoyilmaydi va shakli
targalish davomida o'zgarmaydi (14.8-rasm).

Olingan natijani o'lchamli o'zgaruvchilarda yozish mumkin:
iz

E (z,x) = y/l6sech exP
2d

Bu yerda £o yorug'lik dastasining boshlang'ich kengligi, g maydon
intensivligining markazdagi giymati, Ilqg — 2/”~k0Ld\a\ Bu kattalik
real maydon bilan quyidagi ifoda orgali bog'langan:

° y/kOLd\a\ W~ e

Ikkinchi tomondan Jo ~ I/£0 bo'lganligi sababli boshlang'ich yorug'lik
dastasining intensivligi ganchalik katta bo'lsa, shunchalik tor yorug'lik
dastasi ko'rinishdagi fazoviy yorgin soliton hosil bo'ladi. Biz umuman
olganda kutilgan natijani oldik. Hagigatan ham, dasta ganchalik tor
bo'lsa, diffraksion effektlar shunchalik kuchli bo'ladi. Buni kompensat-
siya gilish uchun intensivlik ham shunga mos ravishda katta bo'lishi
kerak.
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© © N

10.
11
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

145 14-bobga oid masalalar va savollar

Nochizigli effektlarni ganday hollarda o'rganish kerak?

Intensivligi yugori bo‘lgan maydonlarda qutblanish vektori ganday had-
lardan iborat va har biri ganday fizik jarayonni ifodalaydi?

Ikkinchi garmonika deganda nirnani tushunasiz?

Chastotalari W va bo'lgan to'lginlardan u)j + u2 chastotali to‘lgin
gachon hosil bo:ladi?

Ikkinchi garmonikaning generatsiyasida kritik uzunlik ganday anigla-
nadi?

Yassi to'lgin o'tkazgichlar uchun asosiy va ikkinchi garmonika uchun
tenglamalami yozing.

Bu tenglamalarning yechimlarini tushuntiring.

To'lgin dastasining 0‘z-o‘zidan fokuslanishi ganday hodisa?

Muhitning dispersiyasi ganday fizik jarayonni yuzaga keltiradi?
Muhitning nochizigli xossalari ganday fizik jarayonni yuzaga keltiradi?
Modulyatsion bargarorlikni ganday tushunasiz?

Modulyatsion nobargarorlik ganday fizik jarayonlarga sababchi bo!ladi?
Bargarorlik shartlari ganday topiladi?

Yorqin solitonlar gachon paydo bo'ladi?

Fazoviy yorqin soliton nimani bildiradi?

Muhit ganday xossaga ega bo'lganda gorong'i solitonlar paydo bo'ladi?
Qora va kulrang solitonlar bir-biridan nima bilan farq giladi?

To'lgin kollapsi ganday xossaga ega bo‘lgan muhitlarda yuzaga keladi?
Ikki o'lchamli nochizigli Shredinger tenglamasi uchun birinchi uchta
harakat integralini yozing va ularga fizik ma’'no bering.

To'igin kollapsini to‘xtatish mumkinmi?
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Masalalarning javoblari va yechimlari

l.la. Al = ce4cek\ 1.1b. v=10,8c. 1.2. dvt —cdtdV = inv.

1.3. Tenzorlarni almashtirish qoidasi va (1.49) formuladan fo
dalanish kerak. Misol uchun tenzorning 5°° komponentasini almashti-
rishni ko'rib chigamiz. Tenzorni ikki vektorning oddiy ko'paytmasi
ko‘rinishida tasavvur gilamiz, ya'ni Slk = AIBKk.

iod0O A'° + (3An B'" + PB'
AOHO - (
v'W 5 v T /™
AIOB'0+ p2 (AioBn + AnB/0) + 0iANBN
1-p2

Bu yerda S00 = A°B°, 5/0° = A,0B', S'0L = A,0B'"\ S'w = AaB',
S,u = A'IB'lva S'0L = S'10 larni hisobga olib S0 uchun almashtirish

formulasini topamiz: S00 = — s— _Qolgan komponen-
talar ham shu yo'l bilan topiladi.
1.7. X-X,, = =t -« D+ V(x,-xi])/c2

y-yo=y'-vyo z- Z20=127-2ZQ

vV smrwy Ty dorhlnn

Bu ifodalargan t —t' nuqta har bir sistemada tekis harakatlanishi kelib
chigadi. Agar shu nugta bilan bog'langan sanoq sistema kirinsak, K
va K' sistemalarning har biri bunga nisbatan garama - garshi tomonga
c2 1 \

Vg= — fl——y::::: \ tezlik bilan harakatlanadi. Bu yerda Vq tezlik
V larning relyativistik yig'disining “yarmini ” beradi.

19. t=y(t'+ , r=y(rJdJ+ Vo + (7 -1)n~ 3,
7= (l-y 2c2"1/2.

1.10. =7 (V + AT (Al+¥ N (7-1)im

1.12. T '= Ty/1 - V2/c;
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1.13a. Mumkin emas. Birdaniga 12 soat 00 min ni bir sanoq sis-
temadagi ikki soat va boshga sistemadagi bir soat ko'rsatishi mumkin.

K K
a; B A’ B'
0O — 0
0 O O
A B X A B
a) b)

14.9-rasm: 13-rna,salaga doir chizma

1.13b. Fazoviy mos tushayotgan soatlarning ko'rsatishi sanoq sis-
temani tanlashga bog‘liq emas:

tA= 12:00+ l0/V = 13 :00, tA= 12:00+ ~ = 12 :36.
Bir vaqtda tushunchasining nisbiyligi tufayli qolgan B' va B soatlarning
ko‘rsatishi sanoq sistemani tanlashga bog‘liq.
“Platforma”dagi kuzatuvchiga nisbatan (14.9a-rasm):

tB = 12:21,6, iR = 12 : 36, tB = tA.
“Poezd”dagi kuzat\ivchiga nisbatan (14.9b-rasm):

tB = 13 : 00, = 13:14,4, tB tA.

1.13c. “Platforma”dagi kuzatuvchiga nisbatan:

tA=tB= 13:00, tB= 12 :36, A = 13: 14, 4.
“Poezd”dagi kuzatuvchiga nisbatan:

tA= 12 :21,6, tA= tB = 12 : 36, tB = 13 : 00.

Hamma hollarda ikkita soatning ko‘rsatishi bilan solishtirilayotgan
soatning ko'rsatishi doimo orgada qoladi.

1.14. Parallel tezliklarni go'shish formulasiga asosan chizg'ichlar-
ning nisbiy tezligi

V= (V+ V)I(l + R82),

bu yerda V = lo/At ekanligini hisobga olib, nisbiy tezlik uchun quyidagi
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ifodani hosil gilamiz:

v = 220Aij i(Ai)2+ L
c\

Birinchi chizg'ichdagi kuzatuvchi uchun (14.10a-rasm), avval chap

a) b)
14.10-rasm:

so‘ngra o‘ng uchlari ustma-ust tushadi, ikkinchi chizg'ichdagi kuza-
tuvchi uchun (14.10b-rasm) teskari bo‘ladi. Agar chizg‘ichlar boshga
kuzatuvchiga nisbatan bir xil tezliklar bilan bir-biriga qarab harakatla-
nayotgan bo‘lsa, uchlari bir vagtda ustma-ust tushadi.

1- /22
1.15. I = 1-16. a) V = 2<0,9c = 1,8¢c, b) V = 0,99c.

1.19. wlyji= - 74 M2+ ~ (w)22 <0, 7= (1 - ~/c2"-172.

1.20. K sistemada fazoviy burchak dQ = sin GdOd/ip. K * sistemada
dCl1l= sin9'dO'dtp' ga teng. Burchaklarni almashtirish gonunlariga

asosan eos 8’ eos0+ A ai ip. Bularni differensiallab idagi
= e va ip —ip. Bu i di i uyi i
1+ /3e0s9 ? P qul %
topiladi:
dU' = sine'de'dxp' = -J -t t di
(1 + f3e0s 9),,
2.1.p= + 2mc2) 2.2. v= °P
\Jp2 + m2c2
23.v=CWM —( ! v&AA\ v=oc(1
“(Hm ‘
2A . T=W + i m»+..,, T =F-14-2+....
2 5 om  8mA

cr ¢
2.5. a) 0,0342 =c, b) 0,9999985 ¢, ¢c)0,81-c, d) 0,9956-c.
2.6. Burchaklarni almashtirish formulasi (1.39) ni ultra relyativis-
tik hol uchun yozamiz. Uning surat va maxrajini p' ga ko'paytirib,
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quyidagini hosil qgilamiz:

sini9' p'smOQO’ ITr nt\

igo = 56§_6T+T[\S = —F—,—ed—s /I+ X(;Er‘ 1 £ = t(¢; +P ~cosfl ),
bu yerda p'V/v' = £'Vic? tenglikdan foydalanildi. Masalada kelti-
rilgan taqgribiy formuladan foydalanish mumkinlik shartini hosil qilsh
uchun burchaklarni almashtirish formulasida 0' burchak trigonometrik
funksiyalarini 9'/2 argumentga o'tkazamiz. Hosil bo!lgan ifodadan qu-
yidagi shartni olamiz:

V_

—»
€0s nl

Bu yerda v' — p'c2/£' - zarrachaning K' sistemadagi tezligi. Ultra
relyativistik holda £ « pcp¢ 2j£'e0s2(9'/2). ko‘rinishni oladi.

2.7. Natija bir-biridan farg gilmaydi.

2.9. Inertsiya markazi sanoq sistemada hosilaviy zarrachalarning
energiyasi (2.66) bilan aniglanadi. Energiya va impuls 4-vektorni tashkil
gilganligi sababli, ular uchun Lorentz almashtirishlari o‘rinli, ya’'ni

c £\ - Vpi eosdi c £2- Vp2eos 02 a_ Y_

20" v i-/32 ' c
bu yerdan
£1 —£Lio\/Il —/32 £2 —~20\/I _ "
c0s 01 — -———C , COSO02 = . e
VAIJE\ —m2c4 VyE|] ~ rn~cd

£10, £20 birinchi va ikkinchi zarrchalarning inersiya markazi sanoq sis-
temasidagi energiyalari. pl, p2 va £\, £]/ mos ravishda ularning la-
boratoriya sanoq sistemasidagi impulsi va energiyalari. Biz bu yerda
energiya va impuls orasidagi bog‘lanishdan foydalandik.

Olingan natijalarni analiz gilamiz. Burchaklar uchun olingan ifo-
dalardan zarrachalarning laboratoriya sanoq sistemasidagi energiyalar-
ini topmogqchi bo‘lsak, ularga nisbatan kvadrat tenglama hosil bo'ladi
(birinchi zarracha uchun yozish bilan kifoyalanamiz va kattaliklarning
indekslarida “1” ni tushirib goldiramiz):

£2 (1 - (32e0s20) - 2££o0s)\-ffi + £1 (I - /32) + V2m2c2e0s20 = 0.
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Ushbu kvadrat tenglamaning ildizlarini topishdan oldin parchalanish
diagrammasini ko'rib chigamiz. Laboratoriya va inersiya markazi sano(|
sistemalarida impuls komponentalari orasidagi bogTanish Lorentz al
mashtirishlari bilan aniglanadi:

pocosd + £0V/c2

P X = e [ {1 e : Pv = Po sm

Bu ifodalarda 6 burchakni yo‘qotib quyidagini hosil gilamiz:

P2+ (px\Jl ~ B2~ £oB/cj =vim

Bu tenglama px, py o'zgaruvchilarga nisbatan yarim o'glari po va

14.11-rasm: Zarrachaning parchalanish diagrammasi.

Pg/\j\ —62 bo‘lgan va markazi (14.11-rasmdagi O nuqta) p = 0 nug-
tadan £qV /c2\/\ —R 2 ga siljigan ellips tenglamasidir.

Agar V < P?£a/pg = vq bo'lsa, A nuqta ellipsning ichida joy-
lashadi (14.11la-rasm). Yugqoridagi kvadrat tenglama bitta yechimga
ega bo'ladi. V > vg shart bajarilganda va 6 < 6max da (14.116-rasm)
tenglama ikkita yechimga ega bo'ladi. Agar 6 > 9max bo'‘lsa, tenglama
yechimga ega bo‘lmaydi.

Energiya uchun yozilgan kvadrat tenglama diskriminantining nolga
teng bo'lish shartidan maksimal burchakni aniglaymiz:

sinOmax = poyjl —R2f mV.

yi{p\ + @Cm2)(p2 + c2m2) —pr\pP2 056
211. m2=m2+ m2+ 2

mn = 139,58 MeV.
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\/(Pi + c2m2)(p2 + c2m2) —pip cos $i

2.12. =m2+m2—2-
c2
£2 2 2mim 2
213. m = - PP mlem2+ TS
C4 C2 y I — Vi/Zcd
p m\v
\V =e

£ mi + m2\/i"~ v2/c2

N - H - N ™ ~ - )
894 Ti-= (mo- mi)2- m2 CZ, A (™o ~ m2)2- m? 02.
2mo 2mo
c\/£2 - m2c4 . 2mc2T0cos2 Oi
215. v ————s— . 2.16. ii . .
£+ Me2 2mc2 + Tosin29i
3.1 Zaryadlangan zarracha harakat tenglamasi (3.21) da impulsni

p = vS/c2 bilan almashtiramiz. Bunda paydo bo‘lgan d£/dt ni (3.22)
ga asosan eEv bilan almashtiramiz. Natijada aniglanishi lozim bo‘lgan
ifodani olamiz:

v= —Vyj{\ -v 2/c2) (e + ~[vH\ - -\V{VE)) .
771 \ C C J

3.4. Bu shartni ganoatlantiruvchi sanoq sistemalar cheksiz ko‘p.

Agar ulardan birortasini topsak, unga nisbatan E va H ning umumiy
yo'nalishi bo'yicha o'zgarmas tezlik bilan harakatlanadigan ixtiyoriy
sistemalarda ham maydon huddi shunday xossaga ega bo‘ladi. Shu-
ning uchun har ikkala maydonga perpendikular yo‘nalishda harakat-
lanadigan sanoq sistemaning tezligini topish yetarlidir. Tezlik x o!qi
bo'ylab yo‘nalgan deb olamiz. Bu holda Ex'= Hx'—0 va masala
sharti [EH\ = 0 ga binoan Ey'Hz'—Ez'Hy"' = 0 ekanligini kelib chi-
gadi. Bularni e'tiborga olib, maydon uchun almashtirish formulalari
(3.38) dan qidirilayotgan tezlik uchun kvadrat tenglama hosil gilamiz.
Bu tenglamaning ikkita yechimidan V < c shartni ganoatlantiruvchisini
tanlab olamiz. Ikkinchisi ma’'noga ega bo'Imaydi. Olingan natijani tez-
likning yo'nalishi ixtiyoriy bo‘lgan hoi uchun umumlashtirib, quyidagi
ifodani olamiz:

V.  E2+ H2—y/(E2- tf2)2+ 4(EH)*.
c 2[EH\2 '

Maydon bunday xossaga ega bo'lgan sanoq sistemalar cheksiz ko‘p
bo‘lib, ularda maydon kuchlanganliklarining moduli quyidagiga teng
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bo‘ladi:

E'2= . E2- H2+ yJ{E2- A2)2+ 4(EA)2

1
a2 - H2- E2+ ~ - A2)2+ 4(A9)2

3.5a. Masala shartiga ko'ra E' = 0 yoki A ' = 0 bo'lganligi uchun

K sanoq sistemada ham maydon invarianti = [EH) = 0 bo'ladi.
Bunda ikki hol paydo bo'ladi (4-masala natijasidan foydalaniladi):
E 2|
1) H2-E 2> O: £'=0, VI[UJ'C A'= ~YA2-£ 2
A2 7 2|
2) H2-E 2< O A'=0 V=~ E' A2.

3.5b. (E4A) invariant bo'lganligi uchun [E'H"') = 0 shart barcha
inersial sanog sistemalarda, jumladan boshlang‘ich sanoq sistemada
ham bajariladi.

3.5¢c-d. (E' = H") bo‘lishi uchun (£ = ) bo'lishi kerak.

3.9. z o'qini magnit maydon bo'ylab yo'naltiramiz. Magnit may
don ko‘ndalang bo‘lganligi uchun harakat r = const tekisligida sodir
bo'ladi. Harakat tenglamasini yozamiz:

mx d TY
1 = —jx+ -Hy, -
dt PR

Bu tenglamalar sistemasini bir marta integrallaymiz. Hosil bo'lgan
tenglamalardan \/I —B 2 ni yo'gotib quyidagini hosil gilamiz:

g
-H (xx + yy) = r?2(xy - yx).

Bu yerda (r, &) ga koordinatalar o tamiz: -H r = r]r¢p. Bu tenglamani

c
integrallab, masalada so‘ralayotgan harakat traektoriyasini topamiz:
ro exp (cper)/eH).

Magnit maydonda zaryadga garshlik ta’sir gilganda, traektoriyasi mar-
kazdan uzoglashuvchi spiral chiziqg bilan aniglanishini topdik.
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3.11. Maydon x o‘qi bo'ylab yo'nalgan deb olamiz. Masalaning
shartiga ko‘ra hakat tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik xy tekisligi
bo‘lsin. Kovariant ko'rinishda yozilgan harakat tenglamalarini

dpx _ eE_ dpy _ ~Nip =0 dE _ eE
dr mc2 dr oodr ' odr m

integrallab, impuls va energiyani xususiy vaqtning funksiyasi sifatida
olamiz:

£
px = —OStht+pOXCtht, py —POy, Pz = 0,
£ = £0chkE t + cpoxshkE ¢, k = e/mc.
Bu yerda impuls mos koordinatadan xususiy vaqt bo'yicha olingan

hosila ekanligini hisobga olib, to‘rtinchi tenglamani yana bir marta
integrallaymiz:

x° = ct= shkE « + chke « —1).
(t) oE kE t eE( KE t )

Qolgan tenglamalar shunga o:xshash aniglanadi. Bu tenglamani r, nis-
batan yechib, quyidagini hosil gilamiz:

mc Pox+ eEt+ J {pOx + eEt)2+ m2c2+ pOy
r(f) = —In - —
eE pox + £/¢

Endi bu yerda topilgan r(i) ni x(t) va y(t) ga go‘yamiz.

c Pox + eEt + yj(pgx + eEt)2+ m2c2+ poy
x(t) = —In
eE pXx+ £/c

y(t) = ~r (i), z(t) =0, £(t) = yjE$ - c2pX +{cpOx + eEct)2 .

Bu natijalarni kichik t <C mc/\e\E va katta t S> mc/\e\E vaqtlar
uchun analiz qgiling. x = x(t), y = y(i) funksiyalarning grafiklarini
kompyuterda chizing.

3.12. 1= (E —mc2)/eE.

3.13. px = PoxcoskHt, py= —poxsinkHt. k= e/mci
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H cH
3.14. X= xoeosut, y=yochut, z= vqt+ zq; u = 2ek/m.

itTr"W =er * + c(Hri~H f)\r’

3.16. H —O0 bolganda. elektonlarning traektoriyasi to‘g!ri chi
zigdan iborat bo'ladi. Magnit maydon ta’'sirida traektoriya silindrlar
o‘qi tik bo'lgan tekislikda buriladi. Magnit maydon orta borishi bilan
burilishi kattalashib boradi. Silindrik koordinatalar (r, ¢, z) ga o'tamiz.
Elektronlar traektoriyasining egrilik radiusi r = R2 bo'lib golganda
tezligi anod sirtiga parallel bo‘ladi va ular anodga tushmaydi. Bu holda
tezlikning radial tashkil etuvchisi \n~R2 =0 va (r*>)|r=g2 = vmax. 15-
masaladagi ikkinchi tenglamadan foydalanamiz. Bu tenglama biz ko'ri-
layotgan hol uchun quyidagi ko'rinishda yoziladi:

Bu tenglamani zarrachaning traektoriyasi bolylab r = R\ dan r = R2
gacha integrallaymiz:

Bu yerda impulsning maksimal gimatini (pmax) kondensator goplama-
lari orasidagi potensiallar fargi orgali ifodalaymiz va yuqoridagi ifo-
dalardan foydalanib kritik ogim uchun quyidagini hosil gilamiz:

X 2ncR?2
Pdc = —j-r—Vmax — 2TrcR2

Bu yerda maksimal kinetik energiya Thpax eV.

310



Potensiallar farqi Icichik bo‘lganda \e\V <C me? (yoki v <Cc shart
bir xil natija beradi) natija soddalashadi:

N 2iicR2 0O_,n I2mV
— 11 Pmax — 2tTlcR2\/ h|
El \4

3.17. Zarrachaning dreyfi effektiv elektr maydon Eejf = F/e ta'si-
rida yuzaga kelib, vj, = c{FH\/cli2 tezlik bilan sodir bo‘ladi.

3.18. T —2ex/'jr. Masalani turli yo'l bilan yechish inurnkin:

a) chiziqli zaryad va tok tomonidan zaryadga ta’sir etuvchi kuchni
to‘gfridan to‘g‘ri hisoblash mumkin. Bunda Lotentz qisgarishini hi-
sobga olish kerak;

b) kuch avval magnit maydon nolga teng bo'lgan sonoq sistemada
aniglanadi. So‘ng 4-kuch uchnn Lorentz almashtirshlardan foydalani-
ladi.

4.1. Tenglama (4.40) ning har ikkala tomoniga div operatori bilan
ta’'sir gilamiz va uzluksizlik tenglamasidan foydalanib quyidagini hosil
gilamiz:

JN(div E —47-p) = 0.

Bundan ayirma div E - Anp vaqtga bog!liq emasligi ko‘rinib turibdi.
Agar t = to da u nolga teng bo‘lsa, keyingi vagtlarda ham div E = Anp
tenglik o'rinli bo'ladi. Shunga o'xshash (4.1) dan

| (divfl) =0

kelib chigadi. Bundan div H vaqtga bog‘lig emasligi ko‘rinib turibdi.
Agar t = to da u nolga teng bo‘lsa, keyingi vaqtlarda ham divH = 0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

1. T 47r
4.4. i[KEK = — Hk, i{kHkl= -Ek+ - j k ,
i(kHk) = 0, i(kHK) = 4irpfc.
iu , . iu An .
45. votEu = —Hu , rotHj= - —Eu H-—,
c c c
div Hw= 0, div Hw= AKpu-

4.6. Sw= ~"Re[EwH*}.

4.7. s = N[EH\ + rot G, bu yerda G - [EH\ ga bog'liq bo'lgan
47r
ixtiyoriy vektor.
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4.8. Garmonik tashkil etuvchilar uchun:

. i ur 471 i ui2
div Au--—-- pN=0,A + -—AU = - ju JAipM+ —2z(pu= -4t t .
C C2 c

Yassi to'lginlarga yoyilmasi uchun:
gk + ic(KAN) = 0, .1k + k2c?A< = 4-7Trcjk , <Fk+ k2c?9k —47rc2pk =

Yassi monoxromatik to‘lginlarga yoyilmasi uchun:

Y (o LR\
~ #ko) -0 Ik — j-4ku— 47TCku) i
2 = 47rc2pkw =
41T 4 u
%.I.E:—Rop—rz, r> R\ E:Er, r<R.
3 ré 3

i?72
52. i?=2lrp— r r> R;E= 2upr, r <R

5.3. p= 2%lInr, E=-"r.

. g z- a+ v/x2+ y2+ (z- a)2
5.4. ip(x,y.z) = — In
zZ+ a+ + 22+ (z ~ a)2
5.5. Ekvipotensial sirt tp(x,y,z) = const shart bilan aniglanac

Bunga asosan ko‘rilayotgan masalada

z-a+Jx2+y2+(z-a).2 const
...................... 5= = const.

z+a+ sjx/ +yz+ (z—ay

shart o'rinli bo'lishi kerak. Quyidagi belgilashlar kiritamiz:

zi2=z+a, rl2= Q/X2+ y2+ Zip, C= ST zi —72 = 2a.
2 & ¥

Bu belgilashlarda ekvipotensial sirtning ko'rinishi

7+ ?72= 2a* - = const
(@]

tenglama bilan aniglanishini topamiz. Bu fokuslari z = *a nuqta
lardagi aylanma ellipsoidning tenglamasidir.
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ra
5.6. ip= -Kerx, E — ——- X.
5.7. E=4npx (x| < d), E:4npd>-< (] > d).

5.8. 9= -2xInr, E= Wr (r>R); £=0(r<B).
5.9. Maydon kuchlanganligi sfera radusi bo'ylab yo'nalgan.

s < In £1=0 r < R\]
R2—Ri R’ r- A
e(r - |
4D = € 1- |n_r ______ R 1 E2 ) Ri < r < R2Z;
© R2~ Ri it2 r (A2 - RI)r2
@ %= — r> i72-
r r2

Bu yerda e = 47ra(A2 —Ri)-
5.10. ¥>=-, E=-~"r(r>R): E= 0 (r < fi); e= 4trcrii2.
5.11. e = 47ra;

i min /2 El=o0 r < Ai
R2-R i Ri .
" N Ri E2 e(r —fii) Ri <r < R2;
W—gz_gi ]:/I'In Ay T (R2- fii)r2 ’
= ¢ E3= r>R 2

r

Maydon kuchlanganligi sharlar radusi bo'ylab yo‘nalgan.

5.12. .= 4 11+2-+2" Jexpl-—), Er - maydon kuch-
ta H YV a aZ)J pV a} y

langanligning radial tashkil etuvchisi. Qolgan tashkil etuvchilar nolga
teng.
5.13. = Za

(14.12a-rasin).

il

14. o= 2MMX_ . — on ]

° ® Vi?2+ 2"’ E (—Fﬁ+ Z%Y%Ez (14.12b-rasm)
5.15. E = Amxpa/3 (14.12c-rasm).

5.16. (/3(x,y,z) = —z—--‘-‘ZEE(-)— ~cos M cos By cos 7z.
a2+ + 7

5.17. -0 = ~(2a2- b2- c2), = |(262- a2- c2),
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14.12-rasm:

rn -(2c2 azj\, e= 4— abc.
6

3ea2sin2B cos dsin
5.18. a) tp ea psind

5.19a. Zaryadlarning tagsimotini Puasson tenglamasidan foydala-
nib topamiz. Masala shartidan potensial silindrik simmetriyaga ega
ekanligi ko'rinib turibdi. Laplasian silindrik koordinalarga (A. 126) ifoda
bilan aniglanadi. Potensial fagat r ga bog'liq bo‘lganligi uchun:

1 0 r > R]

47 rdr V dr r<R.
2mR2

Demak, masala shartida berilgan maydonni. hajmiy zichlik (p = const)
bilan bir tekis zaryadlangan R radiusli cheksiz uzun silindr hosil giladi.
ro r > R;

519b. p=1 e A-kR?
N — r<R, buyerda V= ——.

Maydonni bir tekis zaryadlangan R radiusli shar hosil giladi.

3e2 _ed 3e(rd)r

5R" 3 no

ele2 r, exe2

2
520. UE= 20 521. UE=
522. UE | Jp(r)dV = er 5.23. UE

5.24. UE ;(rd). 5.25. UE = (di.dk)  3(rdi)(rd2)
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3(rdi)d2  3(rd2)di
- ng ' ng
2d\d;
a) Ue —m © F~ ..Cod-r
d\d2
b) UE = F=—---
2d,yd2 6d\d2r
c) UE-= ry:?’ F=-—
d\d2 —o6d\d2r
d) UE-=

5.26. pfc = A-ke/K2,

3(d\d2)r

15(rdi)(rd2)r

-] r7

dipollar bir birini tortadi.
dipollar bir birini itaradi.
dipollar bir “birmi itaradi.

dipollar bir birini tortadi.

E~ = —ihpfc = —iA-nek/k2.
a

6.1. Agar (jOk) = 0 bo'lsa — = 0 bo'ladi. Aks holda zaryad
zichligi vaqtga bog'liq bo'ladi.
6.3. H = 21/cr.
2lr/c r < R,
6.4. Hr= Hz= 0, Up =
21/cr r > R.
0 r < a,
6.5. H H H 2nJ a<r<b
5. Hr= Hz= o = )
® c(b2 —a2) | rij
277/ cr r>a
c2lr/ca r <a,
6.6. Hr= Hz —0, Hy = 2ljcr a<r<hb,
0 r>h
0 r <R,
6.7. Hr= Hz= 0, H™ =
21/cr r > R.
2'kIR2 2dR2
6.8. . 0 bo'lsa,
c(ii2z+ z2)’
cui?2e u)R2e
6.9. Shar uchun: m= ----- , sfera uchun: m=
5¢c 3c
Imie2+ m2ei
6.10. M= --—--—---- B
2 mi+ m2
/I r2 oa*
6.12. Az= — In—, Hx = A an.
C ri dy ’
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M= \da- X)2+y2, I =yl(a+ x)2+ y2.

6.13. a) Tekisliklar orasida H = Airifc, fazoning boshqga qis-

mida H = 0; b) tekisliklar orasida H = 0, fazoning qolgan gismida
H = Ani/c. lkkala holda ham magnit maydon tokka perpendikulyar
va tekisliklarga parallel yo‘nalgan bo'ladi.

Al2 b 2+ b2'
6.14. Plastinkalar / = — farctg% - — Ina—’\— ) kuch bilan
A r ctgi ~ In~
itarishadi.
6.15. N = - ———(sinol — ol cos oi).
7.2. w2 = c2k2

7.6. Ey = Eqcos(th + ipo), Ez = Egsin(ip + ip0), ip = cot- kx, ip0 -
boshlang:ich faza.

7.7. Ey = Eqcos(ip+ ¢0), Ez = —Eqgsin(ip + ¢0).

7.8. Ey= Ey+ Ey = 2EOcos(¢p + ifo), Ez= Ez+ Ez= 0.

7.9. Ey = Eqcos(th + ¢p0)/2, Ez = Eflsin(”™ + V*0)/-

7.10. To‘lgindagi maydon

Ay = —(cEq/w) Sinwr, AZ = (cEq/w) COSLUT,
Ey = Eqcos LOI, Ez = EqgsinUT.

Bu yerda r = t —x/c. Harakat quyidagi tenglamalar bilan aniglanadi:

ecEo ecEO

X = U, Yy = w—r—-COSLOT, Z = = SinWT,
n eEo . e”o

Px = u Py = - sin lot, pz = -————-COSWT.
Lo oY)

2= m2c2+ Eg/Ix2. Zaryad yz tekisligida ecEo/uj26 radiusli aylana
bo‘ylab harakat giladi. Impulsi o‘zgarmas bo‘lib eEo/u> ga teng. Har
bir vagt momentida impulsning yo'nalishi magnit maydon yo'nalishi
bilan mos tushadi.

8.4. | = 2e2a2/4c3, a zarrachaning tezlanishi.
4 e4 mvn - - . -
85. 1 = -—— —— . Bunatijai;<cda o'rinli bo'ladi. Sababini
om C Z

tushuntiring.

g\e,fe42 (e\ e2\2

8.6.1i = ) it ~zaryadlar orasidagi masofa.
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8.7. Yechish: Ma’lumki, dipol nurlanishining intensivligi zaryadlar
sistemasining dipol momentidan vaqt bo'yieha olingan ikkinchi tartibli
hosila bilan aniglanadi. Shu kattalikni aniglaymiz:

Bu yerdagi yig'indining har bir hadini mos zarrachaning massasiga ham
ko'paytiramiz, ham bo'lamiz. Masalaning shartiga binoan quyidagini
olamiz:

edv”? e d e dP

Bu yerda pa = rnava zarrachalarning impulsi, P sistemaning to'liq im-
pulsi. Berk sistema uchun bu kattalik harakat integrali bo'ladi. Shuning
uchun dP/dt = 0. Shunday gilib, ko!rilayotgan sistema dipol momen-
tidan vaqt bo'yicha ikkinchi tartibli hosila nolga teng ekan. Demalk,
nurlanish ham bo'Imaydi. Xususan, sistema bir xil zaryadlangan bir
xil zarrachalardan tashkil topgan bo'lsa. bu sistemaning elektr dipol
nurlanishi nolga teng bo'ladi.

8.9. Doiraviy orbita bo'ylab aylanayotgan elektronning to‘liq ener-
giyasi E va uning vaqt birligidagi nurlanish energiyasi —dE/dt bo'lsa,
topish lozim bo'lgan vaqt r ni E/ (—dE/dt) nisbat bilan baholash mum-
kin. Elektronning to'lig energiyasi kinetik va yadro bilan ta’sirlashish
energiylarning yig'indisidan iboratligini inobatga olsak, E = —2/2R.
Vaqt birligidagi nurlanish energiyasi esa © .. Bu ikki
) ) o at 3 m c6Rfi )
ifodadan yordamida vodorod atomining yashash vaqtini bahola)-miz:
r ~ 3R3/4.cr\. Bu yerda ro elektronning klassik radiusi, R atomning
boshlang'ich vagtdagi radiusi.

8.10. AS = Ttede2/3vm2c3d3.

8.11. Aylanma harakatni o:zaro perpendikulyar bo'lgan ikkita
ossilyat-orga ekvivalent deb garash mumkin. Zaryadning aylanishi xOy

tekisligida va aylana markazi koordinata boshida deb hisoblasak:

eR uPl1 . . o
H= - y ([n, ijeos(kr —ujt) + [n,j]sin(kr —ut)), E = [HnN],

u 4e2R 2

47rc3r2
gan radius-vektor, 8 azimutal burchak, i vaj mos ravishda x va y

- sin29j, n= r/r, rkuzatish nuqtasiga o'tkazil-
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o'glaridagi birlik vektorlar.

91 iy = 2 q I/D\ B Zgi gr D2= 2s2 qr

L SPIEVES mEivese P T diéess = HYET

9% . 9, B\ 2rEi */};_
eiai + e202 + £37°3 r eioil + e20;2 + £30:3

9.3. Chegaraviy shartlarni (o‘tkazgich sirtida 9= const va r —00
da €= 0 ganoatlantiruvchi potensial ko‘rinishi ip= C'/r bo‘lsin. Bu
yerda doimiy C. ji DndS = Ang shartdan aniqglanadi: C = 2g/(ei + €2)

5
2?2 1

Bu yerdan tp= = = potensialm va
E\ + s2r

qel qe2

U= grdlei oY 327 prran(ei + e2)

gel- 1) _ ¢(E2- 1)
N
Olerk — Soradlei + £2)° %8 2rra2(el + £2)
sirt zaryadlarining tagsimotini topamiz:
9.4. W = * J sE2dV = \erEZdr =
2 2ea

9.5. Shar energiyasini quyidagicha topamiz:

W = Exj se2dV = %J eE2r2dr =

00

10.1. Maydonni ™5 = a/27r sirtiy zichlik bilan zaryadlangan ikki
dielektrikni chegaralovchi (x = 0) tekislik hosil giladi.

10.2. Maydonni u>s = e/4nR? sirtiy zichlik bilan zaryadlangan R
radiusli e/R potonsialga ega bo'lgan o'tkazuvclii sferik sirt hosil giladi.

10.3. E = rhrr<R,E= —"r,r> R;us = — - —

£lr £2r 27T/1 \S2 £1
2y .
10.4. E=0, r < R: E = r> i?,
£(r)rz

4-7T<T t g

105. E= -T-r— 10.6. E=0, r<R; E=-rT-r, r>R.
E(X) X E\V)T
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10.7. E r
£gR

1
>
-
N
1
\%
Py

10-8- -t )e =* » = r < «e

109-f = (T,+e,)R" C =j (EI+"2>R

10.10. t/E= ¢ . 10.U .ft =~ (I + + (

10.12. 5-bob 25- masalaning yechimiga qarang.
C 6 6 ¢

10.13. tp= 1 , X >0, y>0;, boshga hamma
rx r2 r3 r4

nugtalarda ip — 0. Bu yerda r;, mos ravishda Ai(a, a, 0), A2(a, —a, 0),
~3(—a, —a, 0), -Ai(—a, a,0) nuqtalarga o‘tkazilgan radius-vektorlar.

ni ae (1 1\ . . .
10.14. = — N3 — t>x 0 giga perpendikulyar yarim

tekislikda; n - ~3” 0%o'‘giga perpendikulyar yarim
tekislikda. Bu yerda R ko‘rilayotgan nugtadan mos zaryadgacha bo'l-
gan masofa.

10.15. Bu masalani yechish ucun elektr tasvirlash metodidan foy-
dalanamiz. Zaryad turgan muhitdagi maydonni asosiy zaryad bir qa-
torda e! yordamchi zaryad hosil giladi deb olamiz. Bu yordamchi zaryad
asosiy zaryadning ikkinchi muhitdagi tasviri bo‘lib, uni Ox o‘qining

"
X = —a nuqtaga ioylashtiramiz. U holda <4 = ---—-—-—-—--- 5 Ikkin-
chi muhitdagi maydonni esa asosiy zaryad tugan nuqtadagi e" ikkin-
on
chi yordamchi zaryad hosil giladi deb olamiz, ya'ni ip2 = :Ez\jr Bu
yerdagi noma’'lum zaryadlar chegara nugtalarda tpi = (p2, D\n = D2n
bo'lish shartlaridan aniglaymiz. Yugqoridagi potensiallarni shu chegava-
viy shartiarga qo'yib, quyidagi ikkita tenglamani olamiz: (e —e’)£2 =
eei, e+ e'= e". Bu yerdan
[ e2—£EN\
e e

Bularni potesiallar ifodalariga qo'yib, masalaning yechimi topiladi.
10.16. Zaryad koordinata boshida joylashgan deb, Maksvell teng-
lamalarini yozamiz:

divD = eS(r), rotE = 0.
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Bu tenglamalarni yechish uchun birinchi navbatda dielektrik singdiruv-
chanlik tenzori asosiy o‘glarga keltirilgan deb, (9.44) bog‘lanish tengla-
masini yozamiz:

DXx —ExEx = ~ex~Q"> ~ eyEv ~Ey~dy' "z = £zEz ~ ~£z~dZ

Bularni Maksvell tenglamalariga qo'yib, potensial uchun quyidagi teng-
lamani hosil gilamiz:

d2ip d2ip d2ip

N HBw +CN = {n

O ‘zgaruvchilarni almashtirarniz:
o X , , z
X = +e=ph Y = ;/7,;:—};5 m y/gz

Yangi o‘zgaruvchilarda potensial uchun tenglama quyidagi ko‘rinishga
o'tadi:

&4> o9V 4TTe

dx'2 di/2 dz'2 VIEXEYEZ
Bu dielektrik singdiruvchanligi e = y/fxeyez bo'lgan izotrop muhitda
nuqgtaviy zaryadning potensialini aniglovchi Puasson tenglamasining
o‘zidir. Shunday qilib, anizotrop muhitdagi elektrostatika masalasini
izotrop muhitdagi masalaga keltirdik.

10.17. Koordinata boshini sferaning markazida, qutb o‘qgini es

sfera markazi bilan zaryad turgan nugtani tutashtiruvchi to‘g‘ri chizigda
tanlab olamiz. Potensial uchun

Aip= —47rd(r—d)

Puasson tenglamasining cheksizda nolga intiluvchi yechimini Lejandr
polinomlari Pn(eos B) bo'yicha gator ko‘rinishida qidiramiz:

P e/
= wrrjl + E ~TTP«(COS0)-
1 1 n=o
Birinchi hadni ham Lejandr polinomlari bo'yicha gqatorga yoyamiz:

1 0 rn
jTTrff = E ~ +ipn(eosB), (r < d). ™)
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Potensialni sfera sirtida (r = R) nolga tenglashtiramiz:

(/E + Jal—? Pn(cost) — 0.

dn+l Rn+1

Lejandr polinoinlari ortogonalligidan bu tenglik o'rinli bo'lishi uchun
polinomlar oldidagi koeffitsientlar nolga teng bo'lishi kerak. Bundan
jn"2n+l

bn =

, m e eR ~ (R 2\n Pn(cos0)
= - ? p' -

Bu yerdagi ikkinchi hadni (*) bilan taggoslab, uni d\ —R?/d nug-
tadajoylashgan e¢' = —eR/d nuqtaviy zaryadning potensiali ko'rinishida
yozish mumkin:

Bu tasvirlash metodi bilan olingan (10.49) natija bilan mos tushadi.

11.1. Oz o‘giga parallel | uzunlikdagi o‘tkazgich uchun quyidac
munosabat o'rinli:

-dzn

Ax= Ay =0
f wir I] P2,

bunda p\22 = \Jz2 + I1,22; ri va r2 - garalayotgan nuqtadan birinchi va
ikkinchi o'tkazgichgacha bo‘lgan masofalar. Intagralni hisoblab | — oo
qguyidagini hosil gilamiz:

A, =afi,?2
4m ril
11.2. rl, r<R; rl, r>R.
tOOI
11.3. = @ . Bunda c;i va «2 - tok chiziglari va 1-, 2- muhit

tga?2
tekislildariga o‘tkazilgan normal orasidagi burchaklar.
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11.4. H= ~[j, a].
11.5. Koordinatalar sistemasini shunday tanlaymizki, bunda tok

Oz o'‘gi bo'yicha, tekislikka o'tkazilgan normal esa Ox o‘qi bo'yicha
yo‘nalgan. U holda [n, H; —H\\ = r chegaraviy shartdan quyidagini

hosil gilamiz: Hy = A’ X < 0 bo‘lganda, Hy = ’)\A\ x > 0 bo'lganda.

11.6. H\ = — ~ —Ho, Hi = — —— H(). Bu yerda HO - vaku-
Mi + MR M + M
umdagi kuchlanganlik, LW,, H2 - Mi va M2 muhitlardagi kuchlanganlik.

11.7. z = O tekislikni ikki muhitni chegaralovchi tekislik va 2
0‘gining musbat yo!nalishi birinchi muhitga yo‘naltrilgan deb olamiz.
Masalani yechishda elektr tasvirlash metodi kabi metoddan foydalana-
miz. Bu holda vektor potensiallarni quyidagi ko'rinishda qidiramiz:

Al = mLi- +tjigi 9! .
c Jr c mwoz> 0>
Az = kM Ed g
c Jr

Chegaraviy shartlardan noma’lum koeffitsientlarni aniqlaymiz:

=0 k2 = tL_
M+ M M+ M
. 1P 1 - L
12.1. £ing = ———--— = -5Swsin(a;i + &0
c at c

bu yerda $o0 - t = 0 moment,da kontur tortib turgan sirtga o!tkazil-
gan normali va maydon yo'nalishi orasidagi burchak.

12.2. Konturdagi tok ~*— + R = £m(i tenglama bilan aniglanadi.

Bu tenglamani 12.1-masala yechimidan foydalanib integrallasak, quyi-
dagi natijani olamiz:

7= fl,,e*p % _<_?Rf\j + A Ri/l+s\’NB|L2/CZ wy» W + &0-«.

Bu yerda tgd = Aqg boshlang‘ich tok kuchiga bog'lig bo'lgan
integrallash doimiysi.
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12.3. Zanjirdagi tok kuchi Ig — Ko ga teng. R2 garshilik

gisga tutashtirilgandan keyin zanjirdagi tok kuchi quyidagi differensial

tenglama bilan aniglanadi:

Bu tenglamani integrallash (t = 0 da | = Jo boshlang‘ich shartlarni

hisobga olganda) natijasida quyidagini topamiz:

12.4. Kondensator goplamalari orasidagi potensiallar farqi q/C

ga teng bo‘lgani uchun tokni aniglovchi tenglama quyidagi ko'rinishda
yoziladi: ~— + RI = . Konturdagi tok kuchi | = — Buni oldingi
cAdt

tenglamaga qo‘yamiz:

Ko
|

Ld?q iq
3 dfi + RTt +

o

A\ekxt + A2efcad ko'rinishda

Bu tenglamaning umumiy yechimini g
yozish mumkin, bu yerda
c2R 0 c2
i = - -u% : =
fci,2 V+yV2-u%; v oL Lca
Boshlang‘ich shartlardan (t = 0 da g = qo; I = 0) foydalanib noma’lum
koeffitsientlarni topamiz:

Riz o eh Au= LR
1 —&

«2 —«i —_

12.5. Konturlardagi toklar quyidagi differensial tenglamalar bilan

aniglanadi:



bu yerda h t= 12 =
dt

12.6. O nugtadan r masofada joylashgan sterjen uzunligini
elementi 1 = wr tezlik bilan harakatlanadi. Shu elementda induk-
siyalangan EYuK = -Hvdr = —Hrdr. Sterjendagi to'lig EYuK

Zind, = —A [ rdr = - —HI .
nd c E{ 2¢C
12.7. L = 2ubl(b/a). 12.8. L = 47rn25.
12.9. L= -po + 2plIn-.
PO PNy

12.10. a) A(A) = A, | "b%W +c°(M)V/; H = 4*
Toov! \sh2(/i/a) + cos2(/t/¢)y ' ° c °
h_ v
I s<h\
s=vm ¢ - h) H{x) 6> h.

12.11a. 9P+ ir7p = 0, bundaﬁ—p—;peﬁ—eeep/ T
12.11b. r =~ -, 12.11d. H=0, E= E{r)exp (-t

12.12. ~(eE) + 4tt7£;= 0, H = 0,

E(x,t) = — "N E(X) ex 4m [ —dt'
(x,1) e[X't)() py }S
k2c2\
12.13. Hy = Hi)sinkx exp ¢
47
aA
13.2. e(w) = -
1 —rao>

13.3. Ex = Aexpli(kz - ut)\, Hy —yJj*Aexpl[i(kz - ut)],

Ey = Ez= Hx = Hz = 0. J1 o'zgarmas, A= —y/§jl.
13.4. 4, =0, Hx = 0,
Ey = Aexp (-1\), Hy = -nJlexp (-rp2),
$?r= Aexp (-rp2), #r = +nJl1exp (—<EX).
Bu yerda A o‘zgarmas, K = nuijc, g\ = kx + wi, 2 = kx + ut —T2
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Tlova
Asosiy matemanik formulalar

Nazariy fizikauing elektrodinamika kursini o'rganishda asosiy matematik
apparat vektor analiz bilan bog'lig bo‘lganligi uchun o'quvchi vektor analiz
bilan tanishligini hisobga olib, bir gator asosiy formulalarni keltiramiz.

A .l Yektorlar aigebrasi

Ma'lum o'ichov birligida olingan son giymati bilan to‘la aniglanuvchi
kattalik skalyar deyiladi. Hajm, zaryad, massa, elektr maydon potensiali va
shunga o'xshash kattaliklar skalyarga misol bo‘ladi.

Ma'lum o'ichov birligida olingan son giymati va yo'nalishga ega bo'lgan
kattalik vektor deyiladi. Vektor kattalikning boshga ta'riflari ham mavjud.
Kuch, kuch momenti, tezlik, maydon kuchlanganligi va boshgalar vektorga
misol bo'fadi.

Skalyar va vektorganing matematik ta'rifini: N o'‘lchovli fazoda koor-
dinata o‘glarini burishda o'z giymatini o‘zgartirmaydigan kattalik skalyar
(invariant) deyiladi. Bunda skalyar N o'ichovli fazoda aniglangan deyiladi.

Vektorning matematik ta'rifini: N o‘lchovli fazoda koordinata o‘glarini

burishda
N

AN —N ' Ofc-Afc
fc=l

formula bilan almashadigan gandaydir Ai kattaliklar to‘plami vektor deyiladi.
a;fc almashtirish matritsasi bo:lib, deta ~ 1 shartni ganoatlantiradi. Masalan,
ueh o‘Ichovli fazoda a,k boshlang'ich sistemaning “k” va burilgan sistemaning
“I” olglari orasidagi burchakning kosinusiga teng.

Vectorlar va ular ustida amallar bilan bog!liq bo'lgan asosiy formulalarni
keltiramiz:

a —axi + Qyj + azk, (A.63)
bu yerda i, j, k - x, y, z o'glari bo'ylab yo‘nalgan birlik vektorlar (ortlar),

ax, ay, az - a vektorning mos ravishda x, y, z o‘glarga bo'lgan proeksialari.
Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi:

(ab) = (ba) —abcos(a, b) = axbx 4- ayby + azbz = ab. (A.64)
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ikki vektorning vektor ko'paytrnasi:

[ftb] (CLyhz azhy)i 4~(isz oxx®)j - u>xby dyb~lz. (Aim)
Ikki vektorning vektor ko'paytmasining moduli:

|[ob]] = absin(a, b). (A.6®

Uch vektorning aralash ko‘paytmasi:
(a[6c]) —(b[ca]) = (c[ab]). (A.67)

Uch vektorning vektor ko'paytmasi:
[o[6¢]] = b(ac) —c(ab). (A.68)

Fazo inversiyasida (r — (—r)) fazoviy orientatsiyasi o'zgarmaydigari
vektorlar qutb vektor deyiladi.

a(r) = a(—). (A.69)

Radius vektor, chizigli tezlik, kuch, impuls va elektr maydon kuchlanganligi
qutb vektorga misol bo'ladi.

13-rasm:

Fazo inversiasida fazoviy orientatsiyasi o‘zgaradigan vektorlar aksial yoki
psevdo vektor deyiladi.

a(r) = —a(-x). (A.70)

Aksial vektor, odatda, ikki qutb vektorlarning vektor ko'paytmasidan
hosil bo'ladi. Bu 13-rasmda ko'rsatilgan (a va b qutb vektorlarning vektor
ko'paytmasidan aksial ¢ vektorning hosil bo‘lishi keltirilgan. (6) chizma (a)
chizmaning inversiyasi.). Burchak tezlik, kuch momenti va magnit maydon
kuchlanganligi aksial (psevdo) vektorga misol bo‘ladi.
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A .2 Maydonlar

Fazoning har bir nuqgtasida aniglangan skalyar funksiya <p{r) skalyar
maydon deyiladi.
Fazoning har bir nugtasida aniglangan vektor funksiya

a(r) = iax(r) +j ay(r) + kaz(r) (A.71)

vektor maydon deyiladi.
Vektor (maydon) ning skalyar argumenti bo‘yicha hosilasi:

A ™ - A Mx)a{x)» Mx)" +a(x)AsM . (A .72)

Bu yerda birinchi had vektorning modulini, ikkinchi had esa uning yo‘nalishini
o‘zgarishini ko‘rsatadi. ao(x) birlik vektor.

Maydon koordinataga bog‘liq bol!lish bir gatorda vaqtga ham bog‘liq
bo‘lishi mukin. a(x,y, z, t) vektorning vaqt bo‘yicha to'liq hosilasi quyidagi
ko'rinishda yoziladi:

da da da da dada,
S +"*si+ % + ai = 8t + (',grad)a- (A 73)

Nabla operatori

d 3 d
vV =¢éii+ Hi + -Sik (A'74)
munosabat bilan aniglanadi.

Nabla operatori bilan skalyar maydon (funksiya) ga ta’sir gilsak (gradient
olsak), yana vektor maydon hosil bo'ladi:

a{r) - Vv<p(r) = grad<p(r) = + k~dz' (A.75)

Bu vektor tp(r) ning eng tez o‘sish tomoniga garab yo;nalgan. (A.75) blan
aniglangan maydon potensial maydon deyiladi.

Nabla operatori bilan vektor maydon (funksiya) ga skalyar tarzda ta’sir
gilsak (divergensiya olsak), skalyar maydon hosil bo'ladi:

I(r) = (Va(r)) = diva(r) = ~ A (A76)

Nabla operatori bilan vektor maydon (funksiya) ga vektor tarzda ta’sir
gilsak (rotor olsak), vektor maydon hosil bo‘ladi:

b(r) = [Va(r)j = rota(r) =



Vektor a dan kontur bo'yicha olingan chizigli integral quyida ko'rinishda
aniglanadi:

J adl= \]\ax dx + ay dy + az dz). (A.78)
i
Berk kontur bo'yicha birorta vektordan olingan integral

> adl (A.79)
i

shu vektorning sirkulyatsiya deyiladi. Potensial maydondan kontur boyicha

olingan integral:
2

Jgr&d<pdl = ip(r2) - ip(ri). (A.80)
i
Bunga asosan potensial maydon sirkulyatsiyasi nolga teng:

j)gxa,aipdl = 0. (A.81)
i

Skalyar funksiyadan sirt bo'yicha olingan integral quyidagicha yoziladi:
J tp(r)ds = ] ip(r)nds. (A.82)

bu yerda n sirtga perpendikulyar bo‘lgan birlik vektor. Yopiq sirt bo'yicha
integral quyidagicha yoziladi:

j>4>(r)ds. (A.83)

Bu integralni hajmi nolga intiluvchi cheksiz kichik perallelopipedning sirti
bo'yicha hisoblaymiz. Bunda parallellopiped tomonlari dekart koordinatala-
rining (xy), (yz), (zx) tekisliklariga parallel va bir uchi koordinata boshida
joylashgan deb olamiz. U holda

OK-.0

Bunga asosan gradientning integral ta'rifi yoziladi:



Bu formula nabla operatori uchun (A.74) bilan bir xil bo'lgan integral ko'ri-
nishdagi ikkinchi ta’rifni beradi.

Hajm V nolga intilganda integrallash sirti nugtaga tortilganligi uchun
(A.83) bilan aniglangan operator integrallash sirtiga bog‘liq bo'lmaydi. Shu
sababli skalyar funksiya ¢ dan sirt va uning gradientidan hajm bo'vicha
integrallarni bog‘lovchi quyidagi munosabatni olamiz:

ji ipdS = J gradipdV. (A.85)

Bu yerda hajm bo‘yicha integral sirt o‘rab olgan soha bo'yicha olinadi.
Vektor maydonda vektorning elemantar dS sirt bo'yicha ogimi

d$ = ads, (A.86)

birorta S sirt bo'yicha ogim esa
$:\] adS:J andS:J andsS =
J axdydz + J aydzdx + J azdydx (A.87)

tengliklar bilan aniglanadi.

Vektordan berk sirt bo‘yicha olingan integral uchun Ostrogradskiy-Gauss
teotemasi o'rinlidir:

5 ads = J divadv. (A.88)

Bu teoremani isbotlash uchun integrallash hajmini cheksiz kichik bo‘laklarga
bo'lamiz va (A.84) ni olishdagi yo‘Ini tutib div a uchun integral ta’rifni quyi-
dagi ko‘rinishda yozamiz:

l an ds
diva = al\lmo Ay (A.89)
Bu ifodaga ko'ra a(r) vektordan olingan divergensiya r nuqtani o:rab turgan
cheksiz kichik sirt bo'yicha a ning birlik hajmga to‘g'ri keluvchi ogimiga teng
ekanligi kelib chigadi.

Agar diva —O0bo'lsa, vektor solenocidal deyiladi va uning maydoni uyur-
mali bo:ladi. Bu holda berk sirt bo'yicha vektorning ogimi nolga teng bo‘ladi.
Maydonning div a 0 bo'lgan nugtalarida manba mavjud bo'ladi. diva > 0
bo'lsa, kuch chiziglar shu nugtadan chigadi, diva < 0 da esa kuch chiziglar
shu nuqgtaga kiradi.
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Berk kontur bo'yicha va shu kontur tortib turgan ixtiyoriy sirt bo'yicha
integrallarni bog‘lovchi quyidagi tenglik

j) adl = J rotadS (A.90)

Stoks teoremasining mazmunini aniglaydi. Stoks teoremasi va nabla opera-
torining integral ko'rinishidan foydalanib, rot a uchun integral ta'rifni quyi-
dagi ko'rinishda yozamiz:

J) [na] dS

rota — lim -—
av —0 AV

(A.91)

Stoks teoremasigan ikkita muhim natijani kelib chigadi:
1 Agar vektor potensial xarakterga (a ~grad”) ega bo'lsa, quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi:
rot a = rotgrad 3= 0. (A.92)

Bunga asosan vektor potensial xarakterga ega bo‘lsa. bu vektorning maydoni
uyurmasiz bo‘ladi. Aksincha, vektorning maydoni uyurmasiz bo'lsa, u poten-
sial vektor bo;ladi.

2. Solenoidal vektordan olingan divergansiya nolga teng bo'ladi, ya'ni

diva —divrotc = 0. (A.93)

Bundan vektorning maydoni solenoidal bo'isa, uni hosil gilayotgan vektorning
rotori nolga teng bo‘ladi va aksincha. vektorning rotori nolga teng bo‘lsa, u
hosil gilayotgan maydon solenoidal bo'ladi.

Quyida maydonlar bilan bog‘lig bo'!lgan bir gator muhim formulalarni
isbotsiz keltiramiz:

Vektor maydon yoki skalyat maydon birorta skalyar o'zgaruvchining funk-
siyasi bo'lsirx, ya'ni a(u), f[u). U holda:

gradip(u) = Vip(u) = Zu}/ u = ipVu, (A.99)
divau) = j = (gradu, h), (A.95)
da .
rota(u) = Vuaj = [gradu, &]. (A.96)
Bu yerdia p= P, 4= 92
u yerda xp e a o~
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Maydoniar ko:paytmasidan olingan hosilalar:

grad(ipf) = [/ gradip+ ipgrad/, (A.97)

divipa = agradip + ipdiv g (A.98)

divjafc] = 5rota—arot b, (A.99)

rotfaij = (fegrad)a —(agrad)ft + adiv b - bdiv a (A. 100)

grad(a&) = (bgrad)as- (agrad)b+ [6rota] + [arot 6], (A.101)

grada2 = 2(agrad)a+ 2[arot a], (A.102)

rot(ipa) = ‘iprota+ [agrad s (A.103)

(V,a)6 = fediva+ (agrad o). (A.104)

Buyerda (agrad) = (oV) = axj—+ay skalyax differensial operator.

Maydonlardan ikkinchi tartibli hosilalar:

rotgradip = O, (A.105)
divrota — 0, (A.106)

f d2 d2 922\
divgradVl = {g” + g~ +an)=*-=Aip (A.107)
rotrota = graddiva—Aa (A.108)

A.3 Egri chiziqli koodinatalar

Ko‘p hollarda vektor va vektor operatsiyalarning dekart koordinatalar-
dagi tasavvurlari bilan bir gatorda sferik va silindrik koordinatalardagi ta-
savwvurlaridan foydalanamiz. Bu koordinata sisternalari dekart koordinata
sistemasi singari ortogonaldir. Quyida egri chizigli koordinatalarda vektor
operatsiyalardan ba’zilarini keltiramiz:

A.3.1 Sferik koordinata sistemasi

Sferik va dekart koordinatalari orasidagi bog'lanish

X —rcosipsin0, y —rsinipsin0, z = rcos®6. (A.109)
Hajm elementi
dV = r2sin8dr dipd6. (A.110)
Nabla operatori
V = d eg 8 e4d d (A.111)

6rdr r 89 rsin9dtp'
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Skalyar maydon gradienti

grad4,= "~ + N +-* N (A.112)
or r 89 rsm9dip

Bu yerda er, eg va mos ravishda r, 6 va, ip o!glardagi birlik vektorlax
(ortlar).

Vektor maydon divergesiyasi

. 1 d(r2ar) 1 9(sin6ag) 1 dou
diva + —e— == | e (A.113)
rA dr rsmoO dd rsiné dip
Vektor maydon rotori
(rota)r = 1 > % ), (A.1149)
rsmfl 89 rsmO dip
(»f), = rsmoay) r or All5)
t, v ld(rae) 1dar . .
<eFy>*F = (A.116)
Laplas operatori
1 0 ( 21\ 1 d (. nd\ 1 o2

A  r2dr V dr) + r2sin9dQv “ 980) + r2sin20dip2* (A-117)

A .3.2 Silindrik koordinata sistemasi
Silindrik va dekart Icoordinatalari orasidagi bog'lanish

X —rcosip, Yy = rsinip, z —z. (A.118)

Hajm dementi
dV —rdr dzdl> (A.119)

Nabla operatori

y="1+vip +d - AL)

Skalyar maydon gradienti



Bu yerda er, va ez mos ravishda r, 4>va 2 o‘glardagi birlik vektorlar
(ortlar).
Vektor maydon divergesiyasi

fiya= Ldran, idar  daz (R1%)
r or r oip a

Vektor maydon rotori

<roto)' = <A-m )
/ \ dar \
(roto) = (A-124)
/o, N l6(rav') ia«r [ ai oc\
(r‘to) = r-& T ~rW ( '

Laplas operatori

A=1t (rA) + + A1D

A .4 Furye qatori. Furye integrali

Davriylik sharti
Iy =1(i+r)y=/fi +~7 (A.127)

ni ganoatlantiruvchi har ganday funksiyani quyidagi gatorga yoyish mumkin:

()] @
m - E Kk cosnwi4 6nsinnust) = cnsin(nast + an), (A.128)
n—o n=0
oki
Y €))
m = E /»einwi- (A-129)
n=—o00

Bu yerda T = 27r/w funksiyaning davri. Davriy funksiyani chastotalari w, 2w,
3w, ==m(yoki davri T, T/2, T/3, me® bo'lgan oddiy garmonikalar yig‘indisi
ko'rinishida tasvirlash, Furye gatoriga yoyish deyiladi. nu chastotaga mos
keluvchi had n-garmonika deyiladi. 4 asosiy chastota bo‘lib, unga mos kelgan
had asosiy garmonika deyiladi.
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Furye koeffitsientlari fn quyidagi formula bilan aniglanadi.
T/2
In=1i [ f(t)e~iwidt. (A.130)
-T/2

Furye koeffitsientlari umuman olganda kompleks bo‘ladi. Agar /(£) funksiya
haqiqiy bo‘lsa,
in=/-»e (A.131)

Davriy funksiyani Furye gatoriga yoyishni shu funksiyani spektrga yoyish
deb yuritiladi. Bu spektr ayrim ui, 2w, 3cj, mmchastotalardan iborat boigan-
ligi uchun diskret spektr deyiladi. Har bir garmonika bitta spektral chizig mos
keladi. Shu sababli diskret spektr chizigli spektr deb ham yuritiladi. Odatda,,
fizik kattaliklar uchun Furye gatoriga yoyish sharti bajariladi.

Davriy funksiyaning davr bo'yicha o'rtacha giymati nolga teng bo'ladi,
ya'ni

7l = 0. (A.132)

Bu goidani bevosita (A.128) yoki (A.129) ni davr bo'yicha o'rtachalab ganoat
hosil gilish mumkin. Endi f(t) funksiya kvadratining davr bo'yicha o‘rtacha
giymatini aniglaymiz. Buning uchun (A.129) ni kvadratga oshiramiz va vaqt
bo'yicha bir davr ichida integrallaymiz:

TI2

1 v

2="f J dt E fnfmei(nm)idt. (A.133)
2 W

f(t) funksiyani haqiqiy deb hisoblaymiz va (A.131) ga binoan (A.133) ni
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

T2
w = E fnfmj, J er-mdt= E fthfrnm- (A.134)
n,m= —oo —T1/2 n,?n=—oo
Bu yerda
fl, n=m;
$Im

|0, n/ m

Kroneker simvoli yoki 5 simvol deyiladi. (A.134) da yig'ndini hisoblab Furye
gatori uchun Parseval tengligini olamiz:

00

ME E 1112=2E (A1)

n=—oo0 n—1
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Bu yerda f(t) =0 WIlganligi uchun /0= 0.
Davriylik xossasiga ega bo‘lmagan funksiyalar uchun (A.128)-(A.129)
gator integral bilan almashtiriladi:

@
/(i) =™ 1 F(u)eiutdu. (A.136)

— 00

Bunga Furye integrali deyiladi. Bu yerda f(t) funksiy chekli vaqt oraliglida
mavjud bolishi kerak. Ya'ni t —+oc da f(t) —0 kerak.

F(u>) Furye amplitudasi deyiladi va quyidagi formula bilan aniglanadi:

F(u) = J f{t)e~ iutdt. (A137)

— 00

(A.136) da chastota w uzluksiz o'zgaradi. Shuning uchun Furye integraliga
yoyish uzluksiz spektrga yoyish deb yuritiladi. Boshlang‘ich funksiya f(t)
hagiqgiy bollsa, quyidagi shart o:rinli bo'ladi:

F*(w) = F(-u)). (A.138)

Furye integrali bilan aniglangan funksiyaning kvadratidan barcha vaqgtlar
bo'yicha olingan integralni aniglaymiz:

| B0 dI Py

Bu yerda o!ng tomondagi vaqt bo‘yicha integral /27T bilan birga &u>+ ui')
ni beradi. Endi yuqoridagi ifodani ¢-funksiya yordamida v bo'‘yicha integral-
laymiz va (A.138) ni inobatga olib quyidagini hosil gilamiz:

| f2(t)dt = 1- J \F(u)\2dw. (A100

—o0o0 — 00

Bu ifoda Furye integrali uchun Plansheral formulasi (yoki umumlashgan Par-
seval tengligi) deb yuritiladi.

Koordinataga bog‘lig bo‘lgan va fazoning chekli gismida mujassamlash-
gan funksiyani Furye integraliga yoyish mumkin:

f(r) = J f{k)e~lkrdk (A.141)
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Bu yerda k to‘lgin vektori.
f(k) = J f(r)ezkrdr (A.142)
esa Furye amplutuda yoki funksiyaning Furye tasviri deb yuritiladi.

Agar ko‘rilayotgan funksiya koordinata va vaqtga bog‘lig bo'‘lsa, bir vaqt-
da koordinata va vaqt bo'yicha Furye integraliga

= ()4 | m~renr-~dkduj. (A.143)

yoyish mumkin. Bunda funksiyaning Furye tasviri teskari Furye almashtirishi
bilan aniglanadi:

[(*,«) = J J f(r, t)eiCut~kr>drdt. (A.144)
Furye qatori yoki integrali fizika masalalarini yechishda muhim ahamiy-
atga ega. Aynigsa differensial tenglamalarni yechishda qo‘l keladi. Bundan

tashqari nurlanish spektrini o'rganishda spektrometrning matematik ifodasi
deb garash mumkin.

A.5 Dirak delta-funksiyasi

¢-funksiya singular bo‘lib, Dirak2 tomonidan Kiritilgan va nazariy fizi-
kaning ko'p masalalarida ishlatiladi. ¢-funksiya quyidagi munosabatlar bilan
aniglanadi:

KX) = !/ 30 gaglc ))((’:\ 8 3 [ SX) dx —1, a<0<bh (A.145)
Bu ta'rifdan ¢-funksiyaning asosiy xossasi kelib chigadi:
b
J f (x)5{x) dx = f{)), a<0<h (A.146)

a

Bu yerda f(x) ixtiyoriy uzluksiz funrsiya. (A.146) integralni quyidagi ko'ri-
nishda yozish mumkin
b
\] f(X)5(X - xq) dx = f(x0), a<xq <h (A.147)

21.A.M.Onpak, OCHOBbI KBAHTOBOW MexaHukn, TMWT.M, 1937.
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Agar xo integrallash sohasidan tashgarida (xo < a; xo > b) bo‘lsa, bu integral
nolga teng bo‘ladi.

0-funksiya natijaviy ifodalarda ishtirok etaolmaydi. Doimo d-funksiya
yozilganda, albatta lining argumentlaridagi o‘zgaruvchilar bo'yicha integral
olish ko'zda tutiladi. Bu funksiyani analitik funksiyalar ketma-ketligining
lirniti deb garash mumkin.

Xususan, bunday xossaga

sin ax

F(x) = X

funksiya ega bo'‘lib, a — 00 da o'zini ¢-funksiya kabi tutadi. Hagigatan ham,
F(X)|x=0 = a/n-va a —00 da cheksizga intiladi. x ¢ O da uning giymati
so‘nuvchi amplituda bilan nol atrofida tez tebranadi. Nihoyat, ixtiyoriy a da

sina
]DI de: 1.

in L4 1, in
]D MB%Ax = 1, o(x) = = lim & (A.148)
mX T a—*00 X

Shunga o'xshash 5-funksiyaning boshga tasavvurlarini ham yozish mum-
kin:

S(x) ——lim (A.149)
Ta—=0X2+ a2
1 X2
i(x) = —7=limaexp (A.150)
exp
tf(x) ;im [ © 2 (A.151)
exp (|) +1
a3 dk (A.152)
i do (x)
A.153
i) g (A.153)
0(x) - Xevisayda funksiyasi
_ . ., agar x<O0,
0y =1 agar x > 0. (A.159)
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(5-funksiyaning ba’zi xosslari keltiramiz:

S(-x) = i(x),
xS(x) = 0,

5(ax) = -<5(x)

6(x2- a2)

i S(x —a)6(x —b) dx
f(x)S(x - a)

J 1005 (x - a) ax,
<*()) df

% (*))

J f0)5(9(x)) dx
S(r—a)

S'(-x) = -S*(x),
XS'(x) ——6(x),
a> 0,
f(a)S(x —a).
-/'(a)

— 6(x) dx,
S b))

= S(x- ax)o(y - ay)S(z - az).

(A.155)
(A.156)

(A.157)
(A.158)

(A.159)
(A.160)
(A.161)
(A.162)

(A.163)

(A.164)

(A.165)

Bu yerda xr nuglarda g(Xi) = 0 tenglama bilan aniglanadi, g(x) “x” ning silliq

funksiyasi.
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